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RESUME. On propose un modéle mathématique de la prolifération du Typha qui est une plante d’eau
douce qui se développe grace a deux modes de reproduction pouvant s’effectuer simultanément. Il
s’agit d’'une part d’'une reproduction sexuée caractérisée par la production de graines et d’autre part
d’'une multiplication végétative assurée par des rhizomes. On analyse les équilibres et leur stabilité
des modéles mathématiques obtenus en considérant les quatre combinaisons correspondant a ces
deux mécanismes de reproduction. On analyse par des simulations numériques le comportement du
systéme hybride correspondant a 'alternance de périodes avec reproduction sexuée et de périodes
sans cette forme de reproduction.

ABSTRACT. Our main interest, which was the original motivation of the present work is to propose a
mathematical model for the proliferation of Typha. The latter one is growing thanks to two modes of
reproduction which may performed simultaneously. It is both, a sexual reproduction characterized by
production of seeds, and a vegetatively one due to rizhomes. Stability and Equilibrium of the obtained
mathematical model are analyzed by considering the four combination corresponding to these two
mechanism of reproduction. By means of Numerical Simulation, we investigate the behavior of the
hybrid system corresponding to alternating periods with sexed reproduction or not.

MOTS-CLES : Dynamique de croissance, stablit¢, systéme hybride, Typha
KEYWORDS : Growth dynamics, stability, hybrid system, Typha
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1. Introduction

Apres I’ouverture du barrage hydro-agricole de Diama en 1986, le changement du ré-
gime hydrographique du fleuve Sénégal a modifié I’écosystéme de son bassin. La modifi-
cation de cet écosysteme est marquée par la réapparition ou la prolifération d’une plante,
appelée Typha, aux abords de certains plans d’eau douce connectés au fleuve Sénégal. En
particulier, certains lacs et marigots du Parc National des oiseaux de Djoudj, une zone
humide d’importance internationale, patrimoine de I’humanité et lieu de rencontre d’oi-
seaux migrateurs paléarctiques et afro tropicales [10], connait une forte présence de cette
plante.

Le typha est une plante d’eau douce qui se développe suivant des conditions écohy-
drologiques modestes. Sa prolifération est possible grace a deux modes de reproduction
pouvant s’effectuer simultanément. Il s’agit d’une reproduction sexuée caractérisée par
la production de graines et d’une multiplication végétative assurée par des rhizomes (ra-
cines). La présence du Typha dans le delta du fleuve sénégal contribue a I’économie des
populations locales. 11 est fortement commercialisé pour étre utilisé dans la fabrication de
nattes, de brin d’allumettes, de cldtures de maisons, etc. Mais la forte prolifération du Ty-
pha dans le Parc National des Oiseaux du Djoudj (PNOD) a eu des conséquences néfastes
sur la biodiversité, I’économie et la santé des populations locales par 1’obstruction des
voies d’acces a ’eau. Par exemple, elle géne les activités de péche, réduit la production
agricole et favorise la persistance de certaines maladies hydriques telles que la bilharziose
et le paludisme [9].

Le typha colonise une parcelle grace a deux modes de reproduction pouvant étre com-
binés a certaines périodes de 1’année. Il s’agit de la reproduction sexuée et de la multipli-
cation végétative. La reproduction sexuée donne naissance a des graines. Elle se déroule
entre les mois de mars et de juin. La multiplication végétative, appelée aussi reproduction
asexuée, se fait a partir des racines de la plante adulte appelées rhizomes. Pour une plante
donnée, ce dernier mode de reproduction débute entre 3 a 6 mois apres la germination de
ses graines. Pour plus de détails, voir [2].

2. Modeéle mathématique

Pour transcrire toutes ces connaissances expérimentales en équations mathématiques,
nous considérons une zone admissible de développement du typha au voisinage d’un ou-
vrage hydraulique. Soit K la capacité d’accueil de cette zone, c’est-a-dire, le nombre
maximal de plantes de typha que peut contenir la zone. Pour un instant ¢ fixé, soient E, (t)
le nombre de jeunes pousses provenant de la reproduction sexuée, E,.(¢) celui des jeunes
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pousses provenant de la multiplication végétative, A(t) le nombre de plantes adultes ca-
pables d’observer I'un au moins de deux types de reproduction et

X(t) = Eg(t) + Er(t) + A(t)

le nombre total de plantes dans la zone considérée. Considérons le systeme d’équations
différentielles ordinaire suivant (pour plus de détails, voir [3]) :

E, = ¢,(t)A (1 - ;) — (g + 119) B

) X
E.=cAl1-2) = (v, +u)E,
= Cp ( K) (v + pr) Er

A= YgEqg + v Er — pA

ol v, (resp. 7,-) désigne le taux de passage de E, (resp. E,) vers A, 14, 1 €t 1 désignent
les taux constants de mortalité respectifs des compartiments E,, £, et A. Le parametre
cq(t) est le taux potentiel maximal de jeunes pousses provenant des graines produites par
un Typha adulte et ¢, le taux potentiel maximal de jeunes pousses provenant des rhizomes
produits par un Typha adulte. Compte tenu de la reproduction sexuée saisonniere, le taux
de c4(t) est la fonction T périodique (avec T = 12 mois) définie sur [0, T'] par

ey site0,00]
Cg(t)_{ 0 site[al,T]

ou T, 0 < a < 1, est la fraction de ’année pendant laquelle il y a une reproduction
sexuée.

_ B _ E. _ A N . .
En posant e, = S£,e, = F et a = %z, nous obtenons le modele adimensionnel
survant

€g = cg(t)a(l —x) — (g + pg)eg
€ =cra(l —z) — (v + pr)er [1]
a= Yrér + Vg€g — HQ

avec z(t) = eq4(t) + e, (t) + a(t). On considere ce systeme dans le domaine

Q= {(eg,eT,a) ER?’H egt+er+a< 1}
Proposition 2.1 Le domaine 2 est positivement invariant pour le systeme (1).

Preuve. On a les implications suivantes
eg=0=¢€;=c4(t)a(l —e, —a)>0 sie, +a <1

er=0=>¢€=ca(l—e;,—a)>0 sieg+a<1
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a=0=a="vye +75€ =0
r=1=2=—pgeq — pre, —pa <0

Donc (2 est positivement invariant |

3. Equilibres du modéle et leur stabilité

Cette section s’intéresse au systeéme autonome qui découle du systéme (1) non auto-
nome présenté dans la section 2 lorsque c4(t) est constant.

—le cas ¢, = 0 et ¢y = 0 modele sans reproduction sexuée et asexuée.

—le cas ¢, = 0 et ¢; > 0 modele avec la reproduction sexuée, mais sans la reproduc-
tion asexuée.

—Le cas ¢, > 0 et ¢; = 0 modele sans reproduction sexuée, mais avec reproductionn
asexuée.

—Le cas ¢, > 0 et ¢; > 0 modele a la reproduction sexuée et asexuée.

Pour chacun de ces cas, on discute en fonction des parametres les équilibres du sys-
teme ainsi que leur stabilité. (pour les preuves de ces résultats, voir [3]). On définit pour
cela les taux de reproduction de base :

_ Y N
_ 7 L=
T (v + pg) 1(vr + pir)

comme étant le nombre moyen de jeunes pousses provenant des reproductions sexuée et
asexuée respéctivement produit par un typha durant sa phase reproductive. Notons

A=A+ A

3.1. Lecasc, =0etc, =0

On obtient le systeme
e:g = —(7g + 1g)eg
Cpr = _('Yr + ,Ufr)er [2]
a = Yrer + Ygeg — Ha

Proposition 3.1 Le systéme (2) admet I’unique point d’équilibre Ey = (0,0,0) qui est
globalement asymptotiquement stable.
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3.2. Lecasc, =0etc, >0
On obtient le systeéme

€g = cga(l — ey —er —a) — (g + f1g)eg
e'r == *(’Yr + Hr)er [3]
a="yrer +v4eg — pa

Proposition 3.2 Si A\, < 1, il existe un unique point équilibre Ey = (0,0,0) qui est
exponentiellement stable si et seulement si Ay < 1. Si Ay > 1, il existe deux points
d’équilibres pour le systeme (3) : I’équilibre trivial Ey qui est instable et I’équilibre non
trivial Ey = (e}, 0,a*) avec

N oo Ag—1 o Vg Ag—1

e = , =
Tyt A Yot 1 Ag

qui est asymptotiquement stable.

33. Lecasc, >0etc, =0
On obtient le systeme

e:g =—(Vg + 1g)eg

€r = C'r‘a(l —€g —€r — a) - (’7T + MT)eT (4]

a= Vrér + Vg€g — HQ
Proposition 3.3 Si \,. < 1, il existe un unique point équilibre Ey = (0,0,0) qui est
exponentiellement stable si et seulement si A\, < 1. Si A\, > 1, il existe deux points
d’équilibres pour le systeme (4) : I’équilibre trivial Ey qui est instable et I’équilibre non
trivial E5 = (0, €%, a*) avec

* pooAr—1 * Y Ar—1

67. == 5 a =

Yrtp A Vet A

qui est asymptotiquement stable.

34. Lecasc, >0etc, >0
On obtient le systéme
€g = cqa(l —eg —er —a) = (v + 11g)eg

ér=cra(l —eg—er —a)— (v + pr)er [5]
a="yre, + vgeg — pa

CARI'10



6 CARI'10 — Volume 1 -2010

Proposition 3.4 Si \ < 1, il existe un unique point équilibre Ey = (0,0,0) qui est
exponentiellement stable si et seulement si A < 1. Si A > 1, il existe deux points d’équi-
libres pour le systeme (5) : I’équilibre trivial Fy qui est instable et I’équilibre non trivial
E; = (e, e, a*) avec

gr-ro
o Cott(yr + i) A1
T (g + ) (e + ) +cr (e + ) (g + pg) A
. Crpt(g + Hg) A1
cg(g + 1) (v + ) + (v + 1) (g + 11g) A
o = 1(Yg + tg) (v + pir) (A —1)

g(Vg + 1) (Y + 1) + (4 + 1) (79 + 11g)
qui est asymptotiquement stable.

Les résultats de stabilité des systemes (2)-(5) sont résumés dans le tableau suivant

I ¢ =0 | ¢ >0
si A, < 1 alors Ej est
_ I’unique équilibre. I1 est LAS
¢g =0 Eo est GAS si A\, > 1 alors Ej est instable
et By est LAS
si Ay < 1alors Ey est si A < 1 alors Ej est
o >0 I’unique équilibre. Il est LAS I’unique équilibre. I1 est LAS
9 si Ay > 1 alors Ej est instable si A > 1 alors F est instable
et Iy est LAS et B3 est LAS

temps (mois) temps (mois) temps (mois)

Figure 1. Solutions numériques du systéme hybride pour o = 2 .
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4. Simulations numériques du systéme hybride

Nous avons fait des simulations numériques du systeme hybride avec la valeurs sui-
vantes des parametres :

Symbole Cq Cr | Vg | Vr | Mg | Hr | W Ag Ar
valeurs [ 0.02 [ 001 | £ [ ¢ 5] 57| = | 1.08] 0576

La Fig. 1 montre que la solution numérique du systéme hybride converge vers un cycle
limite pour un o = %, tandis que la Fig. 2 montre une convergence vers 1’équilibre sans
plante pour un o = 3.

eg er a

- Ww.._

temps (mois) temps (mois)

Figure 2. Solutions numériques du systéme hybride pour o = .

5. Conclusions

Nous avons proposé un modele mathématique de la prolifération du Typha, une plante
envahissante du fleuve Sénégal, par un systeme dynamique hybride, obtenu en alternant
deux systemes dynamiques autonomes de dimension 3. Nous avons distingué deux cas,
celui ot il y a une reproduction végétative (c,, > 0) et celui ou il n’y a pas de reproduction
végétative (¢, = 0) et dans chacun des cas nous avons considéré le systeme dynamique
hybride obtenu en alternant les deux systemes dynamiques autonomes correspondant a
cg > 0 (c’est-a-dire la saison ou il y’a une reproduction par graines) et a ¢, = 0 (c’est-
a-dire la saison ou il n’y a pas de reproduction par graines). Nous avons fait 1’analyse
mathématique compléte de chacun de ces 4 systemes autonomes en dimension 3 et avons
déterminé ses équilibres et leur stabilité. Nous avons pour cela mis en évidence deux
taux de reproduction de base, notés A4 et A, tels que ces deux nombres et leur somme
A = Ag + A, caractérisent completement 1’existence et la stabilité de 1’équilibre positif.
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Ce nombre rappelle le taux R des modeles épidémiologiques, mais il faut noter que notre
systeme n’est pas du type des modeles épidémiologiques auxquels la théorie générale
s’applique [5].

Nous avons montré, par des simulations numériques que le comportement du systeme
hybride est assez complexe. Il est bien connu qu’un environnement fluctuant, comme
c’est le cas de notre modele qui alterne deux périodes, la premieére correspondant a la
croissance sexuée et la deuxieme correspondant a 1’absence de croissance sexuée, peut
conduire a des comportements paradoxaux [6]. En particulier, I’alternance de deux envi-
ronnements défavorables & une espece, peut donner lieu a un environnement favorable.
On se propose dans la suite [4] d’approfondir ces questions en utilisant la théorie des per-
turbations singulieres, lorsque 1’alternance des deux environnements se fait tres lentement
[1, 7], et la théorie de la moyennisation, lorsque cette alternance est rapide [8].

Remerciements : Les auteurs remercient les projets UNESCO (C.B 32 12 31 10 DDK)
et AIRESUD qui ont financé ces recherches.
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