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❏♦✉r♥é❡s ▼❆❙ ✷✵✶✵✱ ❇♦r❞❡❛✉①

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡s

❙❡ss✐♦♥ ♦r❣❛♥✐sé❡ ♣❛r P❡❣❣② ❈é♥❛❝

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✧❡♥ ❧✐❣♥❡✧✳ ■❧ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❝❤♦s❡s✱
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❧❛ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢♦✐s très
❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐tér❛t✐✈❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❛tt❡✐❣♥❡♥t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦♣✲
t✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ✈❛st❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝✐t♦♥s ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✱
❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s
❥✉sq✉✬à ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ✉♥s ❞❡s ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡ r✐❝❤❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❆❞r❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t❡✉r ✿
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❙❡ss✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡s

P❛♥♦r❛♠❛ ❞❡ rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st♦✲
❝❤❛st✐q✉❡s

♣❛r ❆❜❞❡rr❛❤♠❡♥ ❚♦✉❛t✐

▲✬❡①♣♦sé s❡r❛ ❛①é s✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s
s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ré❝❡♠♠❡♥t
♣✉❜❧✐és✳ ❖♥ s✬② ❡✛♦r❝❡r❛ ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝❡tt❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❈❖✱ ▼❈❖P✱ ▼❈❖●✱ ✳✳✳ s❡r♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳
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❊❝♦❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✻✱r✉❡ ❞❡s ♠ét✐❡rs✲❈❤❛r❣✉✐❛ ■■ ✲✷✵✸✺✲ ❚✉♥✐s✐❡

❊✲♠❛✐❧ ✿ ❛❜❞❡rt♦✉❛t✐❅②❛❤♦♦✳❝♦♠
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❯♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s

♣❛r ❏ér♦♠❡ ▲❡❧♦♥❣

❆❞❛♣t✐✈❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❣r❡❛t❧② r❡❧❛①❡s t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❆r♦✉♥❛ ✐♥ ✷✵✵✸✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r✲
♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st✐♠❛t♦r ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ✇❛② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠❧② tr✉♥❝❛t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❡r✐✲
✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❆❞r❡ss❡ ✿
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❙♦♠❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r✐s❦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❀ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s❡r✈❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

♣❛r P❡❣❣② ❈é♥❛❝✱ ❱❡r♦♥✐q✉❡ ▼❛✉♠❡✲❉❡s❝❤❛♠♣s ❡t ❈❧é♠❡♥t✐♥❡ Pr✐❡✉r

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ r✐s❦ ♣r♦❝❡ss ✿
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i
✳✳✳

Xd
i







Xk
i ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❛✐♥s ♦❢ t❤❡ kt❤ ❜✉s✐♥❡ss ❧✐♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ it❤ ♣❡r✐♦❞ ✿

Xk
i = Gk

i − Lk
i ✇❤❡r❡ Gk

i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ Lk
i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧♦ss❡s✳ ❲❡

❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ ✿ Y k
i =

i
∑

p=1

Xk
p ✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞ i✱ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s (Xk
i )k=1,...,d ♠❛② ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❙♦♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❞❡① i✮ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧
u ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss✳ ▲❡t ui ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ♦❢ t❤❡ it❤ ❧✐♥❡ ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss✱ u1 + · · · + ud = u✳ ❲❡ ❛✐♠
t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ r✐s❦ ✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ r✐s❦s ✐♥❞✐❝❛t♦rs✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ r✐s❦ ❞r✐✈❡rs ❢♦r
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✈❡♥❝② ❝❛♣✐t❛❧
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ✐♥❞✐❝❛t♦rs r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
s♦❧✈❡♥❝② ❝❛♣✐t❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss✳ ❆ ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ ❛s ❢❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t s♦♠❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❜❡❝♦♠❡ ✐♥s♦❧✈❡♥t t♦♦ ♦❢t❡♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡s❡ r✐s❦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✱ ✉♥❞❡r ❛ ✜①❡❞ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡s❡ ♠✐❣❤t
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ s♦♠❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❢✉♥❣✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡s ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ♦r ❜❡t✇❡❡♥
❡♥t✐t✐❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s❡r✈❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❧✐♥❡
♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❞✉❡ t♦ ✐ts t❡♠♣♦r❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥s♦❧✈❡♥❝②✳
❆ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r✐s❦ ✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ❆ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r✐s❦ ✐♥❞✐❝❛t♦r t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❜❡ ✿

B(u1, . . . , ud) =
d
∑

k=1

E

(

n
∑

p=1

1{Rk
p<0}1{

Pd
k=1

Rk
p>0}

)

,

✇✐t❤ Rk
p = uk + Y k

p ✳ ❚❤✐s r✐s❦ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ s♦♠❡ ❛✈❡r❛❣❡
t✐♠❡ t♦ r✉✐♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ▲♦✐s❡❧ ✷✵✵✹ ❛♥❞ ✐s ♥♦t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

❙❡ss✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡s
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❝♦♥✈❡①✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ gk :
R → R s❛t✐s❢②✐♥❣ gk(x) ≥ 0 ❢♦r x ≤ 0✱ k = 1, . . . , d ✿

I(u1, . . . , ud) =
d
∑

k=1

E

(

n
∑

p=1

gk(R
k
p)1{Rk

p<0}1{
Pd

k=1
Rk

p>0}

)

.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ gk r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st t❤❛t t❤❡ kt❤ ❜✉s✐♥❡ss ❜r❛♥❝❤ ❤❛s t♦ ♣❛②
✐❢ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✐♥s♦❧✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ I ✉♥❞❡r t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t v1 + · · · + vd = u✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r u⋆ s✉❝❤ t❤❛t

I(u⋆) = inf
v1+...+vd=u

I(v).

❯♥❧❡ss ❢♦r s♦♠❡ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
u⋆ ✇❤✐❝❤ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛❧♠♦st s✉r❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡rr♦r✳
❚❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❆❞r❡ss❡s ✿

P❡❣❣② ❈é♥❛❝
■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❇♦✉r❣♦❣♥❡

❱❡r♦♥✐q✉❡ ▼❛✉♠❡✲❉❡s❝❤❛♠♣s

■❙❋❆✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲②♦♥ ✶

❈❧é♠❡♥t✐♥❡ Pr✐❡✉r
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏❡❛♥ ❑✉♥t③♠❛♥♥✱ ●r❡♥♦❜❧❡

❙❡ss✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡s
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❙❡ss✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡t ❞✐✛✉s✐♦♥s ✿ ❧✬ét✉❞❡ ♣❛r ✐♥✲
é❣❛❧✐tés ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

♣❛r P✐❡rr❡✲❆♥❞ré ❩✐tt

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ♦✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘♦❜❜✐♥s✲
▼♦♥r♦ ♦♥t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡s✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✮ ❞❡
❝❡s ✈❡rs✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭✐♥✲
é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♦✉ ❧❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✮✳ ◆♦✉s
✈❡rr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ❞❛♥s ✉♥ ♣❛②s❛❣❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧❡♥t❡✳

❆❞r❡ss❡ ✿

P✐❡rr❡✲❆♥❞ré ❩✐tt
■▼❇✱ ❉✐❥♦♥

■▼❇ ❯▼❘ ✺✺✽✹ ❈◆❘❙

✾ r✉❡ ❆❧❛✐♥ ❙❛✈❛r②✲ ❇P ✹✼✽✼✵

✷✶✵✼✽ ❉✐❥♦♥ ❈é❞❡① ❋r❛♥❝❡

❊✲♠❛✐❧ ✿ ♣✐❡rr❡✲❛♥❞r❡✳③✐tt❅✉✲❜♦✉r❣♦❣♥❡✳❢r✳

❙❡ss✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡s


