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Résumé : Nous considérons ici un modele défini par des restrictions de moments condi-
tionnels dans lequel les valeurs de la variable dans le conditionnement ainsi que le pa-
rametre d’intérét sont des éléments d’un espace fonctionnel. Pour estimer le parametre
d’intéret, nous utiliserons une technique de troncature afin d’appliquer et généraliser la
théorie existante dans les modeles finies-dimensionnelles.

mots clefs : données fonctionnelles, équations estimantes conditonnelles, méthode de
moments généralisés

Abstract : We consider a conditional moment restrictions model for functional data.
The response variable is a vector in a finite dimensional space while the conditioning
variable as well as the parameter to be estimated are elements of a functional space. To
estimate the parameter we first decompose the conditioning variable and the parameter in
a basis of the functional space. For a given sample size we truncate their decompositions to
a finite number of coefficients and we apply the classical approach for estimating equations.
For the asymptotic results we let this finite number of coefficients to grow to infinity at a
suitable rate.

keywords : functional data, conditional estimating equations, generalized method of
moments

1 Introduction

Plusieurs études impliquent des mesures étroitement répétés dans le temps sur le méme
individu ou un direct enregistrement d’une courbe. Si les mesures longitudinales sont faites
sur une grille suffisamment dense, ces données sont souvent regardées comme une courbe
ou comme des données fonctionnelles. Il est clairement d’intérét d’étendre la notion de
modeles définis par des équations estimantes conditionnelles au cas de données fonction-
nelles. L’extension des modeles classiques de régression au cas des données fonctionnelles
et des parametres fonctionnels implique des techniques d’estimation spécifiques. Voir par
exemple Cardot et Sarda (2009). Voir aussi le modele linéaire généralisé fonctionnel étudié
par Miiller et Stadtmiiller (2005).



Nous proposons ici un cadre plus général d’un modele défini par des equations esti-
mantes conditonnelles dans lequel le vecteur X intervenant dans le conditionnement ainsi
que le parametre 6 identifié par les équations sont de dimension infinie. Pour I'instant, nous
ne considérons que le cas ou les équations estimantes font apparaitre une seule variable
‘explicative’ Y et elle dependent de X et 6 seulement a travers le produit scalaire entre
X et 0. L’idée principale pour construire un estimateur du parametre fonctionnel 6 suit
I’approche proposée par Miiller et Stadtmiiller qui consiste a utiliser un dévelopement de
Karhunen et Loéve (d’autres type de decompositions dans une base orthonormale peuvent
étre utilisés) de la fonction aléatoire X et du parametre 6 avec le but de réduire la di-
mension aux premieres composantes de ces decompositions. Les decompositions sont ainsi
tronquées a un nombre fini de termes mais ce nombre croit avec la taille de 1’échantillon.

Une fois que pour une taille d’échantillon n la dimension de X et de 6 est réduite a un
nombre fini de composantes p,,, nous nous retrouvons dans le cas classique des équations
estimantes conditionnelles avec des vecteurs aléatoires et de parametres de taille finie. On
peut alors appliquer 'approche habituelle par la méthode des moments généralisée (GMM
en anglais), voir par exemple Newey (1993). Ensuite il reste a étudier le comportement de
I’estimateur ainsi obtenu lorque la dimension p, augmente avec la taille de I’échantillon
n.

2 Le modele

On dispose de n observations i.i.d. z; = (z;,4;) i = 1,...,n ot z; € L*([0, 1]) sont des
courbes aléatoires et y; € R? sont des vecteurs aléatoires de taille fixe. Soit g une fonction
connue a valeurs en R* avec s > 1. Notre objectif est d’estimer la vraie valeur 6, d'un
parametre d’intérét 6 € L?([0,1]) en supposant que

Elg(z,0)|z] =0 p.s. <= 0=0.

Pour l'instant, nous allons nous limitons au cas ou la dépendance par rapport a 6 est
linéaire, plus précisement nous avons

Elg(y, / OO = 0 ps. = 0 6o
[0,1]
Soit pj, 7 = 1,2, ..., une base orthonormale de I'espace L?([0,1]), on a donc
/ pj(t)pk(t)dt = Ojk, j, k = 1,2,
[0,1]

Ainsi x(t) et 0(t), t € [0, 1] peuvent se décomposer en :
2(t) =Y epi(t), 0(t) = 0;p;(t)
: =

Jj=1



Les coefficients ¢; et 6; sont données par ¢; = [x(t)p;(t)dt et par 0; = [0(t)p;(t)dt
respectivement. L’orthonormalité de la base p; a pour conséquence que

/ OO0 =S )b,

Pour contrer la difficulté causé par la dimension infinie, on approche le modele défini plus
haut par un modele avec troncaturé a p = p, variables et parametres avec p, qui croit
quand n tend vers I'infini. On peut alors utiliser "approche type GMM pour estimer les
vraies valeurs fg1...00,,. Ayant un estimateur (6y,...,6,.) de (6g;...600,,), on estime la

fonction Oy () par
pn
t) :Zgjpj(t), t e [O, 1]
j=1

3 Estimation

Pour décrire I'estimateur, introduisons une matrice de ‘variables instrumentales’ A(x)
de dimension p, x s. Alors E[A(z)g(z,0y)] = 0. En fait, on utilise la matrice ‘optimale’
A(x) = D(z)'Q(x)"! qui est cependant inconnue, ol

dg

D(z) = E[(%’

(2, 60)l2]
et Q(x) est une matrice s X s donnée par
Q(z) = Elg(z, 60)g(z, 0o) [].

Ici écriture dg/00 doit étre comprise comme la matrice s X p, de dérivées partielles de
la fonction g par rapport aux p, premieres composantes de #. De méme 6y n’est que 6
arrété aux p, premieres composantes. Soit P une matrice Pn X pp semi-définie positive qui
peut-étre aléatoire ou éventuellement égale a I'identité, et considérons ’estimateur

A

A .
6 = argmin g, (6)' Pga(0)

ol )
1 ¢ S
= > Alw)gyi > 0;€h)

i=1 j=1

Par abus de notation on a écrit A(z;) au lieu de A(e},...,€) ) ol € représente le j*
élément dans la décomposition de z; suivant la base {pg, k = 1,2...} et ?Zl (9]'6;» n’est

autre que le produit scalaire entre 6 et x; tronqué a p,.



Sous certaines hypotheses dont entre autre I'idenfiabilité du parametre 6, la régularité
de la fonction connue g, ainsi que p, — oo et que p, = o(n'/*), nous obtenons la conver-
gence en loi

n(f — 0, A"1(0 — 6y) — p
2pn

quand n tend vers l'infini, avec A = A, = (E[D(x)'Q(x)"'D(x)])7!, ici A étant une
matrice de taille p,, X p,.

= = N(0,1),
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