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Résumé

Dans les modèles de détection de ruptures, les données sont modélisées par un proces-
sus aléatoire dont les paramètres sont soumis à des changements brusques en des instants
inconnus, appelés instants de ruptures. La recherche exhaustive des positions des ruptures
de norme quadratique minimale se fait par un algorithme de programmation dynamique.
L’intérêt de cet algorithme est qu’il permet d’obtenir la solution optimale en réduisant la
complexité algorithmique de O(nK) à O(Kn2), où K − 1 est le nombre de ruptures fixé
et n la taille du signal. Même si le temps de calcul est réduit, cet algorithme ne peut être
utilisé sur des signaux de grandes tailles. Nous proposons ici un nouvel algorithme de pro-
grammation dynamique permettant d’obtenir la solution optimale en un temps de calcul
très nettement réduit. Notamment il permet d’analyser un signal d’un million de points
en quelques minutes. Plus précisement, nous démontrons qu’au pire des cas sa complexité
en temps et en espace sont respectivement de O(Kn2) et de O(Kn) et nous montrons
que son temps de calcul est empiriquement de l’ordre de O(Kn log(n)). Par ailleurs, Nous
comparons cet algorithme à l’algorithme de programmation dynamique classique. L’algo-
rithme proposé est au pire des cas équivalent et a une complexité empirique bien plus
faible .

In multiple change-points detection models, it is assumed that the observed data is a
realization of an independent random process affected by K − 1 abrupt changes, called
change-points, at some unknown positions. Dynamic programming allow to retrieve the
K − 1 change-points with the smallest loss. This algorithm reduce the complexity from
O(nK) to O(Kn2) where n is the number of observations. However the quadratic com-
plexity in n restrict the use of such algorithm to small or intermediate value of n. We
propose a new dynamic programming algorithm that recovers the K − 1 change-points
with the smallest Euclidean loss within a drastically reduce amount of time. Our algo-
rithm can process a sequence of one million points in a matter of minutes. More precisely,
we demonstrate that at worst the complexity is in O(Kn2) time and O(Kn) space and we
show that the empirical time complexity of our algorithm is approximately O(Kn log(n)).
Its complexity is compared with the classical dynamic programming algorithm. Overall,
our algorithm is at worst equivalent and has a much better empirical run-time.
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La détection de ruptures est un problème rencontré dans de nombreux domaines, de
l’analyse de signal acoustique [1] à la biologie moléculaire [2]. L’objectif est de découper
un signal en K morceaux contigus et homogènes, de longueurs ou de durées variables. Ces
segments sont délimités par des instants appelés ruptures. La détection de ces ruptures
est ici réalisée ”off-line”, i.e. sur les données complètes, par opposition à la détection
séquentielle (”on-line”). Un algorithme de programmation dynamique permet de trouver
la solution optimale en un temps de calcul en O(Kn2) ([3], [4], [5]). Cette complexité
quadratique limite l’utilisation de cet algorithme pour des signaux de grandes tailles. Pour
résoudre ce problème, de nombreuses stratégies ont été proposées. Notamment dans [5]
une légère modification du problème d’optimisation permet une implémentation efficace
de l’algorithme LAR [6]. Une autre stratégie consiste à effectuer une présélection des
ruptures, en utilisant par exemple l’algorithme CART [7]. Toutefois, ces procédures ne
permettent pas d’obtenir la solution optimale. Elles sont donc des formes de compromis
entre un temps de calcul raisonnable et une perte de précision de la solution.

L’algorithme que nous proposons ne fait pas ce type de compromis : il trouve systématiquement
la meilleure solution et dans un temps raisonnable, même pour des signaux de très grandes
tailles. Plus précisément, nous proposons un nouvel algorithme de programmation dyna-
mique qui retrouve la meilleure solution avec une complexité théorique dans le pire des cas
équivalente à celle de la programmation dynamique classique (O(Kn2)) et une complexité
empirique de l’ordre de O(Kn log(n)) pour la norme Euclidienne. Cet algorithme permet
d’analyser un signal d’un million de points en quelques secondes ou quelques minutes.

Ici on se place dans le cadre de la détection de ruptures dans la moyenne d’un signal gaus-
sien. On observe des réalisations d’un processus aléatoire indépendant Y = {Yt}t=1,...,n.
Ce processus est affecté par K − 1 changements ou ruptures. Ces ruptures délimitent une
partition m de {1, . . . , n} en K segments. Pour un nombre de ruptures fixé, l’estimation
de leurs positions se fait classiquement en minimisant la norme quadratique définie par :

min{m ∈ MK}{
∑

r ∈ m

∑

t ∈ r

(Yt − Ȳr)
2}

où Ȳr est la moyenne des observations sur le segment r et MK est l’ensemble des segmen-
tations possibles en K segments. On définit le coût cr d’un segment r :

cr =
∑

t ∈ r

(Yt − Ȳr)
2
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et on note MK,t l’ensemble des segmentations en K segments du signal jusqu’à la position
t. La quantité que l’on cherche à minimiser est

CK,t = min{m ∈ MK,t}{
∑

r ∈ m

cr}, pour t = n

L’algorithme de programmation dynamique classique ([3], [4], [5]) repose sur la formule
de mise à jour suivante :

∀ t ∈ JK, nK CK,t = min
K−1≤i<t

{ CK−1,i + cJi+1,tK },

L’algorithme que nous proposons se fonde sur l’étude de la fonction HK,t(µ) :

HK,t(µ) = min{m ∈ MK,t}{
∑

r ∈ m,r 6=rm,K

cr +
∑

t ∈ rm,K

(Yt − µ)2 },

où µ est dans R et rm,K est le dernier segment de la segmentation m de MK . On a
CK,t = min{µ ∈ R}{HK,t(µ)}, donc connâıtre HK,t suffit pour avoir CK,t. Les propriétés
intrinsèques de HK,t permettent d’élaguer efficacement l’espace des segmentations candi-
dates et ainsi retrouver la meilleure solution rapidement. Plus précisément, on utilise la
formule de mise à jour suivante :

HK,t+1(µ) = min{HK,t(µ), CK−1,t′ } + (Yt+1 − µ)2,

qui permet de passer de la solution au point t à celle au point t + 1.

En utilisant un ordinateur 1.8 GHz, l’algorithme proposé trouve la meilleure segmenta-
tion en 50 segments d’un signal d’un million de points en 3 minutes contre 3 jours avec
la programmation dynamique classique. Le temps de calcul empirique sur des données
simulées et des données réelles est de l’ordre de O(Kn log(n)).

Par ailleurs nous montrons que l’algorithme proposé s’étend à toute optimisation de la
forme :

min{m ∈ MK}{
∑

r ∈ m

min{µ ∈ R}{
∑

i ∈ r γ(Yi, µ)} },

où les observations Yi sont dans un ensemble quelconque A et la fonction γ : A × R → R

est une fonction convexe de µ. Pour tous ces problèmes nous démontrons formellement
que la complexité de l’algorithme est dans le pire des cas de O(Kn2) en temps et de
O(Kn) en espace.
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