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Aspects locaux de I'importance globale des
pages web

Fabien Mathieu et Laurent Viennot

LIRMM, 34392 Montpellier Cedex 5 France
INRIA Rocquencourt, F-78153 Le Chesnay (France)

Lancé en 1998, le moteur de recher¢beogleclasse les pages grace a la combinaison de plusieurs facteurs dont le
principal porte le nom d®ageRankPlus précisément, le classement des pages est fait en utilisant unrindiéeique

(le «<PageRank») calculé pour chaque page. Nous allons montreesjpibssible de décomposer le PageRank en deux
parties distinctes, que nous appellerons PageRank interne et PagefRamie. Ces deux PageRank jouent des roles
fondamentalement différents, et leur introduction permet de mieuxpoamdre comment fonctionne le PageRank a
I'intérieur et a I'extérieur d’un site. Une premiére application est un dlgore local d’estimation du PageRank des
pages d'un site. Nous allons également mettre en évidence des résu#tatsatifs sur la possibilité pour un site de
«doper» son propre PageRank.

Keywords: PageRank, graphe du web, flot, chaines de Markov

1 Introduction

Soit G = (V,E) un graphe orienté fortement connexe apériodique sansdoetsd = (S;,...,S) une
partition deG non triviale. SiG représente une partie du graphe du wgkpeut par exemple étre un
découpage en «sites» de ce graphe (un élémesst groupe les page d’'un méme sitd).(v) étant le
degré sortant d’'une pagedeV, on considére la matrick deV dansV définie par :

—— Sl pomte vers)
A= (ai7j)i,jEV| aVecaﬂ)j) = d+(|)
0 sinon

D’apreés la théorie de Markov sur les processus stochastisges memoire[SC96], il existe une unique
distribution de probabilit surV vérifiant :

YWweV,P(v) =

d+(w) @)

Matriciellement, ce résultat peut s’écrire :

P= AP, 2

Al étant la matrice transposée de

Cette distributionP est par définition le PageRank associé au graphmtroduit par [PBMW98] en
1998, le concept de PageRank a été popularisé par le motengctercheGoogl§Goo98]. L'objet de
cette article est de décomposer le PageRank en deux padtexits, que nous appellerons PageRank
entrant interne et PageRank entrant externe. Comme nawssd# voir, ces deux PageRank jouent des
réles fondamentalement différents, et leur introductiempet de mieux comprendre comment fonctionne le
PageRank a I'intérieur et a I'extérieur d’un site. Une aggtion directe est un algorithme local d’estimation
du PageRank des pages d'un site.
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Remarque : Le graphe du web n’est pas un graphe fortement connexe. Gapgrnil existe de nom-
breuses techniques pour se ramener a un tel graphe, dosteladin exhaustive suit :

— [PBMWO98] propose de compenser le caractere sous-stoghasie la matricé en renormalisant le
vecteurP a chaque itération.

— [Hav99] rendA explicitement stochastique en éliminant itérativemesiplages sans lien.

— Le facteur d’amortissement, introduit par [BP98] estisdilparGooglesur un graphe dont les feuilles
ont été enlevées (sans itérer le procédé) et sont réingeafirés convergence BeCe procédé consiste
aremplacer la matrica pard. A+ ﬁl.lt, ou1 est le vecteur ne contenant que des 1. On obtient ainsi
un graphe fortement connexe pondéré (une pondération nidorme ne change rien a l'algorithme,
I'essentiel étant de conserver une matrice stochastique).

— Enfin, [AbiO1] rajoute une page virtuelle @apqui pointe et est pointée par toute page.

Dans la suite de cet article sauf dans 2.3, 4.2 et 4.3, noymsapns que le graphe correspondant a la
matriceA est fortement connexe apériodique et sans boucle. Pagafaidnera donc sans ambiguité le
vecteur de probabilit® vérifiantP = AlP.

2 PageRank interne, PageRank externe

2.1 Notations
PourvdansV, nous noteron§(v) I'élément deS qui contientv. Nous allons également définir la fonction

dg dansV xV par:

0 sinon

55 (vw) — {1 si S(v)=S(w)

On pose égalemeits = (aywds(V,W))vwev, matrice diagonale par blocs selgn
Nous définirons le degré interr¥ (resp. degré externdy) d’un sommetv comme son degré sortant
mesuré sur le graphe induit p&fv) (resp.{v} U (V \ Sv))).
Nous allons maintenant introduire différents PageRankut&s a partir du PageRank sGrnotéP et
défini par la relation (2) :
— Le PageRank entrant interRg (resp. entrant exterrigs) d’'une pagev est la probabilité de venir en
a partir d’'une page d§(v) (resp.E \ S(v)), soit :

Pi = AP 3)
Pee = (A—As)'P=P— Py, puisqueA'P =P 4)
— Le PageRank sortant interRg (resp. sortant externigyg) d’'une pagev est égal au produP(v) 318

(resp.P(v) g%gzg). Matriciellement, cela donne :

Py = (As1).xP
Pe = ((A—Ag)1).xP,

ou.x désigne le produit terme a terme.

2.2 Lois de conservation

Nous allons écrire les lois de conservation des PageRank diabord, d'aprés les définitions, on a :

P = Pee+ Pej = Pse+ P (5)

Plus intéressantes sont les lois de conservation exteinteste. En effet, &< S fixé, on constate que
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Pse

Fi1G. 1: Conservation du PageRank exterrgcsPee(V) = 5 vesPse(V)

P(w)

P(v) = - (6)
Vgs ngWZv d+W WV)E%QVXS d*w
P(w P(w
- 5 Ge 5 o O
(wv)EENS? (vw)€EN(SxV\9)
- Psi(W) + § Peg(V) 8)
Wgs SI VG; ee
On déduit des relations (5) et (8) les lois de conservatiderag
Pee(V) = ) Pse(V) )
Vgs ee Vgs Sel
et interne
Pei(v) = S Psi(v). (10)
Vgs el Vgs Sl

La relation (9) indique qu’un site distribue autant de Pag@f(sortant externe) qu’il en recoit (entrant
externe). SiI'on voit le PageRank comme un flot de surfeléataires, il y a donc une conservation du flot
assoccié au PageRank externe sur le graphe qu@ienivoir la figure 1). C’est en partant de ce constat
gue nous allons déduire un calcul de PageRank intra-sitateetsites.

Remarque : S'inspirant de 'interprétation ci-dessus, il existe umeyve plus simple de (9), obtenue en
formalisant rigoureusement le PageRank en termes de ¢hdesi flots. On peut en effet voir le PageRank
comme un flot stationnaire. Le flot est conservé en tout sorettEinc aussi en tout ensemble de sommets,
d'ou la relation (9).

2.3 Facteur d’amortissement et flot

Jusqu’a la prochaine section, nous supposerons toujoerteqyraphe est sans feuille, mais nous n'im-
poserons plus qu'il soit fortement connexe apériodique.

Comme il a été dit, le facteur d’amortissement consiste atgubr a la matricé la matriced. A+ 1‘V|d 11,
Aux transitions classiquesl(A) s'ajoutent maintenant des transitions ditezdp censées modéliser 'ac-
tion de se déplacer n'importe ou sur le web en un coup sanseclifookmarksadresse tapée a la main,
utilisation d’un moteur de recherche...). Plutét que deaséple flot dezapen flot interne et externe, il
apparait plus intéressant d'introduire les notions de Ragk induit, noté? g et de PageRank dissiBg;s.

Nous allons donc avoir six définitions correspondant a tygies de flot :
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Flot entrant sortant
interne Pei = dA[P Psi=d(Asl).x P
externe| Pee=d(A—As)'P | Pse=d((A—As)1).x P
dezap | Pna= 1 Puis = (1—d)P

FiG. 2: Les différents flots dans un PageRank axag

SiI'on considére que, par convention, l'intégralité du flezapest un flot de type «externg3¥'équation
de conservation interne est inchangée. En revanche, on aainelle équation de conservation du flot
externe :

ZS(Pee(V) +Pna(V)) = ZS(Pse(V) + Puis(V)) ,
ou encore en abrégé
Pee(S) + Pind(S) = Pse(S) + Puis(S) (12)

Stabilité du PageRank : L'équation (11) permet de mettre en évidence la stabilitfatucclassique» au

niveau d'un site. En effet, comni&q(S) = (1— d)% etPyis(S) = (1—d)P(S), on en déduit que si un site

a un PageRanR(S) supérieur (resp. inférieur) a la moyenne (qui es@epour un site de taill¢S), alors

Pes(S) est inférieur (resp. supérieur)Fag(S). Plus clairement, un site «riche» en PageRank sera systémat
guement «avare» en donnant moins gqu'il ne recoit (kag¥, et réciproquement. Grace a I'amortissement,
on voit apparaitre une rétro-action qui empéche les phénemée sur-amplification que nous verrons en
4.2,

3 Calcul local de I'importance globale

3.1 Relation entre PageRank externe et PageRank
Les relations (3) et (4)nous permettent d’écN@P =P—Ps d'ou

P=(1d—A}) P (12)

ould est la matrice identité si.

Notons que(ld fAtS) est inversible sous nos hypothéses. En effet, comme G dstrfent connexe,
il existe forcément des liens entre sites différents. LariceAs est donc strictement inférieur A i.e.
strictement sous-stochastique. Son rayon spectral estsibatement inférieur & 1, ce qui assure @lee—
A) estinversible.

Connaissant le PageRank extéri€®yauquel il est soumis, il est donc en théorie possible de dédkii
PageRank de toutes les pages d'un site d@eéec la seule connaissance locale des liens internes au site

Remarque : (ld —A‘S)*1 = zﬁZO(Ag)k est une matrice diagonale par blocs suivéinElle peut s'inter-
préter sur chaque site comme étant la matrice de transiidaus les chemins internes possibles.

3.2 Matrice du PageRank externe

Il s’agit ici de traduire I'intuition de la figure 1 par une atlon de conservation ne faisant intervenir que
Pe D’aprés les relations (4) et (12), on peut écrire :

Pee= (A—As)'P = (A—As)!(Id — Af) *Pee (13)

On obtient alors la matrice de transition du PageRank exterotéeA :

T C’est en toute rigueur faux si on considére qu'il est possit#izappersur une page interne au site. On peut malgré tout supposer
gu’'on colorie toutes les transitions dapde sorte a pouvoir les considérer comme externes dans toussles ¢
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Ae=(A—Ag)'(1d - A5)

Montrons queéA est stochastiquég. vérifions que la somme des entrées d’une colonn&d@ut 1. On
constate tout d’abord que

A= 5 (A (A ) = A 3 (AR - (A

k=0

= A+AM-M,avecM = 5 (Ay)X
k=1

Considérons la somnsg, de la colonnav de A!M.

La somme de chaque colonneA# — M est nulle e, est donc stochastique par ses colonnes comme
i\

3.3 Algorithme semi-distribué de calcul de PageRank
Les équations (12) et (13) nous permettent d'implémentalgorithme semi-distribué calculant le Pa-
geRank :

— Chaque sit&calcule a partir du bloc d&s dont il dispose un bloc de la matrice de relation PageRank
externe/PageRar(kd — A%) L.

— Les coefficient dé\ sont confiés a un organisme central.

— Le dispositif central calcule le PageRéPkassocié #. qui donne I'ensemble des PageRank externes
(P’e est défini padLP, = pL).

— Chague site obtient alors son propre PageRank grace atord?’ = (I1d — Ats)*lP’e appliquée sur
son bloc.

Vérifions que le PageRari ainsi obtenu est bien égal, a un facteur de normalisatios) prePageRank
P du graphe&G. On constate que

AP A(ld — A) 7P,

(A" —Ag)(Id — Ag) TR+ A (1Id — AS) 1R,

= AP+ ((1d=A) ™t —(1d - AY)(1d - A) 1) P,
= R+ ((ld—AY) - 1d) R

= PP -P,=F

La valeur propre dominante dieétant simple, on a bieR = P, aprés normalisation.

3.4 Estimation du PageRank d’un site

La question se pose de savoir si un site web peut, a partiraldessdonnées locales dont il dispose,
estimer I'importance de ses pages. Nous allons voir qutipbessible, a un facteur de normalisation prét,
d’avoir une estimation du PageRank. Cela est important poumoteur de recherche local qui pourra ainsi
estimer I'importance des pages du site comme s'il avait usiervglobale du graphe du web. D’apreés (12),
il suffit d’estimer le PageRank entrant externe. Or, d'afirBMW98], le PageRank est une modélisation du
comportement statistique des surfeurs naviguant sur le lhett donc naturel d’estimer le PageRank d’'une
page donnée par le nombre de hits par unité de temps que agtegzoit en moyenne. Plus spécifiquement,
le PageRank entrant externe devrait étre proportionnekdit choyen de hits provenant de I'extérieur du
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site. Chaqgue site peut donc avoir a un facteur prés une dgiimdu rang entrant externe de ses pages en
analysant les fichiers de logs de son serveur web.

Il suffit ensuite de calcule? = (Id —Afs)*lPee pour le bloc correspondant au site. Remarquons d'ailleurs
que si I'on posséde une estimationRlg, il n'est pas nécessaire d'inverser explicitement la metfid —
AS). Il suffit de résoudre I'équatio = AP+ Pee sur S de maniére itérative par une méthode de type
Jacobi, en choisissant un vect&yrinitial (uniforme ou égal a la précédente estimation du Ragx) et en
utilisant la convergence de :

I:)nJrl = Afg Pn + Pee

Le rayon spectral d&s étant strictement inférieur & 1, un théoréme de point fixesramsure une conver-
gence géométrique. Qui plus est, les résultats empiriqammortés dans [PBMW98] indiquent une conver-
gence rapide en pratique de ce genre d’algorithme appliquéeh.

Remarque : Des méthodes bien connues des numériciens permettenélegrcencore la convergence
pour ce genre de probleme, comme par exemple la méthode des-Gaidel ou I'emploi d’'un facteur de
relaxation[AK98]. Lors de la réalisation effective de reogorithme, ce sera a priori ce genre de méthodes
qui sera mise en ceuvre.

Une alternative plus simple consisterait a estimer I'intgoce des pages du site par leur fréquentation.
Cependant, cette méthode a le défaut de sous-estimer Fiamoe des pages peu fréquentées et des nou-
velles pages. D’autre part, pour étre plus proche de la défindu PageRank dans notre méthode, on
pourrait aussi estimer le PageRank entrant externe d’'uge par le nombre de référeurs externes réperto-
riés dans les fichiers de logs pour cette page (le degré ¢nftare page donne souvent une bonne idée de
son PageRank).

Notre méthode permet de plus de moduler manuellementrtiasitn des PageRank : 'administrateur
du site peut pour son estimation augmenter arbitraireneeRlgeRank externe de certaines pages qui lui
paraissent plus importantes que ce que refletent les fiathédisys.

4 Altérations locales du PageRank

Notre fagcon de décomposer le PageRank permet de propodqueseésultats sur la possibilité pour un
site de contréler son propre PageRank. Tout vient du fait’qngpeut en premiére approximation, supposer
que si un siteSa peu de pouvoir sur le PageRank externe qu'il reBgitil en est autrement du PageRank
interne, qui ne dépend comme nous I'avons vu quE.det du graphe restreint au site.

4.1 Facteur d’amplification

SoitSun site,P(S) := SyesP(V) et Pee(S) 1= TyesPee(V). On peut définir le coefficient d’amplification
deSpara(S) = %(Sg). Ce facteur dépend a la fois @&t deP.e, mais la connaissance &nous fournit un
encadrement de(S).

En effet, si on appelleo= minveS% etQ = max,es%, on obtient I'encadrement suivant :

—<a(§ < ——= (14)

Preuve : Pour tout vecteur élémentaigg, v S on a||As(e))|; = %, d’ou I'on déduit par additivité
0] (X)L < |AsX]l1 < Q|IX]||; pour tout vecteuX positif défini sur le siteS.
La premiére partie de (14) s'obtient alors ainsi :
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PS = Y PV)= ALK (Pee
(S vgs(v) ng(S)()l
> 1
> kZO(*)k|“:’ee||1 = mpee(s)

et la deuxiéme se trouve de la méme maniére.

On voit quelles peuvent étre les conséquences d’un telmgstamplification : un site peut augmenter
arbitrairement son amplification. Dans le cas limite o agcpage ne pointe vers I'extériéyuon a un
phénomene de «court-circuit». On retrouve alors le faih bignnu que si il existe des sous-parties fortement
connexes, celles-ci vont absorber tout le PageRank gs'ellgivent jusqu’a I'assécher.

Heureusement, nous allons voir que dans une certaine mégore d'un facteur d’amortissement per-
met d’atténuer cet effet.

4.2 Amortissement et amplification

Nous nous plagons a nouveau dans les hypothéses de 2.3.tEnljgay la matrice de transition est du
type d. A+ %ﬂt; les résultats précédents restent valables en rempldcpat dA et Pee par le Page-
Rank recgu totaPse+ Png- Le nouvel encadrement des valeurs possibles du nouvegufatamplification
ao'(9§ = 7%6(5;1%(1(5) est alors :

1—1doo SR l—ldQ
En effet, en s’inspirant de la démonstration de (14), on pertite que :

(15)

1-d

P(S = V;P(VF k;\](dAtS)k(PeejLWl)

1

S (Q)K(1Peel, + (1— ) 1 E)1,)

<
o Vi
< P+ 108

la borne inférieure se trouve de la méme maniére.

Il n'est pas impossibl@ priori pour un site d’avoiro = Q = 0 (site sans lien interne) ow=Q =1
(site sans lien externe). Le facteur d’amplification varsd entre 1 etléd. La valeur empirique poud
étant autour de B85, on en déduit que suivant sa politique d’hyperliens, tm dé|S| pages recevant un
PageRank entrant externe «classique» fixé peut voir sorRRageotal fluctuer jusqu’a un facteéj?. .

4.3 Amplification d'une page donnée

Quand un internaute lance une requéteGaogle le résultat lui est renvoyé sous forme de pages web
triees suivant de multiples critéres, dont I'un est le Pagé®Rk Si un site veut se faire connaitre, I'important
n’est pas tant d’avoir un fort PageRank total que de coneen& PageRank sur quelques pages, voire une
seule. La question que I'on se pose est donc : étant donnédeus de taillen+ 1 et un flot entranPse,
comment maximiser le PageRank d’'une page fixge S? En fait, le probléme n’est pas compliqué une

* Un site réel n’est pas tenu de respecter les hypothéses detick. En particulier, beaucoup de sites commerciaux rsséait pas
de sortie a leurs visiteurs.
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fois que I'on a vu que la structure optimale est celle en rayon toutes les pages fillesz vp pointent et
sont pointées panS. Il n’est alors guére difficile de majorer le PageRank/gle

Pee(S) 1+nd
PO < =@+ Tra vy
le cas d’égalité étant atteintBie(S) = Peg(V0).

L'équation (16) met en évidence quelques stratégies poétiamar son classement da@oogle Par

exemple :

— Si le propriétaire d’'un site en rayons sans retogrgointe vers les pages filles sans étre pointé par
ellesf rajoute les liens de retour, il peut voir sa page d’accusijraenter son PageRank jusqu’a un
facteur%dz ~ 3,6.

— La stratégie en rayons assure pagiun PageRank au moins égal au PageRank mg}feméme SPee
est nul.

— Pour 1« n < |V| (un site générant automatiquement des pages en rayonppertap%sgn est de

(16)

, d
I'ordre demn.

5 Conclusion

Nous venons de définir un découpage du flot de PageRank suimarmotion de site. Cette méthode
ouvre la voie a tout un éventail de techniques de calcul el the PageRank. Par exemple, une variante de
I'algorithme semi-distribué de calcul de PageRank beapicaoins coliteuse en ressources que 'algorithme
proposé dans cet article consisterait a simplifier I'étapaversion de matrice. Il suffirait de condenser le
PageRank externe en un unique PageRank par site que I'orafidacilement calculer en redirigeant tous
les liens venant de I'extérieur sur une unique page du sitpghe d'accueil par exemple). L'inversion de
(1— As)~* devient alors facile a calculer, &t est de taille bien inférieure A puisque équivalente a une
matrice stochastique sur le graphe quotient par site.

La décomposition du flot a permis également d’analyser fim¢has stratégies que pourrait employer un
concepteur de site de maniére a maximiser le PageRank dages. fJne certaine versatilité du PageRank
a été mise en évidence au passage, qui semble indiquer qagd®&nk tel qu'il est défini dans les articles
de recherche est peu résistant a des stratégies non caeggritnous semble en revanche dgfournit
des informations plus fiables, a la condition d’étre capdel&ouver une véritable partition en sites, et non
de se contenter d'une partition en serveur.
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