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Quelques algorithmes lin�eaires de reconnaissanceautour de Lex-BFS �Christophe Pauly Laurent ViennotzR�esum�eNous pr�esentons dans cet article des algorithmes de reconnaissancespour di��erentes classes de graphes (co-triangul�e, intervalles, convexes . . . )tous bas�es sur Lex-BFS. Ces algorithmes sont optimaux, lin�eaires en lataille du graphe, et simples : ils �evitent l'utilisation des PQ-arbres et dela d�ecomposition modulaire.1 IntroductionL'algorithme Lex-BFS a �et�e le premier algorithme lin�eaire de reconnaissancedes graphes triangul�es [RTL76]. Ces derni�eres ann�ees, il a �et�e utilis�e dansplusieurs applications. Il permet par exemple de calculer une paire dominanted'un graphe sans triplet ast�ero��de [COS95]. Il est aussi �a la base de la simpli-�cation [KM89] du premier algorithme lin�eaire de reconnaissance des graphesd'intervalles [BL76]. Ces deux algorithmes utilisent les PQ-arbres, une structurede donn�ees assez compliqu�ee. Dans [HM91], un troisi�eme algorithme algorithmepour ce probl�eme est pr�esent�e. Il �evite l'utilisation des PQ-arbres grâce �a lad�ecomposition modulaire. Nous montrerons comment Lex-BFS permet aussid'�eviter la d�ecomposition modulaire.Un graphe est commun�ement d�ecrit par des listes d'adjacence. On peut aussile d�e�nir par sa matrice sommet-clique maximale, o�u une entr�ee prend la valeur1 si le sommet correspondant appartient �a la clique maximale correspondante.On explique comment Lex-BFS peut être modi��e pour s'ex�ecuter �a partir dela matrice sommet-clique maximale d'un graphe. En utilisant, l'algorithme dereconnaissance des graphes des graphes d'intervalle, on peut avec cette nouvelleversion de Lex-BFS reconnâ�tre un graphe convexe et tester si une matriceposs�ede la propri�et�e des 1 cons�ecutifs (sans utiliser les PQ-arbres [BL76, Hil93]).Nous montrerons auparavant comment adapter Lex-BFS pour reconnâ�treles graphes co-triangul�es. Commen�cons par quelques rappels.2 Pr�eliminairesUn graphe est triangul�e si tout cycle de longueur strictement sup�erieure �a 3 pos-s�ede une corde [Gol80]. Les graphes triangul�es sont caract�eris�e par l'existence�Une partie de ce travail a �et�e soumis �a CAAP'97yLIRMM, Montpellier, France; email : paul@lirmm.frzLITP, Paris, France; email : lavie@litp.ibp.fr1



d'un sch�ema d'�elimination simplicial [FG65]. On dit qu'un sommet est sim-plicial si son voisinage induit un sous-graphe complet, une clique. Les graphestriangul�es peuvent donc être construit (ou r�eduit) en ajoutant (ou supprimant)un �a un des sommets simpliciaux. Lex-BFS [RTL76] est le premier algortihmelin�eaire de reconnaissance des graphes triangul�es. Il proc�ede en deux �etapes :construction d'un ordre d'�elimination simplicial si et seulement si le graphe esttriangul�e puis v�eri�cation. Nous nous int�eresserons au premier algorithme cit�e,en voici un sch�ema :Algorithme 1 : Lex-BFS [RTL76]Donn�ees : Un graphe G = (V; E)R�esultat : Un ordre d'�elimination simplicial � si et seulement si G est triangul�ed�ebutpour chaque sommet x 2 V faire�etiquette(x) = ;pour i = n jusqu'�a 1 faireChoisir un sommet non num�erot�e x 2 V d'�etiquette maximum�(i) xpour chaque voisin non num�erot�e y de x faireAjouter i �a �etiquette(y)�nEn 1974, Gavril [Gav74] a propos�e une autre caract�erisation tr�es utile dupoint de vue algorithmique. Un graphe est triangul�e si et seulement si c'estle graphe d'intersection des sous-arbres d'un arbre. Cela signi�e en fait queles cliques maximales peuvent être arrang�ees sous forme d'un arbre tel que lescliques contenant un sommet donn�e induisent un sous-arbre. Un tel arbre estappel�e un arbre de cliques. Dans [GHP95], un algorithme lin�eaire, O(m + n),simple bas�e sur Lex-BFS pour construire un arbre de cliques a �et�e pr�esent�e. Lecalcul d'un arbre de cliques simpli�e grandement la proc�edure de v�eri�cation.Nous pr�esentons ici cet algorithme, mais nous ne donnerons que les grandeslignes de sa preuve.
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Figure 1: (i) Un graphe triangul�e num�erot�e suivant un ordre Lex-BFS (ii) Lediagramme correspondant des �etiquettes des sommetsPour avoir une id�ee du fonctionnement de l'algorithme, consid�erons le dia-gramme compos�e des �etiquettes des sommets lorsqu'ils sont num�erot�es. Lorsquele graphe est triangul�e chaque s�equence strictement croissante pour l'ordre2



d'inclusion correspond �a une clique maximale (cf. �gure 1). On obtient doncfacilement l'ensemble des cliques maximales, il reste �a les connecter entre elles.Pour cela, on retient pour chaque sommet, la clique qui l'a d�ecouvert ainsi quele dernier sommet qui l'a marqu�e. Lorsqu'une nouvelle clique est visit�e, on larelie �a la clique qui a d�ecouvert le dernier sommet ayant marqu�e l'ensemble dela s�equence croissante. On assure ainsi que si une clique C contient un sommetx, alors toutes les cliques sur le chemin de l'arbre entre C et la clique C(x) quia d�ecouvert x, contiennent �egalement x.Algorithme 2 : Lex-BFS et arbre de cliques [GHP95]Donn�ees : Un graphe G = (V; E).R�esultat : Si G est triangul�e : un ordre d'�elimination simplicial et un arbre decliques T = (I;F).d�ebutpour chaque sommet x 2 V faire�etiquette(x) = ;�etiquette pr�ec�edente = ;j = 0pour i = n jusqu'�a 1 faireChoisir un sommet non num�erot�e x 2 V d'�etiquette maximumsi �etiquette pr�ec�edente 6� �etiquette(x) alorsj = j + 1Cr�eer la clique maximale Cj = �etiquette(x) [ fxgC(dernier(x)) est le p�ere de Cj dans TL'arc de l'arbre CjC(dernier(x)) est �etiquet�e par le s�eparateur minimalSj = Cj \ C(dernier(x)) = �etiquette(x)sinon Cj = Cj [ fxgpour chaque voisin non num�erot�e y de x faireAjouter i �a �etiquette(y)dernier(y) = x�etiquette pr�ec�edente = �etiquette(x)�(i) xC(x) = j�nLa proc�edure de v�eri�cation n'est pas d�ecrite dans l'algorithme 2. Pr�esentonsla bri�evement. Il y a deux types de tests �a faire. Premi�erement, il faut v�eri�erque dans une s�equence croissante tous les sommets se sont marqu�es les uns lesautres. Ensuite, il faut tester les liens entre les cliques voisines : on s'assure quetous les sommets qui ont marqu�es une s�equence croissante sont contenu dans laclique \p�ere".3 Reconnaissance des graphes co-triangul�esUn grapheG = (V;E) est dit co-triangul�e si son compl�ementaireG est un graphetriangul�e. A chaque �etape, Lex-BFS choisit un sommet maximum dans l'ordrelexicographique. On d�e�nit l'�etiquette compl�ementaire d'un sommet x commel'ensemble ordonn�e lexicographiquement des sommets num�erot�es non voisins dex. Si x est le sommet d'�etiquette minimum, alors son �etiquette compl�ementaire3



est maximum. Ainsi si �a chaque �etape on choisit un sommet d'�etiquette min-imum, cela revient �a choisir un sommet d'�etiquette maximum dans le graphecompl�ementaire. On obtient l'algorithme suivant :Algorithme 3 : co-Lex-BFSDonn�ees : Un graphe G = (V; E)R�esultat : Un ordre d'�elimination simplicial � de G si et seulement si G est tri-angul�ed�ebutpour chaque sommet x 2 V faire�etiquette(x) = ;pour i = n jusqu'�a 1 faireChoisir un sommet non num�erot�e x 2 V d'�etiquette minimum�(i) xpour chaque voisin non num�erot�e y de x faireAjouter i �a �etiquette(y)�nNous sommes donc capables grâce �a l'algorithme 3 de produire un ordred'�elimination simplicial de G en O(n+m) lorsque G est un graphe co-triangul�e.Cependant, il faut tester si on a produit un tel ordre. Cela pourrait être accompliavec l'algorithme 2 en construisant un arbre de cliques de G. Mais la complexit�eserait alors O(n +m0) o�u m0 est le nombre de non-arêtes de G. En fait, nouspouvons nous passer de l'arbre de cliques en calculant une structure arborescenteisomorphe dont la taille est O(n+m).Dans le diagramme des �etiquettes d'un ordre Lex-BFS d'un graphe trian-gul�e, chaque s�equence croissante correspond �a une clique maximale. En e�et lessommets d'une clique se marquent successivement. Or une clique maximale d'ungraphe triangul�e est un stable maximal de son compl�ementaire. Dans ce cas,les sommets ne se marquent pas puisqu'ils sont ind�ependants. L'algorithme 3num�erote syst�ematiquement le sommet d'�etiquette minimum. Lorsqu'un som-met x a �et�e num�erot�e, les prochains sommets num�erot�es seront les non-voisinsde x, ceux qui appartiennent �a unstable contenant x. Ainsi le diagramme de �eti-quettes obtenu par l'algorithme 3 sur un graphe co-triangul�e, peut être d�ecoup�een s�equences constantes, chacune correspondant �a un stable maximum.Pour construire la structure arborescente, on proc�ede de main�ere compl�e-mentement similaire �a la construction de l'arbre de clique (cf algorithme 2). Las�equence constante courante S doit être connect�ee �a la premi�ere s�equence con-stante contenant le dernier non-voisin num�erot�e commun �a aux sommets de S.Cette op�eration peut être faite en parcourant la liste des �etiquettes d'un sommetde S (cf ligne 1). Ainsi l'ensemble des connections coûte O(m). L'arbre con-struit est en fait un arbre de cliques de G dans lequel les sommets n'apparaissentque dans la premi�ere clique les contenant.Il faut ensuite v�eri�er si l'ordre obtenu est un ordre d'�elimination simplicialde G. Pour cela il su�t de tester si l'�etiquette d'une s�equence constante (cellede chacun de ses sommets) est contenu dans chacune des �etiquettes de ses �ls (cfligne 2). Si ce test est fait simultan�ement sur l'ensemble des �ls d'une s�equenceconstante, alors on ne parcourt qu'une fois l'ensemble des �etiquettes. Ce quidonne une complexit�e en O(n +m). 4



Algorithme 4 : Reconnaissance des graphes co-triangul�eDonn�ees : Un graphe G = (V; E).R�esultat : Retourne oui si et seulement si G est un graphe co-triangul�ed�ebutco ordre d'�elimination simplicial et arbre fcopour chaque sommet x 2 V faire�etiquette(x) ;�etiquette pr�ec�edente = ;j  0pour i = n jusqu'�a 1 faireChoisir un sommet non-num�erot�e x d'�etiquette minimumsi �etiquette pr�ec�edente 6= �etiquette(x) alorsj  j + 1Cr�eer le noeud Nodej  fxg1 Connecter Nodej au noeud Nodek contenant le dernier non-voisinnum�erot�e de xsinon Nodej  Nodej [ fxgpour chaque voisin y de x faire�etiquette(y) �etiquette(y) [ fxg�etiquette pr�ec�edente  �etiquette(x)�(i) xNode(x) jco Test si � est un ordre d'�elimination simplicial de G fcopour chaque Node de T fairepour chaque �ls Nodej de Node faire2 Tester si �etiquette(Node) � �etiquette(Nodej)retourner oui si et seulement si tous les tests sont positifs�nTh�eor�eme 1 On peut tester en O(n+min(m+m0)) si un graphe G est triangul�eou/et co-triangul�e o�u m0 est le nombre d'arêtes de G.La reconnaissance d'un graphe triangul�e en O(n +m) est un r�esultat bienconnu. En utilisant l'algorithme 4, on sait maintenant reconnâ�tre en O(n+m)si un graphe est co-triangul�e. Pour se faire, l'algorithme construit un ordred'�elimination du graphe compl�ementaire et teste s'il est simplicial. Si le grapheest su�samment dense (ie. il a de nombreuses arêtes), il peut être int�eressantde travailler sur son compl�ementaire pour obtenir une complexit�e en fonctionde m0 et non de m.4 Reconnaissance des graphes d'intervalleUn graphe d'intervalle est le graphe d'intersection d'une famille de segmentssur la droite r�eelle. C'est un graphe triangul�e admettant un arbre de cliquesqui est une châ�ne. Autrement dit, il existe un ordonnancement des cliquesmaximales tel que les cliques contenant un sommet soient cons�ecutives. Onappelle un tel arrangement, une châ�ne de cliques. Un graphe d'intervalle peutposs�eder plusieurs châ�nes de cliques. Trouver une châ�ne de cliques permet dereconnâ�tre un graphe d'intervalle. 5



Le premier algorithme lin�eaire de reconnaissance des graphes d'intervalles,dû �a Booth et Leuker [BL76] est incr�emental mais utilise une structure de don-n�ees tr�es compliqu�ee, les PQ-arbres. Le rôle des PQ-arbres est de m�emoriser�a chaque �etape toutes les châ�nes de cliques possibles pour prendre en comptele prochain sommet. Korte et M�ohring [KM89] ont modi��e une premi�ere foisl'aglorithme en simpli�ant la structure de donn�ees.Un graphe d'intervalle est aussi un graphe de co-comparabilit�e. Et trouverun châ�ne de cliques revient �a calculer une orientation transitive du graphecompl�ementaire. Le probl�eme de l'orientation transitive d'un graphe est reli�eau probl�eme de la d�ecomposition modulaire. Dans un graphe, un module estun ensemble de sommets tel que tout sommet ext�erieur est soit voisin de tousles sommets le module soit d'aucun. Calculer la d�ecomposition modulaire d'ungraphe revient �a substituer un sommet �a chaque module jusqu'�a obtenir ungraphe premier (ie. sans module). Il est connu qu'un graphe de comparabilit�epremier ne poss�ede qu'un orientation transitive (voir [MS94] par exemple). Ainsiun graphe d'intervalle premier ne poss�ede qu'une châ�ne de cliques. Hsu et Maont propos�e [HM91] un algorithme de reconnaissance qui n'utilise pas les PQ-arbres : il calcule d'abord la d�ecomposition modulaire du graphe. L'algorithmeque nous pr�esentons ici se passe de ce pr�e-traitement. Nous ne d�ecrirons que lesid�ees directrices de la preuve, la �gure 2 illustre son ex�ecution.
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(iv)Figure 2: (i) Un graphe d'intervalle dont les sommets sont num�erot�es suivantun ordre Lex-BFS . (ii) Un arbre de cliques associ�e �a l'ordre lex-BFS. (iii) Unpartitionnement de l'ensemble des cliques. Noter que f4; 5g est un module. (iv)Une repr�esentation en intervalle associ�ee �a la châ�ne de cliques calcul�ee.Tout d'abord, Korte et M�ohring ont montr�e [KM89] qu'il existe toujoursune châ�ne de cliques ayant comme extr�emit�e la derni�ere clique visit�ee par uneex�ecution de Lex-BFS. Lex-BFS a aussi une propri�et�e d'h�er�edit�e par rapportaux modules. Le sous-ordre induit par les sommets d'un module est aussi unordre calculable par Lex-BFS sur le module. Donc la derni�ere clique visit�ee dumodule est aussi une clique extr�emale de la châ�ne de cliques induite. Cettepropri�et�e nous permet d'�eviter la d�ecomposition modulaire.L'algorithme de reconnaissance partionne l'ensemble des cliques en s'appuyantsur un arbre de cliques. La partition de d�epart est constitu�ee de la derni�ereclique visit�ee par Lex-BFS et des autres cliques. Dans une châ�ne de cliques, lescliques contenant un sommet sont cons�ecutives : chaque ra�nemment du par-tionnement s�epare la clique courante des cliques ne contenant pas un sommetpivot par les cliques qui le contiennent. Il ne faut utiliser un pivot que lorsqu'ilpeut s�eparer des cliques (ie. il appartient �a certaines cliques d'une classe mais6



pas �a toutes). A partir des arêtes de l'arbre de cliques, on connâ�t pour uneclique donn�ee, l'ensemble de ses sommets appartenant �a d'autres cliques. Onpeut ainsi en parcourant l'arbre de cliques obtenir e�cacement les pivots etsurtout de ne pivoter qu'une fois par sommet.Algorithme 5 : Partionnement des cliques maximalesDonn�ees : Un graphe G = (V; E).R�esultat : Si G est un graphe d'intervalle : une châ�ne de cliques L.d�ebut1 Calculer les cliques maximales et un arbre de cliques T = (I;F) en utilisantl'algorithme 2si G n'est pas triangul�e alors retourner \G n'est pas un graphe d'intervalle"SoitI l'ensemble des cliques maximales I = fC1; : : : ; CkgSoit L la liste ordonn�ee (I)pivots = ; est un pile videtant que il existe une classe Ic qui n'est pas un singleton dans L = (I1; : : : ; Il)fairesi pivots = ; alorsSoit Cl la derni�ere clique de Ic d�ecouverte par Lex-BFSRemplacer Ic par Ic n fClg; fClg dans LC = fClgsinon Choisir un sommet x non utilis�e de pivots (supprimer ceux qui ont�et�e utilis�e)Soit C l'ensemble de toutes les cliques contenant x2 si toutes les cliques de C apparaissent dans des classes cons�ecutives alors3 Soit Ia la premi�ere classe contenant une telle clique4 Soit Ib la derni�ere classe contenant une telle cliquesinon retourner \G n'est pas un graphe d'intervalle"5 si Une classe strictement entre Ia et Ib contient une clique n'appartenantpas �a C alors retourner \G n'est pas un graphe d'intervalle"Remplacer Ia par Ia n C; Ia \ C et Ib par Ib \ C; Ib n Cpour chaque arc CiCj de l'arbre de cliques connectant une clique Ci 2 C�a une clique Cj 62 C fairepivots = pivots; Ci \ CjSupprimer CiCj de l'arbre de cliques�nTh�eor�eme 2 L'algorithme 5 calcule une châ�ne de cliques si et seulement si legraphe est un graphe d'intervalle. Sa complexit�e est en O(n+m).5 Applications aux matrices et aux graphes bi-partisUn grapheG est enti�erement d�e�ni par l'ensemble des ses sommets V et l'ensemblede ses cliques maximales C. Cette donn�ee peut prendre la forme d'une ma-trice dont les lignes sont les sommets et les colonnes les cliques maximales.L'algorithme 6 calcule un ordre lexicographique des sommets d'un graphe lorsqu'ilest donn�e par sa matrice sommet-clique maximale. Il peut être impl�ement�e enO(l+ c+m) o�u l est le nombre de lignes (de sommets), c le nombre de colonnes7



(de cliques maximales) et m le nombre d'entr�ees positives, en ne fournissant quela liste des entr�ees positives.Algorithme 6 : Lex-BFS sur les matricesDonn�ees : M une matrice 0� 1 avec l lignes, c colonnes et m entr�ees positivesR�esultat : Deux ordonnancements lexicographiques : � de lignes et � des colonnesd�ebutpour chaque colonne C fairelabel(C) = ;i npour j = 1 jusqu'�a c faireChoisir une colonne C non-num�erot�ee ayant une �etiquette maximum�(j) Ctant que C poss�ede des entr�ees positives non-num�erot�ees faireChoisir une entr�ee (ie. ligne) non-num�erot�ee k de C�(i) kpour chaque colonne C0 ayant une entr�ee positive sur la ligne k faireAjouter i �a label(C0)i i� 1�nComme on l'a fait pour Lex-BFS, l'algorithme 6 peut être adapt�e pour cal-culer aussi un arbre de cliques. Notons qu'une matrice, on peut associer ungraphe biparti B = (X;Y;E) o�u les sommets de X sont les lignes, les sommetsde Y les colonnes et il y a une arête entre x 2 X et y 2 Y si l'entr�ee cor-respondante de la matrice est positive. D�es lors, en utilisant les algorithmespr�esent�es dans les sections pr�ec�edentes, on peut reconnâ�tre si un graphe bipartiest le biparti d'incidence sommet-clique maximale d'un graphe triangul�e ou d'ungraphe d'intervalle. Dans le cas des graphes triangul�es, cette classe de grapheest connue sous le nom de Y -semi-triangul�es.Th�eor�eme 3 On peut reconnâ�tre en O(l + c + m) si un graphe biparti estY -semi-triangul�e.Pour ce qui est des graphes d'intervalles, la classe des bipartis d'incidencesommet-clique maximale est une sous-classe des graphes convexes. Un graphebiparti B = (X;Y;E) est convexe (par rapport �a Y ) si il existe une permutation� des sommets de Y tel que pour tout sommet x 2 X , son voisinage est unfacteur de �. La reconnaissance des graphes convexes se faisant d�ej�a lin�eairementen utilisant les PQ-arbres [Hil93].Un graphe convexe n'est pas le graphe biparti d'indicence sommet-cliquemaximale d'un graphe d'intervalle lorsqu'il existe un sommet y 2 Y tel que sonvoisinage n'est pas maximal pour l'inclusion. Cela ne correspondrait pas �a uneclique maximale du graphe. Mais tout graphe convexe peut être transform�e entemps lin�eaire en un biparti d'incidence sommet-clique maximale d'un graphed'intervalle. Il su�t de rajouter pour chaque sommet y de Y un voisin propre.Th�eor�eme 4 On peut reconnâ�tre en O(l + c + m) si un graphe biparti estconvexe. 8



Une matrice 0-1 poss�ede la propri�et�e de cons�ecutivit�e des 1 s'il existe unepermutation de ses colonnes telle que les entr�ees positives de chacune des lignessont cons�ecutives. Il faut noter que reconnâ�tre un graphe convexe �a partir desa matrice revient �a tester si la matrice poss�ede la propri�et�e de cons�ecutivit�epour ses entr�ees positives. Ce probl�eme n'�etait aussi r�esolu qu'en utilisant lesPQ-arbres.Th�eor�eme 5 On peut tester en O(l+ c+m) si une matrice v�eri�e la propri�et�ede cons�ecutivit�e des 1 avec les algorithmes 6 et 5.References[BL76] K.S. Booth and G.S. Leuker. Testing for the consecutive ones prop-erty, interval graphs and graph planarity using pq-tree algorithm. J.Comput. Syst. Sci., 13:335{379, 1976.[COS95] D.G. Corneil, S. Olariu, and L. Stewart. Linear time algorithms fordominating pairs in asteroidal triple-free graphs. Technical Report294{95, University of Toronto, January 1995.[FG65] D.R. Fulkerson and O.A. Gross. Incidence matrices and intervalgraphs. Paci�c Journal Math., 15:835{855, 1965.[Gav74] F. Gavril. The intersection graphs of a path in a tree are exactly thechordal graphs. Journ. Comb. Theory, 16:47{56, 1974.[GHP95] P. Galinier, M. Habib, and C. Paul. Chordal graphs and their cliquegraph. In Graph-Theoretic Concepts in Computer Science, WG'95,volume 1017 of LNCS, pages 358{371, 1995.[Gol80] M.C. Golumbic. Algorithms Graph Theory and Perfect Graphs. Aca-demic Press, New York University, 1980.[Hil93] A. Hilali. Ordres de contiguit�e. PhD thesis, Universit�e Claude Bernard,Lyon, Octobre 1993.[HM91] Hsu and Ma. Substitution decomposition on chordal graphs and ap-plications. In Proceedings of the 2nd ACM-SIGSAM InternationnalSymposium on Symbolic and Algebraic Computation, number 557 inLNCS, 1991.[KM89] N. Kortee and R. M�ohring. An incremental linear-time algorithm forrecognizing interval graphs. SIAM J. of Comput., 18:68{81, 1989.[MS94] R. M. McConnell and J. P. Spinrad. Linear-time modular decompo-sition and e�cient transitive orientation of comparability graphs. InProc. of SODA, pages 536{545, 1994.[RTL76] Donald J. Rose, R. Endre Tarjan, and George S. Leuker. Algorith-mic aspects of vertex elimination on graphs. SIAM J. of Comput.,5(2):266{283, 1976. 9


