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Résumé. L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est une méthode réputée efficace pour la
compression d’information. Cette communication présente l’utilisation de l’ACP pour la détection et
la localisation de défauts multiples de mesures à partir d’un principe de reconstruction de variables et
d’analyse des projections de ces reconstructions dans l’espace dit résiduel.

Abstract. Principal component analysis (PCA) has been applied successfully for data compression.
Here, the purpose is to use PCA for detection and isolation of faults affecting measurements by using
both reconstruction and projection of variables. Then, this procedure for outliers detection and isolation
is successfully applied to an example with multiple faults.

Mots clefs : statistique de processus, analyse de données

1 Introduction

L’ACP a souvent été utilisée avec succès dans les problèmes de compression de données. Ici, notre
présentation est consacrée au problème de détection et de localisation de défauts dans des données. Pour
cela, des résidus structurés sont utilisés pour détecter et localiser des défauts multiples en utilisant le
principe de reconstruction des variables et leur projection dans un sous espace particulier. La section 2
est un bref rappel de l’analyse en composantes principales. Puis, une procédure de détection et de locali-
sation de valeurs aberrantes est ensuite proposée en section 3. Finalement en section 4, cette méthode est
appliquée à des données corrompues par des défauts affectant plusieurs variables simultanément.

2 Principe de l’analyse en composantes principales

Soit une matrice de données X ∈ ℜN×n qui rassemblent les N mesures effectuées sur les n variables d’un
système en fonctionnement normal (absence de défauts). L’ACP détermine une transformation optimale
(vis-à-vis d’un critère de variance) de la matrice de données X :

T = XP et X = TPT (1)

où T ∈ ℜN×n et P ∈ ℜn×n sont les matrices des composantes principales et des vecteurs propres corre-
spondants issus de la décomposition spectrale de la matrice de covariance Σ de X :

Σ = PΛPT avec PPT = PT P = In (2)

avec Λ la matrice diagonale des valeurs propres ordonnées dans l’ordre décroissant. Les relations (1)
trouvent leur intérêt lorsqu’on diminue la dimension de l’espace de représentation. Une fois déterminé le
nombre ℓ < n de composantes à retenir, la matrice X des données peut être approximée. Pour cela la
matrice des vecteurs propres est partitionnée sous la forme :

P =
(

P̂ P̃
)

P̂ ∈ Rn×ℓ (3)
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Les ℓ premiers vecteurs propres P̂ constituent l’espace principal alors que les (n − ℓ) derniers vecteurs
propres P̃ constituent l’espace résiduel. A partir de l’équation (1), on peut alors expliciter la partie X̂
des données expliquées par les ℓ premiers vecteurs propres et la partie résiduelle X̃ expliquée par les
composantes restantes :

X̂ = XP̂ P̂T = XĈ(ℓ) (4)

E = X − X̂ = X(I − Ĉ(ℓ)) (5)

Ĉ(ℓ) = P̂ P̂T (6)

où l’on notera que la matrice Ĉ(ℓ) n’est pas égale à la matrice identité sauf dans le cas ℓ = n. Une
approche plus robuste consiste à appliquer directement l’ACP à partir d’une version robuste de la matrice
de covariance [2], [4].

3 Détection et localisation de défauts

L’ACP peut être utilisée pour la détection de défauts, les défauts se traduisant par des données aberrantes
que l’on peut mettre en évidence par projection sur certains axes principaux. Tout d’abord, on rappelle
comment reconstruire une variable parmi n à partir des n − 1 variables restantes [1] et plus généralement
r parmi les n − r restantes. Puis, on montre l’utilisation de cette reconstruction pour la détection et la
localisation de données aberrantes.

3.1 Reconstruction de variables

Connaissant un modèle ACP, pour éprouver la cohérence d’un nouveau vecteur de mesure x ∈ Rn, on
peut écrire la décomposition suivante :

x = x̂ + x̃ , x̂ = Ĉ(ℓ) x , x̃ = (I − Ĉ(ℓ)) x (7)

où x̂ et x̃ sont respectivement les projections de x sur l’espace principal et sur l’espace résiduel. A partir
de (7), il est possible d’estimer une partie du vecteur x, par exemple le sous ensemble de composantes dont
les indices r sont les éléments d’un ensemble R. Cependant, en raison de la présence éventuelle de valeurs
aberrantes dans x, il est préférable d’effectuer cette reconstruction x̂ en utilisant seulement une partie des
composantes de x. A cet effet, on définit la matrice DR qui indique les directions de reconstruction. Cette
matrice de dimension (n × r), est constituée d’élements 0 et 1, les valeurs 1 désignant les numéros des
composantes à reconstruire. Ainsi pour reconstruire les variables 2 et 4 parmi 5 variables, on a R = {2, 4}
et la matrice DR est définie par :

DR =

[

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

]T

Le vecteur reconstruit x̂R du vecteur x s’explicite :

x̂R = GR x (8)

D̃R =
(

I − Ĉ(ℓ)
)

DR (9)

GR = I − DR(D̃T
RD̃R)−1D̃T

R (10)

3.2 Condition de reconstruction et interprétation

Notons que si D̃R est de plein rang colonne, alors (D̃T
RD̃R)−1 existe et les variables du sous ensemble R

sont complétement reconstructibles. Cette condition entrâıne que le nombre de variables r à reconstruire
doit respecter (11) et que les colonnes de la matrice D̃R ne doivent être ni nulles ni colinéaires :

r ≤ n − ℓ (11)

La matrice des directions de reconstruction peut être structurée de la façon suivante :

DR =
[

I1
(r×r)

0
((n−r)×r)

]T

∈ ℜn×r (12)
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avec I1 ∈ ℜr×r la matrice identité. Alors Ĉ(ℓ) peut être partitionnée :

Ĉ(ℓ) =







c1
(r×r)

c2
(r×(n−r))

cT
2

((n−r)×r)

c4
((n−r)×(n−r))






∈ ℜn×n (13)

En utilisant (8) la reconstruction x̂R du vecteur x peut s’écrire :

x̂R =

[

0 (I1 − c1)
−1

c2

0 I2

]

x (14)

où I2 ∈ ℜn−r×n−r est une matrice identité. L’expression (14) met en relief deux caractéristiques. Tout
d’abord, le vecteur des reconstructions x̂R est constitué des r variables reconstruites et d’une recopie des
(n − r) variables restantes. Puis, les variables reconstruites le sont sans utiliser leurs propres mesures qui
peuvent être corrompues par des défauts.

3.3 Génération de résidus structurés

Le diagnostic nécessite de détecter mais aussi de localiser les mesures en défaut. Pour cela, on génère
des résidus mettant en évidence ces défauts en projetant les reconstructions dans l’espace résiduel. Ces
projections et les carrés de leur normes sont définis par :

x̃R = P
(ℓ)
R x (15)

∆R = ‖ x̃R ‖2 (16)

où

P
(ℓ)
R =

(

I − Ĉ(ℓ)
)

GR (17)

= (I − Ĉ(ℓ)) − D̃R(D̃T
RD̃R)−1D̃T

R (18)

Propriété 1. La matrice de projection P
(ℓ)
R a la propriété suivante :

P
(ℓ)
R DR = 0 (19)

ce qui signifie que les composantes de x̃R ne sont pas sensibles aux composantes de x appartenant au
sous-ensemble R. Cette propriété peut être mise à profit pour identifier les composantes de x affectées par
des défauts. Par exemple, considérons la mesure x composée de la valeur vraie x∗, du bruit ǫ de valeur
moyenne nulle et d’un défaut d’amplitude d agissant dans la direction DF , où F est l’ensemble des indices
correspondant aux directions de défauts :

x = x∗ + ǫ + DF d (20)

Le résidu (15) et son espérance mathématique s’explicitent alors :

x̃R = P
(ℓ)
R (x∗ + ǫ + DF d) = P

(ℓ)
R (ǫ + DF d) (21)

E(x̃R) = P
(ℓ)
R DF d (22)

• si les directions de reconstruction DR sont identiques aux directions des défauts, i.e. si R = F , alors

toutes les composantes du vecteur P
(ℓ)
R DF sont nulles et E(x̃R) = 0,

• si les directions de reconstruction DR sont différentes de celles des défauts, alors toutes les com-

posantes du vecteur P
(ℓ)
R DF sont a priori non nulles sauf celles appartenant au sous-ensemble R.

L’analyse des amplitudes des résidus x̃R pour toutes les combinaisons possibles de directions de défauts
montre la présence des défauts et permet de déterminer les composantes du vecteur de mesures affectées
par ces défauts [5].
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4 Résultats numériques – cas multi-défauts

4.1 Génération des données

Pour mettre en évidence l’aptitude de la méthode proposée à détecter des défauts, un exemple où les valeurs
aberrantes sont parfaitement connues est utilisé. La matrice X est constituée de N = 128 observations
d’un vecteur x à 7 composantes générées de la façon suivante :

xi,1 = v2
i + sin(0.1i) vi ∼ N (0, 1) xi,2 = 2 sin(i/6) cos(i/4) exp(−i/N) xi,3 = log(x2

i,2)
xi,4 = xi,1 + xi,2 xi,5 = xi,1 − xi,2 xi,6 = 2xi,1 + xi,2

xi,7 = xi,1 + xi,3

Aux données ainsi générées ont été superposées des réalisations de variables aléatoires à distribution
normale centrée et d’écart-type 0.02 ainsi que des défauts δx1, δx2, δx3, δx4 représentés par des biais
d’amplitude égale à 3 et définis de la façon suivante : des instants 10 à 24 pour la variable x1, des instants
35 à 49 pour les variables x2 et x3, des instants 60 à 74 pour les variables x3 et x4, des instants 85 à 99
pour la variable x4. Dans la suite, ces quatre intervalles sont désignés par I1, I2, I3, I4.

4.2 Analyse de sensibilité

Concernant l’analyse a priori de la localisation des défauts, nous nous limitons à donner une table réduite
de signatures (table 1) établies à partir des propriétés de la matrice de projection. Elle ne fait apparâıtre
que quelques défauts possibles, notés δ dans la première ligne, ceux affectant les variables 1, 2, 3, 4 et
ceux affectant les couples de variables {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}. La première colonne est
relative aux indicateurs ∆R (16) obtenus par reconstruction-projection des variables en utilisant toutes les
composantes de x sauf celles de rang appartenant à l’ensemble R.
Cette table, que le lecteur pourra étendre à l’ensemble des défauts, fournit une correspondance entre les
symptômes et les défauts. Par exemple, le défaut δ2 affecte toutes les projections sauf celles établies sans
utiliser les composantes 2, {1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 6}.

4.3 Détection/localisaton de défauts

A partir des données contaminées, le modèle ACP, limité à quatre axes principaux déterminés à partir
de l’examen des valeurs propres de Σ, a été déterminé. Sans effectuer de reconstruction, les observations
ont été projetées sur l’espace résiduel. L’analyse des résidus ainsi générés en utilisant toutes les variables
révèle la présence de défaut dans les quatre intervalles I1, I2, I3, I4, sans pour autant pouvoir incriminer
une variable particulière. Cette phase de détection est maintenant complétée par une phase de localisation
des défauts dans le cas de deux défauts au maximum simultanément présents. Pour cela, l’ensemble des
combinaisons possible de reconstructions d’une variable puis de deux variables parmis 7 sont calculées.

Les figures 1 et 2 visualisent deux de ces reconstructions, la première sans utiliser la variable 1, la seconde
sans utiliser les variables 3 et 4. Chaque figure montre la reconstruction des sept premières variables. Les
données reconstruites ont ensuite été projetées sur l’espace résiduel. Pour chaque observation, l’indicateur
de défaut ∆R (16) a été calculé.

Analysons la figure 1. La variable 1, biaisée pour les observations de l’intervalle I1, n’est pas utilisée pour
la reconstruction et les autres variables qui servent à la reconstruction ne présentent pas de biais. Pour
ces observations, les reconstructions sont donc correctes, ce que met en évidence le premier graphique (à
partir du haut de la figure) où l’on observe la superposition des variables reconstruites avec les variables
vraies c’est-à-dire non biaisées (en pratique ces dernières sont inconnues, mais dans cette phase où les
données sont générées, la comparaison est possible). On a également indiqué la mesure de la variable afin
de la comparer à la reconstruction.
Ce résultat est confirmé par le dernier graphique de la figure 1 où l’on a tracé la norme du vecteur
projection (16). Pour les observations de l’intervalle I1 cette norme est nulle par construction témoignant
ainsi de l’absence de valeurs aberrantes dans les variables utilisées pour la reconstruction et la projection,
c’est-à-dire toutes les variables sauf x1. On note aussi que les trois autres groupes d’observations (I2, I3,
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δ1 δ2 δ3 δ4 δ12 δ13 δ14 δ23 δ24 δ34

∆1 0 × × × × × × × × ×
∆2 × 0 × × × × × × × ×
∆3 × × 0 × × × × × × ×
∆4 × × × 0 × × × × × ×
∆5 × × × × × × × × × ×
∆6 × × × × × × × × × ×
∆12 0 0 × × 0 × × × × ×
∆13 0 × 0 × × 0 × × × ×
∆14 0 × × 0 × × 0 × × ×
∆15 0 × × × × × × × × ×
∆16 0 × × × × × × × × ×
∆23 × 0 0 × × × × 0 × ×
∆24 × 0 × 0 × × × × 0 ×
∆25 × × × × × × × × × ×
∆26 × 0 × × × × × × × ×
∆34 × × 0 0 × × × × × 0
∆35 × × 0 × × × × × × ×
∆36 × × 0 × × × × × × ×

Table 1: Table réduite des signatures de défauts

I1 I2 I3 I4

∆1 0 × × ×
∆23 × 0 × ×
∆24 × × × 0
∆34 × × 0 0

Table 2: Signatures de défauts
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Figure 1: Reconstruction des variables sans
utiliser la variable 1 et indicateur de défaut
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Figure 2: Reconstruction des variables sans
utiliser les variables 3 et 4 et indicateur de défaut

I4) sont affectés de défauts, sans savoir exactement quelle (s) composante (s) du vecteur de mesure en
sont la cause. Finalement, compte tenu de la présence de défauts dans les quatre intervalles, l’examen des
figures (1) et (2) conclut à :
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- dans l’intervalle I1, la variable x1 est en défaut
- dans chaque intervalle I2, I3, I4, une variable autre que x1 est en défaut
Les autres projections (non présentées ici) se construisent et s’interprètent de façon analogue. La table
2 résume les conclusions issues de l’analyse des projections. La ligne ∆1 est relative à la projection des
résidus avec reconstruction sans utiliser la première variable... Le symbole 0 témoigne de l’absence de
défaut dans l’intervalle considéré. Le diagnostic est donc :

- dans l’intervalle I1, x1 est en défaut
- dans l’intervalle I2, x2 et x3 sont en défaut
- dans l’intervalle I3, x3 et x4 sont en défaut
- dans l’intervalle I4, x4 est en défaut

5 Conclusion

Dans cet article, on a montré l’utilisation de l’ACP à la détection de défauts de mesure. Pour cela, des
résidus structurés sont utilisés pour détecter et localiser des défauts multiples. La génération de ces résidus
structurés est basée sur le principe de reconstruction et de projection de variables. Cette procédure est
appliquée avec succès sur un système soumis à des défauts multiples.
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