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Résumé

Dans cet article, nous proposons deux nouvelles sé-
mantiques de violation pour la contrainte globale A11-
Different permettant de prendre en compte les préfé-
rences formulées par |'utilisateur. La premiere, dite sé-
mantique basée variable, pour laquelle un poids est at-
tribué a chaque variable et ol la quantité de violation
correspond a la somme des poids des variables a ré-
instancier. Pour cette sémantique, nous proposons un
algorithme maintenant la consistance globale en temps
polynomial. La seconde, dite sémantique basée décom-
position, pour laquelle un poids est attribué a chaque
contrainte binaire de différence et ol la quantité de viola-
tion correspond a la somme des poids des contraintes bi-
naires de différence insatisfaites. Pour cette sémantique,
nous montrons que le test de consistance est un pro-
bleme NP-Complet. Nous proposons alors de maintenir
une consistance locale basée sur le calcul d'un minorant
(en temps polynomial) et nous étudions expérimentale-
ment la qualité du minorant et de la consistance ainsi
maintenue.

1 Introduction

Beaucoup de CSPs modélisant des problemes réels
sont sur-contraints (il n’existe pas de solution satis-
faisant toutes les contraintes). Dans cette situation,
il est naturel de permettre a certaines contraintes, les
contraintes molles, d’étre relaxées. Plusieurs cadres ont
été proposés pour traiter les problemes sur-contraints
(voir [5, 2]).

Plus récemment, des versions relaxées de certaines
contraintes globales (A11Different [15, 19], Gee [16,
20], Regular [10, 20],...) ont été proposées. L’idée
sous-jacente de ces relaxations est de définir une sé-
mantique de violation attachée a la contrainte de fagcon
a obtenir un algorithme de filtrage exploitant a la fois
la structure de la contrainte et la nature de la viola-

tion qui lui est attachée. Dans ces travaux, différentes
sémantiques de violation mesurant le degré d’insatis-
faction de chacune de ces contraintes globales ont été
définies.

Dans cet article, nous proposons deux nouvelles sé-
mantiques de violation pour la contrainte globale A11-
Different permettant de prendre en compte les préfé-
rences formulées par 'utilisateur : La premiere, dite sé-
mantique basée variable, pour laquelle un poids est at-
tribué a chaque variable et ou la quantité de violation
correspond a la somme des poids des variables a ré-
instancier. Pour cette sémantique, nous proposons un
algorithme maintenant la consistance globale en temps
polynomial. La seconde, dite sémantique basée décom-
position, pour laquelle un poids est attribué a chaque
contrainte binaire de différence et ou la quantité de vio-
lation correspond a la somme des poids des contraintes
binaires de différence insatisfaites. Pour cette séman-
tique, nous montrons que le test de consistance est un
probléeme NP-Complet. Nous proposons alors de main-
tenir une consistance locale basée sur le calcul d’un
minorant en temps polynomial.

Nous rappelons dans un premier temps comment la
contrainte AllDifferent peut-étre modélisée et ré-
solue de deux facons différentes : couplages dans un
graphe biparti et algorithmes de flots dans un réseau.
La section 3 présente notre contribution concernant la
sémantique basée variable. Dans la section 4, nous trai-
tons la sémantique basée décomposition. Nous mon-
trons que le test de consistance est un probleme NP-
Complet. En conséquence, nous proposons de main-
tenir une consistance locale grace a un calcul de mi-
norant utilisant la notion de Conflict-Sets. A la fin de
cette section, nous étudions expérimentalement la qua-
lité du minorant et de la consistance ainsi maintenue.
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2 La contrainte globale AllDifferent

Dans cette section, nous rappelons la définition de
la contrainte globale A11Different et nous présentons
deux modeles permettant de mettre en ceuvre le test
de consistance globale et le filtrage associé :

— Modele graphes bipartis et couplages [15],

— Modele de flots [16].

2.1 Définition et exemple

La contrainte globale A11Different impose que les
valeurs prises par un ensemble de n variables soient
deux & deux différentes [15].

Définition 1 (AllDifferent). La contrainte globale
AliDifferent(Xy,...,X,) est consistante ssi X; #
X; pour 1<i<j<n.

Ezxemple 1. Considérons la contrainte AlLlDiffe-
rent(X1, X2, X3), avec Dy = Dy = {1,2} et D3 =
{1,2,3}. Cette contrainte admet les deux solutions sui-
vantes : (X1 =1,X0 =2, X3 =3) et (X1 =2,Xs =
1, X5 = 3).

2.2 Graphes bipartis et couplages
2.2.1 Modele

Jean-Charles REGIN a montré que la contrainte
AllDifferent(Xy,..., X, ) peut étre modélisée grace
aux couplages [15]. La relation entre un couplage et
une contrainte Al11Different se fait au travers d’un
graphe biparti G={(X, Dx, A)}, avec :

X = {Xi,... X}
Dx = UxD;
A = {(Xz,d) | dGDl et X1€X}

Un couplage M est dit couvrant de X dans le graphe
biparti G si tout sommet de X est 'extrémité d’une
aréte de M. Un couplage couvrant dans G est un cou-
plage mazimal de cardinalité égale & | X |.

La Figure 1 illustre le graphe biparti associé a la
contrainte A11Different de 'Exemple 1.

2.2.2 Test de Consistance

Grace a l'utilisation de couplages, on peut caracté-
riser la consistance d’une contrainte A11Different.

Théoréme 1 (consistance de A11Different [15]). La
contrainte ALIDifferent est consistante ssi il existe
un couplage couvrant M de X dans G. De plus, l’en-
semble des solutions coincide avec l’ensemble des cou-
plages couvrants.
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Fic. 1 — Graphe biparti associé a Al1Dif-
ferent (X1, X2, X3) avec D1=Dy={1,2} et D3={2,3}.
Les arétes en gras représentent un couplage couvrant
associé & la solution (1,2,3). En pointillés, les arétes
qui n’appartiennent & aucun couplage couvrant.

2.2.3 Filtrage

Une valeur d d’une variable X; est viable si et seule-
ment si elle figure dans au moins un couplage couvrant.

Grace a une propriété énoncée par Claude BERGE
[1], une aréte participe & au moins un couplage cou-
vrant si et seulement si pour un couplage couvrant M
donné, cette aréte appartient soit & un cycle alterné
pair (i.e., une suite d’arétes telles qu'une appartient &
M et la suivante non), soit & une chaine alternée paire
qui commence & un sommet libre (i.e., non couvert par
M). On a alors la propriété suivante :

Propriété 1 (viabilité d’une valeur pour A11Diffe-
rent). Soit G le graphe biparti associé a la contrainte
AliDifferent(Xy,...,X,) et M un couplage cou-
vrant de G. Une valeur d du domaine de X; est viable
sst elle appartient a M, a un cycle alterné pair ou a
une chaine alternée paire partant d’un sommet libre.

Sur exemple de la Figure 1, 'aréte (X3, 2) n’appar-
tient & aucun couplage couvrant ; (X3,2) est une valeur
non viable.

2.2.4 Complexités

La complexité du test de consistance est en O(y/nm)
[6], avec n le nombre de variables et m la somme des
cardinaux des domaines de X.

La détection de toutes les valeurs viables peut étre
réalisée par calcul des composantes fortement connexes
et des chaines alternées. Ainsi, le filtrage peut étre ef-
fectué en O(m + n) [17].

2.3 Modele de flots

2.3.1 Réseau associé

La seconde approche considere AllDifferent
comme un cas particulier de la contrainte Global
Cardinality Constraint (gcc) [16].



La contrainte A11Different peut étre modélisée et
résolue sous forme d’un probleme de flot maximal dans
un réseau R = {V, A}. L’ensemble des sommets V =
X UDx U{s,t} ol s et ¢t sont les sommets source et
puits. L’ensemble des arcs A = A, U Ax U A; ou :

- A ={(s, Xi) | Xi € X},

- Ax = {(Xz,d) | X, eX, de DZ},

~ A ={(dt) |d e Dx}.

A chaque arc a € A est associée une capacité c¢(a) =
1 et une demande d(a) définie comme suit :

1 siae€ A,
d(a) 0 siae Ax
0 siaEAt

2.3.2 Test de Consistance & Filtrage

On a ’équivalence suivante [16] : la contrainte A11-
Different est consistante si et seulement si il existe
un (s,t)-flot de valeur n dans le réseau associé (Ford
& Fulkerson [4]).

La encore, on peut caractériser simplement les va-
leurs viables : une valeur d d’une variable X; est viable
si et seulement si il existe un (s, t)-flot de valeur n pas-
sant par larc (X;,d).

La complexité du test de consistance est en O(nxm)
[4]. La détection de toutes les valeurs viables se fait
par calcul de composantes fortement connexes dans
le graphe résiduel. Ainsi, le filtrage associé peut étre
effectué en O(m + n).

3 Sémantique de violation basée variable

Dans cette section, nous nous intéressons a la sé-
mantique de violation fu,4, [12] pour laquelle la quan-
tité de violation d’une instanciation est le nombre
de variables & réinstancier (dans celle-ci) pour que la
contrainte soit vérifiée. Aprés avoir rappelé les travaux
de Willem Jan van HOEVE sur la contrainte globale
soft-AllDifferent, nous présenterons notre contri-
bution, la contrainte globale >-A11Different, qui per-
met de prendre en compte des préférences sur les va-
riables a réinstancier. Pour formuler les algorithmes de
test de consistance et de filtrage, nous utiliserons sys-
tématiquement, dans cette section, le modele graphes
bipartis et couplages.

3.1 La contrainte soft-AllDifferent (1,4, )

3.1.1 La sémantique de violation i,

Thierry PETIT et al. [12] ont proposé une séman-
tique de violation, basée variable (fiyq-), permettant
de quantifier le degré de violation d’une contrainte glo-
bale. La mesure de violation i, est définie par :

N

Fi1Ga. 2 — Graphe biparti associé a soft-Al1Diffe-

rent((Xy,..., X4),lvar,2), avec D1=Dy=D3={1,2},
D,={2,3} et D,={0,1}. Les arétes en gras, repré-
sentent un couplage maximal. En pointillés, la valeur
non viable.

foar (X1, Xp) = Y max(|{i | X;=d}|-1,0)

deDx

Soit z une variable de cotit de domaine D,. La re-
laxation de la contrainte AllDifferent selon la sé-
mantique de violation pi,q. est définie comme suit :

Définition 2  (soft-AllDifferent(uyer)). La
contrainte soft-AllDifferent((X1,...,Xn) lvar %)
est  consistante ssi il existe une instancia-

tion complete des wariables de X telle que
toar (X1, -« Xn)<maz(D,).

Considérant l'exemple de la Figure 2. L’instancia-
tion (1,2,1,3) oblige & réinstancier X; ou Xj, son
colit est égal & 1. Comme max(D,) = 1, 'instancia-
tion (1,2,1,3) est une solution de la contrainte soft-
Al1Different((X1,X2,X3,X4),lvar,2). Par contre,
linstanciation (1,1,1,3) de cofit 2 n’en est pas une.

3.1.2 Test de consistance

Dans [19], Willem Jan van HOEVE propose une ca-
ractérisation du test de consistance en termes de flots
dans un réseau. Nous en donnons ici une caractérisa-
tion en termes de couplage dans un graphe biparti.

Théoreme 2 (consistance  de  soft-All-
Different(uyer) [12]). La  contrainte  soft-
AliDifferent((X1,...,Xpn ), livar,2) est consistante

ssi il existe un couplage mazimal M de G tel que (n
— M|) < max(D,).

Preuve. Soit M un couplage mazimal de G. Le
nombre de variables de X pouvant prendre des valeurs
deuz & deuz différentes est égal a | M|, car M est un
couplage mazximal. Le nombre de variables a réinstan-
cier est donc de (n — | M|). O
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X X1 XQ X3 X4 X5 X6
o] 6 10 2 7 7 4

TAB. 1 — Matrice des couts associés a la contrainte
Y-Al1Different((Xy,.. ., Xg),1>,,,2)-

Sur l'exemple de la Figure 2, pour l'instanciation
(1,2,1,3), il existe au moins un couplage maximal de
cardinalité 3. Cette instanciation est donc une solu-
tion. Par contre, pour 'instanciation (1,1,1,3), tous les
couplages maximaux sont de cardinalité 2. En consé-
quence, I'instanciation (1,1,1,3) n’est pas une solution.

3.1.3 Filtrage

Comme pour AllDifferent, on peut caractériser
simplement les valeurs viables grace a 'utilisation des
couplages maximaux.

Corollaire 1 (viabilité d’une valeur pour soft-A11-
Different(yqer)). Une valeur d du domaine de X;
est viable ssi il existe au moins un couplage maximal
M de G contenant laréte (X;,d) tel que (n — |M]) <
max(D,).

Sur 'exemple de la Figure 2, on constate que 'aréte
(X4,2) ne peut apparaitre que dans des couplages
maximaux de cardinalité 2, donc de cout de 2. Comme
maz(D,) = 1, (X4,2) est une valeur non viable.

3.2 Contributions : X-AllDifferent (1>, )
3.2.1 La sémantique de violation >,

Pour exprimer des préférences sur le choix des va-
riables a réinstancier, on associe a chaque variable X;
un poids ¢; reflétant son importance par rapport aux
autres. Ainsi, la quantité de violation d’une instancia-
tion est égale a la somme des poids des variables a
réinstancier. La mesure de violation p>,,. est définie
par :

¥
Hyar (Xla v
deDx X=d, XX

Soit z une variable de cout de domaine D,. La re-
laxation de la contrainte Al1Different selon la sé-
mantique de violation x>, est définie comme suit :

Définition 3  (X-AllDifferent( p,,.)). La
contrainte X-ALLDifferent((X1,..., Xy), 2, ,2) est
consistante ssi il existe une instanciation compléte des
variables de X telle que >, (X1, ..., X, )<max(D,).

Exemple 2. Une usine souhaite affecter des équipes
de nettoyage pour [’entretien de ses machines. A
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X)) =Y (> pimmarx—axex(pi)

Fi1a. 3 — Graphe biparti associé a X-AllDifferent
(X1, -, X6),>0,,2), avec D,=[0 ... 12]. En gras, les
arétes appartenant au couplage de poids maximal. En
plein, les autes valeurs viables, et en pointillés les non
viables.

chaque ronde, une équipe me peut nettoyer parfaite-
ment qu’une seule machine mais peut, en plus de la
premiéere, nettoyer sommairement d’autres machines.
Chaque machine ne peut étre nettoyée que par cer-
taines équipes car il faut que celles-ci soient qualifiées
pour Uentretien de ce type de machine (démontage,
remontage, .. .). A chaque machine est associée une
priorité de mettoyage définie par la nature des pro-
duits qu’elle manipule. Par exemple, une machine ma-
nipulant des produits alimentaires doit étre nettoyée de
maniére prioritaire par rapport a une cartonneuse. Le
but est de trouver une affectation pour chaque machine
d’une équipe de facon a ce que la somme des priorités
des machines sommairement nettoyées ne dépasse pas
un seutl maximal donné.

Ce probleme peut étre modélisé grace a une
contrainte %-AllDifferent(u,.). On aura comme
ensemble de variables les machines qui auront pour do-
maine la liste des équipes qualifiées pour leur nettoyage
et pour poids leur priorité vis a vis du nettoyage.

Le tableau 1 illustre la matrice de cotts associés
a une ronde ou six machines doivent étre nettoyées.
L’équipe 1 (resp. 2 et 3) est qualifiée pour le nettoyage

g’es machines 1, 2, 3 et 4 (resp. 1, 4 et 5 pour I’équipe

et 4,5 et 6 pour 'équipe 3).

Pour linstanciation (1,1,1,2,2,3) de I'Exemple 2,
fpar(1,1,1,2,2,3)=15.

3.2.2 Test de consistance

Comme pour AllDifferent, la contrainte -
AllDifferent(u>,,) est modélisée sous forme dun
graphe biparti G,.,={(X, Dx, A)}, avec des poids sur
les sommets, définis comme suit :

w(d)
w(X;)

0 si de Dy
©; si X;€X



La Figure 3 illustre le graphe biparti associé a la
contrainte de I’Exemple 2.

Le test de consistance peut étre mis en ceuvre par la
recherche d’un couplage de poids maximal w(M) dans
Guar- Le poids d’un couplage M est défini comme suit :

w(M) = Z Pi

XieEM

Les variables participant a un couplage de poids
maximal dans G, correspondent aussi aux variables
couvertes par un couplage maximal. Ce sont donc les
variables hors du couplage maximal qui devront étre
réinstanciées. De telles variables peuvent étre instan-
ciées a n’importe quelle valeur de leur domaine, car
elles entreront toujours en conflit avec une variable
couverte par M.

Théoréme 3  (consistance de X-AllDiffe-
rent(u,,))- La contrainte Y-AllDiffe-
rent((X1,...,Xn),15,,,2) est consistante ssi il
existe un couplage de poids mazimal w(M) de Gyar

tel que Yy, cx pi —w(M) < max(D;).

Preuve. Soit M un couplage de poids maximal dans
Goar ; M étant un couplage mazximal, les seules va-
riables a ré-instancier appartiennent 4 X\ M, et leur
poids est égal a :

Z Yi = Z PYi — Z i =

X;€X\M X;eX X;eM

Z pi —w(M)

X, eX
0

Sur l'exemple de la Figure 3, il existe au moins
un couplage M de poids maximal, avec M =
{(X2,1),(X4,2),(X5,3)}. La somme totale des poids
est égale a 36, et w(M) = 24. L’instanciation
(1,1,1,2,3,3) de coiit 12 est une solution pour la
contrainte Y-AllDifferent((Xy,...,Xg),u>,,,2) car
maz(D,) = 12. Par contre, 'instanciation (2,1,1,3,3,3)
de cotlit 13 n’en est pas une.

Le calcul d’un couplage de poids maximal est en
O(n x m) [3].

3.2.3 Filtrage

Corollaire 2 (viabilité d’une valeur pour X-All-
Different(ul,,)). Soit Mx lensemble de tous les
couplages de poids maximal tels que ZXjGX i —
w(M) <maz(D,). La valeur (X;,d) est viable ssi une
des deux conditions suivantes est vérifiée :

i) il existe un couplage M € Mx tel que (X;,d) €

M;
i) p; < minpe ma(Miny, e ;)

Algorithm 1: >-Al11Diffe-

début
Soit M un couplage de poids maximal de G,qr tel
que inex pi—w(M) < maz(D-);
Soit CF'C's I'’ensemble des composantes fortement
connexes de Gyqr ;
Soit C'As V’ensemble des chaines augmentantes
partant d’un sommet libre de G,qr ;
Soit Aretes = MUCFCsUCAs;
Soit Pmin = MIN(x,, )€ AretesPs }
pour chaque (X;,d) faire

si ((Xi,d)¢Aretes) et (p;>Pmin) alors

L | Di— D\{d}

Filtrage pour

Sur l'exemple de la Figure 3, aucun couplage de
poids maximal de Mx ne contient laréte (Xy,1).
Comme le poids de la plus petite variable couverte
parmi tous les couplages de Mx est égal a 6 et que @4
=7, la valeur (X4, 1) est donc non viable.

La détection de toutes les valeurs viables peut étre
réalisée par calcul des composantes fortement connexes
en O(n+m) et des chaines alternées partant d’un som-
met libre de plus petit poids en O(n + m).

4 Sémantique de violation basée décom-
position

Dans cette section, nous nous intéressons a la séman-
tique de violation pige. [12] pour laquelle la quantité de
violation d’une instanciation correspond au nombre de
contraintes binaires insatisfaites. Apres avoir rappelé
les travaux de Willem Jan van HOEVE sur la contrainte
globale soft-AllDifferent, nous présenterons notre
contribution, la contrainte globale ¥-Al1Different,
qui permet de prendre en compte des préférences sur
les contraintes binaires a relaxer.

A la différence de la sémantique précédente,
nous montrons que le test de consistance pour -
AllDifferent(u3,,) est un probleme NP-Complet. En
conséquence, nous proposons de maintenir une consis-
tance locale grace a un calcul de minorant utilisant la
notion de Conflict-Sets. A la fin de cette section, nous
étudions expérimentalement la qualité du minorant et
de la consistance ainsi maintenue.

4.1 La contrainte soft-AllDifferent (1 gc.)

4.1.1 La sémantique de violation 4.

Cette sémantique, issue des travaux de Thierry
PETIT et al. [12], permet, pour une contrainte glo-
bale pouvant étre décomposée en un réseau de
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contraintes élémentaires, de quantifier le degré de vio-
lation d’une instanciation par le nombre de contraintes
élémentaires de différence insatisfaites. Dans le cas
d’Al1Different, la mesure de violation .. est dé-
finie par :

Ndec(Xla cee

Soit z une variable de cout de domaine D,. La re-
laxation de la contrainte Al1Different selon la sé-
mantique de violation pige. est définie comme suit :

Définition 4  (soft-AllDifferent(uge.)). La
contrainte soft-AliDifferent((X1,...,Xn),ldec,2)

est  consistante ssi il existe une instancia-
tion complete des wariables de X telle que
tdec (X1, -+, Xn)<maz(D,).
4.1.2 Test de consistance

Willem Jan van HOEVE propose, dans [19],

d’étendre le réseau R (cf. Section 2.3) en Rge., par
I'ajout d’arcs de violation A, pour modéliser les vio-
lations des contraintes binaires de différence.

A={(d,t) | d € D;;X; € X}, avec ¢(a) = 1 pour
chaque arc a € A,. A chacun des arcs issus d’un méme
sommet d est associée une étiquette j € {0, ..., (6(d)—
1)}, avec §(d) le nombre d’arcs entrants en d. A chaque
arc a € A, est associé un poids w(a)=j.

Ainsi, le premier arc issu d’une valeur d a un poids
nul car lorsque que la valeur d est affectée une pre-
miere fois, aucune contrainte binaire n’est insatisfaite.
Le deuxieme arc a un poids de 1, car lorsque que
I'on affecte une deuxieme fois la valeur d alors une
contrainte binaire est insatisfaite. Le troisieme arc
aura un poids de 2, car si on affecte d une troisieme fois
deux contraintes binaires supplémentaires seront alors
insatisfaites, et ainsi de suite. La Figure 4 illustre le ré-
seau associé a la contrainte soft-Al1Different(fidec)-

Théoréme 4 (consistance de soft-A11Dif-
ferent(fgec) [19]). Une  contrainte  soft-
AtiDifferent((X1,...,Xn ) lidec,2) est consistante
ssi il existe dans Rgec un (s,t)-flot de valeur n de
poids inférieur ou égal & max(D,).

4.1.3 Filtrage

Comme pour AllDifferent (cf. Section 2.3.2), on
peut caractériser la viabilité d’une valeur (X;,d) grace
a Pexistance d’un (s, t)-flot passant par 'arc (X;, d).

Corollaire 3 (viabilité d’une valeur pour soft-A11-
Different(uge.) [19]). Une valeur (X;,d) est viable
ssi il existe un (s,t)-flot f de valeur n dans Rge. pas-
sant par Uarc (X;,d) tel que w(f)<max(D,).
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Fic. 4 — Réseau associé a la contrainte soft-
Al1Different(iigec). Les arcs en gras représentent un
flot maximal de poids minimal associé a I'instanciation
(1,1,2,2) de valuation optimale 2. Les arcs en pointillés
réprésentent les valeurs non viables.

Le retrait de toutes les valeurs non viables peut étre
effectué en O(m+n), via la recherche de composantes
fortement connexes et donc maintenir la consistance
globale en O(n x m).

4.1.4 Nombre minimal de contraintes binaires in-
satisfaites

On peut obtenir une instanciation de poids minimal
A* grace & la recherche d’un (s,t)-flot f de valeur n
de poids minimal dans Rgec, avec pigec(A*)=w(f). On
notera par jt},. le coit d’une telle instanciation; i},
correspond au nombre minimal de contraintes binaires
de différence insatisfaites par une contrainte soft-
Al1Different(gec)-

4.1.5 Autres travaux

Claude-Guy QUIMPER et al. [14] et Alenxandro
ZANARINI et al. [21], proposent, pour soft-Gcc et
donc pour soft-AllDifferent(igec) (Vu comme un
cas particulier de soft-Gec), de remplacer le test de
consistance par le calcul de couplages maximaux, per-
mettant ainsi de maintenir la consistance globale en

O(y/n x m).

4.2 Contributions : Z-AllDifferent (1., )
4.2.1 La sémantique de violation /7,

Pour exprimer des préférences sur le choix des
contraintes a relaxer, on associe, a chaque contrainte
binaire de différence X;7#X;, un poids ¢;;, représen-
tant I'importance du conflit entre X; et X;. Ainsi, la
quantité de violation d’une instanciation est égale a
la somme des poids des contraintes insatisfaites. La
mesure de violation u7, ., est définie par :

7Xn) = Z Pij

{(X:,X;)|1<i< j<n et X=X;}

:u’gec(Xh s



X | X2 X3 Xu X5
X, 10 2 4 8

Xy 4 8 3
X3 6 7
Xy 10

TAB. 2 — Matrice des cotuts associés a la contrainte
Y-Al1Different((Xi,...,X5),15,2)-

Exemple 3. Le responsable d’un complexe hoételier
souhaite partager les différentes salles de restauration
entre différentes communautés. Chaque communauté
dispose d’exigences concernant la liste des salles qu’elle
peut utiliser pour déjeuner. Chaque communauté pos-
seéde différents degrés d’affinité, par exemple la com-
munauté des amoureux de la balade en forét est trés
fortement en conflit avec la communauté des chasseurs
alors que la communauté de la fanfare municipale pos-
séde des liens amicaux avec le groupe des chasseurs.
Afin d’éviter des conflits entre différentes communau-
tés, le responsable doit les répartir dans des salles en
fonction de leurs affinités.

Ce probléme peut étre modélisé graice a wune
contrainte X-AllDifferent(u3..) avec comme en-
semble de variables les différentes communautés, qui
ont pour domaine les salles qu’elles peuvent accepter
pour leur déjeuner. Le poids de chaque contrainte bi-
naire de différence refiete alors l’importance du conflit
entre deur communautés.

Le tableau 2 décrit la matrice des affinités des cing
communautés devant déjeuner dans le complexe. Le
groupe 1 des chasseurs désire déjeuner dans la salle 1,
le groupe 8 des amoureux de la balade en forét dans la
salle 2. Tous les autres groupes n’ont pas d’exigences.

Pour linstanciation (1,1,1,2,2) de I’Exemple 3,
P2 (1,1,1,2,2) = 26.

4.2.2 NP-Complétude du test de consistance

Théoreme 5. Trouver wune solution pour wune
contrainte Y-AllDifferent(X,u3 .,2) est un pro-
bleme NP-Complet.

Preuve. Considérons le probleme de coloration des
sommets d’un graphe Geo=(V,E). Si on transforme
Geol en ajoutant lensemble des arcs E'={(V;,V;),
(Vi,V;)¢E}, avec pour tout arc a €E un poids
w(a)=(] E' | +1) et pour tout arc a € E' un poids
w(a)=1 (cf. Figure 5), alors trouver une solution a ¥-
ALiDifferent(V u% ,z) avec D,={0,....| E' |} est
équivalent a trouver une solution au probléeme de colo-
ration. Cette transformation s’effectue en temps poly-
nomial car on ajoute au maximum un nombre quadra-
tique d’arcs a Geop.

®
Lo T

Fia. 5 — Transformation d’un probleme de coloration
pour une contrainte ¥-A11Different(uZ,.).

Sl existait un algorithme polynomial pour trou-
ver une solution a %-AllDifferent(X u%. ,z), alors
grace a la réduction décrite précédemment on pour-
rait trouver une solution au probléme de coloration en
temps polynomaal, or le probleme de coloration est un
probléme NP-Complet. O

4.2.3 Minorant et consistance locale

Nous proposons donc de maintenir une consistance
partielle grace a un calcul de minorant qui s’effectue
en temps polynomial. Les principes de cet algorithme
de filtrage sont présentés dans 1’Algorithme 2.

Pour chaque valeur (X;,d), on calcule un minorant
du colt des solutions étendant D'affectation de d a
X;. Si le minorant trouvé excede la borne fixée (i.e.,
max D), alors cette valeur est non viable. Puisque la
consistance maintenue n’est que locale, il est nécessaire
de propager les retraits, ce qui est assuré par la boucle
tant que dans I’Algorithme 2.

Ainsi, on peut maintenir une consistance locale en
O(m?x LB) dans le pire cas, avec LB le coiit de calcul
d’un minorant.

4.2.4 Calcul d’'un premier minorant

Pour calculer un premier minorant nous utilisons la
détection de conflict-sets [11, 7].

Définition 5  (Conflict-set). Soit un CSP
P=(X,D,C), KCC et Xk le sous-ensemble des
variables défini sur K. K est un conflict-set ssi
Px=(Xk,Di,K) est inconsistant.

Définition 6 (Conflict-set minimal). Soit K wun
conflict-set. K est minimal ssi Zc€K tel que K\{c}
soit un conflict-set.

Définition 7 (Conflict-sets disjoints). Soit K et
Ky deux conflict-sets. K1 et Ko sont disjoints ssi
KiNKy=0.

Dans un conflict-set au moins une contrainte est in-
satisfaite. Pour obtenir un minorant, Thierry PETIT
et al. proposent dans [11] de décomposer le réseau de
contraintes en un ensemble de conflict-sets disjoints,
puis de faire la somme des contraintes de plus petit
poids de chacun de ces conflict-sets.
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Algorithm 2: Filtrage par minorant
début
retrait «— Vrai
tant que retrait faire
retrait «— Faux
pour (X;,d) t.q. d € D;, X; € X faire
Ib «— Calculer le minorant pour
(X1,..., Xi21,d, . ..
si lb > maz(D;) alors
retrait «+— Vrai

D; — D;\{d}

7Xn)

fin

Algorithm 3: Détection de conflict-sets disjoints
minimaux
fonction trouver-un-CS(C)
CS 10
tant que C # 0 et CS est consistant faire
CS —CSU{c|ceC}
el

si C'S est inconsistant
alors retourner CS

fonction trouver-tous-CS(C)
Y0
tant que C est inconsistant faire
CS < min-CS(trouver-un-CS(C'))
L C —C\CS
¥ — ¢ U{CS}

retourner ¢

fonction min-CS(CS)
Cutil — Q)
tant que Clyy; est consistant faire
C — Cutil
tant que C' est consistant faire
Clast < derniere contrainte de C'S

C — C U {Clast}

Cutit — Curat U {Clast}
CS — C\Cutil

retourner C\;

Théoréme 6 (Minorant [11]). Soit Y={tn,..., ¥}
un ensemble de conflict-sets disjoints, et cmf" la
contrainte de plus petit poids du conflict-set 1;, alors
on a

b(P) =Y Pepin.

i€

La recherche d’un conflict-set dans le pire des cas
est en O(exCC), avec e le nombre de contraintes et
CC le temps pour réaliser un test de consistance. La
minimisation d’un conflict-set est en O(e2xCC).

Pour X-AllDifferent(u},.), nous proposons de
construire un premier minorant en calculant les
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conflict-sets disjoints minimaux sur l’ensemble des
contraintes binaires de différence. Afin d’améliorer le
minorant, la fonction trouver-tous-CS prend en en-
trée la liste des contraintes triées selon ’ordre décrois-
sant de leur poids.

Nous utilisons comme test de consistance l’arc-
consistance qui peut-étre maintenue en O(exd) car
une contrainte de différence est un contrainte anti-
fonctionnelle [18].

4.2.5 Amélioration du minorant

Nous montrons dans cette section que le nombre
de contraintes a relaxer pour une contrainte -
AllDifferent(u3,) (ie., dans le cadre avec préfé-
rences) est toujours supérieur ou égal & .., le nombre
minimal de contraintes binaires a relaxer pour soft-
Alldifferent(uge.) (i-e., dans le cadre sans préfé-
rences).

Théoréme 7. Pour toute instanciation compléte A,
50it Cynsat(A) Uensemble des contraintes binaires de
différence insatisfaites par A, on a alors :

| Cunsat (A) |Z uzec

Preuve. Soient A wune instanciation compléte et
|Cunsat(A)| le nombre de contraintes binaires insatis-
faites par A. Ce nombre est indépendant de la mesure
de violation. Soit A* une solution optimale pour pigec,
alors ‘Cunsat(-A) ‘Z Udec(A*) d’ot Cunsat(-A) |Z Méec
(par définition de ©j,.). O

On a bien une inégalité dans le théoreme 7, car dans
le cadre avec préférences, on va préférer relaxer trois
contraintes de poids 2 plutot que deux contraintes de
poids 4.

Soit ¢ une décomposition en conflict-sets et
a=p},.—|¥|. Si a>0 alors on peut améliorer la qua-
lité du minorant en ajoutant les v contraintes de plus
petit poids.

Théoréme 8. Soit Cy.. I'ensemble des contraintes bi-
naires de différence issues de la décomposition de AT1-
Different. Soit lby, un premier minorant pour une
contrainte X-AllDifferent(X,u3 .,z), o Ven-
semble des contraintes utilisées pour le calcul de lby
et o=}, .—||. Alors on peut améliorer le minorant
de la maniére suivante :

b= lb¢ + Z mini{cdec\czzlm}

1<i<a

Les deux propriétés suivantes décrivent des en-
sembles de contraintes dont on sait facilement prouver
la satisfiabilité.



Propriété 2. Une contrainte de différence est trivia-
lement satisfaite si les domaines des variables impli-
quées dans la contrainte sont disjoints

Propriété 3  (affaiblissement du Théoréme
de Hall). Si w wariables impliquées dans un
AliDifferent(Xy,...,X,) sont les seules wa-

riables @ se partager un sous-ensemble de v wvaleurs
de telle facon a ce que la contrainte AlL1Different
réduite a ces w variables et v valeurs est consistante,
alors toutes les contraintes binaires de différence
portant sur ces w variables seront satisfaites.

L’exemple suivant illustre la Propriété 3
D1={1,2,3}, Do={1,2}, D3={3} et Dy={3}. Les va-
riables X7 et X, peuvent étre instanciées respective-
ment & 1 et a 2 sans engendrer de violation. Donc
toutes les contraintes liées a X; ou X5 seront satis-
faites.

On peut améliorer la qualité du minorant en le com-
plétant uniquement par des contraintes pouvant étre
insatisfaites (celles que 1'on sait étre satisfaites étant
de poids nul).

Corollaire 4. Soit by, un premier minorant pour une
contrainte X-AllDifferent(X,u3.,z), C$i" len-
semble des contraintes utilisées pour le calcul de lby
et Csqr l’ensemble des contraintes répondant auzx pro-
priétés 2 ou 3. Alors on peut améliorer le minorant de
la maniere suvante :

b=1by+ > min{CacCJ™ U Cuarl}

1<i<a

4.2.6 Expérimentations

Pour tester la qualité de notre minorant et la force
de la consistance maintenue, nous avons réalisé des
expérimentations sur des instances générées aléatoire-
ment avec un nombre de variables n et un nombre de
valeurs dans Dy fixés. Nous avons mesuré deux cri-
teres :

— lefficacité du filtrage (Etecn), ¢’est-a-dire le rap-
port entre le nombre de valeurs filtrées par une
méthode et le nombre de valeurs contenu dans
linstance (i.e. m);

— la précision du minorant (P), c’est a dire le rap-
port entre le minorant et la valuation optimale
(calculée séparément par une méthode de type re-
cherche arborescente).

Les expérimentations sont faites avec
D,={u% (A*)}, avec A* une solution de valua-
tion optimale pour linstance générée. Tous les
résultats reportés dans la suite sont des moyennes sur
100 instances.

La Figure 6 compare lefficacité des filtrages sui-
vants :

60

Ab*—filtering — U TERER
Ib—filtering P IR L ST e

HAC-filtering ----#--- =

50 ]

4 1

30 B

[filtered_value| / m (%)

20 - b

E=

10 b

F1G. 6 — Efficacité du filtrage avec |Dx|=n/2.

(n.[Dx]) [ (20,10) (25,12) (30,15) (40,20)
tps(lb) 0.0040  0.0112 0.0204 0.0528
tps(opt) | 5.8821  3170.5 — —

TaB. 3 — Comparaison entre le temps de calcul de 1b

et de p3*, (en secondes).

— un filtrage complet, qui pour chaque valeur, cal-
cule en temps exponentiel la valuation optimale
et retire la valeur du domaine de la variable si la
valuation est supérieur & max(D,);

— notre filtrage basée sur le calcul d’'un minorant tel
que présenté dans la section 4.2.5;

— le filtrage fournit par AC3x (pour plus de détails
voir [8]) sur 'ensemble des contraintes binaires de
la version décomposée de Al1Different(fidec)-

Le filtrage est effectué avec |Dx| fixé & (n/2) de
maniere a ce que efficacité du filtrage par la méthode
en temps exponentiel soit maximale, c’est-a-dire qu’il
retire le plus grand nombre de valeurs.

On peut remarquer sur la Figure 6, que tant que
le nombre de variables ne dépasse pas la dizaine alors
notre filtrage est efficace et donc la consistance mainte-
nue est forte. En revanche, au-dela 'efficacité décroit.

Il est a noter que notre filtrage est toujours au
moins aussi efficace que le filtrage fourni par AC3«.
Le Tableau 3 représente, pour différentes valeurs de
(n,|Dx|), les temps de calcul nécessaires pour obtenir
I'optimum et notre minorant.

La Figure 7 présente les variations de la précision du
minorant en fonction de n et | Dx|. On peut remarquer
que toutes les courbes ont le méme comportement ;

— |Dx|/n < 0.4 : Le probléme est treés sur-contraint,
la détection des conflict-sets est tres efficace et
donc la complétion a une valeur faible, d’ott un
minorant de bonne qualité.
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Fi1Gg. 7 — Précision du minorant.

- 0.5 <|Dx|/n < 0.6 : Dans cette zone, beaucoup
de contraintes sont encore insatisfaites. Toutefois,
peu de conflict-sets sont détectés, et la complé-
tion a alors une valeur importante ce qui engendre
beaucoup d’approximation et fait baisser la qua-
lité du minorant.

— |Dx|/n > 0.6 : Le probléme est peu sur-contraint
et donc peu de contraintes sont insatisfaites.
Meéme si peu de conflict-sets sont détectés, la
complétion est faible engendrant un minorant de
bonne qualité.

5 Conclusions et travaux futurs

Dans cet article, nous avons présenté deux séman-
tiques de violation pour la relaxation de la contrainte
All1Different dans le cadre avec préférences. Pour la
sémantique basée variable, nous avons proposé un al-
gorithme maintenant la consistance globale en O(n x
m). Pour la sémantique basée décomposition, nous
avons montré que le test de consistance est un pro-
bleme NP-Complet. C’est pourquoi nous avons pro-
posé de maintenir une consistance locale grace au cal-
cul d’'un minorant.

Dans de futurs travaux, nous souhaitons améliorer la
qualité du filtrage et tester d’autres consistances pour
améliorer la détection des conflict-sets (comme par
exemple la consistance de singleton [13]). Nous sou-
haitons également étudier I'interaction entre les mé-
canismes de filtrage des WCSPs et la relaxation des
contraintes globales (comme A11Different).
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