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❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✽ ✕ ❏♦✉r♥é❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❞❡s ▲❛♥❣❛❣❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐❢s✕ ❏❋▲❆✵✽

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡

r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❙❛♥❞r✐♥❡ ❇❧❛③② ✫ ❇❡♥♦ît ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ➱r✐❝ ❙♦✉t✐❢

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❈❊❉❘■❈✱ ✷✾✷ r✉❡ ❙❛✐♥t✲▼❛rt✐♥✱ ✼✺✶✹✶ P❛r✐s ❈❊❉❊❳ ✵✸
④❜❧❛③②✱r♦❜✐❧❧❛r❞⑥❅❡♥s✐✐❡✳❢r✱s♦✉t✐❢❅❝♥❛♠✳❢r

❘és✉♠é

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ■❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❈♦♠♣❈❡rt ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q✱ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡♠❜❛rq✉és ❝r✐t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡
à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❣✐str❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞❡r ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐t ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✿
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❈♦q ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❝❡rt✐✜é✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡♠❡✉r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥ ❜✉❣ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ❣é♥éré✱ ❡t ❞♦♥❝
✐♥✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡✳ ❉❡ ❧à s♦♥t ♥és ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs ❝❡rt✐✜és ❡t ❧❡ ♣r♦❥❡t ❈♦♠♣❈❡rt✳ ❈❡
♣r♦❥❡t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ré❛❧✐st❡ ❞✬✉♥ ✈❛st❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈ ✈❡rs ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r P♦✇❡rP❈✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈♦❧✉
❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡♠❜❛rq✉és ❬▲❡r✵✻✱ ❇❉▲✵✻❪✳

▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt ❡st ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ♠♦❞éré♠❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛♥t✱ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❧✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♣❛ss❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝❡rt✐✜é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét❛❜❧✐r ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛ss❡ ❞✉
❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❝r✐r❡ ❡♥ ❈♦q ✉♥❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐
tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❡st ❝❡rt✐✜é ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s à
❝♦♠♣✐❧❡r✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt ❡st ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♣r❡✉✈❡✳
■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❡①✐st❛♥t✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❈✬❡st s♦✉✈❡♥t à ❧✬✐ss✉❡
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❥✉❣é❡ tr♦♣ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✬✐❧ ❡st ❞é❝✐❞é ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés

✸✶



❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢

❛②❛♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t été ♣r♦✉✈é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt ❛❝t✉❡❧ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ s❡♣t ❧❛♥❣❛❣❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
é❝r✐t❡ ❡♥ ❈♦q✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❡✉ ❛❞❛♣té❡
à ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬❡✛♦rt ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❡♥ ❈♦q ❡t ♣r♦✉✈❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❛
♣rés❡r✈❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s s❡ r❛♠è♥❡
à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t NP✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❈♦♠♣❈❡rt
✐♠♣❧❛♥t❡ ✉♥❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳

❉❛♥s ❈♦♠♣❈❡rt✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st é❝r✐t❡ ❡♥ ❈❛♠❧ ♣✉✐s ✈❛❧✐❞é❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ ❈♦q ✿ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ✐❧ ❡st ✈ér✐✜é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✱
♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❛ ❜✐❡♥ r❡♥✈♦②é ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été é❝r✐t❡ ❡♥
❈♦q✳

❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣♦✉r ❧❡
❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✭s❛♥s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✮ ❛❞❛♣té à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡♥ ❈♦q ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣ré❝✐té❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ré❛❧✐sé❡
♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡✱
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ ❈♦q✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❝❡rt✐✜é ❈♦♠♣❈❡rt✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ P✉✐s✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞é❝r✐t ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❈♦q ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é❡s✳ ▲❡
❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ♣❛❣❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥s✐✐❡✳❢r✴⑦❜❧❛③②✴
r❡❣✐st❡r✲❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

✶✳ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s

✶✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐tés

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛
♠é♠♦✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐r❡ ❡t é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❈❡s ❛❝❝ès s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❣♦✉r♠❛♥❞s ❡♥ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ③♦♥❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ à ❛❝❝ès ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ❧❡s r❡❣✐str❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
r❡❣✐str❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♦ù s♦♥t st♦❝❦é❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à
t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❡♥ r❡❣✐str❡s s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ s♦✐t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ ❝❛s
é❝❤é❛♥t✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s♦✉✈❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ r❡❣✐str❡ R ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭❝❡ q✉✐ r❡♥❞ R ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❡t ré✉t✐❧✐s❡r R

❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v ♥✬❛ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ✭❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡

✸✷



❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v✮✳

▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❧❛ ♣❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ét✉❞✐é❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣✐❧é ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s s♦♥t ❧❡ ✈✐❞❛❣❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱
❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ▲❡ ✈✐❞❛❣❡ ❞é❝✐❞❡ q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r♦♥t st♦❝❦é❡s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡♥ r❡❣✐str❡s✳
▲❛ ❢✉s✐♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s tr❛♥s❢❡rts
❡♥tr❡ r❡❣✐str❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ x = y ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t❡✱ q✉✬❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ st♦❝❦❡r
x ❡t y ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❡❣✐str❡✳

✶✳✷✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s

▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❣r❛♣❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✭❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ♦❜t❡♥✉ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
ét❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ NP✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♠❛❣✐♥é❡s ♦♥t été ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
✭❬❈❤❛✽✷❪✱ ❬❇❈❚✾✹❪✱ ❬●❆✾✻❪✱ ❬PP✵✺❪✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s
❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡
t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s✱ ❧❡s ré❛❧✐s❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s é✈♦❧✉❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥❝♦r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❝♦ût ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
t❡❧ q✉❡ ❈✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ❬●❆✾✻❪✳ ❈✬❡st
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ré❝❡♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ✐♠❛❣✐♥é❡ ♣❛r P❛❧s❜❡r❣ ❡t P❡r❡✐r❛ ❬PP✵✺❪✳ ❙✐ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té
♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡✱ s❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡
❢♦rts ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣✐st❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❆♥❞❡rss♦♥ ❬❆♥❞✵✸❪✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♦♥t ♠❡s✉ré q✉✬✉♥❡
❧❛r❣❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ tr✐❛♥❣✉❧és ✶✳ ■❧s ❛✣r♠❡♥t ❡♥ ❡✛❡t
q✉❡ ♣❧✉s ❞❡ ✾✺✪ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❏❛✈❛ ✶✳✺ ❡t ❞❡s ✷✼✾✷✶
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐és ♣❛r ❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ✭❬❆●✵✺❪✮ ♦♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ✿
✕ r❡♥♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱
✕ ✐♥sèr❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✈✐❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱
✕ s✉♣♣r✐♠❡ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❞❡s r❡❣✐str❡s ❛②❛♥t
été ❢✉s✐♦♥♥és✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣rés❡r✈❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡
st❛t✐q✉❡✳ P❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛
♣r❡✉✈❡✮✳ ❬❖❤♦✵✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é❞✐é à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❝♦rr❡❝t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ♣❡t✐t
❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡t ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r t❡❧ q✉❡ ❈♦♠♣❈❡rt✳
❬◆PP✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é❞✐é à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ▲❛ sûr❡té
❞✉ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛ ré❝❡♠♠❡♥t été ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ❚✇❡❧❢✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳

✶▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

✸✸



❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢

✶✳✸✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❞❡ r❡❣✐str❡s

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡ r❡❣✐str❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❢✉r❡♥t ❝❡✉① ❞❡ ●♦♦❞✇✐♥ ❡t ❲✐❧❦❡♥ ❡♥ ✶✾✾✻ ❬●❲✾✻❪
s✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r s✉♣♣❧❛♥t❡r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳
❊♥ ✷✵✵✶✱ ❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ❬❆●✵✶❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✷ ♣✉✐s ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥
✭❧❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s❡ s♦♥t
❛✈éré❡s ✐♥❢r✉❝t✉❡✉s❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ●♦♦❞✇✐♥ ❡t ❲✐❧❦❡♥✳

❈❡tt❡ ❛♥♥é❡✱ ●r✉♥❞ ❡t ❍❛❝❦ ❬●❍✵✼❪ ♦♥t é❧❛❜♦ré ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥✳ ▲❡✉r ❞é♠❛r❝❤❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✹✼✶ ❞❡s ✹✼✹ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧✬❖♣t✐♠❛❧
❈♦❛❧❡s❝✐♥❣ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✸ ❞❛♥s ❞❡s t❡♠♣s très r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ✭✹✸✵ ❝❛s s♦♥t tr❛✐tés
❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ✻ s❡❝♦♥❞❡s✮✳

✷✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

✷✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s

❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ G ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ (i, j) ❞❡ G ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à i ❡t j s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❙✐ p ❡st ✉♥
❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ p ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❛♣♣❡❧é❡ p✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳ ❯♥❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥s s♦♠♠❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❧♦rés✳ ❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
s✐ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ à ❝♦❧♦r✐❡r ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ▲❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s✳ ▲❡s ❛rêt❡s
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ r❡❧✐❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ♦❝❝✉♣❡r ❧❡s
♠ê♠❡s r❡❣✐str❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ r❡❧✐❡♥t t♦✉s
❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐
✭❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts✮✳ ❯♥ ♣♦✐❞s ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛✜♥
❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ tr✐♣❧❡t (S, I, P )✱ ♦ù G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st S✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st I ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s
❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡st P ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❢♦r♠és ♣❛r S ❡t I ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t S ❡t P ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡t ♣r❡❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G✳

❙♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ p ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ p✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ p✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f =

∑

(i,j)∈D wij + c|NC|✱ ♦ù D ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t
❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ NC ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ❝♦❧♦rés✱ wij ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛rêt❡
(i, j)✱ ❡t c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ♥♦♥ ❝♦❧♦ré✳ ❯♥❡
p✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳

✷▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈ ❡st q✉❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❝❡rt❛✐♥s ♦♣ér❛♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥ r❡❣✐str❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♥

r❡❣✐str❡✳
✸■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐é❡ ♣❛r ❆♣♣❡❧ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳

✸✹



❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

A
E

B
F

C
D

23
4

❋✐❣✳ ✶ ✕ ■♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✸✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳

▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ♦ù k ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ r❡❣✐str❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡ rés♦❧✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✸✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❊♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡
♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦❧♦r❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts
❡t q✉❡ ❞❡✉① ❞❡s tr♦✐s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s tr♦✐s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r s✐♥♦♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts A✱ B✱ E ❡t F s❡r❛✐❡♥t ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ s❡r❛✐❡♥t ✈✐♦❧é❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts k✲❝♦❧♦r❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦❧♦ré ❛✈❡❝ k ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❧♦r❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳

✷✳✷✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és q✉✐
❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t
✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐és ♣♦✉r ✜♥✐r ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ G = (S, I, P ) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t E ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ S✳

✶✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ C ❡st ❞✐t s❛♥s ❝♦r❞❡ s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡ ♥❡ r❡❧✐❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ C✳

✷✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r E ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ G ❛✉① s♦♠♠❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E ❡t ❛✉① ❛rêt❡s r❡❧✐❛♥t
❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ E✳

✸✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ ✐♥❞✉✐t s❛♥s ❝♦r❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à q✉❛tr❡
❡st ❞✐t tr✐❛♥❣✉❧é ✭❝❤♦r❞❛❧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳

✹✳ ❯♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t r❡❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉①✳

✺✳ ❯♥ s♦♠♠❡t s ❡st s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ s ❡st ✉♥❡
❝❧✐q✉❡✳

✻✳ ❯♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✭♥♦té ♦❡s ♦✉ ♣❡♦ ♣♦✉r ♣❡r❢❡❝t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st
✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭x1✱✳ ✳ ✳ ✱ xn✮ ❞❡ S t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . n}, xi ❡st s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ④xi✱ ✳ ✳ ✳xn⑥✳

✸✺



❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢

✼✳ n(G) ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳
✽✳ m(G) ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ G✳
✾✳ χ(G) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ●✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r

ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ G✳
✶✵✳ ω(G) ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❞❡ G✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛

♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❧❛
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✮ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭é❣❛❧✐tés
❡t ✐♥é❣❛❧✐tés✮✳ ❚♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ (P ) ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù X

❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

(P )

{

Min f(x)
x ∈ X ⊆ Rn

◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ④✵✱✶⑥ ✭P▲◆❊✮ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④✵✱✶⑥✱ ❡t ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s NP✲❞✐✣❝✐❧❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s é♥✉♠ér❛t✐✈❡s ❝❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥✜é❡ à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈P▲❊❳ ❬■❧♦✵✷❪✮✳ ▲✬✐♥térêt
❞❡ t❡❧s s♦❧✈❡✉rs ❡st ❧❡ r❡❝♦✉rs à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳

✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✸✳✶✳ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✬✐❧ ❛ été ❞é❝✐❞é ❞❡ s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❆♣♣❡❧ ❡t
●❡♦r❣❡ ❬❆●✵✶❪✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❛r
❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ P♦✇❡rP❈ ✭❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❈♦♠♣❈❡rt✮ ❡st ❘■❙❈✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❈■❙❈ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❬❆●✵✶❪✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ ♦❜❧✐❣❡ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à êtr❡ ❡♥ r❡❣✐str❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t
❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞é❞✐és ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥✜♥✱
❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s à ❝♦♥s✐❞ér❡r s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❘■❙❈✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❬❆●✵✶❪✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t séq✉❡♥t✐❡❧ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ♣✉✐s ♣♦✉r
❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♠❛✐s ❝❡s ❞❡✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♥❡
♣❛s ❞é❜♦✉❝❤❡r s✉r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❣✐str❡s q✉✐ s♦✐t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡✳

✸✳✷✳ ❉❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à
❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ♥✬❡st ✉t✐❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♥✬❡st ♣❛s k✲
❝♦❧♦r❛❜❧❡✳ ❖r✱ ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❛❧❧♦✉❛❜❧❡s s✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ r❡♥❞ ❝❡tt❡ é✈❡♥t✉❛❧✐té ♣❡✉
♣r♦❜❛❜❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ t❡st❡r s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡st k✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡✳ ❈❡ t❡st ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✹ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡st

✹❊♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♦ù ❧❡ t❡st ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✸✻



❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

tr✐❛♥❣✉❧é✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦❧♦r❛t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✳
◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❣♦✉r♠❛♥❞❡✱ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é ❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✐♥♦♥✳ ❙✐ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❝❡tt❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡st tr❛✐té❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷ rés✉♠❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ ❈♦q ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st s♣é❝✐✜é❡ ❡t ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ❈♦q✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡
❢✉s✐♦♥ s♦♥t ✈❛❧✐❞é❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✈ér✐✜é ❡♥ ❈♦q q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r
❧❡ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳Coloration gourmandeColoration (p ouleurs)

Phase de fusion Phase de vidagePhase de fusion
p ≤ K p > K

Validation
Certi�ation

Non optimalitéOptimalité
❋✐❣✳ ✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✸✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡

▲❡ t❡st ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛❜✐❧✐té ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭✐✳❡✳ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✮ s✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
s♦♥t ❝♦❧♦r✐és ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡st ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❬●❛✈✼✷❪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
♦♥t été ♣r♦✉✈és ❡♥ ❈♦q ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦❧♦rés
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❣râ❝❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✈❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬é❝r✐r❡ ❡♥ ❈♦q ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥❛ï❢ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❡♥ t❡♠♣s✮
❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ s♦♠♠❡t
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ s✱ ❧❡ r❡t✐r❡r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ✐tér❡r ❝❡ ♣r♦❝é❞é✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝❛r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t
❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ❧✉✐ ♠ê♠❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✳

▲✬❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ is sv(s, S − T ) t❡st❡ s✐ s ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r
S−T ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st t❡sté s✐ s ❡t s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ S−T ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❡st tr✐❛♥❣✉❧é s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❬❋●✻✺❪✳ ❆✉ss✐✱ ❧✬♦r❞r❡ r❡♥✈♦②é
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ❡st tr✐❛♥❣✉❧é✳

✸✼



❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ✭●✮

❊♥tré❡✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ●❂✭❙✱ ■✱ P✮ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é
❙♦rt✐❡✿ ❯♥ ♦r❞r❡ x = {x1, x2, . . . xn(G)} ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡

✶✿ i := 0, U := ∅
✷✿ t❛♥t q✉❡ i < n(G) ❢❛✐r❡
✸✿ tr♦✉✈é ✿❂ ❢❛✉①✱ ❚ ✿❂ ❯
✹✿ t❛♥t q✉❡ tr♦✉✈é ❂ ❢❛✉① ❢❛✐r❡

✺✿ ❝❤♦✐s✐r s ❞❛♥s S − T

✻✿ s✐ is sv(s, S − T ) ❛❧♦rs
✼✿ xi+1 := s

✽✿ tr♦✉✈é ✿❂ ✈r❛✐
✾✿ s✐♥♦♥

✶✵✿ T := T ∪ s

✶✶✿ ✜♥ s✐

✶✷✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

✶✸✿ i := i + 1;U := U ∪ {s}
✶✹✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❧♦r❡r ❧❡s
s♦♠♠❡ts s❡❧♦♥ ❝❡t ♦r❞r❡ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉✐ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❛✉❝✉♥
❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ s♦♠♠❡t ❝♦✉r❛♥t xi✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ✭❝♦❧♦r❛t✐♦♥✮ à ✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✭●✮
❊♥tré❡✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ●
❙♦rt✐❡✿ ❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ●✱ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ● ❡st tr✐❛♥❣✉❧é

✶✿ x = peo search(G), U := ∅
✷✿ ♣♦✉r t♦✉t ✐ ❞❡ ♥✭●✮ à ✶ ❢❛✐r❡
✸✿ ❚ ✿❂ get nghbs(G, xi), U := U ∪ xi

✹✿ ❛✛❡❝t❡r à xi ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉✐ ♥✬❡st ❛✛❡❝té❡ à ❛✉❝✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ T ∩ U

✺✿ ✜♥ ♣♦✉r

✸✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (S, I, P ) ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬●❍✵✼❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xic q✉✐ ✈❛❧❡♥t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t i ❡st ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r c ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s yij q✉✐ ✈❛❧❡♥t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (i, j) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡t i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ tr♦✐s sér✐❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
✕ (C1) à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞♦✐t êtr❡ ❛✛❡❝té❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r✱
✕ (C2) ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
✕ (C3) yi,j ❞♦✐t ✈❛❧♦✐r ✶ s✐ i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛❧♦rs ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té (C3) ✈❛✉t ✶ ❧♦rsq✉❡ c ❡st ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ i✳

P♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés
s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r f =

∑

(i,j)∈P wij × yij ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❞❛♣té ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡s ❞❡✉①
♣❤❛s❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳ ■❧ s✉✣t
❡♥ ❡✛❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi0 q✉✐ ✈❛❧❡♥t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t i ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❧♦ré ❡t ❞❡

✸✽



❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

(P1)



















































Min
∑

(i,j)∈P

wij × yij

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

(C1) ∀i ∈ {1, . . . , n(G)},
k

∑

c=1

xic = 1

(C2) ∀(i, j) ∈ I, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic + xjc ≤ 1
(C3) ∀(i, j) ∈ P, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic − xjc ≤ yij

(C4) ∀i ∈ {1, . . . , n(G)}, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic ∈ {0, 1}

❋✐❣✳ ✸ ✕ Pr♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳

♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

✹✳ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❈♦q

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡
❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐s ❧♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱
❧❡s ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ❡♥ ❣r❛s ❡t ❧❡s s❡❝♦♥❞s ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡✳

✹✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❈♦q ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❘❡❝♦r❞✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
♦♥t été ❞é✜♥✐s ✿ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts ❡st ✉♥ ♦r❞r❡
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✐♥✈❡rs❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

❘❡❝♦r❞ ●r❛♣❤ ✿ ❙❡t ✿❂ ♠❦ ●r❛♣❤④
✈❡rt✐❝❡s ✿ ❧✐st ♥❛t ❀
❡❞❣❡s ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮ ❀
(P1) ♣ ✐s ❧❡① s♦rt❡❞ ✿ ✐s ❧❡① s♦rt❡❞ ❡❞❣❡s ❀
(P2) ♣ ✐s str✐❝t ♦r❞ ✿ ✐s str✐❝t ♦r❞ ❡❞❣❡s ❀
(P3) ♣ ◆♦❉✉♣ ✿ ◆♦❉✉♣ ❡❞❣❡s ❀
(P4) ♣ ✈❡rt✐❝❡s ❡❞❣❡s ✿ ✈❡rt✐❝❡s ❂ ❡❞❣❡s t♦ ✈❡rt✐❝❡s ❡❞❣❡s ⑥✳

■❧ ❛ été ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❈♦♠♣❈❡rt✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ ét❛♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡ ❡st ✈♦✉❧✉ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t s❡
r❡♣rés❡♥t❡ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞✉ ❣r❛♣❤❡✳

▲❛ ❧✐st❡ edges ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés ✿
✕ (P1) ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ edges ❡st tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❀
✕ (P2) st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ edges ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✱
❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✉ s♦♠♠❡t ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳

✕ (P3) ♠❡♥t✐♦♥♥❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ edges ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞♦✉❜❧♦♥s✳

✸✾



❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢

(P1) ❡t (P2) s❡r✈❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr✐ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉té❡s ❡♥ t❡♠♣s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦✉ ❞✬② ✐♥❝♦r♣♦r❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛rrêt✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥
♦✉tr❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣❛r❝♦✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ (P3) ❡st ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛ ❧✐st❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ♦♥t été ✐♠♣❧❛♥té❡s ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr✐ r❛♣✐❞❡ ❛ été é❝r✐t ❡♥ ❈♦q à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳

▲❛ ❧✐st❡ vertices r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ét❛♥t ❝♦♥♥❡①❡✺✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❡st tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞♦✉❜❧♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés
❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❛ été ❝♦♥str✉✐t❡ ❧❛ ❧✐st❡ vertices à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ edges✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ edges to vertices✳

❆✜♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞r❡s
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t (sv x v e) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ x ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡
❞❡s s♦♠♠❡ts v ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛rêt❡s ❞❡ e✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢❛✐t ❡❧❧❡
♠ê♠❡ ❛♣♣❡❧ à ❞✬❛✉tr❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡
❡♥ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s peo ❡t peo ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❛❧❧é❣❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❡♦ ✿ ❧✐st ♥❛t → ❧✐st ♥❛t → ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮ → Pr♦♣ ✿❂
♣❡♦ ❝♦♥s ✿ ∀ ✭❧ ✈❡rt ✿ ❧✐st ♥❛t✮ ✭❡❞❣ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮✱

P❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✈❡rt ❧ ⇒
✭∀ ✭① ✿ ♥❛t✮ ✭❧❧ r❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✮✱ ❧ ❂ ❧❧ ✰✰ ① ✿ ✿ r❧ ⇒ s✈ ① ✭① ✿ ✿ r❧✮ ❡❞❣✮ ⇒

♣❡♦ ❧ ✈❡rt ❡❞❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♣❡♦ ✭❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✮ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✿ Pr♦♣ ✿❂ ♣❡♦ ❧ ✭✈❡rt✐❝❡s ❣✮ ✭❡❞❣❡s ❣✮✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t (est clique g l t) s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ g✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st
❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t x ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ vertices ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❝♦❧♦rés ❛✈❛♥t ❧✉✐ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✮ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳

❘❡❝♦r❞ ❈❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ✿ ❙❡t ✿❂ ♠❦ ❈❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤④
❣♣❤ ✿ ●r❛♣❤ ❀
s❡❧❢ ♣❡♦ ✿ ∀ ✭① ✿ ♥❛t✮✱ ■♥ ① ✭✈❡rt✐❝❡s ❣♣❤✮ ⇒

✐s ❝❧✐q✉❡ ❣♣❤ ✭① ✿ ✿ ❣❡t ♥❣❤❜s ❣♣❤ ①✮ ✭❧❡♥❣t❤ ✭❣❡t ♥❣❤❜s ❣♣❤ ①✮ ✰ ✶✮⑥✳

✹✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❛ été é❝r✐t ❡♥ ❈♦q ❡t s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té ❛ été ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ❈♦q
s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ my chordal gph ❛✜♥
❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ Chordal graph ❝❛r ❝✬❡st s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❝♦♥str✉✐r❡ my graph ❞❡ t②♣❡
Graph✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐ my graph ❡st tr✐❛♥❣✉❧é ❛❧♦rs ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ my graph ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ tr♦✉✈é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ❧❛ ❧✐st❡ ④✶✱✳ ✳ ✳n⑥✳ ❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
❣r❛♣❤❡ my chordal gph ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ Chordal graph✱ ❞❡ ré❛❧✐s❡r

✺❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❧✐❡r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s

t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳

✹✵



❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ my chordal gph ✭❡t ❧❛ ♣r♦✉✈❡r ♦♣t✐♠❛❧❡✮✱ ♣✉✐s ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡
❧❡s s♦♠♠❡ts ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ✭❡❧❧❡✲♠ê♠❡ r❡♥♦♠♠é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✮ ❡st
✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ my graph✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù my graph ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✱ my graph ❡st ❝♦❧♦ré✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✳Liste d'arêtesConstrution de my_graphColoration quelonque de my_graphReherhe d'un ordre d'élimination simpliialRenommage des sommets de my_graphConstrution du graphe my_hordal_graphColoration optimale de my_hordal_graphRenommage inverse de la olorationColoration optimale de my_graph

∄oes∃oes

❋✐❣✳ ✹ ✕ ❉é♠❛r❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛❝❤és à ❝♦♥❢ér❡r à ♥♦tr❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ q✉❡❧q✉❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❜♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs ♦r❞r❡s s✉r ❧❡s ❧✐st❡s
♣❡r♠❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡ ♠❛✐s ❛❧❧♦♥❣❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❡s tr♦✐s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦r❞r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t ✿

✕ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✱
✕ ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛

s❡❝♦♥❞❡✮✱
✕ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✳
■❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✬❛✉tr❡s ♦r❞r❡s ❝♦♥♥❡①❡s à ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♦r❞r❡s str✐❝ts

❡t ❧❡s ♦r❞r❡s ✐♥✈❡rs❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ♣r♦❝✉r❡ ✉♥ ❣❛✐♥
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝❛s très s✐♠♣❧❡ ✿ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦✉❜❧♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡✳

❙✐ l ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r lg✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦✉❜❧♦♥s s❡ ❝♦❞❡
❡♥ O(lg2)✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❡♥ O(lg) ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ têt❡ ❞❡ ❧✐st❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts
❡t ❞✬❡♥ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❙✐ ❧❛ ❧✐st❡ ♥✬❡st ♣❛s tr✐é❡ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❡r ♣✉✐s ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞♦✉❜❧♦♥s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ tr✐ r❛♣✐❞❡
❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ O(lg log(lg))✳

✹✳✸✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é✱ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r ❧❡ tr♦✉✈❡r ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

✹✶



❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢

s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (sv search aux l l′) ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦♠♠❡t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l′✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (remove x l) ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡
s♦♠♠❡t x ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (rm n l) s✉♣♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st n✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❛✉① ♥✬❡st ♣❛s str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ❆✉ss✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❡♥s✉✐t❡
❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞é❝r♦ît ❜✐❡♥ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ tr♦✉✈❡ ✉♥✳

❋✉♥❝t✐♦♥ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❛✉① ✭❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✮ ✭❧✬ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮ ④♠❡❛s✉r❡ ❧❡♥❣t❤ ❧⑥ ✿ ❧✐st ♥❛t ✿❂
♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤ ♥✐❧ ⇒ ♥✐❧
⑤ ⇒ ✭s✈ s❡❛r❝❤ ❛✉① ❧ ❧✬✮ ✿ ✿ ✭♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❛✉① ✭r❡♠♦✈❡ ❡q ♥❛t ❞❡❝ ✭s✈ s❡❛r❝❤ ❛✉① ❧ ❧✬✮ ❧✮

✭r♠ ✭s✈ s❡❛r❝❤ ❛✉① ❧ ❧✬✮ ❧✬✮✮
❡♥❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✿ ❧✐st ♥❛t ✿❂♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❛✉① ✭✈❡rt✐❝❡s ❣✮ ✭❡❞❣❡s ❣✮✳

▲❡♠♠❛ ♣❡♦ ♣❡♦ s❡❛r❝❤ ✿ ∀ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮✱ ✭∃ ❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✱ ♣❡♦ ❧ ❣✮ ⇒ ♣❡♦ ✭♣❡♦ s❡❛r❝❤ ❣✮ ❣✳

✹✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ tr♦✉✈é✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ t②♣❡ ❈❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ tr♦✉✈é ♥✬❡st ♣❛s ❝r♦✐ss❛♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ r❡♥♦♠♠❡r
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦✐t ❛✉ss✐ êtr❡ s♣é❝✐✜é❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛♣rès q✉❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛✐t été ré❛❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ♣ér✐❧❧❡✉s❡ ♠❛✐s ♣❡✉ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ❞ét❛✐❧❧é❡ ✐❝✐✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ r❛♣♣♦rt❡r à ❧❛ ♣❛❣❡ ✇❡❜ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡t✳

❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (s, c) ♦ù c r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✭r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✮ ❛✛❡❝té❡ ❛✉ s♦♠♠❡t s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s♦♠♠❡t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❛✛❡❝té❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞é❥à ❝♦❧♦rés ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ s♦♠♠❡t ❝♦✉r❛♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ st♦❝❦❡r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✉r ❝♦❧ q✉✐
❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (get available color g x col) ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ g ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦✉❧❡✉r ♥✬ét❛♥t ❛✛❡❝té❡ à ❛✉❝✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❞✉ s♦♠♠❡t x ♣❛r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❝♦❧✳

❋✐①♣♦✐♥t ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛✉① ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✭❧ ✿ ❧✐st ♥❛t✮ ✭❝♦❧ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮ ④str✉❝t ❧⑥ ✿
❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮ ✿❂

♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤ ♥✐❧ ⇒ ❝♦❧
⑤ ① ✿ ✿ ❧✑ ⇒ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛✉① ❣ ❧✑ ✭✭①✱ ❣❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦❧♦r ❣ ① ❝♦❧✮ ✿ ✿ ❝♦❧✮
❡♥❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✿❂ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛✉① ❣ ✭✈❡rt✐❝❡s ❣✮ ♥✐❧✳

✹✳✺✳ Pr♦♣r✐étés ♣r♦✉✈é❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❡♥ ❈♦q ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
tr✐❛♥❣✉❧és✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❡st ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳

✹✷



❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

■❧ ét❛❜❧✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ g✱ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡
❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ g✳ ❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦❧ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ g✳ ❙♦✐t k t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❝♦❧ s♦♥t ♥✉♠ér♦té❡s
❞❡ 1 à k✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦❧ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r
❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 1 ❡t k ✭❧✐❣♥❡s (1) à (3)✮✱ ❡t s✐ t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❡st ❝♦❧♦ré ♣❛r ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s ✭❧✐❣♥❡ (4)✮✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ✿ ❣r❛♣❤ → ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮ → Pr♦♣ ✿❂
❝♦❧♦r✐♥❣ ❝♦♥s ✿ ∀ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮ ✭❝♦❧ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮✱
✭✶✮ ✭∀ ✭① ✿ ♥❛t✮✱ ■♥ ① ✭✈❡rt✐❝❡s ❣✮ ⇔ ∃ ❝✱ ■♥ ✭①✱❝✮ ❝♦❧✮⇒
✭✷✮ ♥♦ ❢st ❞✉♣ ❝♦❧ ⇒
✭✸✮ ✭∀ ✭① ❝① ✿ ♥❛t✮✱ ■♥ ✭①✱❝①✮ ❝♦❧ ⇒ ✶ ≤ ❝①✮ ⇒
✭✹✮ ✭∀ ✭① ② ❝① ❝② ✿ ♥❛t✮✱ ■♥ ✭①✱②✮ ✭❡❞❣❡s ❣✮⇒ ■♥ ✭①✱❝①✮ ❝♦❧ ⇒ ■♥ ✭②✱❝②✮ ❝♦❧ ⇒ ❝② 6= ❝①✮ ⇒

✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣ ❝♦❧✳

▲❡♠♠❛ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✿ ∀ ✭❣ ✿ ❣r❛♣❤✮✱ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣ ✭❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❣✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✈❛❧✐❞♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧❡s ❝♦❧♦r❛t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ g✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦❧ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r
❡①t❡r♥❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r ❡♥ ❈♦q ❧❡ ❧❡♠♠❡ is coloring g col ✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❈♦♠♣❈❡rt✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳ ❙♦✐t ♠② ♣❡♦
❧✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❛②❛♥t été tr♦✉✈é✱ ❡t ♠② ❝❤♦r❞❛❧ ❣♣❤ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ✭❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ t②♣❡ ❈❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤✮ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠② ♣❡♦ ❛♣rès r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ r❡♥❛♠✐♥❣ ét❛❜❧✐t q✉❡ s✐ col ❡st ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é my chordal graph✱
❛❧♦rs ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ col ❡st ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
my graph✳ ❉❛♥s ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ coloring renaming ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡♥♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡
rét❛❜❧✐r ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

▲❡♠♠❛ ✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ r❡♥❛♠✐♥❣ ✿ ∀ ✭❝♦❧ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮✱
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠② ❝❤♦r❞❛❧ ❣♣❤ ❝♦❧ ⇒
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠② ❣r❛♣❤ ✭❝♦❧♦r✐♥❣ r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦❧ ✭r❡✈ ♠② ♣❡♦✮✮✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ét❛❜❧✐t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳ ▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té
❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉t❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs q✉❡
❝❡❧❧❡ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
t♦✉t❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉❧❡✉r r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛① ❝♦❧♦r r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡✉①✐è♠❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ✭❞♦♥❝ ✐❝✐
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✮✳

▲❡♠♠❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✿ ∀ ✭❝♦❧ ✿ ❧✐st ✭♥❛t×♥❛t✮✮✱
✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠② ❣r❛♣❤ ❝♦❧→
♠❛① ❝♦❧♦r ✭❝♦❧♦r✐♥❣ r❡♥❛♠✐♥❣ ✭❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠② ❝❤♦r❞❛❧ ❣♣❤✮ ✭r❡✈ ♠② ♣❡♦✮✮✳

≤ ♠❛① ❝♦❧♦r ❝♦❧✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❬❲❡s✵✵❪ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❙✐ (x1, . . . xn(G)) ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡ G✱ ❡t s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
(xn(G), . . . x1) ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡t x ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡ G✳ ❙♦✐t i ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
{1, . . . n(G)}✳ x ét❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✱ xi ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t
♣❛r ④xi, . . . xn⑥ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞é❥à ❝♦❧♦rés ❡t xi✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t
♣❛r xi ❡t s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞é❥à ❝♦❧♦rés ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❙♦✐t ti ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛✛❡❝té❡ à
xi ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ti✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ét❛♥t ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉❧❡✉r

✹✸



❇❧❛③② ✫ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ✫ ❙♦✉t✐❢

✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
χ(G) ≤ ω(G)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✐♥✈❡rs❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣♦✉r
❝♦❧♦r❡r G q✉❡ ♣♦✉r ❝♦❧♦r❡r s❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ χ(G)
❡t ω(G) ❡t ❞♦♥❝ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳

◆♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❈♦q r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡✳ ▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s é♥♦♥❝és
❞❡s ♣r❡✉✈❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✹✪ ❡t ✶✷✪ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❊♥✈✐r♦♥ ✸✻✵ ❧❡♠♠❡s ♦♥t été
♣r♦✉✈és✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛ été ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s
♦r❞r❡s s✉r ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❈♦q ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈❛♠❧ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❡
✹✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❈❛♠❧✳

❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❈♦q ❛ été ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ♥♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❝♦♥❢r♦♥té à ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞✉ t②♣❡✉r ❞❡ ❈♦q✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❧❡♠♠❡s✱ ❈♦q ♣❛ss❛✐t ❞❡ ✸✵ à ✻✵ ♠✐♥✉t❡s à ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✭❧❛ ❧✐❣♥❡
◗❡❞✳✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ ❈♦q ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞é❞✐é à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❝❡rt✐✜é ❈♦♠♣❈❡rt✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ✶✮ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✱ ❡t ✷✮ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡rs q✉✐ ❡st rés♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
❡st ✈❛❧✐❞é ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t à s♣é❝✐✜❡r ❡♥ ❈♦q ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈✐❛ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞é❞✐é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✮✱ q✉✐ s❡r❛✐t
t♦✉❥♦✉rs rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①t❡r♥❡✱ ♠❛✐s q✉✐ s❡r❛✐t ✈ér✐✜é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦q✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t❡r♥❡ à ❈♦q✱ ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❡♥ ❈♦q q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥
✈❛❧✐❞❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳

➚ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✈ér✐✜❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦tr❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝❡rt✐✜és✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬❆●✵✶❪ ❆♥❞r❡✇ ❲✳ ❆♣♣❡❧ ❛♥❞ ▲❛❧ ●❡♦r❣❡✳ ❖♣t✐♠❛❧ s♣✐❧❧✐♥❣ ❢♦r ❈■❙❈ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ ❢❡✇ r❡❣✐st❡rs✳ ■♥
❙■●P▲❆◆ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✹✸✕
✷✺✸✱ ✷✵✵✶✳

❬❆●✵✺❪ ❆♥❞r❡✇ ❲✳ ❆♣♣❡❧ ❛♥❞ ▲❛❧ ●❡♦r❣❡✳ ✷✼✱✾✷✶ ❛❝t✉❛❧ r❡❣✐st❡r✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡✲
r❛t❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ▼▲ ♦❢ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✵✾ ✕ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝s✳♣r✐♥❝❡t♦♥✳❡✲

❞✉✴∼❛♣♣❡❧✴❣r❛♣❤❞❛t❛✴✱ ✷✵✵✺✳

❬❆♥❞✵✸❪ ❈❤r✐st✐❛♥ ❆♥❞❡rss♦♥✳ ❘❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜② ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ■♥ ❈♦♠♣✐❧❡r
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❈❈✮✱ ♣❛❣❡s ✸✸✕✹✺✱ ✷✵✵✸✳

❬❇❈❚✾✹❪ Pr❡st♦♥ ❇r✐❣❣s✱ ❑❡✐t❤ ❉✳ ❈♦♦♣❡r✱ ❛♥❞ ▲✐♥❞❛ ❚♦r❝③♦♥✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣
r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭❚❖P▲❆❙✮✱
✶✻✭✸✮ ✿✹✷✽ ✕ ✹✺✺✱ ✶✾✾✹✳

❬❇❉▲✵✻❪ ❙❛♥❞r✐♥❡ ❇❧❛③②✱ ❩❛②♥❛❤ ❉❛r❣❛②❡✱ ❛♥❞ ❳❛✈✐❡r ▲❡r♦②✳ ❋♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈ ❝♦♠♣✐❧❡r
❢r♦♥t✲❡♥❞✳ ■♥ ❋▼ ✷✵✵✻ ✿ ■♥t✳ ❙②♠♣✳ ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ▼❡t❤♦❞s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✵✽✺ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✻✵✕✹✼✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✳

✹✹



❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❬❈❤❛✽✷❪ ● ❏ ❈❤❛✐t✐♥✳ ❘❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✐❧❧✐♥❣ ✈✐❛ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✐❧❡r
❈♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✶✼✭✻✮ ✿✾✽ ✕ ✶✵✺✱ ✶✾✽✷✳

❬❋●✻✺❪ ❉✳❘✳ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ❛♥❞ ❖✳❆✳ ●r♦ss✳ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❣r❛♣❤s✳ P❛❝✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱
✶✺ ✿✽✸✺✕✽✺✺✱ ✶✾✻✺✳

❬●❆✾✻❪ ▲❛❧ ●❡♦r❣❡ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❲✳ ❆♣♣❡❧✳ ■t❡r❛t❡❞ r❡❣✐st❡r ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ Pr♦❣r❛♠✳ ▲❛♥❣✳
❙②st✳✱ ✶✽✭✸✮ ✿✸✵✵✕✸✷✹✱ ✶✾✾✻✳

❬●❛✈✼✷❪ ❋➔♥✐❝➔ ●❛✈r✐❧✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦❧♦r✐♥❣✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❧✐q✉❡✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜②
❝❧✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ♦❢ ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✶ ✿✶✽✵✕✶✽✼✱
✶✾✼✷✳

❬●❍✵✼❪ ❉❛♥✐❡❧ ●r✉♥❞ ❛♥❞ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❍❛❝❦✳ ❆ ❢❛st ❝✉tt✐♥❣✲♣❧❛♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣✳
✈♦❧✉♠❡ ✹✹✷✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✶✶✕✶✷✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳

❬●❲✾✻❪ ❉❛✈✐❞ ❲✳ ●♦♦❞✇✐♥ ❛♥❞ ❑❡♥t ❉✳ ❲✐❧❦❡♥✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ❣❧♦❜❛❧ r❡❣✐st❡r
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✵✲✶ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❙♦❢t✇✳ Pr❛❝t✳ ❊①♣❡r✳✱ ✷✻✭✽✮ ✿✾✷✾✕✾✻✺✱ ✶✾✾✻✳

❬■❧♦✵✷❪ ■❧♦❣✳ ■❧♦❣ ❛♠♣❧ ❝♣❧❡① s②st❡♠✱ ✈❡rs✐♦♥ ✽✳✵✱ ✉s❡r✬s ❣✉✐❞❡✱ ✷✵✵✷✳

❬▲❡r✵✻❪ ❳❛✈✐❡r ▲❡r♦②✳ ❋♦r♠❛❧ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❜❛❝❦✲❡♥❞ ♦r ✿ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ✇✐t❤
❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ✸✸r❞ s②♠♣♦s✐✉♠ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✱ ♣❛❣❡s ✹✷✕✺✹✱ ✷✵✵✻✳
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