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Résumé

Nous présentons une nouvelle méthode exacte
pour résoudre le problème d’ordonnancement d’ate-
lier avec temps de préparation dépendant de la sé-
quence. Pour résoudre ce problème NP-difficile au
sens fort, nous proposons une méthode de recherche
arborescente où, à chaque nœud, des techniques de
propagation de contraintes temporelles et de res-
sources sont appliquées et la relaxation du problème
à un ensemble de problèmes de voyageurs de com-
merce avec fenêtres de temps est résolue par pro-
grammation dynamique. Testée sur les problèmes
proposés par Brucker et Thiele [10], la méthode
améliore significativement les meilleures bornes in-
férieures et supérieures connues sur la plupart des
instances auparavant non résolues

1 Introduction

Le problème d’ordonnancement d’atelier, qui
consiste à ordonnancer des travaux sur un ensemble
de machines, a été très étudié dans la littérature et
beaucoup de méthodes performantes ont été pro-
posées pour sa résolution [8]. La variante que nous
considérons ici, notée SDST-JSP1, considère le cas,
fréquent en pratique, où les machines peuvent avoir
à subir un certain temps de préparation (ou de re-
configuration) entre deux opérations consécutives.
Nous cherchons ici à résoudre de manière exacte
le problème de minimisation de la durée totale de
l’ordonnancement.

1job-shop problem with sequence dependent setup times

La méthode que nous proposons est basée de ma-
nière classique sur la résolution d’une suite de pro-
blèmes de satisfaction de contraintes (CSP2) par
recherche arborescente.

A chaque nœud de chaque arbre de recherche, des
algorithmes de propagation de contraintes adaptés
à la présence de temps de préparation sont utili-
sés pour filtrer les domaines des variables de déci-
sion et vérifier la cohérence du CSP correspondant.
Lorsque la propagation des contraintes ne permet
pas de détecter d’incohérence, nous cherchons à ré-
soudre la relaxation du SDST-JSP en plusieurs pro-
blèmes du voyageur de commerce avec fenêtres de
temps (TSPTW3).

Le problème considéré est présenté en 2 et la re-
laxation en 3. Un survol de la littérature est ef-
fectué en 4. La méthode proposée est décrite en 5.
Les résultats de la méthode exacte sur les instances
proposées par Brucker et Thiele [10] sont présentés
en 6. Une conclusion et quelques perspectives de
poursuite de ces travaux sont données en 7.

2 Formulation du problème

Le SDST-JSP comporte un ensemble de n ≥ 1
travaux J = {Ji}1≤i≤n et un ensemble de m ≥ 1
machines M = {Mk}1≤k≤m. Chaque travail Ji ∈
J est défini comme un ensemble de m opérations
Ji = {Oij}1≤j≤m. Chaque opération Oij a une du-

2constraint satisfaction problem
3traveling salesman problem with time windows
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rée entière non négative pij ∈ N et nécessite pour
son exécution une et une seule machine mij ∈ M.
Les opérations d’un même travail sont affectées
à des machines distinctes et sont soumises à des
contraintes de précédence. Ainsi, l’opération Oij

précède l’opération Oi,j+1 pour tout i = 1, . . . , n

et pour tout j = 1, . . . , m− 1. L’ensemble des opé-
rations de tous les travaux est noté O = ∪1≤i≤nJi

et Ok désigne l’ensemble des opérations affectées à
la machine Mk. Les opérations doivent être exécu-
tées sans interruption.

Un temps de préparation dépendant de la sé-
quence, noté sijk, est défini pour tout couple de
travaux distincts (Ji, Jj) et pour chaque machine
Mk. Un temps de préparation initial s0ik est dé-
fini pour chaque travail Ji et pour chaque machine
Mk. Nous supposons que l’inégalité triangulaire est
vérifiée : pour chaque machine Mk et pour chaque
triplet de travaux distincts (Ji, Jj , Jx), l’inégalité
sixk ≤ sijk + sjxk est vérifiée ; pour chaque ma-
chine Mk et pour chaque couple de travaux dis-
tincts (Ji, Jj), l’inégalité s0jk ≤ s0ik + sijk est vé-
rifiée.

Un ordonnancement est donné par une affecta-
tion de valeurs aux variables T = (tij)Oij∈O où
tij ∈ N désigne la date de début de l’opération
Oij . Dans ce papier l’objectif de minimisation de
la durée totale est considéré. Ce problème parti-
culier d’optimisation, noté J |sij |Cmax dans la no-
tation standard des problèmes d’ordonnancement,
est noté (P ) dans ce qui suit.

(P) minimiser Cmax (1)

sous les contraintes :

Cmax ≥ Cim ∀Ji (2)

Cij = tij + pij ∀Oij (3)

Cij ≤ ti,j+1 ∀Oij , j < m (4)

Cij + sixk ≤ txy ∨

Cxy + sxik ≤ tij ∀{Oij , Oxy} ∈ Ok (5)

tij ≥ s0imij
∀Oij (6)

L’objectif (1) est la minimisation de la durée to-
tale Cmax, la plus grande date de fin des travaux
(2). Les contraintes (3) lient les dates de fin et les
dates de début des opérations. Les contraintes (4)
sont les contraintes de précédence. Les contraintes
(5) représentent les limitations de ressources par
des disjonctions. On parle de ressources disjonc-
tives pour désigner les machines. Ainsi, si Oij et
Oxy sont deux opérations distinctes affectées à la
machine k ou bien Oij doit commencer après la
fin de Oxy plus le temps de préparation sxik, ou
bien Oxy doit commencer après la fin de Oij plus
le temps de préparation sixk. Les contraintes (6)

imposent qu’aucune opération ne peut commencer
avant le temps de préparation initial.

Une représentation alternative des temps de pré-
paration consiste à définir un ensemble F de f ≥ 1
familles telles que toute opération Oij ∈ O appar-
tient à une certaine famille fij ∈ F . Le temps de
préparation sixk sur la machine Mk d’une opéra-
tion Oij ∈ Ok du travail Ji vers une opération
Oxy ∈ Ok du travail Jx peut être simplement écrit
sfijfxy

. Cette représentation peut être intéressante
lorsque le nombre de familles est significativement
plus petit que le nombre d’opérations. Des tech-
niques efficaces de prétraitement peuvent alors être
effectuées (voir 5.2.1).

Le SDST-JSP est un problème NP-difficile au
sens fort, en tant qu’extension du problème stan-
dard de job-shop noté J ||Cmax, obtenu en considé-
rant que tous les temps de préparation sont nuls.

Dans ce papier, la solution optimale de (P ) est
cherchée en résolvant successivement des variantes
décisionnelles, c’est-à-dire des problèmes de satis-
faction de contraintes (FP ) définis comme suit.
Soit T ≥ 0. Le problème FP (T ) consiste à trouver
un ordonnancement T tel que Cmax ≤ T et véri-
fiant les contraintes (2-6). Soit UB la durée d’un
ordonnancement réalisable pour les contraintes (2-
6). Soit LB une borne inférieure de la solution op-
timale de (P ). Soit C∗

max la solution optimale de
(P ). On a alors :

C∗
max = min

LB≤T≤UB
{T |FP (T ) est réalisable} (7)

Nous utilisons un graphe disjonctif [26] pour re-
présenter les solutions partielles et complètes du
problème. Le graphe comporte un sommet par opé-
ration, plus deux sommets fictifs représentant le
début et la fin de l’ordonnancement. Il comporte
un ensemble d’arcs U représentant les contraintes
de précédence et valués par la durée de l’opération
origine, et un ensemble d’arêtes E représentant les
contraintes de ressources disjonctives. Par défini-
tion, une sélection est un état du graphe disjonc-
tif pour lequel une orientation a été choisie pour
certaines arêtes. Une sélection est dite complête
si chaque arête possède une direction. On suppose
qu’une fois l’arête orientée, l’arc obtenu est valué
par la durée de l’opération origine de l’arc, plus
le temps de préparation nécessaire entre les deux
opérations sur la machine. On peut alors montrer
qu’il existe une bijection entre l’ensemble dominant
des ordonnancements semi-actifs (dans lesquels au-
cune opération ne peut être décalée d’une unité de
temps vers la gauche, en laissant les autres opé-
rations fixées, sans violer une contrainte) et l’en-
semble des sélections complètes telles que le graphe
orienté obtenu soit sans circuit. La date de début
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d’une opération dans l’ordonnancement semi-actif
est égale à la longueur du plus long chemin dans
ce graphe entre le sommet origine et le sommet re-
présentant l’opération.

3 Relaxation en TSPTW

Si m = 1, (P ) peut être noté 1|sij |Cmax et est
équivalent au problème du voyageur de commerce.
Lorsqu’il y a plusieurs machines, cette relaxation
peut être renforcée en calculant des fenêtres de
temps pour chacune des opérations, définies par rij

la date de début au plus tôt de l’opération Oij et
dij sa date de fin au plus tard. Une façon simple de
calculer des dates de début au plut tôt valides est
de poser

ri1 = s0imi1
(8)

pour la première opération de tout travail Ji puis

rij = max(s0imij
, ri(j−1) + pi(j−1)) (9)

pour les opérations suivantes Oij avec j > 1. De
même, des dates de fin au plus tard valides peuvent
être calculées à partir d’une borne supérieure UB

en posant
dim = UB (10)

pour la dernière opération de tout travail Ji puis

dij = di(j+1) − pi(j+1) (11)

pour les opérations précédentes Oij avec j < m.
Toute solution de (P ) de durée totale inférieure
ou égale à UB doit vérifier obligatoirement rij ≤
tij ≤ dij − pij pour chaque opération Oij ∈ O.
En 5.2, nous présentons des algorithmes de pro-
pagation de contraintes pour resserrer ces fenêtres
qui représentent en fait les domaines des variables
du CSP considéré. Soit la relaxation de (P ) obte-
nue en considérant uniquement les opérations de la
machine Mk. On obtient un problème d’ordonnan-
cement à une machine avec fenêtres de temps noté
1|ri, di, sij |Cmax, dont la solution est une borne in-
férieure de (P ). Si les temps de préparation sont
tous nuls, le problème est déjà NP-difficile mais
peut être résolu efficacement par l’algorithme de
Carlier [13]. Sinon, il s’agit d’une variante du pro-
blème de voyageur de commerce avec fenêtre de
temps (TSPTW) où l’objectif est la minimisation
du temps total de trajet augmenté des temps d’at-
tente et de service [2, 5, 19]. Soit C∗

max(TSPTWOk
)

la solution optimale de la relaxation de TSPTW en
considérant uniquement la machine Mk. On obtient
pour (P ) une borne inférieure LBTSPTW comme
suit.

LBTSPTW = max
Mk∈M

(C∗
max(TSPTWOk

)) (12)

Si nous considérons maintenant la variante déci-
sionnelle FP (T ), la relaxation devient la recherche
d’une solution réalisable au TSPTW décrit ci-
dessus en posant UB = T . Ce problème (noté F-
TSPTW par la suite) est également NP-difficile.

4 Revue de la littérature

Le problème de SDST-JSP n’a pas reçu beau-
coup d’attention dans la littérature bien qu’il repré-
sente une extension naturelle du problème d’ate-
lier classique avec beaucoup d’applications indus-
trielles [1]. Brucker et Thiele [10] ont par ailleurs
généré 15 instances du problème de SDST-JSP qui
seront désignées par BT et qui nous serviront de
base d’évaluation et de comparaison de nos ré-
sultats. Ces instances comportent 5 “petits” pro-
blèmes, 5 problèmes “moyens” et 5 “grands” pro-
blèmes. Quelques méthodes gloutonnes ont été pro-
posées, basées sur la simulation [20] ou sur des ex-
tensions d’algorithmes de génération d’ordonnan-
cements actifs [4, 10, 25]. Nous décrivons briève-
ment en 5.1 la méthode que nous avons utilisée au
sein de notre méthode exacte.

Parmi les méthodes de recherche locale et/ou
les metaheuristiques on trouve certaines méthodes
spécifiques [15, 16, 30], d’autres basées sur le
graphe disjonctif comme un algorithme génétique
[12], des méthodes tabou [11, 3]. Dans cette der-
nière catégorie, des heuristiques basées sur le réor-
donnancement de la machine goulot (Shifting Bot-
tleneck Heuristic) ont été étendues au temps de
préparation [5, 24, 27].

A notre connaissance, les seules méthodes
exactes précédemment proposées pour le SDST-
JSP sont celles de Brucker et Thiele [10], Focacci
et al [18] et Artigues et al [2].

Brucker et Thiele [10] proposent une procédure
de séparation et évaluation. Le problème considéré
est le problème d’atelier général avec temps de pré-
paration qui inclue le SDST-JSP comme cas par-
ticulier. La méthode est basée sur le graphe dis-
jonctif et chaque nœud de l’arbre de recherche cor-
respond à une sélection partielle. Des bornes in-
férieures sont calculées à chaque nœud en appli-
quant plusieurs extensions aux temps de prépara-
tion de l’algorithme de Jackson préemptif [14]. A
chaque nœud, des algorithmes de propagation de
contraintes de ressources sont appliqués pour res-
serrer les fenêtres de temps et enrichir la sélection
partielle. En 5.2.2, nous décrivons notre version des
algorithmes de propagation des contraintes de res-
sources pour le SDST-JSP, inspirée de [10, 23, 29].

Focacci et al [18] utilisent la programmation par
contraintes pour résoudre exactement une variante

Une méthode exacte pour le problème d’ordonnancement d’atelier avec temps de préparation 7



du SDST-JSP avec des ressources alternatives. Ils
considèrent en outre un problème d’optimisation
bicritère, cherchant à minimiser le temps de pré-
paration total en plus de la durée totale. Les al-
gorithmes de propagation des contraintes de res-
sources utilisés ignorent les temps de préparation
mais une contrainte globale, dite de chemin, dont
la propagation est basée sur la relaxation des pro-
blèmes de TSPTW en problèmes d’affectation po-
lynomiaux et sur le filtrage par les coûts réduits est
proposée [19].

Brucker et Thiele [10] et Focacci et al [18]
trouvent toutes les solutions optimale des 5 plus
petites instances BT. Brucker et Thiele [10] four-
nissent des bornes inférieures et supérieures pour
les moyennes et grandes instances. Focacci et al [18]
ont amélioré une des bornes supérieures trouvées.
L’heuristique de Balas et al [5] a obtenu récemment
toutes les meilleures bornes supérieures connues sur
les 10 instances non résolues.

Une version préliminaire de la méthode exacte
proposée ici est décrite dans [2]. L’idée principale
est de résoudre de manière exacte à chaque nœud
le problême de F-TSPTW plutôt que la relaxa-
tion préemptive de Jackson comme dans [10] ou
le problème d’affectation comme dans [18]. Le pro-
blème de F-TSPTW est formulé comme un pro-
blème d’ordonnancement à une machine et résolu
par le solveur commercial ILOG Scheduler. Un
dictionnaire est utilisé pour mémoriser les solu-
tions réalisables déjà rencontrées et ainsi éviter,
en parcourant le dictionnaire, de résoudre inutile-
ment des sous-problèmes. Cette méthode, en fer-
mant pour la première fois deux instances de taille
moyenne, a obtenu des résultats encourageants.
Nous présentons ici une version plus élaborée où
le F-TSPTW est résolu par programmation dyna-
mique sans l’utilisation d’un solveur commercial et
où les algorithmes de propagation de contraintes
tiennent compte explicitement des temps de pré-
paration.

5 Méthode de recherche arborescente

Nous proposons une méthode de recherche arbo-
rescente pour résoudre exactement FP (T ), basée
sur la représentation du problème par le graphe
disjonctif. Comme dans la méthode de Brucker et
Thiele [10], un nœud de l’arbre correspond à une
sélection partielle E où E est un ensemble d’arcs
(orientés) obtenus par une orientation complète ou
partielle des arêtes E. Un nœud est aussi défini par
des fenêtres de temps compatibles avec la sélection
courtante. Un nœud ν est ainsi défini par un triplet
(R,D, E) avec R = (rij)Oij∈O et D = (dij)Oij∈O.

L’algorithme 1 décrit la recherche arborescente pro-
posée. A partir d’une durée totale T , il retourne
un échec ou un succès et dans le dernier cas un
ordonnancement réalisable T de durée totale in-
férieure ou égale à T . Les fenêtres de temps sont
initialisées à partir de T et des équations (8-11)
(étape 1). Le nœud racine est créé avec une sélec-
tion vide (étape 2). Un premier algorithme de pro-
pagation des contraintes (Shaving) est appliqué
pour détecter au plus tôt l’incohérence du nœud
racine ou tout au moins resserrer les fenêtres de
temps et insérer des arcs dans la sélection (étape
3). Si Shaving ne détecte pas d’incohérence, la re-
cherche arborescente est démarrée en initialisant
une pile de nœuds BBQ avec le nœud racine (étape
6). Les étapes 8 à 19 sont répétées tant qu’il reste
des nœuds non explorés. Pour chaque nœud ν,
un second (et plus rapide) algorithme de propa-
gation des contraintes (Propagate) est appliqué
(étape 9). Si aucune incohérence n’a été détectée,
une méthode de programmation dynamique Sol-
veTSPTW est utilisée pour résoudre la relaxation
de F-TSPTW (étape 10).

Si SolveTSPTW ne détecte pas d’incohérence,
une solution (T ′) aux m TSPTW est retournée (ou
bien un temps limite est atteint). Une heuristique
est alors appliquée (étape 11) pour tenter de cal-
culer à partir de T ′ une solution réalisable au pro-
blème global. Si l’heuristique trouve une solution
T réalisable de durée totale inférieure ou égale à
T , la recherche s’arrête. Sinon la pile de nœud est
mise à jour par branchement (étape 15).

Algorithm 1 Search(T, T )

1: Initialiser R0 et D0 avec (8-11) et UB = T

2: ν0 ← (R0,D0, ∅)
3: if Shaving(ν0) =échec then

4: return succès
5: else

6: BBQ← {ν0}
7: while BBQ n’est pas vide do

8: ν ←pop(BBQ)
9: if Propagate(ν) 6=échec then

10: if SolveTSPTW(ν, T ′)6=échec then

11: T ←Heuristic(ν, T ′)
12: if Cmax(T ) ≤ T then

13: return succès
14: else

15: BBQ←Branch(ν, BBQ)
16: end if

17: end if

18: end if

19: end while

20: return échec
21: end if
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Nous décrivons ci après les différentes compo-
santes de la recherche arborescente. La méthode
approchée utilisée pour obtenir des bornes supé-
rieures est décrite en 5.1. Les algorithmes de pro-
pagation des contraintes sont décrits en 5.2. Le pa-
ragraphe 5.3 donne une formulation du TSPTW
comme un problème de plus court chemin élémen-
taire avec contraintes de ressources et présente
l’algorithme de programmation dynamique utilisé
pour le résoudre. L’heuristique de branchement est
détaillée en 5.4, ainsi que des règles de dominance
associées qui permettent de ne pas développer cer-
tains nœuds.

5.1 Algorithme glouton

A chaque nœud un algorithme glouton à base de
règles de priorité est utilisé pour tenter de trou-
ver une solution réalisable. L’idée est d’utiliser les
informations contenues dans le nœud pour guider
l’algorithme. La fonction Heuristic prend en en-
trée le nœud courant ν = (R,D, E) et une so-
lution de TSPTW T ′. T ′ vérifie obligatoirement
les contraintes de ressources mais peut violer les
contraintes de précédence. Heuristic vérifie en
premier lieu si un des ordonnancements obtenus
en posant T = R (on “cale à gauche”), T = D − p

(on “cale à droite”) ou T = T ′ (on teste la solution
de TSPTW) est réalisable, auquel cas un succès
est retourné. Sinon, la fonction fait appel à l’al-
gorithme glouton SerialSGS4 basé sur une règle
de priorité π (application de O dans N) telle que si
πij < πxy alors Oij est plus prioritaire que Oxy. Cet
algorithme a été proposé dans [4]. C’est une simple
extension de l’algorithme sériel proposé dans [21]
pour l’ordonnancement de projet. Son principe est
de sélectionner les opérations dans un ordre indiqué
par la règle de priorité (mais obligatoirement com-
patible avec les contraintes de précédence) et d’or-
donnancer chaque opération au plus tôt sur sa ma-
chine sans violer de contraintes, et éventuellement
avant une opération déjà ordonnancée. Contrai-
rement aux méthodes proposées par Brucker et
Thiele [10] et Ovacik et Uzsoy [25], l’algorithme
est tel qu’une règle de priorité menant à un ordon-
nancement réalisable existe si un ordonnancement
réalisable existe. La complexité temporelle de l’al-
gorithme est de O(nm2). SerialSGS est appliqué
itérativement 3 fois en choisissant à chaque étape
π = R, π = D − p, π = T ′. L’algorithme est égale-
ment utilisé pour calculer une borne supérieure ini-
tiale au problème de SDST-JSP en utilisant la règle
de priorité MINLFT (plus petite date de fin au plus
tard en ignorant les contraintes de ressources).

4Serial Schedule Generation Scheme

5.2 Algorithmes de propagation de contraintes

5.2.1 Précalcul des temps de préparation mini-

maux

Les algorithmes de propagation de contraintes
de ressources que nous proposons sont des exten-
sions des algorithmes classiques pour les problèmes
disjonctifs sans temps de préparation, tels les sélec-
tions immédiates et le edge-finding [6, 9, 14]. Bru-
cker et Thiele [10] et Vilím et Barták [29] ont déjà
proposé de telles extensions aux temps de prépara-
tion. Ces algorithmes cherchent à détecter de nou-
velles contraintes de précédence entre opérations
utilisant la même machine et utilisent pour cela les
durées minimales d’exécution sans temps morts de
sous-ensembles d’opérations Ω ⊆ Ok, pour chaque
machine Mk ∈ M. Lorsqu’il n’y a pas de temps
de préparation, la durée minimale de Ω, notée pΩ,
est évidemment égale à pΩ =

∑
Oij∈Ω pij . En pré-

sence de temps de préparation la durée minimale
de l’ensemble Ω est égale à pΩ + sΩ où sΩ est
le temps de préparation minimal entre les opéra-
tions de Ω si elles sont exécutées consécutivement.
Calculer sΩ est NP-difficile car il s’agit d’un pro-
blème de voyageur de commerce. Lorsque les temps
de préparation sont regroupés en familles, les opé-
rations de la même famille peuvent être regrou-
pées et le TSP peut être résolu de manière équi-
valente en considérant une seule opération par fa-
mille f ∈ FΩ = ∪Oij∈Ω{fij}. Si |FΩ| est suffisa-
ment plus petit que |Ω|, les temps de résolution du
TSP peuvent devenir raisonnables. Dans la suite on
notera indifféremment sΩ et sFΩ

. Plus précisément
les algorithmes de propagation nécessitent le calcul
pour chaque sous-ensemble de familles F ′ ⊆ FOk

et pour chaque famille f ∈ F ′, des valeurs no-
tées sf→F ′ et sF ′→f . Ces valeurs correspondent
aux temps de préparation minimaux pour ordon-
nancer un ensemble d’opérations de familles F ′ si
f est la famille de, respectivement, la première et
la dernière opération de l’ensemble. Notons qu’on
a sF ′ = minf∈F ′ sf→F ′ = minf∈F ′ sF ′→f .

Brucker et Thiele [10] utilisent des bornes infé-
rieures de sf→F ′ et sF ′→f et la valeur optimale
obtenue par énumération avec une complexité en
temps de O(|F ′|!). Dans ce papier nous repre-
nons la méthode de Vilím et Barták [29] qui pro-
posent de précalculer sf→F ′ et sF ′→f une fois pour
toutes avant de lancer la recherche. Chaque en-
semble F ′ est codé par représentation binaire de
la permutation correspondante de telle sorte que
sf→F ′ et sF ′→f peuvent être obtenus en O(1) une
fois que le précalcul est effectué. Les valeurs sf→F ′

pour chaque ensemble F ′ ⊆ FOk
et chaque famille

f ∈ F ′ sont calculées en O(|FOk
|22|FOk

|) par la
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récurrence suivante :

sf→{f} = 0 ∀f ⊆ FOk
(13)

sf→F ′∪{f} = min
g∈F ′
{sfg + sg→F ′}

∀F ′ ⊆ FOk
, ∀f ∈ FOk

\ F ′ (14)

Les sF ′→f sont calculées de manière symétrique.
Pour un ensemble d’opération Ω nous introdui-

sons également la notation suivante :

rΩ = min
Oij∈Ω

rij (15)

dΩ = max
Oij∈Ω

dij (16)

5.2.2 Propagation de contraintes

La fonction Propagate(R,D, E) effectue des
ajustement sur les dates de début au plus tôt R
et les dates de fin au plus tard D avec la sé-
lection courante E , enrichit cette dernière et re-
tourne un échec si une incohérence est détec-
tée. Elle appelle successivement les algorithmes
de propagation updateEarliestStart, upda-
teLatestCompletion, immediateSelection et
EdgeFinding, chacune effectuant des déductions
spécifiques. La séquence d’appels s’arrête lors-
qu’un échec survient ou lorsque plus aucune
déduction n’est effectuée. Les algorithmes up-
dateEarliestStart et updateLatestComple-
tion mettent à jour respectivement R et D pour
toutes les opérations Oij ∈ O, en tenant compte
des contraintes de précédences initiales et de celles
données par la sélection courante E . Les dates de
début au plus tôt sont mises à jour avec les règles
suivantes :

rij ≥ s0imij
∀Oij (17)

rij ≥ ri(j−1) + pi(j−1) ∀Oij , j>1(18)

rij ≥ rΩ + pΩ + sFΩ∪{fij}→fij

∀Oij , ∀Ω ⊆ {Oxy|(Oxy, Oij) ∈ E} (19)

Les dates de fin au plus tard sont mises à jour avec
les règles suivantes :

dij ≤ T ∀Oij (20)

dij ≤ di(j+1) − pi(j+1) ∀Oij , j<m(21)

dij ≤ dΩ − pΩ −sfij→FΩ∪{fij}

∀Oij ∈ O, ∀Ω ⊆ {Oxy|(Oxy, Oij) ∈ E}(22)

L’algorithme 2 de complexité en temps
O(n2m log n) décrit updateEarliestStart.
Brucker et Thiele [10] prouvent que cet algorithme
donne le plus grand ajustement compte tenu

de la règle (19), si l’inégalité triangulaire est
vérifiée. Nous obtenons une complexité moindre
que celle obtenue dans [10] grâce aux précalculs
des temps de préparation. Notons que l’algorithme
détecte aussi les circuits dans G(E) = (X, U ∪ E)
(étapes 12-13) de par son application itérative
au sein de la fonction propagate. L’algorithme
updateLatestCompletion est symétrique.

Algorithm 2 updateEarliestStart(R,D, E)

1: for Oij ∈ O do

2: rij ← max(rij , s0imij
)

3: if j > 1 then

4: rij ← max(rij , ri(j−1) + pi(j−1))
5: end if

6: Ω← {Oxy|(Oxy , Oij) ∈ E}
7: Trier Ω dans l’ordre croissant des rij

8: for Oxy ∈ Ω do

9: rij ← max(rij , pΩ + sFΩ∪{fij}→fij
)

10: Ω← Ω \ {Oxy}
11: end for

12: if rij + pij > dij then

13: return échec
14: end if

15: end for

16: return succès

L’algorithme immediateSelection est un algo-
rithme de propagation des contraintes de ressources
disjonctives dont l’objectif est de détecter de nou-
velles contraintes de précédences entre deux opéra-
tions affectées à la même machine. Il est basé sur
les règles : ∀Mk ∈M, ∀Oij , Ox,y ∈ Ok, Oij 6= Ox,y

rij+pij+pxy+sixk > dxy =⇒ (Oxy , Oij) ∈ E (23)

(Oxy, Oij) ∈ E =⇒ rij ≥ rxy + pxy + sxik

et dxy ≤ dij − pij − sxik (24)

Il est implémenté de manière triviale en O(n2m) et
retourne un échec dès qu’une mise à jour pour une
opération Oij donne rij + pij > dij .

L’algorithme edgeFinding effectue des déduc-
tions supplémentaires en considérant une opera-
tion Oij affectée à la machine Mk et un ensemble
Ω ⊆ Ok \{Oij}. Il est basé plus précisément sur les
règles primales et duales suivantes. La règle primale
s’énonce : ∀Mk ∈ M, ∀Oij ∈ Ok, ∀Ω ⊆ Ok \ {Oij},

rΩ∪{Oij} + pΩ∪{Oij} + sFΩ∪{Oij}
> dΩ =⇒

∀Oxy ∈ Ω, (Oxy, Oij) ∈ E (25)

La règle duale s’énonce : ∀Mk ∈ M, ∀Oij ∈ Ok,
∀Ω ⊆ Ok \ {Oij}

dΩ∪{Oij} − pij − sFΩ∪{Oij}
< rΩ =⇒

∀Oxy ∈ Ω, (Oij , Oxy) ∈ E (26)
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Grossièrement, les règles primales et duales dé-
tectent qu’une opération Oij n’est pas insérable
dans l’ensemble Ω. La règle primale détecte en
outre que Oij doit être ordonnancée après toutes
les opérations de Ω sur Mk alors que la règle duale
détecte que Oij doit être ordonnancée avant toutes
les opérations de Ω. Les règles (19) et (22) peuvent
être combinées avec les règles duales et primales
pour effectuer les ajustements des fenêtres de temps
apportés par les nouveaux arcs de E . Elles donnent
également la régle de détection d’incohérence sui-
vante : ∀Mk ∈M, ∀Ω ⊆ Ok

rΩ + pΩ + sFΩ
> dΩ (27)

Vilím et Barták [29] proposent un algorithme
en O(|F|n2) pour effectuer tous les ajustements
liés au edge-finding et un autre algorithme en
O(n log n) pour effectuer toutes les détections d’in-
cohérence. Dans ce papier nous proposons une ex-
tension du edge-finding de Nuijten [23] qui effectue
les détections d’incohérence et les ajustement si-
multanément. Notre extension a une complexité de
O(|F|n2) et est détaillée dans l’algorithme 3 pour
la partie primale, la partie duale étant symétrique.

Nous rappelons les principes de l’algorithme de
Nuijten et expliquons les changements que nous
avons opérés pour tenir compte des temps de pré-
paration, dans l’esprit de la méthode de Vilím et
Barták [29].

Théorème 1 L’algorithme 3 effectue toutes les
vérifications de cohérence (27).

Soit l(Ω) le membre de gauche de l’inégalité de la
règle (27). Soit σ la permutation donnant l’ordre de
parcours de opérations dans l’ordre des rxy crois-
sants. En considérant un indice de boucle q variant
de n à 1, la boucle 6-17 génère tous les ensembles Ωq

tels que Ωq = {Oab ∈ O|σab ≥ q∧dab ≤ dij} et cal-
cule C = maxn

q=1 l(Ωq). Pour l’opération Oij consi-
dérée, Soit les ensembles Ω(Oab, Oij) = {Ovw ∈
Ok|dvw ≤ dij , rvw ≥ rab}, ∀Oab ∈ Ok. Ces en-
sembles (appelés également intervalles de tâches)
sont tous inclus dans ∪n

q=1Ωq et sont, en raison du
respect de l’inégalité triangulaire, dominants pour
la règle (27) avec tout ensemble Ω tel que dΩ = dij .

Théorème 2 L’algorithme 3 effectue tous les
ajustements à partir des règles (25) et (19).

La règle (25) concernant un ensemble Ω tel que
dΩ = dij et une opération Oxy ne peut être
appliquée sans déclencher d’échec (alors détecté
par la règle (27)) que si dxy > dij . Les inter-
valles de tâches Ω(Oab, Oij), ∀Oab ∈ Ok et donc

Algorithm 3 primalEdgeFinding(k,R,D)

1: for f ∈ FOk
do

2: for Oij ∈ Ok (rij croissants) do

3: P ← 0
4: C ← 0
5: Ω← ∅
6: for Oxy ∈ Ok (rxy décroissants) do

7: if dxy ≤ dij then

8: P ← P + pxy

9: Ω← Ω ∪ {Oxy}
10: C ← max(C, rxy + P + sFΩ

)
11: D ← max(D, rxy + P + sFΩ∪{f}→f )
12: if C > dij then

13: return échec
14: end if

15: end if

16: cxy ← D

17: end for

18: H ← 0
19: for Oxy ∈ Ok (rxy croissants) do

20: if dxy ≤ dij then

21: H ← max(H, rxy + P + sFΩ∪{f})
22: P ← P − pxy

23: Ω← Ω \ {Oxy}
24: else if fxy = f then

25: if rxy +P +pxy +sFΩ∪{f} > dij then

26: rxy ← max(rxy, cxy)
27: end if

28: if H + pxy > dij then

29: rxy ← max(rxy, D)
30: end if

31: end if

32: end for

33: end for

34: end for

35: return succès

les ensembles Ωq sont également dominants. Soit
L(Ω, Oxy) le membre de gauche de l’inégalité de
la règle (25) avec l’ensemble Ω et l’opération Oxy.
Soit A(Ω) la valeur d’ajustement donnée par l’en-
semble Ω dans la règle (19). Soit une itération q

telle que dxy > dij . L’ensemble considéré est Ωq

qui vérifie rΩq
≥ rxy et donc rΩq∪{Oxy} = rxy.

L’étape 25 effectue le test de la règle (25) pour
Ωq et Oxy, ce qui domine tout autre ensemble Ωρ

avec ρ > q. De plus, on a cxy = maxn
ρ=q A(Ωq)

ce qui constitue l’ajustement maximal de rxy avec
la règle (19) et l’ensemble Ωq si fxy = f . Il reste à
examiner les ensembles Ωρ avec ρ < q pour lesquels
rΩρ∪{Oxy} = rΩρ

. H , utilisé à l’étape 28 pour tester

la règle (25) est bien égal à maxq−1
ρ=1 L(Ωρ, Oxy)−pxy

si fxy = f . Enfin si Oxy doit être après un des en-
sembles Ωρ avec ρ < q alors Oxy doit être après
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l’ensemble Ω1 car dxy > dΩ1
. L’ajustement maxi-

mal est donc D = A(Ω1).

Au nœud racine de l’arbre de recherche, nous
appliquons un algorithme de propagation de
contraintes, appelé Shaving5. Pour chaque opéra-
tion Oij , la contrainte tij = rij est posée et la fonc-
tion Propagate est appelée. Si une incohérence
est détectée, rij peut être remplacé par rij + 1 et
le processus est itéré tant que des ajustement sont
effectués et jusqu’à la détection d’une incohérence
globale (la fenêtre devient alors vide), en considé-
rant successivement toutes les opérations. La pro-
cédure symétrique est appliquée avec les dates de
fin au plus tard. Nous renvoyons à [22, 28] pour des
implémentations plus efficaces et des variantes de
cette technique.

5.3 Résolution des relaxations de TSPTW

Chaque F-TSPTW peut être défini comme un
problème de plus court chemin élémentaire avec
contraintes de ressources (ESPPRC6) [17]. Le ESP-
PRC considère un réseau constitué d’un nœud ori-
gine, d’un nœud destination, d’arcs valués par un
coût ρuv et de Q resources consommables. Passer
par un arc (u, v) consomme une quantité lquv de
chaque ressource q, avec 1 ≤ q ≤ Q. Les valeurs lquv

doivent vérifier l’inégalité triangulaire pour chaque
ressource. La consommation de chaque ressource q

à un nœud u du réseau est limitée par un inter-
valle [aq

u, bq
u]. Si un chemin élémentaire utilise l’arc

(u, v), la consommation W q
v de la ressource q entre

l’origine et v doit vérifier W q
v ≥ max(aq

v, W q
u + lquv)

et W q
v ≤ bq

v. L’objectif est de trouver un chemin
élémentaire de coût minimal de l’origine à la des-
tination satisfaisant les contraintes de ressources
ainsi définies.

Pour définir un problème de F-TSPTW comme
un ESPPRC considérons la machine k et l’ensemble
des opérations Ok. Un nœud est introduit pour
chaque opération Ok. Un arc (u, v) est introduit
pour chaque paire d’opérations (u = Oij , v = Oxy)
de coût ρuv = −M où M est une constante arbi-
traire. Une seule ressource (Q = 1) est définie, avec
l1uv = sixk+pxy. L’intervalle de consommation d’un
nœud u = Oij est [a1

uv, b
1
uv] = [rij + pij , dij ]. Deux

nœuds additionnels sont définis comme origine et
destination. Un arc de consommation s0ik est défini
entre l’origine et chaque nœud u = Oij , et un arc

5Il peut être vu comme un algorithme de maintien de la
cohérence de singletons qui revient à tester si le problème
est arc-cohérent après l’instantiation d’une variable à une
valeur [7]

6elementary shortest path problem with resource
constraints

de consommation 0 est défini entre chaque nœud et
la destination. L’inégalité triangulaire des consom-
mations est bien respectée puisqu’on a sijk ≤ sizk+
szjk =⇒ sijk +pj ≤ sizk +pz +szjk +pj , pour tous
i ∈ [0, n], j, z ∈ [1, n] distincts. Les coûts sont défi-
nis de telle sorte que la solution optimale du ESP-
PRC visite tous les nœuds si elle existe. Résoudre
le ESPPRC revient ainsi à résoudre le F-TSPTW.

Nous résolvons le problème par l’algorithme de
programmation dynamique proposé par Feillet et
al [17]. Cet algorithme suit le principe de l’al-
gorithme classique de Bellman. Une étiquette est
ainsi associée à chaque chemin partiel possible et
l’algorithme étend ces étiquettes en vérifiant les
contraintes de ressources jusqu’à ce qu’une solution
réalisable soit obtenue où qu’il n’existe plus d’ex-
tension réalisable. Des ressources fictives indiquant
l’accessibilité des nœuds sont introduites pour pré-
server l’élémentarité du chemin. Des règles de do-
minance sont utilisées pour comparer des étiquettes
et en supprimer certaines. L’algorithme est adapté
pour éviter l’extension d’une étiquette qui ne pour-
rait atteindre un nœud non visité.

Pour accélérer la résolution, nous utilisons une
borne inférieure pour chaque étiquette générée. Soit
t le temps associé à une étiquette correspondant à
un chemin partiel de l’origine à un nœud v = Oij ,
i.e. t = W q

v pour cette étiquette. Soit Ok ⊂ Ok

l’ensemble des opérations de la machine k non en-
core visitées par ce chemin partiel. Le test d’incohé-
rence (27) peut être utilisé. Il n’est ainsi pas utile
d’étendre l’étiquette concernée lorsque ∃Ω ⊆ Ok,
t+pij +pΩ +sfij→Ω∪{fij} > dΩ. Comme le nombre
d’étiquettes générées peut être très grand, nous
conservons une complexité linéaire pour l’évalua-
tion en considérant uniquement Ω = Ok.

5.4 Règles de branchement et de dominance

Nous proposons un schéma de branchement chro-
nologique basé sur la sélection partielle courante.
Soit Eij ⊆ E l’ensemble des arêtes connectées à
Oij pour le nœud courant de l’arbre de recherche
ν = (R,D, E). Si la sélection est complète, on a
Eij = ∅, pour toute opération Oij . Soit Oi∗j∗ une
opération telle que Ei∗j∗ 6= ∅ et de date de début
au plus tot ri∗j∗ minimale. Soit C l’ensemble des
opérations potentiellement en conflit avec Oi∗j∗ ,
c’est-à-dire affectées à la même machine et véri-
fiant rij < ri∗j∗ + pi∗j∗ + si∗imij

. La règle de
branchement que nous proposons génère |C| nœuds
{νij}Oij∈C à partir du nœud courant ν tels que
νij = (R,D, E ∪ {(Oij , Oxy)}Oxy∈C\Oij

).
Il faut souligner qu’une telle règle de branche-

ment peut mener à des ordonnancements non ac-
tifs. Certaines opérations de C peuvent voir en ef-
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fet leur date de début au plus tôt augmenter dans
la descendance du nœud courant, jusqu’à éventuel-
lement pouvoir être insérée avant l’opération sé-
lectionnée. Par définition, ce ne peut être le cas
de l’opération Oi∗j∗ . Toutefois, pour toute opéra-
tion Oij 6= Oi∗j∗ de l’ensemble C un nœud descen-
dant de νij tel que rij devient supérieur ou égal à
ri∗j∗ + pi∗j∗ + si∗imij

peut être supprimé. Ceci est
simplement réalisé en posant dij = ri∗j∗ + pi∗j∗ +
si∗imij

+ pij − 1.

6 Résultats expérimentaux

Nous présentons les résultats de notre approche
sur les instances BT. Ces instances ont la particula-
rité d’être résolues facilement en ignorant les temps
de préparation. Chaque instance est caractérisée
par un triplet (#machines,#travaux,#familles).
Les 5 premières instances sont de type (5, 10, 5). Les
5 suivantes sont de type (5, 15, 5). Les 5 dernières
sont de type (5, 20, 5). Le nombre d’itérations de
l’algorithme de programmation dynamique pour la
résolution du TSPTW est limité à 3000. Une limite
de 20 millions de nœuds est fixée pour la résolution
de chaque CSP. L’heuristique appliquée à chaque
nœud et décrite en 5.1 peut trouver des solutions de
valeur supérieures à T . La meilleure solution trou-
vée est conservée pour chaque résolution de CSP.
Dès qu’elle est mise à jour, une phase d’intensifi-
cation est appliquée en lançant 50000 itérations de
l’algorithme glouton en faisant varier aléatoirement
la règle de priorité autour de la valeur ayant mené
à l’amélioration. La durée totale optimale est cher-
chée linéairement à partir de la borne inférieure
triviale. Nous avons effectué nos tests en C++ sur
une architecture AMD64 sous Linux. La table 1
compare nos résultats avec les meilleurs résultats
précédemment obtenus par Brucker et Thiele [10]
pour les bornes inférieures et Balas et al [5] pour
les bornes supérieures. La colonne #nodes donne
pour chaque instance le nombre cumulé de nœuds
sur l’ensemble des CSP résolus. Le temps de calcul
est indiqué en secondes.

Notre méthode parvient à résoudre dans des
temps raisonables les 5 problèmes de petite taille
déjà résolus par Brucker et Thiele [10]. Nous par-
venons à fermer 4 sur 5 des instances de taille
moyenne, trouvant ainsi des solutions meilleures
que l’heuristique performante de Balas et al [5] sur
3 problèmes. Nous améliorons considérablement les
bornes inférieures de Brucker et Thiele [10] sur les
autres instances, au prix de temps de calculs pro-
hibitifs.

Tab. 1 – Résultats sur les instances BT

P LB/UB #nodes CPU LB[10]/UB[5]

1 798/798 1 56.7 798/798
2 784/784 9498 242.3 784/784
3 749/749 181090 699.3 749/749
4 730/730 3594 251.6 730/740
5 691/691 2918 58.2 691/693

6 1009/1009 256520 1797.6 986/1018
7 970/970 71106 781.8 940/1003
8 963/963 33491952 349923 913/975
9 1051/1061 20105686 169582 1001/1060
10 1018/1018 227 35.1 1008/1018

11 1395/1617 57981046 916833 1322/1470
12 1242/1424 69387629 914086 1139/1305
13 1342/1457 58651163 895059 1250/1439
14 1432/1499 19999854 306899 1402/1485
15 1406/1671 52337255 792196 1307/1527

7 Conclusion

Notre méthode, basée sur une utilisation
conjointe de la propagation des contraintes de res-
sources adaptée aux temps de préparation et de la
résolution exacte de relaxations à des problèmes de
TSPTW a considérablement amélioré les meilleurs
résultats connus sur les instances réputées très dif-
ficiles de Brucker et Thiele [10]. Pour passer à une
échelle supplémentaire des problèmes résolus, la clé
pourrait consister en une meilleure résolution des
problèmes de TSPTW. Le nombre limite d’itéra-
tions de programmation dynamique est en effet
souvent atteint pour les problèmes de grande taille
et de taille moyenne.
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