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Résumé

Dans cet article nous construisons des conditions aux limites de type absorbant pour les
équations de Maxwell tridimensionnelles en milieu conducteur. Ces conditions sont ob-
tenues a partir de conditions absorbantes pour ’équation des ondes scalaire avec terme
d’amortissement. Elles sont locales en espace et en temps. Une attention particuliere est
apportée a ’analyse de la stabilité et de la précision de ces conditions et le probleme des
arétes et des coins de la boite de calcul est examiné. Quelques résultats numériques validant
notre approche sont présentés.

Abstract

In this article we construct absorbing boundary conditions for Maxwell’s equations in a 3D
conductive media. These conditions are derived from the ones which are constructed for a
scalar wave equation with a damping term. They are local in space and time. A particular
attention is brought to the analysis of the precision of these conditions and the problem
of the edges and corners of the domain of calculation is examined. Some numerical results
which validate our approach are presented.
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1 Introduction - Position du probléme

Nous nous intéressons dans ce travail aux équations de Maxwell 3D, en milieu conducteur
supposé non borné en espace. Nous supposerons dans la suite avoir appliqué un changement
d’échelle en espace temps permettant d’admettre que les constantes diélectriques et magné-
tiques du milieu , a savoir € et p, sont égaux a 1. La vitesse des ondes électromagnétiques
est alors égale a 1 et les équations de Maxwell s’écrivent :

a—E +o0F —10tH = 0
(1.1) ot

Qli + rot = 0

ot N

e E désigne le champ électrique
o H désigne le champ magnétique
e o > 0 désigne la conductivité

La conductivité o sera supposée constante. Nous nous intéressons ici au probléme des
conditions aux limites artificielles, ou conditions aux limites absorbantes, & associer au
systeme (1.1) afin de pouvoir se restreindre, & des fins numériques évidentes, a un domaine
de calcul borné. Ce probléeme d’importance pratique cruciale, aux aspects théoriques déli-
cats, a déja été traité extensivement dans la littérature mathématique, notamment en ce
qui concerne les équations hyperboliques (ou systémes hyperboliques) dont font partie les
équations de Maxwell dans le cas non conducteur, c’est- a-dire lorsque o = 0. Les idées
originales sont dies & Engquist et Majda, il y a une dizaine d’années, et ont d’abord été
appliquées a I'équation des ondes scalaires ({10],[11],(5]). Le principe consiste a effectuer un
développement approché d’une condition transparente ou condition artificielle exacte. La
nécessité d’une telle approximation est due au caractere non local, en espace et en temps,
de cette condition transparente. On cherche donc une condition approchée locale en espace
et en temps. Le petit parameétre intervenant dans le processus d’approximation a une signi-
fication physique trés claire : il s’agit de I’angle d’incidence 6 d’une onde plane, c’est-a-dire
I’angle entre la normale au bord artificiel et la direction de propagation de cette onde. On
peut d’ailleurs a ’aide de ce paramétre 8 définir la précision d’une condition absorbante,
ou condition transparente approchée : si R(8) désigne le coeflicient de réflexion d’une onde
d’angle d’incidence 8, nous dirons que la condition approchée est d’ordre N si et seulement
si (rappelons que nous voulons minimiser R(6)) :

(1.2) R(6) = 0(6*N) (6 — 0)

c’est ce nombre N que par la suite nous désignerons par "ordre d’approximation en espace”,
pour une raison que le contexte clarifiera (voir section 2).
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Pour I’équation des ondes, les conditions absorbantes d’ordre 1 et 2 sont obtenues a I'aide de
développements de Taylor, d’ordres 0 et 1, du symbole de 'opérateur non local intervenant
dans 'expression de la condition transparente. Ce développement est effectué par rapport
au parametre §. Pour les équations de Maxwell, on peut appliquer la méme approche
(voir [6] ,[21]). Malheureusement si cette approche s’avére opérante pour l'obtention de
conditions d’ordre 1, elle échoue pour les conditions d’ordre 2 car les problemes aux limites
correspondants sont mathématiquement mal posés. Dans [16], Joly-Mercier ont proposé
une approche totalement différente pour la construction de conditions d’ordre 2 stables.
En outre leurs conditions d’ordre 2 présentent I’avantage de s’exprimer uniquement a l'aide
d’opérateurs différentiels du premier ordre, ce qui les rend particuliérement simples et
agréables & aborder sur le plan numérique. Depuis, A. Oumansour [2] a démontré que
I'on pouvait réinterpréter la condition Joly-Mercier a l’aide d’un développement de Padé
du symbole de I'opérateur apparaissant dans la condition transparente. Cette derniere
approche, de méme que la démarche Joly-Mercier, se généralise aux conditions d’ordre
supérieur.

La difficulté que nous proposons de traiter ici est la prise en compte des phénomenes de
mémoire et de dissipation dis & l'introduction de la conductivité. En fait notre objectif est
de construire une condition aux limites absorbantes du second ordre en espace (au sens
que nous avons déja précisé) qui satisfasse les criteres suivants :

¢ la condition doit étre locale en espace et temps

e elle doit s’exprimer a ’aide d’opérateurs différentiels

o elle doit redonner la condition Joly-Mercier du second ordre [16] lorsque o = 0

e elle doit donner lieu, pour tout ¢ > 0, 3 un probléme mathématiquement bien posé.

Pour atteindre cet objectif, nous essaierons de suivre la démarche de [16]. Pour cela il nous
faut d’abord traiter le modéle bidimensionnel scalaire correspondant au systéme (1.1). Ce
modele n’est autre que ’équation des ondes amortie :

0%u du

(1.3) W-FUE—Au:O

Nous construisons et analysons une famille de conditions aux limites pour 1’équation
(1.3) au paragraphe 2 dans ce rapport. Puis nous étendons ces conditions au systeme
3D (1.1) au paragraphe 3. Dans chaque cas, nous nous attachons & démontrer dans la
mesure du possible que les conditions aux limites sont stables au sens ou les problémes aux
limites associés sont mathématiquement bien posés et nous expliquons comment traiter les
problémes délicats mais importants sur le plan pratique, liés aux arétes et aux coins.

Signalons qu’a priori, les conditions aux limites que nous construirons seront meilleures
pour les faibles valeurs de o (du moins faibles vis-a-vis de la fréquence). Lorsque la conduc-
tivité o devient grande, le phénoméne de diffusion ’emporte sur le phénomeéne de propa-
gation et on peut approcher alors les équations de Maxwell par un systéme de nature



parabolique. Dans ce contexte, I'un des auteurs (voir[15]) a déja proposé un systéme de
conditions aux limites artificielles. Ces conditions sont locales en temps mais non locales
en espace.

2 Une famille de conditions aux limites absorbantes
pour I’équation des ondes scalaires (2D) avec terme
d’amortissement.

Nous considérons donc 1’équation

[ 0*u Ou )
—37_*_0&_‘31‘—0 (z,y) ER%t >0
(2.1)
v 0%
| A=t 5

ol o désigne une constante strictement positive. Nous considérons comme probleme modele
le probleme de Cauchy pur associé aux données initiales :

u(z,y,0) = uo(z,y)

a.
6_1:(:37 Y, 0) = ul(z7 y)

(2.2)

Rappelons l'identité d’énergie associée a (2.2) :

d (L . 2 o by =
(2.3) = (2/9(1 = | +|Vu|>dxdy)+a/9|at| dzdy =0

: Ou o .
qui prouve que le terme o0 — est un terme dissipatif. Nous supposons maintenant que les

données initiales (ug,u;) sont & support dans la demi espace y < 0 :

suppup U suppu; C 2
(2.4)

Q = {(z,y) € R*y < 0}

et nous posons le probleme de caractériser la restriction de u au demi espace 2 a l'aide de
I'introduction d’une condition aux limites artificielles sur la frontiére I' = 92



2.1 Une condition transparente

Désignons par 4(k,y,w) la transformée de Fourier en x et ¢ de la fonction u(x,y,t):

1 +oo :
(2.5) u(k,y,w) = 2—-/ / u(;r.,y,t)c'(“"_“')(l.z'dt
T Jo R

Compte tenu de I'hypothése (2.4) sur les conditions initiales, @(k,y,w) vérifie pour tout
(kyw) :

d*i
2.6 —
(26) T
Par conséquent, en sélectionnant 'unique solution physiquement acceptable, c’est-a-dire
celle qui décroit dans la direction y > 0, nous obtenons :

+ (kM —w?—iwo)i=0 y>0

@) a(k,y.w) = a(k,0,w) exp — (k? —w? —iwo)?y, y>0
2.7

Re([k? — w? —iwo]?) > 0

Par conséquent nous obtenons eny = 0 :

i
(2.8) d—“(k, 0,w) + (K — w? — iwo)/2a(k,0,w) = 0
y

En d’autres termes, nous avons montré qu'une condition transparente exacte est donnée
par :

(2.9) QE + Bu=0sur T
9y

oi B est l'opérateur pseudo-différentiel sur I' de symbole (k? — w? — iwo)!/? :

(2.10) (Bo)(k,w) = (k2 — w? — iwo)25(k,w)

Nous signifions par condition transparente le fait que la restriction de u (solution de
(2.1),(2.2)) a Q est entiérement caractérisée comme étant la solution du probléme :

d*u Ou
W-{-O’E—AU'—‘O dans 2
7,

(2.11) j+Bu=0 sur I’
dy
+ conditions initiales




2.2 Conditions absorbantes locales en espace

La condition transparente (2.9) est non locale en espace et en temps. Nous nous proposons
maintenant d’en construire des approximations locales en espace en nous inspirant des
idées originales d’Engquist-Majda ([11],(10]). Nous commengons par écrire :

4

k?

[k = (@ +iwo)]!”? = i1 48221 = e

)1/2

(2.12) 4

k2 1/2
§R€ 1-— T >0

L w* +wo
et nous allons obtenir une approximation locale en espace en approchant la fonction

2 . . 8 . N ey, s
(1- wziiw)l/ 2 pour les. petites valeurs du parametre TTiios- Cecl peut étre considéré
comme une approximation “hautes fréquences” et correspond en tous cas a l'approche
Engquist-Majda lorsque o = 0. Nous nous limiterons ici aux deux premieéres approxima-

tions:

Approximation d’ordre 1 en espace

Elle consiste simplement & remplacer la fonction (1 — z)'/?

(2.13) (1 _ L)W ~1

w? +wo

par sa valeur en z=0 :

La condition absorbante correspondante s'écrit :

da 1/2
(2.14) = (1 + z‘f) i=0
dy w

. , . s : o
Si nous désignons par T, I'opérateur de convolution en temps de symbole (1 +i—)"/2:
w

o o\ 1/2

(2.15) Too(k,w) = (1 + i—) 3(k.w)
w

cette condition s’écrit simplement en variables (z,y,1) :

Jdu Ju
— 4+ T,— =0
By + -

(2.16) -

Notons que pour o = 0, T, n’est autre que I'opérateur identité, si bien qu’on retombe sur
la condition du premier ordre classique :

du Ju

6
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Approximation d’ordre 2 en espace

Nous approchons cette fois la fonction (1 — z)'/? par son développement de Taylor a I'ordre
1 au voisinage de = = 0 :

o\ 1 K
2.18 1 — ~] -
( ) ( w? + iwa) ! 2w? + wo

La condition absorbante correspondante en variables (k,y,w) s’écrit :

di o\/? 1 k?
2.19 — —iw (1 '—) - = ]4=0
( ) dy Zw( +zw (1 2w2+iwa> “

Nous multiplions cette égalité par —iw(1 + ig)l/2 ce qui donne :
w

: o\ /2 di R S
(2.20) - w (1+z;) d—yt_( 2+zwa) u+§k?u=0
c’est-a dire, en variables (z,y,t) :
02u+ 8u+T v 10%u 0
_ o— —— — — % =
ot? ot dydt 2 0x?
Contrairement & la condition d’ordre 1 (2.16),(2.21) fait intervenir des dérivées tangen-
tielles. Bien entendu, pour ¢ = 0, nous retrouvons la condition du second ordre classique

((11], {20],[5]) :
(2.22)

(2.21)

0%u 0% 10%

ot? + dydt 2022 0

2.3 Conditions absorbantes locales en espace et en temps

Contrairement a ce qui se passe dans le cas o = 0, le travail n’est pas encore terminé a
ce stade car les conditions (2.16) et (2.21) sont toujours non locales en temps du fait de
présence de 'opérateur T, qui introduit en fait un terme de mémoire. Pour pallier cet in-
convénient il s’agit de réaliser une nouvelle approximation, locale en temps, de 'opérateur
T,. L’idée pour atteindre cet objectif n’est pas originale et consiste & approcher le symbole
de T, par une fraction rationnelle a coefficients réels de la variable iw. Ceci nous raméne au
probléme de I'approximation rationnelle de la fonction z — (1 + z)!/2. Ce probleme n’est
pas nouveau et a été traité pour diverses applications ([11], [7],[15],[3]). Nous reprenons ici,
en omettant les détails et les démonstrations la démarche adoptée dans [15].

Le principe consiste & faire apparaitre f(z) = (1 4+ z)!/? comme le point fixe d’une appli-
cation homographique :

y2=1+:

= (y-1)y+1)==
Sy=14—
y=1+11,



Nous construirons alors une suite de fonctions f,(z) convergeant vers f(z) = (1 + z)!/? par
la méthode des approximations successives. Nous considérons par exemple la suite définie
par la récurrence suivante :

fo(z) =1
fn+l(z) =1+

(2.23)

1+ fa(2)

Le choix fo(z) = 1 assure par construction que f,(0) = 1 pour tout n, de telle sorte que
I’approximation est exacte pour z = 0. Par récurrence il est clair que f,(z) est une fraction
rationnelle. A titre d’exemple :

Ni(z) = 1+§
2z
Bz) = 14
(2.24) i ‘i+ ,
fi(z) = 1+4+m
N 42(2 + 2)
fuz) = Y ot 12 127

Par récurrence, il est facile d’établir que

Ll I (L) [l S

Par conséquent

falz) = f(2) f(2) yir
(229 1)+ 160 - (570
et par suite en posant p(z) = g fE::;
(226) (o) = Tk )

Rappelons que 1'application Z — % applique le demi plan ouvert Re(Z) > 0 dans le
disque unité ouvert | Z |< 1. Pour tout z = tA, A € R, Re(f(2)) > 0,donc | p(2) |< 1 et
la formule (2.26) prouve que f,(z) — f(z) exponentiellement vite. On a en fait le résultat
plus précis suivant [15]:

VM > 0,3C(M) >0, C(M) <1 tel que
(2.27)

sup | fu(A) = f(}) [< C(M)"

A<M



ou la constante C(M) croit avec M. Ce résultat exprime que la convergence est d’autant
meilleure que | A | est petit. qui est cohérent avec la propriété suivante :

(2.28) falz) = f(z) = 0(=") =0

Ceci démontre que la suite f,(z) n’est autre que la suite des approximations de Padé de
f(z) a Porigine (voir également [3]).

Outre les propriétés de convergence de la suite f,(z), il est utile, comme on le verra plus
tard, de connaitre un développement en éléments simples de la fonction f,(z). On démontre
le résultat suivant :

( krn
cr1y 2 z
P et
2p ; ‘
2p+1i5, + :cos’(zki 1)
(2.29) : T
) | m’n‘)'(zp_*_z)
Jopn(s) =1+ =7 :
» 2p + 2 P+1k2=:11+zc032 Ll
| 2p + 2

L’exemple de la suite f,(z) définie précédemment suggére en fait une généralisation qui
consiste a considérer a priori des approximations de f(z) ayant la forme suivante :

n /8;?:
fa(z)=1+ Z T
(2.30) (=1 1 ags

al > 0,87 >0

L’exemple (2.29) prouve qu’il est possible a ’aide de telles fractions rationnelles de bien
approcher f(i\) par f,(i\) pour tout A réel. Notons toutefois que l'approximation est
nécessairement mauvaise pour A grand puisque lorsque A — 400, f(iA) = 0(A!/?) alors que
fa(iX) = 0(X) ou 0(1). Autrement dit en choisissant d’approcher f(:2) par f,(¢2) nous

privilégions les petites valeurs de Z. Cette option nous parait légitime dans la mesure ou :

e une telle hypothese privilégie les hautes fréquences ce qui est cohérent avec la premiere
phase de 'approximation (voir section 1)

o ce choix défavorise les grandes valeurs de o. Ceci n’est pas trop génant si on observe
que pour o grand, les ondes sont fortement amorties au cours de leur propagation
(et ce d’autant plus que la fréquence est grande) auquel cas l'intérét de I'utilisation
de conditions absorbantes treés efficaces est moins important.

Quoiqu’il en soit, en choisissant (2.30) comme approximation de f(z), nous approchons
P'opérateur T, par l'operateur 7' défini par :

(2.31) (77%) = fu (%) 2

9



Nous avons donc : n Br
(2.32) (Tre) =@ +03 —t—0p

o — 1
oy QRO —w

ce que nous pouvons écrire
(Tro) =@+ 0 Briw
(2.33) k=1

(afo — iw)hi = &

soit encore, en variables physiques (z,y,1?) :

(

Tro=p+0) Bt
k=1

. Yy, n
(2.34) < a—tk talogy =
\ ¥(0) = 0.

Sous cette forme, 'opérateur T apparait clairement comme une perturbation de 1'identité,
les effets de mémoire existant dans 'opérateur 7, étant “pris en charge” par les inconnues
auxiliaires 14, a travers la résolution d’équations différentielles ordinaires. Notons que, sous
I’hypothése oy > 0, chacune des équations différentielles est dissipative. En fait 1’approxi-
mation réalisée revient a approcher le noyau de convolution de 'opérateur T, par la somme
de la masse de Dirac a l’origine et d’un nombre fini d’exponentielles décroissantes :

(2.35) 6(t)+ o Breexe
k=1
De la propriété
o
JAm S (1;) =1

jointe a un argument d’homogénéité on déduit que le noyau de convolution de l'opérateur
T, est de la forme :

8(t)+ o R(at)

ol R(.) est une fonction réguli¢re. Cela signifie que par construction, la partie”Dirac” du
noyau de convolution est conservée exactement et que seule la partie réguliére est approchée
par les exponentielles décroissantes. On peut en fait expliciter complétement la fonction
R(t) a 'aide de fonctions usuelles ([1]) :

10



ot [,(1) est la fonction de Bessel modifiée d’ordre n de premiére espéce définie notamment

par la formule :

L(t) = 1 /n e™t%? cos(ng) do

7 Jo
On peut en particulier préciser le comportement de R(t) lorsque t — 400 :

1
Rt~ = (t = -+00)
ce qui prouve que I’approximation du noyau de convolution sera nécessairement défectueuse
aux temps longs (ce qui correspond & la mauvaise approximation de la transformée de
Fourier pour les basses fréquences).

L’importance de I'hypothese de positivité des coefficients a} et B¢ apparaitra de fagon
encore plus claire au moment de I’étude de la stabilité mathématique du probléeme aux
limites. Quoiqu’il en soit, les conditions absorbantes locales espace-temps que nous propo-
sons sont les suivantes :

Conditions d’ordre 1 en espace, n en temps

Nous les obtenons en remplacant T, par 7 dans (2.16)

8 Jdu
2.36 T'— =0
ce qui est équivalent 4 :
([ Ou 0 d
8_u + —E +0 Z ﬁk wk =
k=1
(2-37) O +afo =u 1<k<n
ot
Pi(0) =0 1<k<n

Conditions d’ordre 2 espace, n en temps

Nous les obtenons en remplagant T, par 7' dans (2.21).

0%*u du . *u 1 9%y
(2.38) Y TERr TR it ¥ R

ce qui équivaut & écrire :

([ 9%u  O*u  10% Ju Oy
o Yoyt 200 T ( Zﬂ‘ ot )

2.39 { by Fu .
(2.39) i tolote=7 1<k<n
‘1/);‘(0)=0 1<k<n

11



Notons que sous leurs formes (2.37) et (2.39), les conditions aux limites (2.36) et (2.38)
sont bien adaptées a une discrétisation par différences finies, voire par éléments finis. (Ceci
ne signifie pas qu’on puisse utiliser n’importe quel schéma, fit-il consistant, pour les ap-
procher).

Bien entendu une augmentation du nombre n de fractions rationnelles apparaissant dans
le développement (2.30) correspond d’une part a& une augmentation de la précision des
conditions limites, d’autre part & une augmentation du coiit calcul (plus grand nombre de
fonctions auxiliaires & traiter). Il y aura donc en pratique un compromis a trouver, cela est
habituel en analyse numérique, entre cout et précision. Notons toutefois que les équations
régissant ’évolution des fonctions 1, étant purement locales en espace, le surcout introduit
par leur présence devrait étre relativement marginal, si on se limite & n < 20 par exemple.

2.4 Analyse de la stabilité des problemes aux limites
2.4.1 Une propriété des opérateurs T}

Nous allons établir une propriété de posivité des opérateurs T (propriété évidente lorsque
o = 0) qui va s’avérer essentielle dans ’étude de la stabilité des problémes aux limites.

Théoréme 1 Pour tout T > 0,T" applique continuement L*(0,T) dans L*(0,T) et satis-
fait, dés que a} > 0,8¢ > 0;

T
(2.40) Vo € L3(0,T) / Tro.o dt >0
0

Démonstration

La continuité de T étant évidente nous nous bornerons a établir la propriété (2.40).
De la définition (2.34) de I'opérateur T}, nous déduisons :

Tro-p =@ |* +0 ) Brodw
(2.41) pry
1d 2 n 2
=§a|¢k| +ago | Y |
Apres intégration entre 0 et T nous obtenons, compte tenu de 1,(0) = 0;

@Yk

T n T 2 2 g nan T 2
/ Tocp-cpdt=/0 o [Pdt+o Zakﬁk/(] | i |* dt
(2.42) ° k=1

ag
+- 2 Bl v(T) P

2k=1

ce qui établit la positivité de T dés que les coefficients o} et 5} sont positifs.
Remarque

12
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En fait, I'identité (2.42) montre que l'opérateur T)' est coercif (uniformément par rap-
port & n et o) dans L*(0,T) puisque :

(2.43) ' (T7 o, 9)i207) 2 H’?“'ZL?(O.T)

2.4.2 Le cas de la condition d’ordre 1 en espace

Nous nous intéressons au probleme :

02.
_u+0@_Au:0 (.’1',y)€Q,t>0
at? ot
(2.44) 5 ¥
U u
ay Tlea T Y

u étant solution de I'équation des ondes amorties (2.1) , nous avons :

ou , 2 Ou Ou
(2.45) { /| | dldy}+0'/[ [ dedy — [ 52tdr =0

Nous utilisons alors la condition aux limites satisfaite par u et intégrons (2.45) entre 0 et
T .Nous obtenons :

/(| ou P+ | Vu ) (T)dx (1J+U/ / | — Ou |2 drdyds
(2.46)

ot

d’ou nous déduisons en particulier que

T L 0u Ou 1 2 9
+/0 /[:Ta——dld_j 2/9(]111] + | Vg |*)dedy

(2.47) V>0 / | @ ? dedy < ;/(1 w [ + | Vg |P)dedy
Q

ce qui établit que le probléme (2.44) est bien posé. En fait, grace a 'identité (2.42) établie
dans la démonstration du théoréme 1, nous pouvons établir un résultat plus précis :

Théoréeme 2 Le probléme (2.1),(2.36) admet une solution et une seule:
u € C°%0,T; HY(Q))N CY0,T; L3(Q))
dés que les données initiales satisfont :

(uo,uy) € Hy(R) x L¥(Q)
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En outre, les fonctions ¢ définies dans (2.37), vérifient :
Yr € H'Y(0,T;L}T)) 1<k<n
et on a l'identité d’energie
a3 L5 F 1P ds 43350 [Tl ar) +
(2.48)
vo [ |—|2dxdy +/ P |2(1x+0225k/ | |2 dz = 0

Démonstration

L’identité d’énergie (2.48) s’obtient formellement en utilisant le contenu de la démons-
tration du théoréme 2.1 et l'identité (2.46). La démonstration rigoureuse se méne sans
problémes a I'aide de techniques classiques en analyse fonctionnelle (voir par exemple [19])

Remarque

Le probléme aux limites ((2.1),(2.36)) est bien de type dissipatif puisque l'identité (2.48)
prouve qu’il y a décroissance au cours du temps de 'énergie [(t) définie par :

(2.49) E(t)—2/] 2+ | Vu [)dedy + 2 Zd /r|¢'k|2do—

2.4.3 Le cas de la condition d’ordre 2 en espace

Comme pour le cas de la condition d’ordre 1 , nous allons nous appuyer sur l'obtention
d’estimations a priori de type énergie. La démarche est toutefois assez nettement plus
compliquée et nous allons utiliser sur les idées de [12]. Nous commengons par noter que si
v est une fonction suffisamment réguliere solution de 'équation des ondes amortie :

0% dv
(250) W + Ua — Av =

alors on a les deux identités suivantes :

d Jdv dv dv
2.51 — z Vo 2] dad — |? dady = — —dx
(251) dt{/(l I Ul)”} /nlat“hdy rotoy

d
Tl ( / | v |2 dzdy) %E (/Q|v|2 d;vdy)—{—/ | Vv |? dedy =
—/ | = |2 dldy+/v——d1

(2.52)
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(2.51) n’est autre que (2.46) et s’obtient par multiplication de (2.1) par 2¥ et intégration sur
2.(2.52) s’obtient par multiplication de (2 50) par v et intégration sur Q Nous appliquons
I'identité (2.51) successivement & v = 2% et v = 2 # Ceci nous donne :

8!
1 / | |2 + l vau |2 (ley / | |2 dl(ly —
(2.53) ot ' ot
0*u 0%u
r ot atay
1d Pu du ,
. 32u O*u

—_— I
r 9y 01dy

Jdu
D’autre part, en appliquant (2.51) & v = ——, nous obtenons :

ot

1 d?
2d0 (/ | = |2 da:dy) 2dt/ | = |2 cluly—{—/ |V—| dxdy

ou 0%*u
2
/'aw' drdy +/0t()J0t .

Nous remarquons maintenant que u étant solution de (2.1) nous avons :

(2.55)

v O*u  0*u ou
= — — 00—

0z?  OJy? 0t? ot

de telle sorte que la condition aux limites d’ordre 2

0%*u ou 19%u

g n £.92 —_——_.— =
ot? to ot + 17 fro udyot 2 Jr? 0
se réécrit encore : 52 5 5% 52
u u u
2.56 o+ 55 =217
(2.56) T at+a2 7 9yot

Multiplions alors (2.55) par o et ajoutons le résultat a la somme des équations (2.53) et
(2.54). 11 vient :

o d* 2 2 dq Ju ,
2dt2(/ 5| dd) 2?1?(/' | d“ly)
0%u du
2.57 2 2 ~dd
(257) 2dt(/[6t2| a5 88t|+lv ')‘“"y]
0%u du 0211 d*u
+"/n< Ve ')d dy =2 [ 15 o
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Apres intégration entre 0 et ¢, il vient :

S IAE: |2drdy) Z 12 deay
2 2 2
2/[lap|+| |+|M| v |]dxdy

(2.58) +o // [ % 8t 2+ |2] dg;dyds+/ /T:ax;z ad;atdxds

0
2/ [ ouy + Aug |2+ | Vg P + | ot [2 +0% |y |2] dzdy

+—/ uy(ouy + Aug)dzdy
2 Ja
Désignons par F(ug,u;) le membre de droite de 1’égalité. Il est clair que :

(2.59) F(ug,w) < C(0) (Jluollfs + llwllfn)

Compte tenu de la propriété de positivité de 'opérateur T (cf. théoréme 1), on déduit, en
particulier, de (2.57) I'inégalité :

2dt (/ | — |2 dey) +——/ | — ]2 dzdy < F(uo,u)

ce qui équivaut encore a

di {(/ | = |? didy) } < ;F(uo’ul)eat

Si nous intégrons entre 0 et t cette inégalité, nous obtenons :
2F (ug,u
/ | 5 Pdxdy < (/ |y |2 dr) oy 2 00m) ) oo
o

Cette estimation prouve que 0—1; est bornée en norme L®°(R*; L?(£2)). Mais de (2.57), nous

tirons également apres intégration en temps entre 0 et T que :

N Y ATE RS T

< Ellullliz + C ()T lluollfyz + llwa [l

du ,
— 1
Bat +|A6y|}(:rdydt

ce qui prouve (en utilisant en outre le fait que % = % % -z “) que la solution u est
controlée en norme H*(0,7T : L3(Q))N H'(0,T; H'())N L*(0,T; 112(9)) Nous sommes en

mesure d’énoncer le :
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Théoreme 3 Avec les hypothéses :
(w0, 1) € Hg(Q) x Hy(9)
le probléme ((2.1), (2.38)) admet une solution et une seule qui satisfait :
u € H}0,T; L¥(Q)) N H'(0,T; H'(Q)) N L0, T; H¥(R))

en outre Uapplication (ug,u;) — u est linaire continue de HZ(Q) x Hy & valeurs dans

H*O,T; L*(Q))N H'(0,T; HY(Q)) n L*(0,T; H*(Q))
Remarque

Une théorie bien connue a été développée, notamment par Hersh [13]et Kreiss [17], (voir
également Higdon [14] pour une revue trés compléte) pour I'étude de la stabilité des pro-
blemes hyperboliques mixtes. Cette théorie est fondée sur I’analyse modale dans le cas du
demi espace. Elle n’est malheureusement pas directement applicable ici car notre équation
n’est pas hyperbolique. Il est probable toutefois qu’une analyse modale ”a la Kreiss” de
notre probleme ménerait a un résultat d’existence et d’unicité. Nous avons préféré ici une
approche par estimations a priori, plus précise a notre avis et susceptible d’étre généralisée
au cas de coeflicients variables.

2.5 Le probléme des coins

Sil'on désire ramener les calculs effectifs & un domaine borné sans introduire de frontiere
courbe il est a tout moins nécessaire de traiter le cas de coins a angle droit. Ce probleme
ne se pose en fait que pour les conditions du second ordre. Considérons pour simplifier
le probleme modéle du quart de plan {x < 0.y < 0}. Dans le cas de I’équation purement
hyperbolique, il est nécessaire d’ajouter une condition de coin en (z = 0,y = 0) pour
assurer l'unicité d’une solution d’énergie finie. Il va de soit qu’il en est de méme ici et nous
allons établir cette équation de coin en suivant précisément la démarche de [4].

Nous raisonnons donc par compatibilité entre les équations sur les bords et ’équation a
Vintérieur. Nous écrivons, donc au point (0,0):

e I'équation sur le bord y =0

0*u + ou . O%*u  19%
ot?

Tt o 2ot

(2.61)

e ’équation sur le bord z = 0

0*u Jdu 0%u 1 0%
2.62 — — Ty — = —— =
(2.62) LTI TR el

e I'équation a l'intérieur
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0%*u Ju v O%u

Nous effectuons la combinaison linéaire :
1
(2.61) + (2.62) — - (2.63)

au

de fagon a faire disparaitre les termes en et 3 Y. Apres intégration (une fois) en temps,

nous obtenons :

Ju Ju Ou
(2.64) 5 o + - T (01: ay) 0

Pour I’analyse mathématique du probléme correspondant dans le cas & = 0, nous renvoyons
le lecteur a [4]. L’analyse du cas o # 0 doit pouvoir étre menée de la méme fagon . Nous
reportons cette étude a un travail ultérieur.

2.6  Sur le choix des parametres a} et 3}

Une fois la forme générale du développement a priori (2.30) choisie, il reste un probléme im-
portant sur le plan pratique qui est la détermination du nombre n de fractions rationnelles
intervenant dans le développement puis, n étant fixé, de la détermination des coefficients
ap et B, 1<k <n.

En ce qui concerne le choix de n, il est difficile de se décider a priori, du moins sur le plan
théorique. C’est en fait une question de compromis qui doit se régler au niveau d’expé-
riences numériques : 'augmentation de n accroit la précision de la condition absorbante
mais également le colt calcul. En revanche, a n fixé, la détermination d’un jeu de para-
metres “optimal” (en un sens a préciser) peut se révéler trés judicieuse car on peut espérer
accroitre la précision des calculs sans en augmenter le cout . Il nous faut bien sir un cri-
tére pour la précision de la condition aux limites. Il suffit pour cela d’étudier la réflexion
d’une onde arrivant a incidence normale sur le bord absorbant. Cela revient a raisonner en
dimension 1 d’espace et d’étudier, dans le demi espace y < 0, les solutions de la forme :

(2.65)  u(y,t) = expi(wt — (W + iow)/?)y + R(w) expi(wt + («? + iow)'/?y)

R(w) étant le coeflicient de réflexion complexe. Dans (2.65), 'onde incidente est evanescente
dans la direction y > 0 alors que I'onde réfléchie est évanescente dans la direction y < 0.
Bien sur en pratique une telle solution n'a de sens que dans une bande —L < y < 0 .Un
calcul élémentaire montre que la fonction u(y,?¢) définie par (2.65) satisfait la condition
transparente si et seulement si R(w) est donné par :

ag g

256) ey D D)
' )+ a2)
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La condition absorbante sera d’autant meilleure que | /?(w) | sera petit. Il est facile d’établir
que, quel que soit le choix des coefficients (a}, /3;'). nous avons :

0<|RWw)|<1 Yw#o0
(2.67) lim | R(w)|=0

lim | R(w) |=1

En tout état de cause, la condition absorbante se comportera trés bien & haute fréquence
et mal a basse fréquence, et on ne peut pas espérer, méme en augmentant n, que R(w)
converge uniformément vers 0 sur [0,+00[. Ceci est di aux comportements nécessaire-
ment différents des fonctions fn( ) et f(z) lorsque | z | va a 'infini. En revanche on peut
espérer en augmentant n avoir une convergence uniforme sur tout intervalle fermé de la
forme [e, +o00[,& > 0, en d’autres termes, augmenter la plage de fréquences sur laquelle la
condition absorbante se comportera de fagon satisfaisante. Pour avoir une idée de ce phé-
nomeéne nous avons représenté, dans la figure 2.1, les variations de la fonction w —| R(«) |
pour les fonctions f,(z) correspondant a (2.29), c’est-a-dire a ’approximation par fractions
continues décrite au paragraphe 2.3, et ce pour plusieurs valeurs de n. On voit que, pour
chaque valeur de n, on obtient une absorption quasi-parfaite dans une bande [w,,+oc[,
wy, tendant vers 0 lorsque n tend vers +00.0n voit également que si I’on utilise des sources
dont la gamme de fréquences correspond & w > 10~* ( ce qui est le cas pour beaucoup
d’applications ) il faut utiliser jusqu’a 1000 fractions rationnelles c’est & dire 1000 fonctions
auxiliaires !

Heureusement, a n fixé, il n’est pas du tout évident que la fraction continue donne le
meilleur résultat. En fait le résultat optimal doit dépendre de la gamme de fréquences
[wa,w"] & laquelle on va s’intéresser a priori. C’est pourquoi nous avons cherché a détermi-
ner les coefficients (o}, A7) par un processus d’optimisation. Nous chercherons & minimiser
le critére de précision suivant :

ot 1/p
(268) syt o8y = ([ 1R p )

ou p > 1 (par exemple p=2) et ou J, dépend des parameétres o} et G} par linter-
médiaire de la fonction R(w). Il sera alors naturel de partir, comme point de départ
d’un algorithme de minimisation itératif de (2.68), du jeu de coefficients correspondant
a la fraction continue. On ne pourra qu’améliorer la précision de la condition absorbante
au sens du critére (2.68).Nous avons mené des expériences numériques correspondant &
p=2,w. =10"%w* = 400 pour N = 0,5,10,15. La fréquence w est adimensionnalisée, ce
qui équivaut a choisir ¢ = 1. Nous ne nous étendrons pas ici sur ’algorithme d’optimisation
utilisé (voir & ce sujet [18],{20]) et nous contenterons de présenter les résultats. Les valeurs
des coefficients optimisés n’ayant qu'un interét purement anecdotique, nous concentrons
notre attention sur les coefficients de réflexion obtenus (figures 2.1 et 2.2).

Ces résultats mettent en évidence 'intérét crucial de travailler avec les coefficients opti-
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Figure 2.2 : Coefficient de réflexion - Coefficients optimisés
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misés et illustrent ’efficacité de cette approche. Ainsi on constate que ’on obtient avec 15
fractions rationnelles seulement la méme précision qu’avec 10000 fractions si on choisit les
approximations de Padé.

REFERENCE
PADE 1

PADE 2
PADE 5

PADE 10

Figure 2.3 : Noyau de convolution - Approximations de Padé

REFERENCE

PADE 10

OPT. 5

0.0

v

LR N L L LI P N
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400

t

Figure 2.4 : Comparaison coefficients de Padé - coefficients optimisés

Il est également interessant de visualiser 'approximation réalisée dans le domaine temps
en comparant directement les noyaux de convolution associés aux opérateurs T, et T, ( voir
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section 2.3 ). Ceci est I'objet des figures (2.3)(approximations de Padé) et (2.4)(coeflicients
optimisés). On constate comme attendu que ’approximation est excellente aux temps
courts et que la qualité de cette approximation se pérennise sur un intervalle de temps
qui augmente avec le nombre de fractions rationnelles.

2.7 Résultats numériques

Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats numériques destinés a illustrer
I’approximation de 'opérateur T,. Les expériences ont été menées en dimension 1 et cor-
respondent au modele suivant :

W_’“q Ou _ &u
a2 " 7B T o2

(2.69) u(z,0) = %(m) =0

u(0,t) = f(t)

=0 z€[0,L],t>0

La fonction source f(t) est une "double exponentielle” :
f(t) = 100(exp(—at) — exp(—St))
avec, dans notre cas particulier :
a =410° 3 =4.7610°

Ce genre de source intervient notamment en impulsion électromagnétique nucléaire. Nous
avons réalisé des simulations numeériques en imposant notre condition aux limites absor-
bante en x=L. Nous avons réalisé ces simulations pour différents types de matériaux carac-
térisés par des conductivités différentes. Dans chaque cas nous avons comparé la solution
"exacte” (en fait calculée en repoussant le bord absorbant suffisamment loin) avec diverses
solutions approchées correspondant a différents choix de l6pérateur approché T en regar-
dant leur évolution au cours du temps au point 2 = [, c’est a dire sur le bord absorbant.
Ces résultats sont représentés, sous forme de courbes, sur la figure (2.5). Trois types de
matériaux ont été traités. Le premier correspond a du sable et & 0 = 2107*, le deuxiéme a
un sol typique (o = 1073) et le troisitme a de I'eau (o = 6.25107?). Les dessins de gauche
correspondent a des calculs effectués avec les coefficients de Padé alors que les dessins
de droite correspondent aux coefficients optimisés. Sur chaque dessin sont superposées les
courbes correspondant d’une part a la solution exacte, d’autre part aux solutions appro-
chées, 'une étant calculée avec la condition transparente qu’on utiliserait en 1'absence de
conductivité, les autres correspondant a différents choix du nombre N de fractions ration-
nelles. Ces résultats parlent d’eux mémes et appellent donc assez peu de commentaires.
Signalons toutefois qu'ils font apparaitre clairement les points suivants :
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- Il est tres important de tenir compte de la conductivité au niveau des conditions aux
limites absorbantes

- L’utilisation des coeflicients optimisés se révéle tres efficace.

- Le nombre de fractions rationnelles & utiliser en pratique dépend du matériau : plus
celui-ci est conducteur plus il faut de fractions rationnelles.

3 Conditions aux limites absorbantes pour les équa-
tions de Maxwell 3D, en milieu conducteur

Nous allons ici pour construire ces conditions aux limites absorbantes suivre la démarche
Joly-Mercier [16] qui donne une méthode assez systématique pour passer de l’équation
des ondes scalaire 2D aux équations de Maxwell 3D, pourvu que certains critéres soient
satisfaits. De plus nous serons assurés de retrouver la condition Joly-Mercier lorque o = 0.
Bien siir nous reprenons dans cette section les notations du paragraphe 1 : z = (z,, 22, 23)
désigne le point courant de R® et ¢ le temps. Nous supposerons également que nous voulons
résoudre les équations de Maxwell dans le demi-espace 3 < 0 et que la frontiere artificielle
I’ est donc le plan x3 = 0.

3.1 Etude des solutions indépendantes de z;

Lorsque l'on s’intéresse aux solutions ne dépendant que de z, et x5 (ondes planes paralléles
a ), les équations de Maxwell se découplent en deux systémes :

e systémes des ondes (TM) en E,, H,, H;

(0 OH; O0H,\

(Gi + B~ \ %z, ~ 0y) =°
(3.1) { OHy OB, _

oHy 0B _

\ 3t 8:272_

e systéme des ondes (T'E) en H,, E,, E3

( OH,  (OEs OE,\ _
o (az2 B 8:v3> =0
(3.2 - _om
) ((9t t 0)E2 313
d 8H,

t E+O’)E3+a—x2=0

=0
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Figure 2.5 : Résultats numériques 1D
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Nous allons construire une condition aux limites locale en espace (seulement) pour (3.1)
et (3.2).

Condition aux limites pour le systéme (3.1)

Observons que F, satisfait une équation des ondes amortie :

2 I
aEl +0§£—AE1 =0

(3.3) ot? ot

Nous appliquons donc les conditions construites au paragraphe 2 (z3 joue la réle de y et
z, celui de ). Nous avons donc :

e la condition d’ordre 1 en espace

oE, J0E,
3.4 — 4T, —— =0
O0E, 0H, e g
En remarquant que —— = ——— | cette condition s’écrit encore :
6$3 dt
(35) H2 - TaEl = 0

¢ la condition d’ordre 2 en espace

OE, 0E, _, 0°E; 10°E
BIE "WJ“T"axsat_E dx2 =0

En remarquant que d’apres (3.1):

(3.6)

J*Ey _ 0°Hj
92 Oz,0t

Il est facile de voir que, aprés intégration en temps, (3.6) est équivalent a

aEl aEl 1 0H3
3.7 — 7,220 _ 2878
( ) Ot + GEI + 31'3 2 09;2

Condition aux limites pour le sytéme (3.2)

Cette fois on observe que c’est H; qui est solution de I'équation (3.3). Nous en dédui-
sons donc :

e la condition d’ordre 1 en espace

OH;, . OH, _
(3.8) 70 T g =0
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0H, 0 oo
En remarquant que 2s (& + U) F,,(3.7) s'écrit

0 0H, _
(52+0>E2+T67_0

Pour simplifier cette égalité nous remarquons que :

d 0
(3.9) 5 To=75T"

de telle sorte que (3.7) s’écrit encore
(310) Hl + 710E2 =0

¢ la condition d’ordre 2 en espace

0*H, 0H,

0*H; 10*H,

(3.11) oz T 7% +T00x30t T2 Oa2

Remarquant que, d’apres (3.1)

OH, 0E, 9E;

dt N 0I3 81'2
oH, 0

81‘3 - (52 + U)E2
OH, __ 9 2L
022~ ‘ot " %o,

(3.10) est équivalent a

[g_t +0_] (052 0By, 9B, | 10E

c’est-a-dire :

0FE, O0FE, 10E; _
To ot t drs 2 Oz, =0

soit encore, aprés multiplication par 7, :

o OF, 1., OFE; _
(312) (Et-+0') E2+Tad_13—'2‘]a?)7—2_
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3.2 Etude des solutions indépendantes de z,
Cette fois, le découplage des équations de Maxwell en deux sous systemes :

e systéme des ondes (TM) en E,, H,, H,

( (8 OH,  OHs,
(at ) Ez - dxs Oz )=0
: oF
(313 { OHs | 0B, _
) 01 + 6271 0
o, _OF, _
\ 8t 6:123 B

e systéme des ondes (TE) en F,, Hy, F3

N (81’51 8[33) —o

Orz Oz
(3.14) < ( ) B =0 _
011

OH,
L(m )FVFEE_O

Nous reprenons la démarche de la section 3.1.

Condition aux limites pour le systéme (3.13)

Nous appliquons les conditions construites au paragraphe 2 (conditions locales en espace
uniquement) a la fonction scalaire E, (on remplace = par x; et y par a3):

e la condition d’ordre 1 en espace :

- 98 5,98
Mais comme d’apres (3.13) , ZE2 8671 (3.14) est équivalent a :

(3.16) Hy+ T,E; =0

¢ la condition d’ordre 2 en espace :

0*E, 0E, . 0°E, 10°FE,

3.17 4T, - = -
(3.17) gz "% Y eona 200
2 2
Nous utilisons alors 1'égalité —%—LE; = gx,%’ pour transformer (3.16) en
0E, OFE, 10H3
3.18 —_ E2+T,—+4+-——=0
( ) at tokat 6 T3 + 2 0.111
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Condition aux limites pour le systéme (3.14)

Nous appliquons cette fois nos conditions 2D a la fonction scalaire H;. Nous obtenons
ainsi :

e la condition d’ordre 1 en espace :

OH, . 0H,
9z, "L =0

En utilisant la méme méthode que pour passer de (3.8) & (3.9), nous montrons que (3.19)
équivaut a :

(3.19)

(320) H2 - ToEl = 0
e la condition d’ordre 2 en espace :

0*H, 0H, 0*H, 10°H,
+ o + a o 2 =
ot? ot Oz30t 2 Oz}

Nous utilisons les égalités :

(3.21)

10°H,  1(9 OEs
‘éa.—rz—‘i(a”)aa
*H, [0 OE,
dusdt (5 * ") Bz,
Ot 4 o0 (2+0) [%—%]
ot? ot ot dr, Ozs

pour montrer que (3.21) est équivalent a :

OE, OJF, 10L3

T, - = =0
o 9w  20m
. . e s d
Soit encore, aprés multiplication par T, et compte tenu de Taa =3 +o0:
0F, 0FE, 1, 0Fs
3.22 o+ Tyt = 2T, =2 =0
( ) at t OEI + 1 0;133 2T 6:L'1

3.3 Construction des conditions absorbantes pour le systeme 3D
complet

Dressons le bilan des sections 3.1 et 3.2. Nous avons construit :

1. Deux systémes de conditions aux limites d’ordre 1 en espace
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e un pour les solutions indépendantes de .,

H1 + TL,E')' =0
(3.23)

H, - T,E; =0

e un pour les solutions indépendantes de z,

II] -+ TaE2 =0
(3.24)

H, —T,E, =0

2. Deux systemes de conditions aux limites d’ordre 2 en espace

e un pour les solutions indépendantes de x;

0"1+0’E1+T()E 18113:0
IF; 0E, Es
Eo+To—— - —T =0
TR P L
e un pour les solutions indépendantes de 2,
N R B
0E2 0F2 10H;
ol +To—+ =0
T e, T 20,

Nous en déduisons la :

Construction de conditions d’ordre 1 en espace

C’est trés simple car les deux systémes (3.23) et (3.24) coincident. Nous choisissons donc
comme conditions aux limites :

]’11 + TUEQ = O
(3.27)
H2 - TgEg =0

qui admet ’écriture intrinséque (n = (0,0, 1) désignant la normale & T, sortante par rap-
port & Q) :

(3.28) nAN(HAR)+T}(EAR)=0
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qui constitue notre condition d’ordre 1 en espace n en temps. Notons que (voir section 2),
le traitement numérique de cette condition aux limites necessitera l'introduction de deux
familles de fonctions auxilaires, I'une associée a F,, I'autre a F,. Passons maintenant a la :

Construction de conditions d’ordre 2 en espace

Cette fois c’est un peu plus compliqué. L’idée (voir [16] dans le cas non conducteur)
consiste a écrire le systéme d’équations linéaires le plus simple qui redonne (3.25) pour les
solutions indépendantes de z; et (3.26) pour les solutions independantes de z. Il n’est pas
difficile de voir que ce systéme s’écrit :

E E
Ok | op, 41,08 _Lp 0B 10Hs
(3.29) ot dzz 2770z, 2 Oz,
0By o p 0B 1, 0B 10Hy .
TG N S P b

Le systéme (3.29) a la propriété d’étre un sytéme de conditions aux limites qui sont ab-
sorbantes au second ordre pour les solutions indépendantes de x; d’une part et pour les
solutions de z, d’autre part. Pour s’assurer que ces conditions sont globalement du second
ordre, il suffit par exemple qu’elles soient invariantes par toute rotation d’axe Oxj ce qui
signifiera en fait que les directions , et x; ne jouent aucun réle particulier. Or cette pro-
priété d’invariance est une conséquence de ’écriture intrinséque suivante pour les équations

(3.29):
0 OFE
(8 +a)[n/\(E/\n)]+[n/\(T /\n)}—
(3.30) t
1 1
—57 gradp(E.n) — 2 rot p(Hl.n) =0
avec les notations classiques pour les opérateurs différentiels tangentiels (voir par exemple
[9]). Finalement, pour obtenir des équations locales en temps il nous suffit de remplacer

Vopérateur T, par T} pour obtenir ce que nous appelerons la condition d’ordre n en temps
et d’ordre 2 en espace :

0E, 0E, JdE; 10H,

E T"————T————:O
(3.31) Bt Tt e, * 0z 20z,
aEQ aEQ 8E3 10H3

et E Tn _ ~-mrn - —

5 "ot log 2T°8x2+23.171 0

Soit encore sous forme intrinseque :

(3.32) (Bdt + “) [n A (E AR+ [n A (I:(;—F A n)] _

1
—§T: gradp(E.n) — % rot r(H.n) =
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Notons que 'opérateur T apparait 4 fois dans les équations (3.31) ce qui laisse penser a

.. . ’- e / . dE, 9E; 9E; aE»)
priori que 4 familles d’inconnues auxiliaires sur le bord sont nécessaires pour (—1313  Beir Bl Fa )

En fait il n’en est rien car les inconnues associées a é% et ‘é—f;" sont nécessairement liées
I'une a 'autre. En fait seules trois familles de fonctions inconnues sont nécessaires, il suffit
de remarquer que l'opérateur 77 commute avec les dérivées spatiales de telle sorte que

(3.31) s’écrit encore :

E JF, 1 10H
Q—l-%aEl-i-T:——l——(a (Y:‘Eg,)———:i =0
(333) Bt gx3 2 d;l 2 aa.’l,‘z
0F, E, 1 10H;
Ye nZ>e - Y n el U )
TR S Y e CEED Ay
si bien qu’il faut introduire en fait 3 familles de fonctions auxiliaires, a savoir :
' dE,
- une pour
P 61‘3
E
(3:34) § - une pour 222
a.’tg
- une pour k3

Les conditions aux limites (3.31) fournissent une réponse possible aux exigences que nous
nous étions fixées au départ.

3.4 Quelques considérations sur la stabilité des conditions aux
limites.

Pour ce qui concerne la condition aux limites d’ordre 1, il n’y a pas de probléme, la stabilité
est une conséquence directe de la positivité de 'opérateur 7). En effet, (E, H) satisfait :

?—E +o0F— ot H=0
(3.35) ot

oH tEF =0

Bt T

Nous en déduisons :
dt{2/o(|E|+|Hl)dXdy +U/Q|W| dx dy

=/[:n/\(H/\n).(E/\n) dx

(3.36)

Soit encore, en utilisant la condition aux limites (cf. (3.28))

d (1 (
(3.37) Gtz LUEP+1H Phaxayh oo [ 1EP axay

+./[‘T" (EAn).(EAR)dz=0

31



ce qui montre qu'il y a décroissance au cours du temps de I’énergie électromagnétique. Pour
la condition du second ordre (3.31), il est beaucoup plus difficile de faire une démonstration
par techniques énergétiques. Nous repoussons cette étude & un prochain travail. Précisons
toutefois que la stabilité de cette condition aux limites ne fait gueére de doute dans notre
esprit. En effet, il est facile de voir que la condition locale en espace (mais non locale en
temps) (3.29) est stable. En effet en utilisant les égalités :

O0E; O0H, O0FE,

6;1?1 B at 6173
(3.38) OHe_ (0, Ny, OH
3z, \at ' Oz,
d’une part, et les égalités :
0E, OE, OH,
dz,  Oz3 Ot
3.39 2 3
63:1 at 2 Oz I3

d’autre part, nous voyons que les équations (3.29) se réécrivent :

9] 0 7] 0
(3.40) (E+U+Ta'a‘:g)El —(T°E+$;)H2 =0
) 7]
31 +o+T, 0 —)H; =0
Soit or — 4+ o =T, _8_ :
encore, comme T o= o5
To— 0 +—0— (T,E1+ Hy) =0
“9t ' Bza
(3.41) 5 3
(T P +8—> (7, E, + Hy) =
c’est-a-dire, sous forme vectorielle :
0 0
(3.42) T@t+_ (nAN(HAn)+T,(EAR))=0

cette identité est I’équivalent, pour o # 0, de celle établie par A. Oumansour {2] dans le cas
o = 0. Elle fait apparaitre la condition locale du second ordre comme la composée de deux
conditions du premier ordre. Comme chacune de ces conditions est stable, on en déduit
que la condition composée ’est également. Nous pouvons d’ailleurs obtenir des estimations
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d’énergie. Introduisons :

(3.43) aat 053
H = (Taa + E—a)}l

(E, iI) est solution des équations de Maxwell et satisfait, d’aprés (3.41)
nA(HAR)+T,(EAR)=0

Nous en déduisons aisément que :

d |1 0E 0OF , 0H O0H ,
— 9= —_—t — — d
dt { / (l Te at + day P 1Ty ot + O | ) dx y}

(3.44) /| 35 ,a_EP dx dy

0E or oF OF
+/ ([ 8t /\n).([T T +aTd]/\n)da-—0

ce qui meéne a des estimations a priori sur (E,H).

Signalons toutefois que cette approche n'est plus valable pour 'équation locale en temps
(3.31) car cette équation n’est pas obtenue en remplagant T, par 77 dans l'expression
(3.29) (mais dans ’expression (3.29)). Il est toutefois raisonnable de penser que le fait
de préserver la propriété de positivité de l'opérateur 7, devrait permettre de préserver la
stabilité du probléme aux limites.

3.5 Traitement des arétes

Conformément a [16], il nous faut, dans le cas des conditions du second ordre en espace,
imposer des équations d’arétes pour se ramener & un domaine parallelépipédique a faces
parallelles aux axes de coordonnées. Nous obtiendrons ces équations, comme dans [16] et
[4], par compatibilité entre les équations de face et les équations intérieures.

Traitons le cas particulier du triédre £, < 0,2, < 0,23 < 0 et établissons I’équation d’aréte
pour l'aréte Ox,. Nous écrivons :

e ’équation de face associée au plan 0z,z, qui est relative & F;

3E1 OE 1 0 10[{3

3.45 EFi+T)— ——— (ITE =0
(3.43) g B T e U ) o,

e I’équation de la face associée au plan 0z,z3; qui fait intervenir E,
0F, oE, 10 10H,

3.46 —_— Ei+ T, --——(T,E = =0
(3.46) o Tt g 2an ) T 5, T

e ’équation de Maxwell
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oF H; OH
_l + O’E1 — Q_S — 2
ot 0172 81'3
Maintenant nous ajoutons membre & membre (3.44) et (3.45) et utilisons (3.46) pour faire
disparaitre le champ magnétique. Nous obtenons ainsi :
8E1 ()El 3131 ()

3.48 I GE 4 2T T (B, + E3) =0
(3.48) ot T ° 1+3°(3x2+0m3 3001(2+ 3)

(3.47)

Par permutation circulaire sur les indices, nous obtenons, a partir de (3.45)

e 1'équation relative a ’aréte Oz,

OE, _(0E, OE, )
(349) W'*‘O’Eg T (6111 +0—13>—’3—Ta?

i+ E3) =0

e ’équation relative a l’aréte Oz

OE 9Es  9Es\ 1
at” +0E3+—T" (( 2 +Q) _ip 2 (Ey + E;) =

.5
(3 0) 3361 81‘2 3 '70 T3

4 Conclusions et perspectives

Nous avons proposé dans ce travail de nouvelle conditions absorbantes pour I’équation
des ondes avec termes d’amortissement (section 2) et les équations de Maxwell en milieu
conducteur (section 3). Nous avons considéré successivement les conditions d’ordre 1 et 2
en espace. Ces conditions possedent les propriétés suivantes :

¢ elles sont locales en espace et en temps

e elles prennent en compte les effets dissipatifs et les effets de mémoire das a 'ajout
de terme d’atténuation aux équations de propagation

o elles ménent a des problémes mathématiquement bien posés
¢ elles redonnent les conditions absorbantes bien connues dans le cas hyperbolique

e elles s’expriment, pour le cas du systeme de Maxwell a I'aide d’opérateurs de dériva-
tion spatiale d’ordre au plus égal a 1

o elles se prétent a un traitement particulierement simple des arétes et des coins.

Tous ces points positifs permettent d’envisager avec un certain optimisme l'intégration de
ces conditions aux limites a des codes de calcul.

Les premiéres expériences numériques réalisées dans le cas de I’équation des ondes scalaire
avec amortissement vont, au moins partiellement, dans ce sens et démontrent que, sauf
peut-étre pour les trés basses fréquences ou les grandes valeurs de o, I'utilisation des ces
nouvelles conditions méne a des résultats meilleurs que ceux obtenus avec les conditions
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“hyperboliques”. Il reste toutefois a trouver de bons schémas numériques pour approcher,
en particulier de fagon explicite et stable, ces équations de bord . Ce travail est loin d’étre
évident a priori et constitue pratiquement un sujet de recherche a part entiére .

Il reste enfin a étendre le présent travail aux conditions d’ordre supérieur en espace.
Pour cela, nous renvoyons le lecteur aux travaux en cours de F. Collino ([8])
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