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APPLICATION D'UNE NOUVELLE CLASSE DE LAGRANGIENS

AUGMENTES EN CONTROLE OPTIMAL DE SYSTEMES DISTRIBUES

Joseph Fré&déric BONNANS

RESUME

Ce rapport présente une nouvelle méthode de résolution des problémes
de contrdle optimal de syst@mes distribués. On suppose le crité&re convexe et
1'équation d'état affine par rapport 3 la paire (8tat, contrdle). L'équiva-
lence entre le probléme initial et la minimisation par rapport au contréle,

3 1'état et aussi 3 1'état adjoint d'un lagrangien augmenté est démontrée.
Le lagrangien augmenté est la somme du lagrangien et de deux termes pénali-
sant 1'équation d'&tat et 1'équation de 1'8tat adjoint. La méthode est appli-

quée 3 un exemple concret et mise en oeuvre numériquement.
ABSTRACT

This paper describes a new method to solve optimal control problems of distri-
buted parameter systems. The study is restricted to problems with a convex cri-
terion and a state equation affine with respect to the pair (state, control).
We show the equivalence between the initial problem and the minimisation with
respect to the control, the state and also the costate of some augmented la-
grangian, obtained by addition of the lagrangian and of two terms penalizing
the state gnd costate equations. An example is treated, and numerical results

are given.
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I. INTRODUCTION

Un probléme de contrdle est 1'étude de la minimisation d'un critére par
rapport & une variable appelée contrdle, le critére dépendant d'une fonc-
tion du contrble appelée &tat. Une &quation d'état permet, pour un contrdle
donné&, de calculer 1'état. Lorsque le systéme est distribu&, 1'état et quel-
quefois le contrdle appartiennent 3 des espaces vectoriels de dimension in-

finie.

La méthode classique pour résoudre un tel probldme consiste & introduire
un état adjoint qui permet le calcul du gradient du critére par rapport au
contrdle. Il est alors possible de résoudre le probléme par une méthode de

descente.

Ceci s'interpréte comme une méthode de gradient réduit (D. Gabay r9l) si
on considére le couple état-contrdle comme la variable inconnue, soumise &
une contrainte : 1'équation d'état. Dans ce cadre général se situe 1'&tude
de J.P. Yvon [16] sur 1'application de la méthode de pénalisation au contrd-
le. Il est apparu que le coefficient de pénalisation nécessaire pour assurer
une bonne approximation de la solution exacte est assez important et peut donc

causer un mauvais conditionnement de la fonctionnelle pénalisée.

Dans le méme cadre il est naturel de penser & appliquer des méthodes de
lagrangien augment&. Cette théorie, issue des travaux de M.R. Hestenes [11]
et M.J.D. Powell [13] a déja &té appliquée 3 des problémes convexes en di-
mension infinie : cf. R. Glowinski [10] et M. Fortin, R. Glowinski, F. Thomas-
set [8]. G. Di Pillo et L. Grippo [3] ont traité le cas d'un probléme de con-
trdle en recherchant par 1l'algorithme d'Uzawa les points-selle du lagrangien
augmenté. Leurs résultats ne permettent pas de conclure sur 1'efficacité pra-

tique de la méthode dans la mesure oil ils ne précisent pas les temps de calcul.

Récemment ont &té introduits d'autres types de lagrangiens augmentés. Décrivons
les dans le cadre d'un probléme général d'optimisation en dimension finie. Soit

n et m deux entiers positifs tels que n > m, f une application de R" vers R



et g une application de R" vers R™. Soit le probléme :

. .. n
minimiser f(x),x € R,

sous la contrainte g(x) = 0.
Le lagrangien associé & ce probléme est
2(x,2) = £(x) + (A, g8(x)),

A étant la variable duale. Les conditions nécessaires d'optimalité pour que

(i;i) soit point-selle du lagrangien sont :

9L = = -

T)—X (X,)\) = g(x) = 09

3 =,  Of ,—=. . %3 =\ T _
% (x,1) = % (X,}) + "5;'(X)- A =0,

Habituellement on obtient le lagrangien augmenté en pénalisant la premiére
condition d'optimalité. Un prolongement possible consiste & traiter les deux

conditions d'optimalité de fagon symétrique ce qui donne :

t
Lx,)) = £(x) + (O, g(x) + c||gt)|]? + d||§§ (x) + +§§ @ A2

P.T. Boggs et J.W. Tolle [2] ont &tudié le cas ol ¢ > 0 et d < 0. Ils remar-
quent qu'un point-selle de % vérifiant la condition suffisante d'optimalité

est encore, si d est assez petit, point-selle de L. Posons

M(x) = sup L(x,\A)
A

t
alors si —gf est partout de rang plein, M(x) est partout fini et

M(x) = L(x, A(x))

oli A est solution d'un systéme linéaire. Le probléme de départ équivaut a la
minimisation de la fonction sans contraintes M, qui apparait donc comme une

fonction de pénalisation exacte.



G. Di Pillo et L. Grippo [4] ont &tudié le cas ol d > 0. Ils montrent,
sous les hypothé&ses classiques en optimisation, que si c est assez grand,
un point-selle de % sera minimum local strict de L. On est donc ramené au
probléme de la minimisation de L par rapport & x et A. G. Di Pillo, L. Grippo
et F. Lampariello [5] ont appliqué cette méthode 3 un probléme de contrd-
le optimal. Ils minimisent L par une méthode de Newton en profitant de la

structure creuse du Hessian de L.

Cet article 8tend certains des résultats de G. Di Pillo et L. Grippo [4]
dans le cadre de problémes de contrdle en dimension infinie. Aprés avoir
précisé le probléme et les hypothé&ses - en particulier la convexité du cri-
tére et la lindarité de 1'équation d'état - on prouve 1l'identité entre les
points-selle du lagrangien (qui correspondent 3 une solution du probléme de
contrdle) et 1'argument du minimum du lagrangien augmenté. L'exemple du con-
trdle d'un systéme régi par 1'équation de la chaleur est traité pour une
observation distribuée ou finale. Des résultats numériques complé&tent 1'&tude

et donnent des indications sur l'importance du choix de la norme de l'état,

et sur le cas oli 1'équation d'état n'est pas linéaire.

II. RESULTATS THEORIQUES ET APPLICATIONS

II.1. Définition du probléme

Le probléme de contrdle est pré&senté ici dans un cadre abstrait. Ceci
permet d'inclure les cas oli 1'équation d'état est de type elliptique, parabo-

lique ou hyperbolique avec une observation distribuée ou finale.

Tous les espaces de fonction sont des espaces de Hilbert. Notons E' 1le
dual d'un espace E. Soit le contrdle u € U et 1'état y € Y. L'équation d'état
est

(1) Ay = £ + Bu dans W,

espace de 1'équation d'état,ot f ¢ W est donné, B e f(U,W) et A est un isomor-

phisme de Y sur W ; c'est-a-dire que A—l existe, et que A et A_1 sont continus.



Remarquons que 1'&quation (1) est bien posée : chaque contrdle u définit un
état y unique, l'état dépendant continfiment du contrdle. Le probléme de con-
trdle optimal est :
minimiser J(y,u) = F(y) + G(u)
(2)
pour (y,u) € Y X U vérifiant (1).
F et G sont des fonctions convexes semi-continues inférieurement de Y dans R
et de U dans R. On suppose que le probléme de contrdle (2) a une solutiom : il
existe (;;ﬁ) € Y XU tels que :
 J(¥,u) € R
(3) J(y,m) < J(y,u) ¥(y,u) € Y X U vérifiant (1)
et (§,u) vérifie (1).
De plus on fait 1'hypothé&se sur F :
F est Giteaux-différentiable sur Y et il existe a > 0 tel que
(4) pour tout y,, ¥, ¢ V on ait :
2
] - ] - L
F(yp) 2F(y) + <F'(yy)s ¥y = ¥ >y * ol |F (y) - F (y2)||Y. .

Dans (4) F'(y) est la G-différentielle de F au point y.

REMARQUE 1 (4) n'implique pas que F soit coercive ou strictement convexe :

en effet une fonction F affine vérifie (4) ; c'est également le cas si

1 2
F() =5 [loy - 24l l%

ol X est un Hilbert, C eol(Y, X) et z;€X. 0n a alors :



1 2
- ' — — -~
D'autre part,
' - = -
F (yz) F (}’1) C C(Y?_ Yl)-
C étant continue, il existe m > 0 tel que

| |F'(Y2) - F'(yl)lliv < mllc(yZ - y1)||)2('

donc (4) est satisfaite pour a < 1/2 m.
Notons que si Fl et F2 vérifient (4), Fl + F2 vérifie aussi (4). On verra,

sur un exemple, que la pénalisation de la partie positive de y vérifie aussi (4).

Au problZme (2) est associé le lagrangien L : Y xU x W' +R défini par

L(y,u,p) = F(y) + G(u) - <p, Ay - f - Bu>,,

Le signe - est introduit pour retrouver ultérieurement 1'état adjoint tel
qu'il est défini dans le livre de J.L. Lions [12]. On note A*; BY 1les opéra-
teurs adjoints 3 A et B et 9G(u) le sous-différentiel de G au point u :

3G(u) = {u* e U' ; G(v) 2 G(u) + <u*, v - u> ¥v ¢ U},

u'u

De 1'&tude générale des points-selle (I. Ekeland, R. Temam [6] p. 158) on
déduit 1la

PROPOSITION 1 (¥,0) € (Y x U) est solution du probléme (2) si et seulement si

il existe P € W' tel que (¥,U,p) est point-selle de L, et alors on a :
- K -
(5 3G(u) - B p,

(6) Ay - £ - Bu

]
(=]

I}
o

(7 A'p - F' (D)



II.2. L'approche par le lagrangien augmenté

Soit le lagrangien augmentd& S : Y X U X W' -+ R défini par
2 * ' 2
S(y,u,p) = L(y,u,p) + c;|]Ay - £ - Bu||, + e, [|ap - FTM ][]
S s'obtient en ajoutant au lagrangien deux termes pénalisant 1'équation

d'état (6) et 1'équation de 1'état adjoint (7). Voici 1'énoncé du principal

résultat :

THEOREME : sous les hypothéses (3) et (4), étant donné c, > 0, il existe

* . * e e . . .
¢ > 0 tel que, si ¢y >c, 1'ensemble des (y,u,p) minimisant S est identi-

que 3 l'ensemble des points-selle de L.
PREQVE. Soit (y,u,p) un point-sel}e de L et posons
A= S8(F + Gy,~ﬁ + 6u, p + &p) - S(¥,u,D) -
On désire montrer que A = 0, A n'étant nul que si (y + 8y, @ + Su, p + 8p) est
aussi ppint—selle de L. D'aprés (6) et (7) on a
. : . .

S(¥,u,p) = F(y) + G(0),

‘A(F + 8y) - f - B(u + Su) = Ady - Blu,

"de sorte que A se réduit &

A=F(F + 8y) - F(y) + G(u + Su) - G(U) - <p + Sp, ASy - B6u>w,w +
8 9§ : | S

| we | |asy - Bsu||? + e | [A¥G + 6p) - F' (5 +sy)| |2,
d'aprés (4), (5) et (7), on a

R+ ) - FG) - B, Ady> iy 2o |G+ 6 - PO g,

G(U + u) - G(u) + <p, BSu>, = 0.



En posant
(9 D(8y) = F'(y + 8y) - F'(¥),
il vient avec (7)

A"(p + 8p) - F'(F + 8y) = A"Sp - D(8y) ;

2 2
A2 allD(éyﬂly, - <8p, Ady - B6u>w,w + cl||A6y - Bdullw +
+ o ||a%p - D&y | |2
2 P Dy
d'autre part ona ¥8 > 0

- <p, by - Bowy = - Bl [6el g, - 5 [1asy - Baully,

W
d'ol
2 2 1

b2 al [Dy) |13, - Bl16p] 15+ (cy = ) |1ay - Bou| | +

(10)
2

+ c2||A*6p - D(Gy)iIY,.

Posons

q = A*Sp - D(Sy).
A est un isomorphisme donc A" aussi et on a :
*=1
Sp = A" "(q + D(dy)).

- - - K . . . .
La continuité de A ! implique qu'il existe m > O tel que
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2 2
[16p] 15 < mlla + DSy |Gy s

donc pour tout B8 > 0

2 2
- BlteplI2 2 - m 5l1a + Do) |12,

2
2 - mB(I |‘-I||§v +I ID(Gy)IIY')'

De (10) on déduit alors que

A2 (a - mB)]|D(6y)||§, + (cl - é%)||A6y - Bﬁullé +
(1)

+ (c, - mB)||A*6p - D(Sy) | |2

2 p y Y"
On choisit
c

0<g<inf &, D),

puis

1
Cl>%,

alors les coefficients de (11) sont positifs. Supposons que A = 0. Avec (6),

(7) et la définition de D(dy) (9) il vient :

A(y +8y) - £ - B(d +68u) =0
(12)
A" +6p) ~F' (G +8y) =0;

ce qui signifie que les &quations de 1'état et de 1'@tat adjoint sont vérifiées.

Revenant 3 (8) il vient dans ce cas

A=F(F + 8y) - F(F) + G(¥ + Su) - G(u).
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Donc si A =0 on a :

J(§ + GY. u + Gu) = J(§’a) H
ce qui signifie, avec (12), que (¥ + 8y, U + Su) est solution du probléme de
contrdle et que p + Gp est 1'état adjoint ; d'aprés la proposition 1

(y + 8y, @ + 8u, p + 8p) est donc point-selle de L.

REMARQUE 2. d'aprés la démonstration précédente, il suffit que 1l'hypothése (4)

solt vérifide pour vy, =79
D'autre part supposons qu'au lieu de (4) on ait :Ja > 0 tel que Vyl, Yy € Y
T
F(yy) 2 F(y) + <F'(3)), v, = vy * ¢ IF'G) - F o) lyes
avec r > 1., Le théoréme reste valable en considérant le lagrangien augmenté
r' * r
S(Y,U,P) = L(Y,U,P) + C1||AY - f - Bullw + CzllA P - F'(y)IIYI,
r' étant défini par
1 1
rre T
en particulier on utilisera pour démontrer ce résultat 1'inégalité suivante :
- <8p, A8y - BSw .. 2 - §-H(Spllr - —lTIIAﬁy - BGu]]r'.
’ WwweTT W'~ Br W

REMARQUE 3. D'aprés le théoréme 3 il n'est pas nécessaire d'inclure dans

S un terme pénalisant la condition d'optimalité
(13) 36(3) 3 - B p.

G. Di Pillo, L. Grippo et F. Lampariello [5]ont d&ja fait cette remarque dans
le cas de contrdle de systémes de dimension finie. Bien sir il est toujours
possible de rajouter a:S ce terme. Néanmoins lors des essais numériques, il
est apparu que le conditionnement de S &tait meilleur en 1' absence de terme

pénalisant (13).
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II.3. Lien_avec_la_pénalisation_exacte

La théorie précédente permet d'exhiber facilement une fonctionnelle pé-

nalisée exacte. Nous revenons au probléme général (2). Soit p(y) défini par
* '
A'p(y) = F'(y) ;

cette relation &tant vérifiée par p on peut se 1'imposer comme contrainte

en Minimisant S. Posons
R(y’u) = S(y’u’P(Y)) 3
alors du théoréme on déduit facilement :

PROPOSITION 2. Si c, est assez grand, l'ensemble des solutions du probléme

de contrdle (2) coincide avec 1l'ensemble des (y,u) minimisant :
2
R(y,u) = J(y,u) - <p(y), Ay - £ - Bu> . + ¢;||Ay - £ - Bu|[,
oi y e YetucelU.

Remarquons que R est le lagrangien augmenté de M.R. Hestenes [ll] dans lequel
on impose 3 la variable duale de vérifier une condition d'optimalité. R

est différentiable dans la mesure ol J l'est. R. Fletcher [7] a &noncé, pour
des problémes d'optimisation en dimension finie, des ré&sultats correspondant

3 la proposition 2.

II.4. Exemples d'application

Dans ce paragraphe on va appliquer 1'étude précédente 3 un cas oii le
systéme est gouverné par une &quation parabolique linéaire. On supposera
d'abord 1'observation distribuée puis on examinera le cas d'une observation

finale.

Soit § un ouvert régulier deIRN, de frontiére I'. On note Q = & x 10,T[
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et Z=Tx10,TL. Hl(ﬂ) est défini de la fagon habituelle. LZ(Q) est iden-

-

tifié a son dual . Soit :

Z(O‘QT) = {Y € Lz(‘oyT’Hl (Q)) H %}E" € LZ(O ’T,Hl (Q)')}s
muni de la norme
2
lyll, = lyll? & 1/2
z 2o,na @ 9 Zenai@n)

et soit 1'équation d'état : chercher y ¢ Z(C,T) tel que :

oy _ -
5t Ay = £ dans Q,
oy

(14) ~ = u sur z,

y(0,x) = 0 dans Q.

Dans (l4) f € LZ(Q) et u ¢ LZ(Z). Soit K l'ensemble des u vérifiant les
contraintes sur le contrdle ; on suppose que K est convexe et fermé dans

LZ(E). Soit I, sa fonction indicatrice

K
0 si u e K,
IK(u) =
+» ginon.
Le probléme de contrdle est, Y4 étant donnée dans LZ(Q)
minimiser le critére

1 2 2
(15) J(y,w) =5y = v, + 3| [ul | + I, (u),
2 d LZ(Q) 2 L2 ) K

pour (y,u) vérifiant (14).
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Pour assurer l'existence d'une solution au probléme (15) on prendra N 20

si K est borné et N > 0 sinon.

Nous allons mettre 1'&quation d'état sous la forme générale (1) puis
vérifier les hypoth&ses sur le critére, pour rentrer dans le cadre général.
Puis on s'imposera certaines contraintes sur la variable duale p pour expli-

citer A* et donner au lagrangien augmentd une forme numériquement utilisable.
Soit 1'opérateur a : HI(Q) - HI(Q)' défini par
<ag,¥>, - [ VTdx  ¥o,0 e H (D).
H (Q)'HI(Q) Q

Soit V = {y € 2(0,T) ; y(0,x)}. On sait que Z(0,T) < C(O,T,LZ(Q)) ; donc

V muni de la norme de Z(0,T) est un espace de Hilbert.
2 1o s e
Soit W = L“(0,T,H (') et A : V + W défini par

Ay = ay dans W,

|
i<
-+

et soit U = LZ(Z) et B ex(U,W) défini par
<Bu,¢>ww, = £ udpdy.
Notons que W' = L2(0,T;H1(Q)). Alors on sait que l'équation
Ay = £ + Bu dans W,

s'interpréte formellement comme (14), et que A est un isomorphisme de V dans W.

Vérifions les hypothé&ses sur le critére. On a
1 2

F(Y)"'flly_}'dllz .

L™(Q)

L'injection canonique de V dans EZ(Q) étant continue on peut appliquer

la remarque | & F, qui vérifie donc (4). D'autre part
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N 2
(16) G(u) = 3| |u]| + I (u).
2 Lz(z) K

K &tant un convexe fermé et N positif, G est convexe s.c.i. L'existence d'un

contrdle optimal dans ce cas est un résultat classique.

On rentre donc dans le cadre général et la solution du probléme de contrdle

s'obtient en minimisant le lagrangien augmenté

1 2 N 2
S(y,u,p) = 5|y = v4l| + = |u] | - <p, Ay - £ - Bu>_,
2 2@ 2 2@ Ww'w

2 * 2
+ollay - £ - Bul| + cpl1a7p - 5 - v g
. 2 2 1
sous la contrainte . u e K, pour (y,u,p) € ¥ X L™(Z) x L“(0,T,H “on.

Or on sait que 1'état adjoint p d'un tel systdme est un élément de Z(0,T)
tel que p(T,x) = 0. On peut donc minimiser S en s'imposant les contraintes

p € 2(0,T) et p(T,x) = 0. On a alors, pour z ¢ V :

*
<A p - (y - Yd)’ Z>V'V =

op
=<-==+ap-(y-y), 2> >
ot d 2,11 @ Lo, 1,1 )

donc

X

IA

d
-2+ ap - & -yl

|<A*P = (y - yd),z> V'Vl 1
L0, T,H (V")

x| |2]| :
t2(0,1,u' ()

L'injection canonique de V dans LZ(O,T,HI(Q)) étant continue Jy > 0 tel que

op
|<A*P-(y-y),2> ISYII——+ap—(y-y)|I x
d v'v ot d LZ(O,T,HI(Q)')

x lzlly s
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et ceci ¥z € V donc

* 9
HAP'(}"Yd)HVvSYll'%*‘ap'(Y‘yd)H2 l
L™(0,T,H (")
et on peut donc pénaliser 1l'équation de 1'état adjoint avec la norme de
LZ(O,T,HI(Q)') au lieu de la norme de V'. D'oli :

PROPOSITION 3. Les solutions du probléme de contrdle (15) s'obtiennent, si

cy, > 0 et ¢, est assez grand, en minimisant le lagrangien augmenté

1 2 N 2
S(Ysu9p) = —I Iy -y H + _I Iull -
2 alli2, "2 125y
T 3
-f<p,a—{-+ay—f—13u>l . +
0 H (QH ()
T T
oy 2 ap 2
+c; [ ||g= +ay - £ - Bul| te, Jll-s=+ap- (v -y)ll
1oy e T @y A 3t LA P

pour (y,u,p) € Z(0,T) X LZ(Z) x Z(0,T) et sous les contraintes :
y(0,x) = 0 dans @,

u € K,

p(T,x) 0 dans 0.

REMARQUE 4. On a pris une condition initiale homogé&ne pour simplifier 1'exposé.
Si la condition initiale est :

(17) v(0,x) = yo(x) dans LZ(Q),
on se raméne au cas précédent en considérant ¥y € Z(0,T) solution de

yl(O,X) = yo(x) dans Q,

8y1
w5 tay, s 0 sur Q,

%

el 0 sur I ;
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puis on prend pour nouvelle inconnue

z=y—yls
ce qui permet d'appliquer la proposition 3 en changeant y en z et ygen vy~ Yy
Puis on revient 3 1'inconnue y. On voit alors que la proposition 3 reste vala-

ble dans le cas non homogéne, en remplagant la condition initiale sur y par (17).

- Envisageons maintenant un cas oli 1'observation est la partie positive de

1'8tat final. Soit le probléme de contrdle :
minimiser le critére
1 +.2 2
(18) J(y,u) = = f [y(T,x) 17dx + N||u]| + I_(u),
2 2 K
Q L°(Z
pour (y,u) vérifiant (14).
Soit
+.2
F(y) = % S Ty (T,x) 17 dx.
Q
F n'est donc pas d'un type décrit dans la remarque 1. Montrons néanmoins

qu'elle vérifie les hypoth&ses nécessaires. Il est clair que F est convexe,

s.c.i. et a pour G-différentielle F'(y) définie par :
(19) FUY), gy = Ly 2,0 dx,
v'v Q0

et on cherche a > 0 tel que

7L (0 ax 2 1 S Iy (1017 dx + £y (10" (5,(T,%) -y, (T,0)dx+
2 1Y) Q2
(20)
sl B - Pl .
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Majorons le dernier terme : de (19) on tire
+ +
[<E'(7)) - F'Gp), 22lgy = [y (1,07 - y,(1,0) ”LZ(Q) x

x |]z(T, D]
s LZ

b

et 1'application z : - z(T,.) étant continue de V dans LZ(Q) il existe Y > O

tel que
I<E'(yp) - F'(ry)s 2|y v [y (m, 0" - yz(T,-)+||L2(9) Hezlly s

ceci ¥z ¢ V, d'ol

+
HE' () = B ) e < ¥]ly (T, 0" - v, 07| .
1 27ty 1 2 LZ(Q)
On va donc améliorer (20) en trouvant oy tel que
Lty om0t ? ax 2 2 70y (1,072 ax +
2 2 ) 2 1
Q Q
+ + +.2
+f y,(T,x) (y,(T,x) - y, (T,x))dx + a, / [y, (T,x) - y,(T,x) 17 dx ;
Q 1 2 1 1 Q 1 2
il suffit de trouver o tel que la fonction
1 +,2 1 +.2 +
E’[yZ(T,X) 1”7 - 7[YI(T,X) 17 - YI(T,X) (YZ(T,X) - YI(T,X)) =

- ul[yl(T,X)+ - YZ(T,X)+]2

soit presque partout positive. Il suffit de montrer que, si a, b ¢ R on a,

pour un certain o > 0:

%{a+)2 _ %(b+)2 _ b+(a - b) - al(a+ _ b+)2 > 0.

Cette in&galité est vérifiée pour a, < 1/2.
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On a encore l'existence d'un contrdle optimal et des arguments analogues i

ceux du cas distribués induisent la :

PROPOSITION 4. Si cy > 0 et ¢, est assez grand, on obtient les solutions du pro-

bléme de contrdle (18) en minimisant le lagrangien augmenté

S(Ysusp) = ';‘ S EY(T,X)+]2 dx + %I Iul |22 -

Q L7(2)
T 3 T o 2
(21) - [ <p, 5%-+ ay - £ - Bu>1dt 1 t oy / Ils% +ay - £ - Bul| 1 de+
0 H (QH (' 0 H ('
T 3p 2 ‘ +12
+c, I11- 5t ap| | | dt + c2|!p(T,.) - y(T,.) || 9 dt,
0 H (' L7()

pour (y,u,p) € Z(0,T) X LZ(Z) x Z(0,T) et sous les contraintes

y{(0,x) = 0 dans ,

u € K.

II.5. Cas_d'une équation d'état non affine

Si 1'équation d'état n'est pas linéaire le probléme n'est en général plus
convexe. Dans ce cas les conditions d'optimalité obtenues sont nécessaires et
non plus suffisantes. Notons d'ailleurs que le traitement des problémes non
convexes par des méthodes de lagrangien augmenté n'a été bien &tudié qu'en di-
mension finie (voir R.T. Rockafellar [ 14]). Nous nous contenterons d'&tudier

la méthode sur l'exemple suivant. Soit u e W(0,T) et soit 1'équation d'état :

y(0,x) = yo(x) dans Q,
(22) ‘
%?G(y)+ay=f+Bu;

a et B étant définis comme précédemment, avec yo(x) € LZ(Q), fe LZ(Q) et
u € LZ(Z) ; G est une fonction R -+ R, de classe Cl, strictement croissante.

Le probléme de contrdle est
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e e s 2
minimiser J(y,u) = %{ly - yd|| 9 + N||u|| ) + IK(u),
L

23 1) )

pour (y,u) € Z(0,T) x L2(I) et vérifiant (21).

On peut résoudre ce type de probléme par 1'introduction d'un &tat adjoint

(voir C. Saguez [15]). L'équation adjointe est :
p(T,x) = 0 dans §,
- G (y) TPtaP =y - Vg

ol G'(y) est la dérivée de G en y. Introduisons le lagrangien augmenté

T
S(y,u,p) = J(y,u) - J <p, %? G(y) + ay - £ - Bu> ldt 1 +
H (H (@)
(24) + ¢ f IIEE G(y) +ay - f - Bu|| +
H (Q)'
+ e, f | |-G’ (Y) +ap - (y - yd)|[ dt.
al@)"

En 1'absence de résultats théoriques, on examinera les résultats de la

minimisation numérique de S sous les contraintes

y(0,x)

yo(x) dans ,

|
o

p(T,x) =
Remarquons qu'il n'est plus nécessaire de résoudre 1l'équation d'état ce qui,
dans le cas oii elle est non linéaire, peut représenter un gain de temps de cal-

cul important.

III. RESULTATS NUMERIQUES

ITI.1. Probléme de controle _et exEress1on_du lagranglen augmente

On a étudié numériquement le probléme (23) avec T =1 et Q = ]0,1[. Plus

précisément 1'équation d'état est :
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y(0,x) = yo(x) pour x € 10,1[,

%E G(y) - Ay = £ pour (t,x) e JO,1[ x ]0,I1[,

(25)

- %(t’o‘ u(t)’

oy -
e, 1) = o,
2 .
avec u(t) € L7(0,1) ; on a pris
yo(x) = 2,25 + 0,25 x(x - 2),
E(t,x) = - 0,25 x(x - 2) - 1,25 - 2(1 - t),
G étant précisé ultérieurement. Le probl&me de contrdle est :

minimiser

1

(26) J(y,u) = (y(t,x) - yd(t,x))2 dx dt + 2,5 f (u()? dt,
0

O | =
D -

pour (y,u) vérifiant (24).

Pour résoudre le probléme (26) on va minimiser le lagrangien augmenté

b e
S(y,u,p)=J(y,u)-f<p,—a—t-y—-+f=ly’f-Bu>l 1 dt +
0 H (QH ()
L 2
vo S llgp 60 +ay - £-Buf|7 4
0 H ()
L 5 2
v, -6 s +ap - -yl dt,
0 H (D'

Sous les contraintes

y(0,x) yo(x) x € Jo, 1[,

p(l,x) =0 x e ] 0,1[,
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a et B étant les opérateurs linéaires de Hl(Q) vers HI(Q)' et de L2(0,1) vers

V' définis par

<ay,¢> | | S VW ax,

H (R)'H () 93

1

1 S u(t) ¢(t,0)dt.

B @'el@ o

<Bu,¢>

Cas d'une équation d'état linéaire

On prend G(y) = y.

S est alors une fonctionnelle quadratique du probléme de contrdle ; voir
J.P. Yvon [16] . Numériquement, on se raméne 3 un probl&me sans contraintes
en fixant certaines valeurs de y et p. On résoud donc, en fait, un systéme

linéaire :
grad S = 0,

Néanmoins, vu la taille du systéme une résolution directe est difficile.
Nous minimisons donc la fonctionnelle par un algorithme de gradient conjugué.
En conséquence, le conditionnement de S jouera un rdle essentiel. C'est pourquoi,
en raison de leur influence sur le conditionnement, on va bri&vement préciser

le mode de discrétisation et les normes choisies.

On choisit une semi-discrétisation en temps de 1'équation d'état suivant un
. . . . . 1
schéma implicite. Soit N le nombre de pas de temps et At = ¥ on cherche

y = (Yl, ey YN) € [Hl(O,l)]N solution de

.n+l n
b4 -y

At

+ ayn+l = fn+1 + Bun+l pour n = 0 a4 N-1 ;

o . .
vy, fn, u™ sont des approximations de yo(x), f(t,x) et u(t).

La discrétisation en espace s'effectue suivant une méthode de différences

finies.
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On prend comme norme pour y (idem pour p)

N

2 112
Hyll” g = Iy,

[H (0,1)] i=1 H (0,1)

27) et , a > 0 étant donné :
. 1 1 i

2 | i 2 ay 2
y* ] = L gten? ax + S ()7 ax

HI(O,I) alt 0 0 ox

-

- . ays . i .
Remarquons que, aprés discrétisation en espace, y appartilent a un espace
. . - i 2 .
de dimension finie et on peut prendre pour y  la norme de L” qui est alors

équivalente. Ce choix a conduit 3 de mauvais résultats numériques ; nous ne

le détaillerons donc pas davantage. On note :

N nombre de pas temps,
Nx nombre de pas en espace,
NI nombre d'itérations nécessaires pour satisfaire un test de

convergence,
temps le temps de calcul sur machine HB 68 de 1'INRIA,
test 1la valeur du test d'arrét relatif sur la valeur de S,

a paramétre intervenant dans la norme de y et p : voir (27).

On prendra toujours les conditions initiales

y = 0 sur 10,1[ x ]O,1[,
u = 0 sur 10,1[,
p = 0 sur ]J0,1[ x ]O,I1[.

TABLEAU 1 Influence du choix de ¢y sur la vitesse de convergence. On prend
-3

N =Nx=10, a =1, test = 10 7, c, = 80 et on donne NI fonction
de cy-
! ! ! ] ] ! ! i
! Cl ! 1 ! 5 120 ' 30 ! 60 't 200!
! ! ! ! ! ! ! !
B e SR + : + !
! ! ne con- ! ! ! ! ! !
! NI ! verge 133 125 1 23 1t 28 ! 45 !
! ! ! ! !

! ! pas !
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TABLEAU 2 Influence du choix,de c, sur la vitesse de convergence. Mémes va-

2
leurs que dans le Tableau 1 pour N, Nx, a, test ; on prend ¢y = 30.

! !

! ! !
! 80 ! 200 !

! !
' 5 110
1 !

1

!

A ! ! ! '
et mat T e e
! ! ne con- ! ! ! !
! NI ! verge 129 123 ' 27 !
! ! pas ! ! ! !

L'algorithme est donc plus sensible au choix de c qu'au choix de cj.

TABLEAU 3 Influence du choix de N, nombre de pas de temps ; on prend Nx = 10,

a=1, test = 1073, ¢; = 30, c, = 80,

] ] T

[]
! N ! 10 ! 30 ! 50 !
R D
! ! ' ! !
(NI, 23 0 s 7T
R e e L !
! ! v v !
, temps | 11,55 [ 725 , 165 s ,
! ! 1 ! !

TABLEAU 4 Influence du choix de Nx. On prend N = 10, a = 1, test = 10—3,
¢y = 30, e, = 80.
1 1 1
Nx t 10 ! 30 !t 50
! ! !
e Sl [ S
! 23 !

! ! !

Les temps de calcul sont une fonction 3 peu pr&s linéaire de Nx, ce qui est sa-

tisfaisant. Par contre ils augmentent tré&s vite quant N croit.
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TABLEAU 5 1Influence du choix de la norme. On prend N = Nx = 10, test = 10_3,
¢ = 30, cy = 80 et on fait varier a défini dans (27).
! ! ! ! !
a !'0,5!'0,6! 1 ! 1,51 2
1

]
!

! ! ! ! !
I
! NI ! 29 ! 24 ! 22t 24 1 30
1
1

!
!
!
!
! !
! ! ! ! ! !

Les essais effectués n'ont donc pas abouti 3 mettre en &vidence une norme de

H](Q) mieux adaptée au probléme (26) que la norme habituelle qui.cortespond au

cas a = 1,

TABLEAU 6 Comparaison avec la méthode classique.

Rappelons que cette méthode consiste A considérer 1'état comme fonction du
contrdle. L'introduction de 1'&tat adjoint permet d'obtenir le gradient du
critére. On choisit ici de minimiser par une méthode de gradient conjugé. La
méthode converge numériquement en trois ité&rations (aprés, le critére reste
stationnaire). On donne une idéee des temps de calcul dans le Tableau 6 avec

Nx = 10, N variant.

50 ! 100 ! 150
! 1

3,3s ! 6,6s ! 10,4 s
! !

- bt cmm e cem e

stf see s v o sw s

»

Les temps de-calcul sont proportionnels au nombre de pas de temps, ce qui n'est
pas surprenant (puisque le nombre d'itérations est le méme dans tous les cas,
les calculs pour chaque itération étant proportionnels i N). La solution du
probléme de contrdle est obtenue ici beaucoup plus rapidement qu'en utilisant

le lagrangien augmenté.
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REMARQUE 5 On pourrait objecter que la convergence rapide de la méthode classique
est dlie 3 1'importance du terme dépendant de u dans J(y,u) ; en effet ce terme
tend 4 améliorer le conditionnement de J(y(u),u) (ol y(u) représente 1'Etat asso-
cié au contrdle u). Toutefois, des essais numériques effectués en ne conservant
dans J que le terme dépendant de l'Etat montrent encore une convergence assez
rapide.

Cas d'une &quation d'état non linéaire

On considére la fonction G définie par

G(y) =ysiysl,

G(y) oy = 1) + 1 siy 21.

Pour o = | on retrouve le cas précédent. Plus o s'éloigne de 1, plus 1l'équa-
tion d'état est non linéaire. On reprend les mémes conditions initiales (toutes
les inconnues &gales & z&ro). Le lagrangien augmenté& est minimisé par une méthode
de type Fletcher-Reeves. La solution trouvée n'est considérée comme correcte que

si elle vérifie 1'équation d'état et 1'é@quation de 1'&tat adjoint.

On prend N = Nx = 10, a = I, test = 2.107, ¢, = 30, c, = 80.
] 7 ] ] ] ! ] !
' o ! 0,5 10,75 ! 1 ! 1,251 1,5 ! 1,75 !
! ! ! ! ! ! ! !
Ty TTTTTTTTTYTTTTTY YT YT ! !
! NI ! divergence ! 28 ! 22 ! 34 Y 43 ! divergence !
! ! ! ! ! ! ! !
[ o [ R T ! T
! temps ! 17 s 1 1381 20s ! 25 s ! !
! ! ! ! ! ! !

La méthode donne satisfaction pour des petites non-linéarités seulement.
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IV. CONCLUSION

La théorie de G. Di Pillo et L. Grippo a été &tendue aux problémes de con-
trole de systémes distribués avec crité@re convexe et &quation d'état linéaire.
Un exemple de contrdle de 1'équation de la chaleur a &té traité numériquement.
La solution a été obtenue avec des temps de calcul beaucoup plus longs que ceux
de la méthode classique. On peut voir 13 une confirmation de l'efficacité de la
méthode du gradient réduit. Peut-&tre un choix judicieux de la norme permettra-
t-il d'améliorer le conditionnement du lagrangien augmenté, et donc d'augmenter
la vitesse de convergence. On peut aussi songer 3 une utilisation numérique de

la fonctionnelle pénalisée exacte.
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