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ELEMENTS FINIS MIXTES
APPLIQUES A UN PROBLEME D'ECOULEMENT DIPHASICUE
INCOMPRESSIBLE BIDIMENSIONNEL EN MILIEU POREUX EN PRESENCE DE GRAVITE

Gary Cohen
INRIA

RESUME

On s'intéresse & la résolution numérique d'une équation de transport-
diffusion non-lin8aire issue d'un probléme d'écoulement diphasique incompres-
sible en milieux poreux par une méthode d'é1éments finis mixtes. Le terme de
transport non-monotone est discrétisé en adaptant le schéma de GODOUNOV &tudid
par LEROUX .3 ces &l&ments finis. Aprés avoir défini les différentes conditions

aux limites utilisées, on donne des résultats numériques de cette résolution.

ABSTRACT

We study the numerical resolution of a non-linear convection-diffusion
equation coming out of a problem of incompressible diphasic flow in porous
media by using a mixed finite elements method. We discretize the non-monotonous
term of convection by adaptation of the GODUNOV scheme which was studied by
LEROUX, to these finite elements. After definition of different boundary

conditions used for this problem, numerical results are given.
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INTRODUCTION

La modélisation des écoulements dans les milieux poreux et, en
particulier, des &coulements polyphasiques est un probléme difficile et sa
résolution numérique par des schémas aux différences finis (couramment utilisés)
est souvent peu satisfaisante du fait du caractdre diffusif de ces schémas.
Nous étudions ici le probl&me d'un &coulement diphasique dans une couche de
roche poreuse modélisant la récupération de pétrole (huile) par injection d'eau

et sa résolution par une méthode d'éléments finis mixtes.

L'épaisseur de la couche de roche &tudife &tant supposée ''petite"
par rapport aux dimensions du champ, le probléme se raméne 3 1'dtude d'une
€quation aux dérivées partielles sur un domaine plan ayant pour frontiéres

une frontiére d'injection Fe, une frontiére de production Fs et une frontidre

fermée T,.
)

Nous nous intéressons plus particuliBrement au niveau numérique au
probléme du quart de "five-spot" obtenu par symétrie & partir d'un probléme

a un puits d'injection et 4 puits de récupération selon le schéma ci-dessous.

Hommmmme o s 0K .~ ——— ) 6 puits injecteur
'

|  x puits récupérateur
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! quart de five-spot
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Les &quations &tudiées tiennent compte des forces capillaires qui
introduisent un terme parabolique non-linéaire et de la gravité (champ penché)
qui introduit un terme hyperbolique non lindaire dont la non-linéarité n'est

pPas monotone.

Ce travail continue les travaux de CHAVENT, COHEN, JAFFRE, SALZANO

sur ce probléme.

I - FORMULATION DES EQUATIONS DU PROBLEME

. o - - - .
Soit § un ouvert de]Rz, I' sa frontigre, Vv 1la normale extérieure

sur T et 10,Tf un intervalle de R.
On note Q,_ = Q x 10,T[ , ZT‘= ' x 10,7 , x € Q
I' est divis@e en trois parties

- Te : frontigre d'injection
- ?s : frontiére de production
Q" frontiére imperméable

Pour toute partie F> () = e,s,2) de la frontidre on note :

ZA = TA x J0,Tl

Avec les notations de 1'annexe 2 (voir & la fin) et en utilisant les

travaux de G. CHAVENT, les équations du probléme sont

e ¢g_g+'div<¥+;;>=o
(2) FT=-v grgd o (u)

> ! ->
(3) wo= I bj(u) q;

j=0



(4) 4y ==Y d(u) grad P + d (W) g,
(5) div a’o =0

- champ_de gravité

(6) ZI = - Y grgd my (%)

- conditlons aux limites.

Soient $](x) et $2(x) les débits d'eau et d'huile en un point x

de ). On a les relations suivantes

<z > —>+~>
¢1 = qo +r w
> > >
¢2 = qo T w

Avec ces notations, nous pouvons énoncer les conditions aux limites

sur chaque partie de la frontidre

- sur Te’ on impose un débit total donné et on suppose la frontidre

enti@rement mouillée par 1'eau :

débit total imposé

| —

- sur TQ, la frontiére est fermée, c'est-d-dire qu'il ne sort ni

entre aucun fluide. Cela s'éecrit :

->
¢l . v =20

-
N
<}
]
o



ou, de fagon Equivalente :

> >

¢1 . v=20
-> _)"O
qo.\)—

- sur Ps enfin, on a une condition unilat&rale en saturation, qui
assure qu'il ne sort pas d'eau tant que la valeur de u au bord n'est pas maxi-

male. En pression, on impose une pression donnée :

-
¢1.\)20;usl

~~
|
[+
N’
e
<+
i
o

REMARQUES

1 - Sur Fe’ on pourrait prendre un débit en eau imposé au lieu de la

saturation maximale. Cela s'écrirait :

T 3 = O] = 1 > 3 '
¢1 .V ¢1d (avec ¢4 2qd dags le cas habituel oli 1'on

n'injecte que de 1'eau)

2 - Sur Fs’ la valeur de la saturation pour laquelle 1'eau commence
34 sortir est en vérité la valeur oll la pression capillaire s'annule (valeur

ul est maximale habituellement lorsque le fluide 1, ici 1'eau, est mouillant).
q ,

Les conditions aux limites sont résumées dans le tableau suivant

"
.



Equations en Te FS Fz
- - -
p,.v 20 ;3 u <1
. I > >
Saturation u =1 N ¢1.v =
(I-u) ¢l.v =0
3 > P = p > >
Pression qo-v = qd =Py 9.V = 0

Tableau [

Des compléments sur l'origine physique du probléme seront trouvés

dans CHAVENT et JAFFRE.

Classiquement, les problémes d'écoulements polyphasiques en milieux
poreux sont résolus par des méthodes de différences finies dont le caractdre
discontinu s'adapte mieux 3 1'approximation des fronts, souvent raides, qui

en sont solutions.

Cependant, ces méthodes ont tendance 3 introduire une diffusion
numérique importante qui rend difficile des évaluations précises. Pour cela,
nous allons présenter ici une méthode d'éléments finis mixtes introduite par
RAVIART~THOMAS et utilis&e par JAFFRE. Cette méthode est originale
par l'utilisation de quadrilatdres au lieu de triangles (cf. JAFFRE) et par
la méthode discrétisation du terme de transport non monotone inspirée par les

travaux de LEROUX .

ITI - FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE DU PROBLEME

-
Le probléme (1) - (6) est un probléme 3 4 inconnues couplées (u,r)
. .
et (p,qo) et un champ donné El.
>

o
des inconnues principales yj, p dans un espace plus régulier que les inconnues

L >
Dans la formulation mixte on cherche les inconnues dérivées r,

principales. Soient H et V deux espaces de Hilbert (1'un formé de fonctions

vectorielles, 1l'autre de fonctions -scalaires) liés par la relation suivante



~J

(9) Vs ¢ H divs eV
: 2 ’ .
En prenant (comme dans THOMAS) V = L7(Q), on note H = H(div ; Q)

. . —). —+ 3 -
et en ajoutant aux inconnues (u,r) .et (P, qo) les inconnues up et PF représen-

tant les "traces" de u et P :
a e t2ro,r ;B3 vy
e s
Lro,1 ; 1'/2(r )3
u, € LZ(Q) la valeur initiale de la saturation.
On a le probléme suivant :

Trouver (u,?) : 10,Tf = V x H ; (p,ab) : ]0,T[ -V x H

u, € LZ(Zi).tels que :

FC
dv .
(10) fQ o) Uy v(0)dx - fQT d u It dxdt + IQT div r v dxdt
-4 w(u) grad v dxdt + [y v .V dldt = 0
) T
v HT0,T; H (®)] W(T) = 0
r.s . > n > > " >
(11) fQ —W—-dx IQ o(u) div s dx + JT a(ur) s . Vv dl 0O Vs e H
(12) fQ div EO v dx =0 Yv e V
> >
' qn..S d. (u)
0 . > -~ -> 1 > -
(13) fQ Yy fQ P div s dx + fFS P,s . vdl - fQ Vaey 4 - =0
> > >
¥seH,s . v, . =0
e &

+ conditions aux limites du tableau I avec u = up et P = PF'

Pour plus de détails on se rapportera a JAFFRE.



III - APPROXIMATION DE LA FORMULATION MIXTE

1 = Cadre fonctionnel

Soit A un ouvert deimz, on définit la famille d'espace de polynémes
suivante :
k £

(A = : A>Rlp(p,0) = = I c..p707 , c.. eR ; (i,j) e )

P
k,® i=0 j=0 i3 ’ 1]

Soit maintenant Q le carré unité de]R2 . a = J0,1T x JO,Il et

R = (xl,xz) e Q.
On définit sur Q les espaces suivants

= P ®

o]
|

0= Prar, k(@ X By 4 (O
Nous avons les propri&tés suivantes

. _> k + - o~ - A
Soit s € HA et v~ la normale & un cdté de Q :

Q 0
(i) div § e ¥§
Q
(ii) la restriction de s . 36 a tout cdté de Q est un polynéme de
degré < k. ‘
Nous pouvons é&noncer le lemme 2.1 (démontré dans RAVIART-THOMAS
Lemme 2.1 : Une fonction s Hg est déterminée de fagon unique par :
.:* > - - . P ~ -
(a) les valeurs de s . v6 en k+] points distincts de chaque arédte de Q
(b) les moments
fa §1 i? ig 48 3 0< u<sk-1;0<vc<k
So 8. 2V8Ydr s 0< usk ;0 <V < kel
Q °2%1 %



On définit une discrétisation de { en quadrilatéres. On note
dﬁ une famille .de quadrilatéres qui répond aux conditionms d'un maillage d'un
domalne pour une méthode d'éléments finis classiques. Soit Q e:u s aQ sa

frontiére et x = (Xl’x2) un point de 0.

11 existe une tranformation inversible fQ allant de]R2 dans]R2

telle que fQ(Q) = Q.
On note :
X, = FQl(i) et x, = F (%)

En appelant :

-
a=F (0,0) = (al’a2>

Q
b = FQ(l,o) = (b,b,)
c = FQ(l,l) = (¢)sc,)
d = %’Q(o,l) = (d,,d,)
(0,1) (1,1
P

O
AV4

(0,0) (1,0)



(14)

(15)

avec

jacobien J_.

(16)

(17

A= aI - b] + c1 - d1 B = 32 - b2 + c2 - d2
A] = b1 - a1 B] = b2 - a2
A2 = d1 - a1 B2 = d2 - a2

» - » ‘. . . +
On définit maintenant la matrice jacobienne DFQ de FQ et son

Q
3F 3F
qQl 0l u .
3% 3% AR, + A, AR+ A
] 2
DFQ = =
5T 3F
02 °Fq . A
5% 3% BX, *+ By Bx, + B,
1 2
JQ = det(DFQ) = (AIB -~ BIA)XI + (BZA - A2B)X2 + A1B2 - A2B1

On remarque alors que le jacobien est une fonction affine de %.

On associe maintenant 3 0 1'espace suivant

k _ ~ . 2> J_ -1 k
HQ ="{s: Q+Rs = JQ DFQ 0 FQ ; S ¢ HQ}

Cette définition compliquée de s résulte de la propriété de la

conservation des flux 3 travers le maillage (cf. propriétés ci-dessous et

1'annexe 1),

Nous pouvons maintenant définir les espaces discrets correspondants

a4 V et H pour le maillage j{h'



(18) Hﬁ ='{gh'e H (div,Q)IVQ;ézkh, gﬂlQ € Hg}
(19) vﬁ ='{vh € LZ(Q)IVQ € gﬁl, vh[Q 0 ?Q € vg}

REMAROUES" :

a - La valeur de k ne sera pas forcémént la méme pour toutes les

inconnues (cf. § V).

g € Vk est démontrée dans THOMAS

b - La proprle;e div h h

Parmi les propriétés fondamentales de ces E&léments finis, on peut

citer les suivantes :

k . . 5
a - l'espace Vh a comme base unisolvente des fonctions & support

compact dont le support est un &lément O de W

k P . .
b - 1'espace Hh est formé de champs de vecteurs discontinus sur

les arétes du maillage et dont la composante normale a 1'ardte est continue,

-> 3 . ~
c - soient s et s deux fonctions définies sur Q et 0 telles que
e 1

> S — -~
s - L DF g o) f 1 et v et ¥ deux fonctions sur Q et Q telles que v =9 o F
J 0 Q Q
Q
On a les relations suivantes
1 > 2 2 > - 3 A
(20) Vv e H(Q) ¥s e [L7(O)] fQ s.gradvdx = [ss.grad¥d®
(21) vv e 17(Q) ¥s ¢ H(div,Q) f, vdivsdx = [ GdivsdR
. , > | . >
solt divs = — divs B
. JQ

Toutes ces propriétés sont Etudifes et démontrées dans THOMAS
Elles seront utiles dans la discrétisation pratique des équations. Particulidre—
ment la seconde propriété assurera la continuité des vitesses des fluides dans

le domaine et la conservativit& du schéna.
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3 - Approximation du_terme de transport

Le terme du premier ordre div;-appelé terme de transport est
non-linéaireé et non-monotone (car bO est croissante mais b1 est quelconque).
Pour en donner une bonne approximation, le schéma de GODUNOV, &tudié
par‘LEROUX donne des rESultats satisfaisants tant au niveau théorique

que numérique pour une approximation par un schéma de différénces finies.

Le principe de ce schéma est de trouver, en résolvant un probléme
de Riemann, une valeur intermédiaire entre les deux valeurs de la discontinuité

qui rende compte de 1'évolution de la solution en ce point.

Rappelons le schéma de Godounov monodimensionnel dans le cas des

différences finies avant de 1'adapter i notre probléme.

Soit Ja,bl un intervalle deR et I une partition de Jla,bl en N
intervalles de longueur h = Eii.

Soit maintenant 1'&quation :

QU
[=4

f | 0 x ¢ la,bl ; t ¢ JO,TI

5t * ax

Q2|

u(x,0) = uo(x)

On approche la solution par une fonction constante par morceaux sur

les intervalles de TI.

A chaque point X, de la discrétisation, on a deux valeurs de u, une

a3 gauche notée u, et une 8 droite notée U

i+]

i-1 1 i+l



Si maintenant J désigne une partition de ]O0,T{ en M intervalles

de longueur T = %, la méthode d'approximation de Godounov s'écrit alors

Trouver u eiRN XiRM tel que :

h

0o _ .

(22) us = ug. Vi = 1, N+l
. ntl _ n _ T n _ n

avec

n n n :

€ . . \ = mi :
Ei 3 U(ul, ul+1) [5()1,u1) mmln(}l,ul), max(kl,ul)] tel que
(24) sgn(ur.ll+1 - u?) f(g?) = min sgn(u2+1—un)f(k)
Xej(un u )
' AR RS TY!

Dans le cas (générique) ol le min dé&finissant €i est attelint en un
seul point, Ei s'interpréte comme la valeur au point i & l'instant n + O de la
solution exacte du probléme de Riemann ayant pour valeur initiale 3 1'instant

n, la discontinuité au point i.

. n . P -
En notant uh, la solution approchée (constante par morceaux) 4

1'instant n, 1'approximation (23) se réécrit

x u§+1 - " x
i+l h - i+l 9 n n n
fxi T vdx+fxi Fve f(uh)vdx+[f(£i+]) f(ui+1)lv +
Ff(u2+])—f(£?)] v =20 ¥v constante

soit encore, apr&s intégration par parties du second terme

X un+1 -t x
, 1+1 h h i+] n, dv
(23bis) fx —————— vdx fx f(uh)3;

n n
. . dx+f(€i+l)v - f(ii)v =0

Vv constante



Cette méthode coincide avec un schéma décentré amont si f est

monotone.

Dans le cas des Eléments finis mixtes, et de la dimension deux, 3
chaque ar8te du maillage se trouve une discontinuité de la solution. Mettons-la
en évidence.

Multiplions le terme de transport par une fonction v de Vk

h 3 support

dans Qi €, h et appliquons la formule de Green. Nous obtenons :

(25) Jodiv w(u).v ==/ w(u) grad fo w(w).S vdf
iv w(u).v == w(u) grad v + w(u). v
Q Q & 3 Q
oll vQ est la normale extérieure a Q.
La méthode de Godounov consiste, pour tenir compte de la disconti-—
nuité de u au bord de Q , i faire intervenir, dans f les valeurs dans

50 °
les Eléments voisins, sachant que w(u) peut ne pas &tre monotone.

Soit A une aréte de 3Q, et Q' €Zg le quadrilatére tel que

h
3 I3 + . -
A =Qn Q. Choisissons sur A une normale Vs Par exemple orientée de Q vers Q',

: + - I
et notons u et u les valeurs de u de part et d'autre de A (ici u = trace de U

i

u = trace de UQ sur A)., On définig‘alors en tout point de A la "valeur de

Godounov "EA" u, par (comparer avec (24)) :

ey« dw’, w0
(26)

+ - - -
Sgnla’ - w)W(EY.V, = Min, _ Sga” - 0 RODLT,
3 ,u)
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I3 * »
On vérifie facilement que £, ne dépend pas du sens cholsi pour v

A’

> B

L

et est donc intrinséquement attaché& 3 l'aréte A.

On approche alors (25) par (comparer avec les derniers termes de

(23bis))

(25bis) S div z(un);v = ~f a(un).gféd v+ ¥ f g(gn)-g v
0 h 0 "' acag A A0

REMARQUES :

] = £ est une fonction de x sur A qui généralise la notion de

"valeur' de GODOUNOV définie par (24).
2 - Les d&bits approchés seront définis de la facon suivante
. > > - >
27 - débit en eau ¢1h =don *Th * wh(E)

PN . > _ _ -> _ -
(28) ~ débit en huile ¢2h = 2% wh(g)

5
9on

Cette approximation assurera la conservativité du schéma d'élements

finis, sous certains hypothé&ses (voir IV-2).

La dérivée en temps &tant aporochée par un schéma aux différences

finies, nous pouvons é&noncer le probléme approché&. Trouver

' KM+ 1] > k- M+1 k' M+1 > k' n+l > k'
r . r . r . - T 1 . :
u, € th] ;T € 'Hh] 3Py € ”Vh ] 5 dop, € Hh 1 P Q) € Hh
tel que : n+l n
uh " h >n > n, =
-fQ {?————?———— vy, dx + fQ dlvrhvhdx - fQ wh(uh)grad vpdx +

(29)

-n - - k '
faQ‘ wh(g).v vth =0 AL Vh 3 VO €§K1



N - -1 -
(30) w (W) = bylway + b, Gwa,,
g défini comme en (25bis) - (26)
e
" °h - _ n,> - > .k
(31) fQ —y dx f a(u Ydiv s dx fF a(uh)sh.v dr Vsh € Hh
n ->
Qny - S
Oh h n . > >
(32) fQ " dx = fQ Ph div Shdx + f], Pbsh . dT +
¥d(u, )
h d (W
I S L k'
’q . dipSpdX sy € Hy
yd (u, ) ‘
h
» . sn _ _ k'
(33) fQ div 9n Vi dx =0 Vvh € Vh
- . - > > > k!
(34) IQ 41 S dx = fg WHI div Sy dx - fT ﬂl Sy, V dar Vsh € Hh
+ conditions aux limites.
REMARQUES :

I ~ Pour des raisons d'économie de calculs, 1'dquation en pression

sera résolue par une méthode de point-selle décrite dans FORTIN-GLOWINSKI-

THOMASSET dont le lagrangien est

n -»n ] IqOhl
Xf(ph’qOh =5 fQ —— dx - f Ph div qOh
Kd(uh)
(35) n
L iy 3y %aey, A o
Ze ‘o “OHY dop/ g T 9y
Kd(uh)

2 - Bien que u et P dépendent 1'un de 1'autre,

* 9on

PR
dx + fF n 9op - dar +

>N
dx

l'utilisation d'un

schéma explicite en temps découple les €quations et rend ces inconnues indépen-

dantes.

3 - Le schéma (27) - (34) est conservatif quelles que solent les

conditions aux limites utilis@es.



Cela résulte de la proposition suivante :

La solution u du probléme (29) a (34) vérifie & tout instant

r
h’> h
n les relations suivantes

. i/ ->n >
(35bis) ¥Q etxh fBQ dBp - vQ dr =0
.Y n+l n »>n -n -n,.n,q * 5
(35ter) ¥Q e:%; fQ\P(uh —uh)dx + T fBQ Fq0h+rh+wh(€ )].deT = 0

DEMONSTRATION :

(B35bis) se déduit immédiatement de (33) en prenant vy = XQ (XQ fonction
caractéristique de Q) et en lui appliquant la formule de Stokes.

(35 ter) s'obtient en prenant v = dans (29), en appliquant la

X
Q
formule de Stokes et par addition de (35bis). {1

IV - ETUDE DES CONDITIONS AUX LIMITES

Du fait de 1'approximation utilisée, on approche u(.,t) ¢ HI(Q) par
. uh(.,t) € LZ(Q) (qui n'a pas de trace !)
. ub(t) € LZ(P) (qui "approche" la trace de u).

Par continuité ub(t) peut étre interprétée comme valeur de u a
1'""extérieur" de Q. En particulier, dans le cas sans diffusion u, peut dtre
discontinue et uy devient une.vé8ritable "valeur extérieure'. Il en est de

méme pour la pression Ph'



r

forte diffusion

uh

"
1

faible diffusion

On définit ainsi

u =

b (u ,uz,us) de telle sorte que (31) détermine parfaitement e

e
13 ot 7
h

Pb = (Pe’PQ’Ps) de telle sorte que (32) détermine parfaitement p

s . “m
13 ot qop

-
.V est connu,

->
Vv est connu.

T

pas de diffusion

Les conditions aux limites du Tableau 1 deviennent alors

b

b

Equations en : I1e Fs FR
' N v 2 05ul £ 1(35)
Saturation u, = ] ¢1h v =20 (38)
n,on >
(1~us)¢]h.v = 0 (36)

Pressi &= - - PR
ression QoptV = 9y (38bis) Py P, (39) dopeV = 0 (40)

-n -n -n “n,.. n
avee dpp = dop * Ty * W (EY)




Les conditions aux limites en pression (derniére ligne du tableau
lh) a3 1'aide des équations (32), (33) déterminent sans ambigiité P; et qgh

n
lorsque u

est corinu .
h .

Par contre, les conditions aux limites en saturation (premiére.ligne-
. . ... on > .
de lh) font intervenir, sur T et I'_ la quantité ¢, .v et leur mise em oeuvre

dépend de la présence ou 1'absence de diffusion et de gravité.

2 - Mise en oeuvre des conditions aux limites_en saturation

-~

Les conditions en saturation & résoudre numériquement sont (l&re ligne

du tableau lh) de deux types seulement

u_ =1 sur Fe et sur FS aprés le break-through
(41)
b

Th'g =0 sur PQ et sur Fs avant le break-through

La mise en oeuvre de la premidre condition ne présente pas de

difficultés : une fois uﬁ calculé par (29), on calcule En par (26), ;E par (31).

; A n >
Regardons maintenant la condition ¢1h.v = 0. On a vu que

. »n  _ -n n _ -=n,_n
(41bis) ¢lh = 44 + rh + wh(Eb)
Or ?E dépend de ug par (31) et gE dépend aussi de UE d'aprés sa

définition (26), sauf dans le cas sans gravit&, que nous traitoms d'abord

- Le cas sans gravité : on a i:h = 0, et (26) donne gz = u en

choisissant GA orienté comme agh : le schéma se raméne 3 un schéma dé&centré
introduit par LESAINT-RAVIART et utilisé par JAFFRE. En supposant
que, sur Fs on a Egh'g >0 (ce qui est vérifi& dés que 44 < 0 et Pd = cste),

les conditions (41), (41bis) se résument 3
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S =0 r (car 9. .v = O )
.v = 0 sur car qp .v = 0 sur T,

n -n >  =>n
(1 + bo(uh P))qOh.\) + r. = 0 sur PS avant le break-through

. . . n .
Ces deux conditions donnent directement, une fois u_ calculé par

h
>n > > - . "
29), la valeur de r,.v sur I', U T_ ., Le reste de r est calculé, simultanément
» . g8

h L h
avec a(ug) par le systéme linéaire (31).

- Le cas avec gravité : lorsque El # 0, la valeur de fGodounov EE sur
Fl'u FS peut dépendre effectivement de ug, de sorte que la résolution exacte de
(41), (41bis) conduit & la résolution d'un systdme non—-linéaire (31), (26), (41),

->n n
r, et u

(41bis) d'équation sur les variaﬁles
4 h b

sur Fg U FS.

Pour contourner cette difficulté&, on découple les dquations en

remplacant (41), (415is) par

-n

-n -n, . n-1,5 > _ _
{(4lter) [qOh + ot wh(g Yl.v = 0 sur P2 et sur FS avant le break-through

ce qui raméne & la méme situation que dans le cas sans gravité, puisque (41ter)

e . >n -
définit directement rh.v sur FQ U PS.

Naturellement, avec les conditions (4lter) les parois Fjl et Fs ne

sont plus absolument imperméibles, mais le schéma est toujours conservatif.
REMARQUES :

I - Si on modifie la définition du débit d'eau approché $?h en posant

n  _ -n sn _ -n, n-]
®1h = o * Th T WRE D)

la paroi devient imperméable, mais le schéma n'est plus comservatif. |
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2 - On pourrait remplacer (4lter) par la condition

+
£
~
a2t
~
-—
<

"

rqe + ¢ 0 sur T, et sur T avant le break-through
Oh 2 s
.(AIquarto) avec

> une >

sgn(up —up | D EY .5

Min sgn(ug_l—uglr)a(k).
n-1 n
e a0

: L'avantage de (4lquarto) sur (41lter) est que, chaque fois que
En = En = u: s lés conditions (4lquarto) et (41), (41bis) sont Equivalentes,
de sorte que la condition (4]quarto) donnera effectivement un débit d'eau nul
d travers certaineé~parties de la frontiére (grosso modo, celles oll la valeur

de Godounov est la valeur de u a4 l'intérieur du domaine).
Nous pouvons maintenant énoncer 1'algorithme

a = On part de uO

he Yy
i n- n~-1 -n-1 .. .. 0> s
b Ayant.uh » U, Iy , onen déduit I, -V sur I‘2 en utilisant

(31) et (41ter).

¢ - Puis on calcule u” en utilisant (31) sur T

2 [

d - Enfin on calcule ug 3 partir de (29).

e — On fait n = n+l et on revient en b.

-
Comme sur T v =0 ¥n, (4lter) s'écrit :

N
g Yon-
>n > - n—1 -
r, .v

RV T Yy By e

ce qui traduit le découplage des équationms.
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. . - >

Nous allons maintenant examiner le cas oi @« =0 (c.a.d. r = 0).
L'équation en saturation devient alors une &quation purement hyper-~

bolique pour laquelle on ne sait pas imposer des conditions du type Dirichlet

généralisée.

—~ Cas sans gravité

sur I‘2 on a @

don'V = O
. ->
et puilsque r = 0 :
-1 —>_ . -

de sorte que (38) est toujours vérifié sans conditionm sur u. . La vitesse de

e
filtration de chacun des fluides est tangente & la frontidre de facon naturelle.

sur T
: s

Pas de condition en saturation puisque le champ 9y ©St imposé sortant.

- Cas avec gravité

C'est le cas le plus difficile. En effet, sur la frontidre, une
‘composante indépendante du dé&bit total 9op vient s'ajouter & la vitesse de
fil;ration. Nous alloms chercher la condition de Dirichlet généralisée i imposer
(c'est~3a-dire la valeur de u 3 choisir) pour que les conditions liées au

probléme physique (c'est-a-dire celles des tableaux | et lh) soient satisfaites

au mieux.
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Pour plus de clarté, nous omettrons les indices d'itération en

temps n et les indices h dans cette partie.

i) Condition sur T

On se place dans le cas b1 2 0 (cas ol le fluide inject& a une
densité plus grande). Les cas bI < 0 s'en déduit immé&diatement. De (38) i (40)
nous obtenons la condition physique & satisfaire :

> >

(42) b, (8)q .v =0

Nous avons deux possibilités

- le champ de gravité tend 3 aller contre la paroi imperméable F2

> >
AY,

(43) qp-v = 0

Dans ce cas, nous avons
(44) Bl(u)a].g >0 Yu e 0,117
et u, vérifie 1'équation :

(45) b, (g )q;.v =0

avec EQ minimum de

> > )
(46) (Ul - UQ)ql-v bl(k) k e:j(uz,uQ)
Comme uQ > 0, la solution de (45)~(46) est u, = I'. (cf. figure ci—~dessous}
N
>
q;-v b]
4 '\\/n
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- le champ de gravité tend 3 décoller le fluide de la paroi imper-

>
méable Fg Pqy.V < 0.

Nous avons alors :

47) bl(u)El.G <0 ¥u'o0,llet bl(gR)EI.G =0
. . e - -> \
(48) avec EQ minimum de (uQ_- ug)ql.v bl(k) k etj(uq,ug)
Dans ce cas 1la solution est u, = 0 (cf. figure ci-dessous).
N
~Jo 1 u
+ 7
> >
q)-v b1
N
\\—.—l#

ii) Condition sur T

Ona: ¢, =r1+bwlg, +b (w3
3 —> + » 3 . . .

On a toujours sur PS : 9.V 2 0, ce qul signifie qu'il ne peut pas
globalement entrer de fluide par cette frontiére. (Cette condition est assurée
par les conditions en pression).

D'autre part, d'aprés la définition de b

I + B(u) 20.

Donc

(49) [+ b(unao.c >0

I1 faut donc maintenant discuter selon le signe de 31.3 b](u).
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ler cas :
> >
. >
qq-v bl(u) 20 sur PS
(50) si 0y 20, alors 31.37 >0 (cas eau—huile par exemple)
(51) si py < pé alors 61.3 <0 (cas gaz—huile par exemple)

Donc, dans le premier cas, la gravité a tendance & pousser le

fluide | vers 1'extérieur (parce qu'il est plus lourd ou plus léger).
28me cas :
31.3 b, (u) < O sur Fé

1

On a de méme :

<y

A
o

>
et q,l.

(52) soit Py 20,

<4

v
O

. >
(53) soit p; < p, et q;.

L3, la gravité a tendance i pousser le fluide 2 vers 1'extérieur.

Nous résumons tous les cas dans les figures ci-dessous

> -
Fs v FS v
IITENERREERETRT 1“}1 |lll|ll!Hllllll!Hfii1Wl
cas 2 cas 1

— Q

cas 2

i i L
TITATREp TR E Ry ! i/l“ ' lH|fll|l!HI|lHl|qu/ul
rs v Fz rs v

SITRRREN
o]
TURLERENAR RN LR

<
8
=
n
TN
-
g

L

1344

Py 2Py o} =0y
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Posons maintenant
£(k) =71 + bk 30.3 + bl(k)EI.S Yk ¢ 10,1]
Nous obtenons alors

(54) | ?’]-Clr: £(€) = min g S%S o) (u, - uQ)f(k)
’Q

A partir de (54), nous pouvons étudier les conditions sur F . En

effet d aprés (49), (l+b)q0 v est une fonction positive croissante de O

a q0
Etudions, dans chaque cas, la contribution apportée par b1 31.3
Cas 1 : bI 31.3 20

Nous avons dans ce cas f >0. La contribution du terme de gravité

peut faire dépasser f au-dessus de 2 (cf. figure ci-dessous).

A\’
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¥

- + -> . T . - :
‘L'allure de V]'V‘F en fouction de uQ, pour deux choix de ug est
s
donnée par les courbes suivantes : .
> >
/ -> e /\ <V
NV 1 iT
s
> > . > >
MUV - Mdv—f~‘————~
i '
| 1
' ]
{ i
i i
1 i
i .
. i
~ f |
e I |
e X t
e > R L I >
0 U 0 = Uy
Sortie simulta-{ Sortie du : - 'Sortie simulta-}{Sortie du :
née des 2 fluide 1 et née des 2 fluide 1
fluides entrée du 2 fluides
I uS=O:( est mouillée par le fluide 2 = u =1:( est mouillée par le

8 de 1'extérieur).

fluide 1 de 1'extérieur).

Le choix entre les deux possibiiités dépend du probléme physique.

(Le second semble meilleur...).

> >
Cas 2 : blql.v < 0

f peut devenir négative au début.

Al
2—)- -
T e N2,
1
/ b
S
/
7
4/ i
/ !
// t
S
/ '
//// |
ya i 11 >
0 - 1

Nous avons dans les deux choix préc&dents, des processus analogues
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J
1
n
l
|
|
|
|
!
!

;' LS i LS
O! , uQ 0
Sortie du Sortie des deux Entrée du Sortie des deux
fluide 2 fluides : fluide 1 et fluides
sortie du
l -u =20 fluide 2
s 2 ~-u =1

Le choix dépend 13 aussi du probléme.

V - RESOLUTION NUMERIQUE

Les calculs &tant pratiquement impossibles sur des quadrilatéres
quelconques, ils sont ramends sur le carré de ré&férence grdce au changement

de variable standard et aux relations {(20) et (21).

De ce fait, il nous suffit de connaitre une base des &léments

finis sur le carré unité.

Les principaux espaces utilisés ont &t& les suivants

0 A . 0
- VQ : c'est 1'espace des constantes sur Q. On a dim VQ =1 et

1'€1lément de base est 0] = ],

] . . .
- Va c'est 1'espace des fonctions de degrés | en chaque variable.

. 1
On a dim Va = 4,
Q
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Les fonctions de base sont données par les relations du lemme 2.1.
Il v a 6 champs de vecteurs de base colindaires 34 1'axe des abscisses et 6
< . - . -1 . .o 2 .
3d celui des ordonnées. Si on appelle o les six premiéres et §. les six autres,

en notant (gg)j la jleme composante de E? (j=1,2), on a

-1

-1 _ -] .
(Si)l = YlM. Xl (Si)z =0
»2,  _ +2 _ -1
(s9); =0 (505 = Y,M X;
oll Xi = (612)2=1’6 (di étant le symbole de Krnoecker)
Y= (1, %, %, % %o, %2, 22%.) et Y. = (I, ., &, R.R,, %2, R &)
1 3 l’ 2, 1 29 1’ 1 2 2 ] 2, 1, 'l 2’ 29 1 2

. 6 . . .
et Ml’ M2 deux matrices de R iR§ définies ci-dessous.

oy 1 oy
e, 1 oy
0 0 0
MI =
0 0 0
1/4 1/3 1/6
1/6 1/6° 1/9
0 0
0 0
a !
= 2
)
a] i
1/4 1/3
1/6 1/6
1 1
Avec : = —2— + 773'
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La base utilisfe est la suivante

<
|

= (=% (1-%,)

v, = xl(l—xz)

3 I 72
v, = (l—xl)x2
X, 3%
x1
1 2
j | x X
< . . 0 _ . - 1
degrés de liberté pour Vi degrés de liberté pour Vi
—Q Q
o . : . , :
- HQ : c est l'espace des fonctions vectorielles dont les composantes
 sont affines. On a dim H8= 4. La base de fonctions utilisées
est
> -’ -> >
~ - [0 = _ (% 2 _ [0 s _ -1+
5 (—1+$<) 52~ <02> 53 (i) 5~ (o 1)
2 2
- Hé : c'est 1'espace des fonctions vectorielles de la forme
s =(%1\avec :
52
N A~ A A A o 24
sy = a, + b,x, + Cyx, * d®.%, + e &, + f % %

)

Nous avons : dim Hé= 12.
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REMARQUE : Les coefficients a, et a, ne sont pas uniques. Ils proviennent du
choix des points supportant les degrés de libertés qui, dans ce cas, ont &té
choisis comme points de la formule d'intégration de Gauss d'ordre 2, ce qui

simplifie les calculs sur les frontiéres des quadrilatéres.

] 17

. 5
3{ 17 €=10 1234 —>
é-f'4 > | . |
| <«—|8 S ﬁ’i —
] ,

! ol

degrés de liberté pour Ha degrés de liberté& pour HA

Q

La connaissance de ces espaces et des transformations du carré

unité en un gquadrilatére du maillage est suffisante pour le calcul des intégrales
du probléme, qui, grace aux relatioms (20) et (21), se raméne a un calcul sur

Q par changement de variable.

En général, u a toujours été& cherché dans Vé, pE dans Vg et qgh

h
et qy, dans Hg.rz, pour sa part a été cherché dans Hh et Hh comme on le verra

dans les ré8sultats numériques.

a) Formules d'intégration

En géndral, les intégrales ont &té approchées par une formule de

quadrature de Gauss 3 9 points sur le carré unité qui est exacte pour P5 X
. H]

~

AN X2

1
X X X
7 8 9
A SR
1 2 3
X X X

A
P
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Cette formule, suffisante pour la majorité des intégrales ne convient

.. . . »n > .

pas 3 l'approximation de 1'intégrale IQ rh.sdx dans le cas d'un maillage quelcon-
. . >N

que (c'est-a-dire contenant autre chose que des parallélogrammes) et pour T

s € Hl. En effet, nous obtenons pour cette intégrale, une matrice symétrique M
n

telle que :

n

-
..8, dx

Q "1"7]

(55) S s..s8, dx = [s = DF g..DF

Dans le cas ol Q est un parallélogramme, .J. est une constante et

Q

DF &. et DF 3. sont des polyndmes de P, , et la formule de quadrature est

Q1 Q3

suffisante.

Par contre dans le cas oi 0 est un quadrilatsre quelconque J_ est

Q

une fonction affine et nous avons 3 int8grer une fraction rationnelle dont le

-~

numérateur appartient 3 Pt4 , et le dénominateur est affine. Dans ce cas, la
R ;

formule de quadrature s'avére insuffisante.

. . =71 I .. o g~
De ce fait, quand € Hn’ les coefficients aij ont &té calculés

& 1'aide d'une formule de quadrature a4 !3 points exacte pour les polynémes
de degré 7 (noté Q7).
bS

2/\

1

m

X9 X

R &
1<

X 7%

[

Ko Ko K-
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REMARQUE :

] - Pour certaines intégrales une formule 3 7 points exacte pour
les polynémes de degré 5 est suffisante. Cependant, comme la précision dépend
de 1'importance de la non-lindarité, la quadrature & 9 points, toujours
efficace, a &té préférée.

2 - Les coordonnées des points et les poids des formules de quadra-
ture peuvent &tre trouvés dans STROUD pour la formule 3 13 points et dans

ZIENKIEWICZ pour celle & 9 points (respectivement pp. 234-235 et pp. 218-219).

Comme on 1'a vu dans le paragraphe IV-2, le calcul de u 3 1'extérieur

. .. . . . TR . .
du domaine (us, uz) est fait 3 partir des équations en L définies par (31).

-~

De ce fait, le nombre des valeurs de n a 1'extdrieur, sur une ardte, est 1ié

>n A N as =
au nombre de valeurs de r, sur cette arédte, c'est-a-dire au nombre de degrés

de libertd des &léments finis sur 1'ardte.

5

> 1. . . ~ . s
Quand rﬁ 3 Hh, il vy a deux degrés de liberté et u est linéaire
de part et d'autre de 1'aréte.

Par contre, lorsque ?E € Hg, il n'y a plus qu'un seul degré de
libertd et u est lindaire & 1'intérieur et constante & 1'ext@rieur. De ce fait,
pour pouvoir calculer le £ de GODOUNOV sur les arétes extérieures, i1l faudra
quand méme définir deux valeurs identiques de u a 1'extérieur afin de garder

une formule d'intégration de Gauss d'ordre 2 sur les arétes.

VI - RESULTATS NUMERIQUES

La plupart des expériences numériques ont &té faites sur un cas
de quart de five-spot 'difficile'" & fort débit d'injection afin de bien tester
1a diffusivitd du modéle et sa précision. Différeunts aspects en ont &té

étudiés afin de voir 1'étendue de ses possibilités.
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Donnons d'abord les principales données numériques

Longueur des cdtés
Epaisseur
Porosité

Perméabilité absolue

Ces données fournissent

210 m x 210 m ; D&bit d'injection

5 m
0.3

100 mb ; Viscosités

; Pression de récupération :

; Densité

modifié selon les expériences.

1cP ; - huile

40 m3/jour

100 bars

; — huile : 0.6

1.43 op

un rapport de mobilités &gal & | qui a été

Les fonctions de 'a ~aruration sont les sulvantes

Données physiques

Fonctions rvésultantes
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1) Comparaison des maillages

Lomparaison des mari’ages

Deux maillages ont été utilisés

- un maillage "grossier" comprenant 29 quadrilatdres de 42 mtres de

(sauf aux puits).

W

t

<O
&)

t

- un maillage ''raffiné" comprenant 64 carrés de 26

é.

cd

25 m de

3

a 0.9.

Les isosaturations vont de 0.1

Nou

s pouvons observer une variation de la largeur du front selon

et 2).

i

le maillage (figures

i j | !
SR S T S

} | _

~ ==

..___.'__.gl.....

— e
L.

lz.ll& !!!!! | I ——

m v
r!i\lﬁ!!}l*!i!t
- ;Qrtx:;q ......

\ M _

f

]

IIJIil;iii;

| _

| !

A

"breakthrough'

510 jours

"breakthrough"

582 jours

..1{.1,"!\.!7!!
!

_
_

L

|
I

”

|

+
|

|
!
]

jours

200

200 jours

Figure 1

Maillags

Maillage grossier

iné

4



. Cette largeur peut &tre réduite en premant un rapport des mobilitds

inférieur & 1 (&gal a3 1/3 dans la figure 3).
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600 jours
Figure 3 500 jours

A iitre indicatif, on donne de courant du champ Ion ainsi

que sa représentation pour le maillage 200 jours (rapport de mobilités

ggal & 1).
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Figure 4
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g calculé d'abord dans H;, puis dans Hg (pour lequel on a
) : :

encore div rh e V,

Nous avons testé les deux approximations pour trois valeurs de la

diffusion

1 -P' =0
c

2 - K 5 Darcies

3 ~-K 23 Darcies

Dans les cas | et 2, la diffusion numérique du maillage 1’emporte
sur la diffusion physique et le résultat reste quasiment inchangé. Dans le

troiséme cas, la différence devient semsible.

' P e 0

Dans le cas 3, nous avons comparé la méthode de discrétisation Hh

s ) " . . - . N
a Hh et nous avons remarqué un effet plus sensible de la diffusion pour Hh

(ce qui est explicable par la plus grande importance numérique de la diffusion

dans ce cas).

On donne ci-dessous les figures correspondantes & 200 jours.

CAS 1
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CAS 2

]

et Hh (dans le cas ot il n'y a pas

entre Hg

¥

0
h

;

1 - Il faut noter qu

CAS 3
REMARQUE :

de gravité) le temps de calcul passe du simple au double.
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ravit

g

&

3) Etude de la

que

L'introduction de la gravité n'est sensible our ces données,
(=] b

avons-nous

Aussi

qul fait

si la pente est tré&s forte (car le débit est trds rapide).

étudié le probléme dans le cas ol le domaine 3 1'axe des abscisse

La représentation d

un angle de +, 75° avec l'horizontaie,

u front perd alors

le voit ci-dessous.

e comme on

-

larit

sa régu

] i t ] 1 [ [
§ i ! ¥ i i !
f i ' ' [ i i
Kl Raihatn Santaiaaians Sk t ¥ T {om
) i f i i ' ' 1
m I f t “ ' o i
! ! § i [ '
m - T | ¥ ~ T 4 1 4
O t 1 ! t i ) |
& 1 i i t ' § ]
: © t 1 } ! ' 3 [
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étalement du front de saturation
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Les données correspondant "aux expériences précédentes ont &té
choisies pour tester un cas "difficile" oll le front est tr&s raide. Dans la
réalité, les débits sont bien moins forts et les pentes moins raides. Aussi,
nous avons réalisé une expérience utilisant des données réalistes faisant
intervenir la pression capillaire et la gravité. Les données précé&dentes ont

€té modifiées de la fagon suivante
Densitds : eau : 1. ; huile : 0.75 ; Viscosités : eau : 0.33 ¢l ; huile : 1.43 cl
(Rapport de mobilités : 3) ; Débit d'injection : 5 m3/jour

Angle de 1'axe Ox avec l'horizentale :430°

Les fonctions de la saturation sont modifiées en conséquence

- .28 pc(bar)

04 \\\\\\\\\\\

0 | 0 _ 1

Données physiques

=4
=4 3,10 e
g . /
10 _ p
a(u)=a'(u) a(u) /// by (w)
(Fractional
flow)
0 : 0 1 . — 1
1 0 1 0
L .42 -1, 14
/ e
/ /
d(u) / ,
/ dl(u)

14 4 /
.86

1 0o 1

<O

Fonctions résultantes
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L'expérience précédente a &té menée d'une autre manidre

. aprés

avoir injecté de 1'eau en présence de gravitéd pendant 1600 jours, 1'injection

d'eau a 8té stoppée, laissant ainsi le champ de pesanteur agir seul. Nous

donnons ci-dessous 1'état du domaine aprés 1600 et 5600 jours, ainsi que

la représentation du débit d'eau & 5600 jours.
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5) Expériences en_(x,z)

Nous avons enfin testé le programme sur une simulation de coupe
verticale d'un alignement (infini) de puits injecteurs et producteurs,

c'est-a-dire un cas de (x,z).

@

& puits producteur

LR B R SRS Y R )

X puits récupérateur

RDROBRRRY

Les résultats ont &8té trd@s satisfaisants comme on le voilt ci-dessous.

(On voit clairement la formatiom d'un cdne d'eau malgré le maillage assez grossier).

Le pas de temps maximal varie avec les expériences mais nous

pouvons en domner un ordre de graundeur.

. o g .. - 0
Pour les premiéres données, sans gravité, avec T, € Hh le pas de
temps maximal est de 1'ordre de 4 jours pour le maillage grossier et 2.5 jours
pour le maillage raffiné. Ce pas de temps devient 1.5 3 2 fois plus petit

. . s e > 1
lorsqu'on introduit la gravité et divisé par 2 lorsque r, Hh.
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Quant au temps de calcul il est de 1l'odre de 1.2 s/itération en
temps pour le maillage grossier et 2.8 s pour le maillage raffiné sans gravité
0 ¢ e . . .
et avec 1, € Hh’ ce temps est multiplié par 1.5 environ par 1'introduction de

la gravité et par 2 par r, € Hé. (Ces temps sont donnés sur HB66).
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ANNEXE 1

Justification de la définition de 1'espace Hg

~

~ 32 > k . .
Le passage d'un &lement é € Hg a s ¢ HQ se fait par une transformatlon non-
classique qui résulte de la continuité de la composante normale de flux. On
.. . > z .
reprend ici les notation du paragraphe III. Cherchons s et § tels que, si 3Q

désigne l'ar@te correspondant i BQ dans le quadrilatére Q € ?{ , nous ayons

[ _ ‘??-
faQ s.vdl' = faQ §5.0dT

ol v et ¥ désignent respectivement les normales extdrieures 3 3Q et 30.

On sait que

-
HM():)H~ avee M = Jg t(DFQ)"

> M ]
AY

(A1)

D'autre part, grice 3 un changement de variable classique on obtient

2R

i tomn! $)af

S.9dT = [~ 5 0 F..9] 0

3qQ - 30 Q

S

Soit, d'aprés (Al)

> > > > ',?A_ t. > > > A
(A2) fBQ s.vdl' = fBQ s O FQ Mudl= IBQ Ms O FQ.vdF

Pour avoir 1'égalité (A2), il suffit de poser

"Me0F =3
S O—S

Soit finalement, en appliquant (Al)
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- ANNEXE 2

1 - indice de 1'eau

2 - indice de 1'huile

o : épaisseur de la couche poreuse
®(x) : porosité

K(x) : perméabilité& absolue

¢ = & x g x (SM—Sm) (cf. S(x,t)

¥y = Kx g

g : accélération de la pesanteur

S(x,t) : saturation en eau (Sm < S < SM)
S - Sm

u(x,t) = g -g ' saturation réduite en eau
M m

P : pressicn globale

ﬁl(u), ﬁz(u) : perméabilités relative
P> Py densités
Hps My viscosités

pc(u) : pression capillaire

ki(u) = ki<u)/ui i =1,2 : mobilités

du  k +k, du ®
)

oo ky 7k,

0 k1+k2

b = k) Ky

1 k1+k2

1

d =5 (ky+ky)

4 - Kipytkao, 2

1 Tk, + k o, + o
1 2 P 2

m,(x) = (py=0,)8Z(x)
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CALCUL DES ECOULEMENTS TRANSONIQUES
PAR DES METHODES D’ELEMENTS FINIS ET DE CONTROLE OPTIMAL

R. Glowinski, O. Pironneau

RESUME .

Dans ce travail on montre comment on peut ré&soudre les 8quations
qul gouvernent les &coulements adiabatiques compressibles irrotationnels
aux vitesses transoniques en leur associant des problemes de contrdle
optimal de systdmes 3 paramétres distribuds. Ces problémes sont discrétisés
par €léments finis et résolus par des méthodes de gradient. On obtient ainsi
une généralisation des méthodes de quasi~linéarisation classiques d'intégra-
tion par &léments finis des &quations transoniques. Mais cette fois les
schémas convergent aussi dans les régions supersoniques du fluide, en bi

et en tridimensionnel, méme en présence de chocs.

ABSTRACT.

In this study a new method for solving the transonic equations for
inviscid compressible potentiel flows is obtain. This method associates
to each transonic equation a problem of optimal control for a distributed
parameter system. These optimal control problems are discretized by a finite
elements method and solved by a gradient algorithm. The eesulting algorithm
is o generalization of the classical methods for solving the ‘transonic
equations by the finite elements method except that these new schemes
converge also in the cupersonic regions and in the presence of shocks,

for two and three dimensional flows.



INTRODUCTION -

Les écoulements autour de profils d'ailes ou dans les tuyéres
aui vitesses voisines de la vitesse du son sont régies par des équations
non linéaires assez complexes (cf. LANDAU—LIFCHEZ[1],COURANT-FR1EDRICHS[?],
RICHMEYER-MCRTON’[BI par exemple). La présence de discontinuités comme les
chocs, le caractére mixte elliptique~hyperbolique des &quations et la
géométrie souvent tré&s compliquée dans le cas des ailes d'avion, rendent
1'intégration numérique de ces équations extrémement difficile. Il exiéte
déjd quelques programmes tridimensionnels opérationnels pour des écoulements
mixtes subsonique-supersonique (cf.JAMESON [4] , par exemple) ; mals ce sont

des schémas aux différences finies donc peu pratiques pour des g&ométries

compliquées.

Parmi les problémes pratiques d résoudre on peut citer le calcul
de 1l'écoulement autour d'une aile réelle (donc en plusieurs morceaux
ailerons, becs ...) et a géométrie variable. L es méthodes d'éléments finis
se prétent bien 3 ce type de probléme car on dispose de programmes de
triangulation automatique. Mélheureusement les méthodes en éléments finis

comme celles de GELDER [5], DEVRIES-NORRIE EJ ne convergent pas dans

les régions supersoniques du fluide.

On se propose dans cette &tude d'utiliser les méthodes du contrdle
optimal des systémes gouvernés par des équations aux dérivées partielles
(cf. LIONS [7])pour traiter la non linéarité des é&quations transoniques:

Le principe de base de la méthode est le suivant

Soit 3 intégrer 1'équation A¢=f(¢) dans un domaine 0 avec des

conditions aux limites appropriées. Alors que les méthodes de quasi-

. .. . . . - n n 41 n
linéarisation classiques consistent a4 calculer {¢ }-tel que A@ = f(@ )

(cf.PERRIAUX [8] ); on va résoudre le probléme

min
u

2
jﬁ (u - f(¢) ) d QIA¢= u
Q

par une méthode de gradient ou de gradient coamjugué.



On se propose de développer cette méthode sur les trois

pe

formulations d'écoulements transoniques suivantes ¢

1, la formulation ' divergentielle : y.pu = o0 ; ol la densité

p est reliée & la vitesse _~u par une loi p = G(Iul2) et o u

dérive d'un potentiel ¢,

l2
ACP: ch' VIV‘P ou C

2. la formulation potentielle : >
est la vitesse locale du son, 2C
2 2
3. la formulation potentielle '"Linéarisée": « 22' 2—% = 9—2, ol
0X ox oyr

8 = ¢p=X

Au § 1on rappelle les conditions d'application de ces trois
équations, Puis au §2 on donne les formulations des problimes de
contrble optimal associés & chaque équation ainsi que des conditions
d'équivalence pour ces différents problemes. Au §3 on obtient les
conditions d'optimalité des problémes de contréle ce qui permet d'utili-
ser des méthodes de gradient pour leur résolution.L'approximation par
éléments finis des algorithmes continus est exposé dans le §4.

Les résultats numériques pour les équations 1 et 3 sont exposés au

§ 5. Les essais numériques.pour 1'équation 2 seront exposés dans un
article ultérieur, Pour la simplicité de l'exposé on s'est limité dans
la partie théorique & des écoulements plans mais en fait ce qui suit
vaut également pour des écoulements tridimensionnels, Les essais numéri-

ques ont été effectués sur des exemples bidimensionnels,



Notation -
v.u : divergence u
Vxu i rotationel u
Lo : laplacien de ¢
Ve : gradient g
H'Y(Q) : espace de Soholev d'ordre m sur le domaine @
HS(T) : espace de Sobolev d'ordre s sur la frontidre T = N
i .
!“l ( ! essup IU(X)I
L {Q) X €Q
Plan -

0. Introduction

1. Formulation du probléme physique

1.1 Equations générales de 1'écoulement
1.2 Cas des E&coulements irrotationnels

.3 Approximation des &quations de 1'&coulement irrotationmnel

2. Réduction des problémes 1.16, 1.19; 1.20 i des problémes de contrdle

optimal.
2.1 Cas des prbblémes mélés de type Neuman Dirichlet

2.2 Cas des problémes mélés de type Cauchy

3. Résolution des problémes (2.3) (2.7) (2.9) par des méthodes de gradient

3.1 Résolution du probléme (2.3)
3.2 Résolution du probléme (2.7)
3.3.Résolution du probléme (2.9)

4. Approximattion par &léments finis

4.1 “iscrétisationvet résolution du probléme (2.9)
4.2.Discrétisation du probléme (2.3.)

4.3 Discrétisation du probléme (2.7)



5. Résolution numérique du probléme (2.9)

5.1 Analyse des résultats relatifs 3 1'exemple 1

5.2 Analyse des résultats relatifs & 1l'exemple 2.

5.3 Analyse des résultats relatifs 3 1l'exemple 3

6. Remarques diverses et comparaison des méthodes

6.1 Cas des profils portants
6.2 Résolution numérique du probléme (2.3)
6.3.Comparaison des méthodes

6.4 Conclusion.



1. FORMULATION DU PROBLEME FPHYSIQUE

1.1 Eguations générales de 1l'écoulement

On s'intéresse aux écoulements adiabatigues stationnaires

de fluides compressibles monophasigues dans lesquels les effets de

viscosité sont négligds (approximation des fluides parfaits).

Seit Q@ 1le domaine occupé par le fluide du type ci-dessus,
On notera T = 0R, la frontiére de Q, Les équations d'Euler du

mouvement stationnaire sont alors données par

1.1 V.(pu) = 0 (conservation de la matidre)
1.2 puu =~y p (conservation de la quantité de mouvement)

1.3 pu.VE = — p7.u (conservation de 1l'énergie).

ou dans (1d) = (1.,3)

: densité du fluide

el

: vitesse de 1l'écoulement

: pression dans le fluide

=2 g d

: énergie interne par unité de volume

Les fonctions ci-dessus sont liées par 1'équation d'état

(1.4). E = F(p,p)

par exemple dans le cas d'un gaz parfait en écoulement adiabatique

on a
(15) = 4~ E
Y1 ®

ol y est le rapport des chaleurs spécifiques a pression et volume

constants, soit vy = Cp/CV(T)

(+) pour les gaz monoatomiques Y =5/3 pour les gaz diatomiques

v =1/5.
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Il convient d'ajouter aux équations ci-dessus des conditions
aux limites "appropriées" ; par exemple

(1.6) wu,n = 0 sur les parois des obstacles

n étant le vecteur normal & l'obstacle,

On rencontrera également des conditions aux limites du type

(1.7) u et/ou p u donnés sur une partie de T,

Remarque 1.1

Les équations (1.2) (1.3) peuvent, & l'aide de (1.1), se
réécrire
(1.8) 7.(p ~+(u ;u)) =0
P, u%y _
(1.9). V.pu(E+-5+§)_o
ou T est le tenseur identité et (u ;u) le tenseur de composantes

u, u..
i J

Les écoulements décrits par les équations ci-dessus peuvent

posséder des discontinuités internes, comme les chocs, sur lesquelles

il est nécessaire de respecter certaines conditions aux limites (condi-
tion de Rankine-HUgoniot). Soit plus précisement dans le cas des chocs,

'n  désignant la normale unitaire & 1la surface de discontinuité :

(1.10) B Wyn = p, U,.0

; (u, 0)° | (u, n)®
(1.11) (B, + —s—— +p,/p,) =p, 0, n(B+ —— +1,/p,)
(1.12) b, +e,(0n)? = p4p,(u,.0)°

Par définition d'une onde de chocs les composantes tangentielles
de u restent continues,
Il convient de signaler qu'au passage d'une onde de chocs il y a

‘augmentation de 1'entropie (T ).

ﬁ)La densité d'entropie par unité de volume s est relide
a E par la relation thermodynamique dE=T ds—pd(%f) & laquelle
il faut ajouter une autre équation d'état reliant la température T &

petp (p/b =R T pour un gaz parfait).
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On renvoie par exsuple & LANDAU-LIFCHITZ [1], RITCHMYER-

MORTON [3], ou COURANT-FRIEDRICHS [2] pour une discussion plus

approfondie des phénoménes d'ondes de chocs en mécanique des fluides,

1.2 Cas des écoulemsnts irrotationnels

Parmi les s:lutions du systéme (1.1)-(1,3) celles qui
satisfont a

(1.11) vy Xu =20

jouent un réle particuliérement important ; de tels écoulements sont

dits"irrotationnels" ., De tels écoulements ne sont Pas rares car on

peut montrer & partir de (1.1)-(1.3) que si 1l'écoulement est irrota-
tionnel dans une région Qi de Q alors il est aussi irrotationnel en
tout point de @ traversé par une ligne de courant issue de Qi. I1
faut noter qu'en toute rigueur un écoulement irrotationnel perd cette
propriété au passage d'une onde de choc (ecf, [ 1s ch_12] toutefois il

est montré dans [1, ch.9 et 12] que si le choc est de faible intensité

il est raisonnable de supposer la conservation de 1z propriété d'irro-

tationnalité,

Si le fluide o3t un gaz tarfait la forme particuligre de ¥ (p,e)
et la condition (1.11) permettent d'obtenir des intégrales premieres

dv systeme (1.1)-(1.3) de la facon suivante :

De (1.9),(1,4) on déduit & 1'aide de (1.1):(1,2),(1 1)
(1a2) 7(dgl® v X 2 ) g

2 vy=1 P
De (1.2) (1.11) on ddduit

pv (lﬂlf ) =9y
5 r

Soit, aprés élimination de p & 1l'aide do (1.12)

12 nl?
(1.13 Gf_ﬁ W(li‘g-——) - (k- ’2l ) Vg

oii X est une constante provenant de l'intégration de (1,12),



L'équstion (1.1%) stintdgre a vue,; on a l'hzbitude de

N

1'¢crire scus la forme

{

(1.14) o = po (1= 2= 1“‘,_}, ) ¥-T
"{‘;“1 C.;.

du son,

De (1.11) on déduit l'existence d'uae fonction potentielle @ telle

que

(1.45) u = v g

Compte~tenu d= (1.,14), (1.15) 1e systeme (1.1) (1.4) équivaut
donc &
(1.06) v.(pyy) =0
2
(1.17) o =a(|vg]7)
o & ([u|2) est la fonction définie par (1.14),

Des conditions de saut (1.10)=(1.12) au passage dltans onde

de choc on gardera la condition
(1.18) 9 continue

Cependant il faut noter gque le systeme (1.16) (1.17) n'adnet
11

ras toujours de sclution unique ; parmi celles gui ont des chocs

on ne pourra donc reteunir que ceslles gui ont un gsaut d'entropie croissant.




- 8 =

1.3 Approximation des éguations de 1'€coulement potentisl

On peut, au moins formellement, éliminer p de (1.16), (1.17).

Dans le cas d'un gaz parfait on obtient

V(p.\"(,‘\]cplz )0 .
v+ - (y=1)|yg|®

(1.19) = a9 +

(on a changé ¢ en C, )

Equation & laquelle il favt ajouter leés conditions aux limites

convenables ainsi que la condition (1.17).

Au cas ou dans Q la vitesse de 1'écoulement diffeére assez
veu en grandeur et en direction d'une vitesse fixe U s prise comme

direction 0Ox 1téquation (1.19) est assez bien approchée par

2 2
(1.20)20(*-?-9 ‘“3 - og = 0
dx  ox” oy

ou a*::xgi- et 0 =9 - x



2, REDUCTION DES PROBLEMES (1,16); (1.19), (1,20) A DES PROBLEMES
DE_CONTROLE OPTIMAL.

2,1 Cas des problémes mélés de type Neuman-Dirichlet

L'écoulement dans @ étant irrotationnel , on va supposer

que les conditions aux limites sur ¢ sont du type suivant :

(2.1) q>ll“1 =9,

i
]

(2.2) 22 |.1“2
on

avee I\ U, =T, 1; AT, =6 , 1"1.#91

On suppose @ borné et I réguliére,.

On considére le probléme de contrSle optimal suivant

(2.3) _,
3 mngfg !vledQ

g€ @ p ~AE =v.(<;(]<,up|2)w), E|p=o§

5 ' :
[ 9y It =, 5 Fe(x))<n ppxe Qg
(1:.1%

¥1

ol 3 = %cp ¢ ()

et oW m est une constante donnée telle que m< C,

Propogition 2.1

On suppose que

(2.4) Il existe K tel gue 0« G(!ulz) < K Dpour tout

L -l
(2.5) ¢, €8 (r,) 5 w, € E®(r,)

ug

[o,m:
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(° 1), (_._) ou les evalltes

Le probléeme (1.16), (1.17),
(2.6){ sont prises respectivement au sens de H (Q), 1> (@), H2 P), 2(;) ()

admet au moins une solution telle gue Iv¢(x)| €m pp x € Q.

Alors toute solution de (2.3) est solution de (1.16)—(2.2),

Réciprogquement toute solution de (1.16)-(2.2) au sens ciedessus telle

que }vcp(x)l <Lm pp X € & est solution de (2.3),

Démonstration

Pour tout @ €2, € défini dans (2.3) existe et appartient

o H(9). or ol|vel?)e = (@) done, allvy [ étant dans (12(g)?
et Q étant borné, ‘".(G(l?cp|2)'\7q3) ¢ 5 (2).

Le probléme (2,3) est donc bien posé (cf. Lions [7],

Toute solution P de (1.16).(2.2 est une solution de (2.3)

car pour ce $s Ve = 0. D'autre part toute solution de (2,3) devant

étre telle que Ve = 0, on doit awvoir V.(G(I“@IQ)V @) = 0 dars 371(9).
Car l'opérateur A est continu de H1 (Q) dans H-1(Q).

Remargue 2.1

On peut aussi en relation avec (1.16) résoudre le probleme

o
) ; o2 2 . 0
min & [ [6(l7e]7)- p]" a a] = (eve) =0, p. = 9 azl = u,
o} 9 1 2

Ce probléme est un probléme de contr8le optimal ou le contrdle
intervient dans les coefficients de 1l'équation aux dérivées partielles,

Il sera étudié dans un travail ultérieur,

- . 1
d) on rappelle que a =b au sens de V dual de Vei <a,v>=0Db,v>

pour tout v € V,



De fagon analogus, on consideére en relation avec (1.19)

le probléeme

2. 42 . -1 2. 1 1.2
( 7>min f ]u— chl d @ "A(P-="—ﬁ|ul v,u-mu.V(lul)
u € u
(Pl =9 -éﬁz =u
T, 1,6111“ 2

oy = {ue 1) )° § (1)

et on a vlors la
Proposition 2.2

On suppose'que (2.5) est vérifiée que (1.19), (2.1), (2.2), prises
au sens de Hf1(Q), H%(P1), Hf%(Fz) admet au moins une solution,

Alors toute solution de (2,7) est solution de (1.1 )-(2,2),
Réciproquement toute solution de (1.19)—(2.2) tel que Vo E(LNYQ) est
solution de (2.7),

Démonstration -

Comme précédemment pour u € W,A9 € H () done (2.7) est
bien posé et a l'optimum u =V¢, I1 faut cependant noter qu'il peut
exister des suites minimisantes de (2.7) ayant pour limite T ¢ (L (o).
Dans ce cas le potentiel correspondant ET peut ne pas &tre une
solution de (1.19)-(2.2), Pour éviter cette situation il faudra, lors

de la résolution numérique de (2.7), imposer une contrainte du type

]ufx)|< m pp dans Q.

Remarque 2.2

L'équation (1.19) peut aussi &tre comparée au probléme

(2.8)min j; [ (1= ?:Ttvp’ ) + ___37¢_ (r7¢!2)]2d QL AP = V7,
e - op -
v €L (Q) ‘ : Plr,= % Szlhrg "%

'(T) On peut aussi ajouter une contrainte Vvxu =0 ou u =%V
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Enfin, pour résoudre (1.20) nous allons considérer le problime

. 2 0
(2'9>2m1n “[ (a(ég)za_gg - 7)° dQlug = SK’ ¢| = Py 92' = U,
v e 1°(Q) |Ye ox Y o'l

Proposition 2.3

si (1.20), (2.1), (2.2), prises au sens de 1 (q), H2 (r )»
-1
H? (P ) admet au moins une solution telle quo-f € L (Q) alors toute
solution de (2 9) est solution de (1 20) (2 23 et réciproquement,

Démonstration :

Identique aux précédentes car (1.20) se réarit :
é¢ . . . 04 4
Ag ( ( ) = ) ; et d'autre part ou bien 5% € 17(Q)

ou bien le critére vaut + o

2.2 Cas des problémes mélés de type Cauchy

On st'intéresse aux écoulements transoniques dans les tuysres
avec sorties des écoulements supersoniques, On se donne alors ¢ et gﬁ.
2 l'entrée de la tuyere et gﬁ-sur les parois, MBme avec ce type de
de condition aux limites on peut utiliser le probléme (2,3) a2 copdition

de prendre

1 d ) '
=={¢ € H (9)l¢lr1= ¢y s 5%1P1 =, sglfz =, ; IV¢(Q)1< m pp dans Q;

{voir ci-dessous pour les définitions de T1, T2, s uz).

Pour les problemes (1.19) et (1.20) on peut aussi résoudre

(2,7) et (2,9) avec les conditions aux limizss appgopriées, Mais on

. N A ‘ 0 . ‘
peut aussi penser & utiliser 1l'opératenr —, = —, 2 miewx adapté

ox oy~

aux conditions aux limites.



(2.10)

(2.11)

_ v

On suppose donc que I = F1 UF2 UI‘3 .

Ainsi pour résoudre (1.20) avec l=s conditions aux limites

(Plr1 =9,
5 - el -
S%lr By anlr2 Y

On peut considérer le probléeme
©2¢. 62@ _ov | _
T2 T®m T

B, =u, &£
on "1 n "2

Malheureusement la théorie des équations différentielles

hyperboliques sur des ouverts non cylindriques ne permet pas de

développer une théorie générale appropriée a 1'étude du probléme

(2.,12) ; en particulier pour certain v , 1'équation différentielle

peut ne pas avoir de solution,

Nous avons cependant tenu & mentionner cette approche car les

Laboratoires Aéronautiques possédent en général des sous-programmes

‘d'intégration numérique d'équations différentielles du type ci~dessus

(celle qui régit les écoulements supersoniques, par exemple) il leur

est done asses facile de résoudre le probleme (2.12) par les méthodes

du paragraphe suivant,
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3. RESOLUTION DES PROBLEMES (2,3), (2.7), (2,9) PAR DES METHODES

3.1 Résolution du probléme (2.3)

Le problénme (2,3) est un probléeme d'optimisation de la forme

(3.1) min{E(<P)|(P € f@m}

(3.2) Ele) = T lrelo)|? aa

Ja

et o e(p) est 1l'unique solution de
2
(3.3) -2e =v.(c(|ve|To) el =0

On peut montrer (cf, Lions [7] ) que dans certaines conditions
& est une forme continfment différentiable sur ¢ﬁ munie de la
topologie de H1(Q). Le gradient de E se calcule par identification
des termes lindaires du premier ordre en &¢ de la quantité E(¢+6¢) - E(¢).

Dan& Ce qul suit on suppose G continfment différentiasble dans [osm],

Pour ¢, ¢ + 6<p€<I>m on a :

(3.4)  E(p+é9) - E(p) =f92v e(g)v (e(p+8p) - e(p))d @ +fQ|V (a(cp+5q32)
- E(@»l d @

D'aprés (3.3) on note que ée = a(@+6¢) - s(@) satisfait a

25 .. ! 2 :
(3.5) = .86e =y '[G(bcpl J7&p +2 6 (ol )G o.gooNo+o (89)]
Car G est continfiment différentiable, En multipliant (3.5)

par a(¢), et en intégrant par partie, on obtient

~ 2 » ! 2
(5.6) TeTbe da =-fQ[G<lvcpl ve 569+ 26 (lyo[ ) (vy. ve) o op)] 2 @

+ o0 (8p)
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et dlaprées (3.4) et le fait que o(@e) = 0(6@)

(3.7) Blg+s¢) - E(g) =2 [ [o(|79]*)ve.6p + 26 (j79|*)(Tg.7e)(Tp F60] a @
Je
+ o(éw)

wi, apres intégration par partie peut aussi se récrire
q I =)

G.8) 2(g+sp) - B9) =2 [ 7.[6(|79| )7+ 26" (Irg]*) (7 ek 9] 69 @

]
) ‘ . -
- f[G(V@Ig gf + 26 (fV@)Z)(V¢,Vs)2$ lép a T + o(6¢)
T A on

N\

Donc le'"gradient! de E(défini par E(@+6¢) - E(¢) = <V E(¢), S >
+O(6(P) est
. _ 2 . 5 .
(3.9) vE(p) = v.(c(|{v 9| )ve +20 (|vg|)(vp.ve)v9) - GF[G(Ichl2) g%
?
+ 20 (|79]%)(7g 7)ot ]

ob & est la fonction de Dirac au bord T de Q.

Pour résoudre (2.3) on peut donc utiliser l'algorithme suivant

Algorithme 3 .1

(5.10) Choisir ¢° € ®p, poser k =0

kl -0

2
(5.11) Calouler e solution de - ae® = v.[6(|Vp|")T6 ], &,

(3.12) ‘Calculer & 1l'aide de (3,7) oG (3.8) 1la solution & de

mia ) <VE(E), a > l‘[lwldeShd;P:O%.lr =0
’ Q ' dn 2

(3.13) Calowler A° s-lubion de

min  E(gh+ &) - (%)

A |
k k

. k :
(3.14) boser ¢k+4 =¢ +A d , k =k+t et retourner =n (3.11).

Renargue 3,1

On n'a pas incorporé la contrainte lV¢ILa>&;zndanu ltalgorithme

pour des raiscre de simplicité de llexposé,



L'talgorithme ci d2ssus est une méthode de gradient (Frank)
et Wolfe pour Btre exact) aprliguée au probléme (3.1) dans le sous 2space
¢ . Si 1%6tape (3.13) weut 8tre celculée exactement on aura intérét i
utiliser une méthode de gradient conjugud. On rappelle gue dans le cas

sans contrainte la méthode du gradient conjugué consiste 2 prendre s

c k
a5y o L gF iy
avzsc
k k il Kk K K1
(3.1¢) n = - vnlp ) + T < ve(p ) » VE(p )-vE(¢<T') >
| {FE (o )
Remarcue % .2

Il existe des méthodes spécifiques dont nous parlercns su

§ 4 pcur réscudre (3.12) et (%.13

Iroposition 3,1

Cn se place dars les conditions d'application de la proposition
(2.1). on suppose de plus jue G est continfment différentiable dens
le domaire de travail de l'algorithme, Alors tout point dlacewmulation
¢ d'une suite <pk engendrée par l'algorithme (3.1) tel que l ?FILOO {m

k

k . . . . . s
| le»< m est un point stationnaire du probléme (3.3), 31 de plus e

terd vers zéro alors ¢ est we sgolution de (1.16)—(2,2).

Démonstration

La démdnstration de la convergence d'un algoritime de gradient
st classique : elle repose sur la continu— différentiabilité de 1'appli-
cation E(.). (ef., Yvon E)] rour les problémes de contrdlec distribué),
Toutefols nous redonnons l'essentiel de L'argument de la démonsiraticn,
& (?k + A dk) est continluwert différentiable en A et aduwet pour dérivie
& l'origine <wWZ(p ), & > Dene dlaprés (%.12) si &8 @kg_dk > ne tend

. e . - . s )
pas vers zCro AN est borné par A dena dtapres (3.1%) et (3.8)
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- . . ‘ - k k
B(o") - Ble5) < B(g¥+ R &) - Bl¢5) € X <TR(g), T >

+o X d)
conme d'apres (3,12) Ildkll =1, i1l existe iy petit tel que

@ BlgF), &>

of >l

3 k
E (cP‘CH)- E(g) < =

Cormme la suite E(mk7 est strictement décroissante cecl est incompatible

k X
avec E(E ) >0 donc lim < VE(¢k), d° >=0.Dapres (3.7) <WE(@): d >

k = o

est continue en ¢ done < VE(p ), d > =0.

Remargue 3.3

Tous les points stationnaires de (2.3) ne sont pas des solutions
ce (1.16)—(2.2). La proposition (2.1) pevt dorc eerbler sans intérét,
Toutefuis ce type de difficulté est clessigue en optiwisation, L'expérience
de (1.16)-(2.2) alors aprés un nombre
@o obterir en général $' Gomme

’ > A .
a mcntre que si ¢ est une soluticn

firi d'essals on peul en crangesant
- . k
limite de { @

% .2 Réaclution du probldme (2.7)

Tout comme (2.3), le problime (2.7) est un probléme dloptimisation
en dimensicn infinie, Pour le résoudre par une méthode de descente il
faut calculer les termes lindaires du premier ordre an éu de la varia-

v

tion du critere 6 B =& {(u+du)- E(u) ol

z
(3.19) E(u) = { |u - %(u)|® a2
Q
@(u) étant la solution du systéme différentisl dens (2.7). Ce calcul se
fait de 1la méme fagon que psur (2,3). Cependant 1'élimination des termes
en 8¢ = ¢(u+6u) - ¢(u) dans OB nécessite l'introduction d'une fonction

internmédiaire ¥ solution d'un gystéme différentiel adjcint de o,
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Plutdt que de donner une démonctration rigoureuse de 1'évaluation

de &Z on se propose de faire = calcoul formel calqué sur les wéthodes
du caictl des veriations souvent pius familiére§ eux lecteurs, Il
convient de noter cu'une Jjustification rigoureuse de ce qui suit est
trés délicate et qu'il vaut mieux, d'ur point de vue théorique, opérer
comme dans LIONS [7].

Scit ¥(x) le multipliceteur de Lagrange associé i Ltéqueticn

(i)

différentielle dans (2,7), L'hamiltonien du systéme s'écrit

2 -1 42 T 2y .
jﬁz = j;]u.— Ny d Q +lf§[(—A¢ + %:Tlu! v+ 7:1 u.w(|ul )] v de

alt encorey, dl'aprés la formule de Creen

WK - Tlu-v9lPaa+[vevvan+ X%+t up(ul?lvae
” . Jq YH Y+
0 o

+f§‘_” var
rn

é%; (u,¢,?) est stationnaire en ¢ et ¥, g 1'optimum, donc

g% (s + 59,%) -éig(u,¢,gﬁ est du 2eme crdre en &8¢ ce qﬁi entraine,

compte ternu des conditions aux limites sur o

0d¢
- ki -—— =
];22(11 ch).vacpdsz+1fgachdQ+fr0n ¥Y4AdT =0
c'est & dire, WI =0 et
Ty
(3.20) S r
. ¥ w d Q = | o 201-V¢) wd R pour tout w € H1(Q),wl =0
Q Ja - , Ty
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On reccnnaft la formulation variationnelle de 1'équation

5y
(3.21) = o¢ = + 27 ,(u -Vg), Silrz = - 2(1;an2- u,)s wl,,1 =0

Ltéquation (3.20) (ou % .21) définie ¥ de fagon unique. Pour
cette valeur de ¥ , et pour @ solution du systéme de (2.7)h 1'accroissement

du cout O&E est obtenu par
6k = jé(u"' Sus @, \-qu) —%(u.m‘l’)

clest-a-dire

(3.,22) 8E = f

‘ -1 2 1 2
) {2(11 -79).6u + ¥ [ %1(211.611 v-u +ju] v .6u)- 7116u.v(|u| )

2
o uV(ubu)]lae

+ o (8u)
Par intégration par partie on peut éliminer les termes contenant
des dérivées de 6&u :

= _v ¥t v 2 ¥=1g (lulw). 2%
(3.23) &E ‘j;[Z(u @) +2¥ Y+1(V,u)u + TH Vfu| - ?+1V (Iul ¥)- ?;4V-\Tu)‘

sudQ - o(du) + (x=! Ylulzn L2 4 Wewd rawe(u),sw + o (6u)
. FY+1 y+i n =

La méthode de gradient aprliquée au prcbleme (2.7) donne

l'algorithme suivant :

Alcorithme (3.2)

(3.24) Choisir w’ € u poser k =0

(3.25) Calculer @k solution de

k
K y—1 k2 k1  k k2 k 5
7 =x_ |u l v, - ——1 u ._viu l ;(p IF :CP1B %;fl—lr. = U.Z
2

Y+ o Y+ . i
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(3.26)  Calculer !fli solution de
- = =20 (Fo ), S om l = 2(a | - w) ¥
PZ 2 r

('5,27) Calculer VE(uk) par (_3.,22') ou (3,23)

(3‘28) Calculer hk solution de

min $<pE(WS), b > | f |2]° 6 0 < 1%
. Q
(3.29) Calculer }\K scolution de

min E(uk+ )\hk) - E(uk)

poser uk = ﬁK + )\k hk, k =k+ et retourner en (3.25)

Remarque (%.,4)

Pour conserver la propriété i V q)k E(Lw(Q))‘Z, il faut
ajouter dans (3 ,28) lh(.)le < K,

On obtient alors des propriétés de convergence tout & fait

analogues & la proposition (3.1).

Remarque (3 5 )

A titre indicatif nous donnons les fcrmules correspondantes
au probléme (2.8)
2
1 vev(tw|T)+ vlev d @
1

(3.30) 6E f[“‘ L1 12 (v 1= 1:1rwp|“ o
+ 0(6v

ol ¥ est la solution de

] 2 2
(3.31) fV‘I’Vw =f [ W1 VwV|V(p +7‘I Vo7 Q"CPYw)-L YT 7(9va]
v(!- Y+1I%I)+-V<Pv|wl dQ

pour tout ¢ H1(§2) tel que u)l[‘1 =0
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3.3 Résclution du probléme (2.9)

On pose, pour Vv ¢ L2(Q)

(3.32)  B(v) = f<a<§§i>2 ¢ 2-vPa
£

o ¢ est la solution de l'équation variationnelle

(3.33) [V o e.gz=f-§:-{’m @+ [ u,wdl pour toub w 7' (Q) tel
Q - Q T,

que (Alr1 =0

avec ¢|F1 = ¢1 : ' | , .

' Le problime {z.9) se récrit
min{E(u)l u € LZ(Q)}
Evaluons, pour &u € LZ(Q) les termes du premier ordre de
8F = E(v+6v)- E(v).

Par définition , si 9% et g_if sont dans IP(Q) 3

ox
n _ dpy2 | 09 ’ op o8 069 0d
(3.34) 3 SF —fg((x(-é-x-) + &- - V)(ZCX —a—?; a% +b?-— 6V) da Q + o(éV)-i—o(-&#)
o (&v 999)
ox
De (3.33) on déduit que 8¢ est la solution de
(3.35) _fgvéqﬂw a9 =~ .2_2‘_’ wdQ pour towt w € H (Q) tel

que wlI‘1 =0

avec 6@|F1 =0

Te (3.35) avec w = &p et de 1'inégalité de Poincaré on déduit
} . ’
qu'il existe C,C

1 Aév . .
tel que H(S(PH < C ll?l?_”H_J‘(Q) <C H(..U.lILZ(Q)

1
(q)



(5.36) fgvngdg—jax(1+2a G E - v) Veeu' (@), ], =

cvec

(3.37)

(3.38)

(3.39)
(3.40)

(3.41)

(3.42)
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Donc °<§§9) = 0(&v ggg)

= o(év)

Soit ¥ la solution de 1l'équation varationnelle

En portant dans (3,36) w =8¢ et dans (3.35) w=V¥ on obtient

ox

Jo 2201+ 20 22) (D

09 _
X-v)dsa-_fg&—\ydsz

Ce qui permet de déduvire de (3.34) que

f-[av(a(§§>2+ Lov)+vTae+ ofev)
Q

Algorithme 3,3

Soit 1/=§v € LZ(Q)lgg_(v) € 1L7(R)

Choisir +v° € Vposer k =0

Calculer ¢k solution de (3.33) avec v

Calculer Yk solution de (3
Calculer éuk solution de

v € ¥

{f T2

Calculer Ak solution de

1Mn{M#£+xé$5—Eﬁk&

k kK k _k
Poser v =7V + A &V

i
<

.36) avec v

I

4
-
S

il
8

o
_vk+gfk‘3‘5v]dszljf"~vdgz<1}
Q

k =k + 1.et retcurner en (3.39)

1
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Proposition 3,2

Tout point d’accumulation 9 d'une séquence q:i} engendrée
par l'algorithme +tel que g;g € Lw(Q) est un point statiqnnaire
du probleme (2,9). si E(vi)‘ tend vers zéro alors ¢ est une solution

de (1.20)-(2.2).

Remargue 3 .6 -

En un point stationnaire régulie;r u ’ 6 de (2.9) on a
d'aprés (3,37) ¢ A

B2, B g 28
a(bx)+ax v ox 0

- 4. APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS

4.1 Discrétisation et résolution du robleme (2.9)

On se donne une triangulation ﬁ de @ avee h égal

au plus grand cbté de tous les triangles de cg

h 2 tel que, en

supposant tous les triangles fermés.:

€

U o <@

Teﬂzgh ' -

VS T.,T, €GB, T NT, estsoit vide soit réduit 3 un

cbté commun soit réduit & un sommet commun,

On défin:(i).t :

.= UTrT ’ I = 9@
b eeg hooh
h
On ¢hoisit ‘Oah pour que . P>1h P2h soient bien définies
(ctest-b~dire qﬁe les points communs a F1 et I‘2' sont des noeuds

de la triangulation).

On définit l'espace Vh s approximation de LE(Q) par

(4'1) Vh = [ vhl vy constant sur T, pour tout T E‘q ]
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On notera par Von 1l'ensemble destiné & approximer

3 w € H1(Q)|w|1"1 = o; :

Or= N w . . -
wh € C (Qh/loer linéaire sur T, Vv T € ?i ;oW I1h O}

Tout €lément de v(.)h est complétement déterminé par les

valeurs prisent sur
W = 3 (q
N g Plpee U T, , P sommet de g |

kn supposant les éléments de Wh ordonnés par 1 on noters

w. — ’ i -— —_— i
. w (Pi)ol L) Nh dim (Voh)’ Pi Gwh

Pour chaque noeud Pi de Wh on définit Vopi € Voh par

Vo4 € Voh

. (Pi)=1
W (P) =0 wP €W, - 3131%

D> fagon éviderty {Whj_} ” est une base de Voh'

E.
i Wh

Le probléme (2.9) est approché par le probléme de contrdle

discret ci-dessous, Pour la simplicité de l'exposé on a supposé 9= 0.

op 3¢ &g
. hy 2 h 2 X ] e hi d Q
(4.3) min f[“(’éi ta - Wl a2l e ue aa ‘Jrgz "n 3E
€V Q Qo i

Iy

+jr (u2 - vy nx)whi dar
2
pour tout .Pi € Nh i 9y € VOh}

ou n_ est la premidre composante de la normale n a 1"2.
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I1 faut noter que méme lorsque h tend vers zéros @
h

vn approxime la solutlon de (3 33) que si vh tend vers une fonction
dont on peut définir 1a trace sur P2 (ce qui n'est pas le cas si v
est seulement dansv L (Q) Si on désire absolument 1téquivalence avec
(3.33), il faut prendre V plus régulier bet travailler avec des -

h
éléments du 2éme ordre,

L'équation variationnelle du probleme (4.3) se résoud facilement

en décomposant Py, sur les fonctions de base Whi'

(4.4) ¢y =L oy Vs

i
i< N,
Les o, sont alors calculés en résolvant le systéme linéaire
C - évh :
(4.5) L o, AN AN de = r 3—— daQ
i€, Q@ i 3 Je
(u,- v, n) Whj' ar 5.d=1s .. N
T2
1'équation adjointe discrete :
owhy 'Ocp o9 ol
h\2 h
(4.6) fg v, W, :d @ J‘Q — (1 +2a 5 ) (alg) "+ g - vy) 4 0
‘l’n € Voh,

se résoud de la méme fagon .

on obtient donec l'algorithme suivant

AMgorithme 4,2

(4.7) Choisir une triangulation C(_fh choisir ¢t > o petit.

Choieir Vﬁ | € Vh s Poser k =0
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(4.8) Calculer goi solution de 1l'équation variationnelle (4.5)
k .

avec v, = v,
(4.9) Calculer Wﬁ solution de (4.6) avec P, = ¢i y vy = vi
k
0 09 ov.
A _ h .2 °“% k h
(4.10) = Calculer d = a(dx ) ST - Y, 5 t< 6F ¥, >

ol .<6P .Th) est constant par'morceaux sur les triangles et wvaut Zéro
T2
sur tous les triangles waui ceux qui ont un cfté sur P2 ou

v >
<6I’2' l —alre(T)f d T,
2N rE

(4.11)  cCalculer A solution de mig E{(?h +3d) = E(vh)}

A
{on peut calculer ) exactement car E(vh +Ad) est une fonction
du 4éme degré en A dont on conmait une racine),
k+1 k :
(4.12) Poser uh = vh + Ad, k =k+ retourner en (4.8) sauf

si |]d]] <&

Remarque 4.2

On peut pour assurer la Couvergence de l'algorithme inclure
dans V. la contrainte |v |< K, XK grand, A 1'étape (4. 12) il faut

h I k-ﬂl

alors poser sur tous les triangles ol lvh +»xd| est plus

grand que K,

4.2 Discrétisation du probléme (2.3)

Le probléme (2.3) est approché par le probléme de contrdle

discret

(4.13)  min f 2 f 2 )
lve, [“a @/ | vey w dQ:"f ¢(lve, |“yo,y w, da
p, €8,)J2 "% 2 V' "n a nt VP "y

V'wh € VOh N € Véh}



_27._

(4.14) @ Z{cPh ¢ Co(ﬁ‘h) | Py linéaires par morceaux: swrtout T € "%.

09
" P h
h'Tyy =9y 50 ‘F 2}

et ou VOh est défini par (4,2) avec ‘P1h =9 Qh.

L'équation variationnelle dans (4.13) est résolue comme p'récédem-
ment par inversion d'un systéme lindaire sur la base de Voh' On notera
que l'évaluation de la derniére intégrale dans (4.13) ne pose pas de

probléeme car. chh est constant par morceaux,

On trouvera en annexe l'implémentation de la discrétisation

dans 1'algorithme (3.1).

4.3 Discrétisation du probléme (2.7)

On procéde pour (2.7) comme pour (2.3) ; l'espace des contrlles
U est approximé par uh' ensemble des fonctions a valeur dans R2 continues
linéaires par morceaux sur Qh. Toutefois dans le cas ou on conserve la
contrainte Vxu = 0 Il faut prendre certaines précautions quant au nombre
de variables indépendantes restantes qui doit rester au moins. supérieur

au nombre de sommets si l'on veut que le probléme discret soit une bonne

approximation du probléme continu,

Le potentiel Py est calculé par 1l'équation var:izationnelie'
(4.15) [Vo,vw, d@ f L |u 1% o 4 — 90w |?)w 4@ + [uw_ dr
| Je i Q'y+1 3 N2 e R e L fCZh

pour tout 1€W UY

ol Ty, est l'ensemble des indices des sommets dans Q des triangles

des triangles de ﬁ qui ont un c6té dans P2h-
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Le potentiel adjoint Wh est aussi calculé par
(4.16) ‘ﬁgv @b.vmhi aQ = j; Z(UEVWR- Whi d @ powr towt i €W, Uu,

Enfin le sous—problime (3 .28) est résolu & l'aide de (3.22)

si la contrainte rotu = o est maintenu ; sinon il se résoud a une &

1'aide de (3.23),

5. RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME (2.9)

On a testé la méthode sur 3 exemples :

1, une demi-tuyére divergente a des nombres de Mach de 0.83 et 1.27

2, un demi-profil évec bord d'attaque anguleux M =.0.96

3, une demi-tuyére convergente-divergente avec surface de raccordement
anguleuse,

Dans les 3 cas on a pris une triangulation de 754 triangles et
420 noeuds, Les équations variationnelles dans (4.13) et (4.14) ont été
résolues par la méthode de Cholesky en utilisant un sous-programme IBM- SSP.
Chaque itération de l'algorithme (4.1) prend environ 0.4" sur un IBM 370/168.
La place mémoire nécessaire pour cette triangulation est de 200 K-octet.

Dans les 3 exemples on a choisit v égal 4 la vitesse d'entrée du fluide,

5.1 Anailyse des résultats relatifs & l'exemple 1.

Sur la fig. | on a représenté la géométrie de la tuyeére,
sa triangulation ainsi que la précision avec laquelle au bout de 30
itérations l'équatioﬁ (1.20) est satisfaite. Sur les fig.2, 3, 4, 5 on
a tracé les isomachs au bout de 2,7, 14, 30 itérations, pour une entrée
subsonique uniforme M_ = 0.83, le potentiel étant imposé constant a
la sortie de la tuytre., On voit que 14 itérations sont plus que suffisantes,
On notera que les conditions aux limites sur I',, ne sont pas trées bien

2
satisfaites (sans que la précision de calcul de 1'écoulement soit mauvais)

Ceci est dfl & 1'utilisation de la forme intégrale (4,11) de 1'équation

(3.33).
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Sur la fig.6 on a tracé la courbe de décroissance du critére
E(vﬁ) et du gradient l|d(v§)||2 (d donné par (4,19)). dn trouvera aussi

sur cette figure les mémes'courbés relatives a 1l'exemple 2,

Ces résultats sont en parfait accord avec ceux obtenus par

Perriaux [8]. Les temps de calculs sont aussi de méme ordre,

On peut donc conclure de cet exemple que la méthode (4.1)
a des performances tout & fait semblables aux méthodes de quasi-linéarisation
usuelles (cf ,Perriaux [8], Gelder [5]) dans le domaine d'application de

celles—ci,

Pour tester la méthode sur un cas mixte supersonique-subsonique
avec choc on a pris pour F1 l'entrée et la sortie de la demi-tuyere,
Le potentiel est donc pris constant & l'entrée et & la sortie de la
tuyere, On a d'abbrd pris ¢ = o & l'entrée et ¢ = 0.20 & la sortie,

On a obtenu les figures 6 - 9 sur lesquelles on peut constater que la

méthode est trés bien adaptée & ce type trés complexe d'écoulement .,

'L'équation (1.20) est satis faite, au bout de 60 itérations avec une

. ‘ o) - .
erreur sur chaque triangle g, = Ia(5£)2+-§§ - uI inférieur & 0,04, On
notera le comportement oscillatoire de la solution dans la zone supersonique.

Ceci est trés problablement dfi & la propagation de l'erreur de position

:de la ligne de choc comme le prouve la fig,10 ol le saut de potentiel

a été pris égal & - 0,22, Par construction le choc ne peut en effet se
trouver que sur une ligne de discrétisation il conviendrait donc de

raffiner le maillage au voisinage du choc,

5.2 Analyse des résultats relatifs & 1'exemple 2

L'objectif de l'exemple 2 est de simuler l'écoulement autour
d'un profil d'aile en régime transonique, Sur la fig .11 on a représenté
la géométrie du domaine ., la triangulation et le degré de précision

avec lequel 1l'équation (1.20) est satisfaite au bout de 60 itérations,
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Sur les fig,12 et 13 on a tracé les isomachs au bout de
30 et 60 itérations, On peut donner plusieurs arguments pour expliquer
l'absence d'onde de choc & l'arriére du profil : l'influence de la paroi
supérieure, l'avant pointu du profil, mais aussi le fait que la précision
de résolution du probléme n'est pas suffisante dans la partie supersonique
de l'écoulement ol les erreurs se propagent plus rapidement, I1 faudrait

mettre un poids dans le critére E pour donner plus d'importance &

la partie supersonique,

5.5 Analyse des résultats relatifs a 1'exemple 3.

L'objet de l'exemple 3 est de montrer que la méthode se
comporte aussi bien sur des problémes & géométrie compliquée en écoulement
mixte, On a tracé les isomachs au bout de 60 itérations sur la fig.15.

On notera que les directions privilégiées de l'écoulement sont bien celles

de la géométrie,
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6 .REMARQUES DIVERSES ET COMPARATSON DES METHODES.

‘6.1 Cas des profils portants

~ Lorsgue 1'écoulement se fait autour d'un profil non symétrique

3 bord de fuite, en point de rebroussement , une condition supplémentaire
est nécessaire pour définir le potentiel, On utilise la condition de
Kutta-Joukowsky ¢

62 + 62
(s.1) 22 @) ==0F)

2
on on
ou FT et F  sont les deux points (confondus) extrémes intrados

et extrados du bord de fuite,

Dans le cas du probléme (2.9) on a donc & résoudre a chaque
itération
ou o)
A‘ = a——— = .-qi =
(6.2) 49 = 7z ‘Plr1 %1% Fm ‘1"2 U5

avec (6.1)
Une technique standard consiste & décomposer ¢ sous la forme

2 . 2 . \ . ot
p = ¢1 + A9 ou ¢1, P sont solutions de systémes differentiels
convenables (cf. Perriaux [8]) et A est un paramétre qu'on ajuste de

‘manidre & satisfaire (6.1).

Ltutilisation des algorithmes (3.2), (3.3) se fait sans autre
modification. L'algorithme (3.1) doit tenir compte de (6.1) dans la

définition de &,

6.2 Résolution numérigue de (2.,3)

Ltalgorithme (2.1) a été programmé conformément aux indications
données au § 4.2, et testé sur l'exemple 1 avec la méme triangulation ;
le mach d'entrée est spécifié uniforme et égal & 0.85 ; le potentiel

est_donné constant & la sortie de la tuyéré.
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Les résultats numériques sont trés décevants : la méthode est
tres lente, il faut environ 1000 itérations pour obtenir un résultat
a peu prés satisfaisant. On a donné sur la fig .16 un graphe de la

décroissance du cout au long des itérations.

A postériori, on peut penser que la lenteur de la méthode
provient du fait que la fonction P - E(w) est trés plate et qu'il est
donc tres difficile de s'approcher de la solution optimale en ¢ alors

qu'on est tout de suite trés prés du e optimal correspondant,

La méthode se conduit donc & peu prés comme une méthode de

pénalité de 1l'équation d'état,

6 .3 Comparaison des méthodes

Comme on a pu s'en rendre compte, la méthode (2.3) est la
plus simple du point de vue théorique : c'est aussi la meilleure pour

le passage d'un choc ; cependant nous la déconseillons car elle converge

trop lentement,

Lorsque la géométrie du systéme le permet, la méthode (2.9)
est la plus simple et la plus rapide des méthodes car on peut
aussi accélérer la convergence en utilisant une méthode de gradient
con jugué ; cependant dans le cas des profils portants il faut utiliser
une méthode d'éléments finis du 2eme ordre on peﬁt alors préférer traiter
1'équation de 1'écoulement potentiel incompressible compldte et donc
résoudre (2,7),vSignalons que dans les cas sans chocs on peut préférer
résoudre (2.8) & 1l'aide d'une méthode de gradient conjugué. Les résultats

numériques pour ces deux méthodes seront présentés ultérieurement ,



6.4 CONCLUSION

Le calcul des &coulements compressibles aux vitesses
transoniques par des méthodes d'éléments finis est donc possible gréace
3 la formulation intermédiaire sous forme de problémes de contrSle optimal.
Ces nouvelles méthodes sont tr@s compétitives avec les méthodes de
différences finies déji existantes et font mieux que les méthodes de
quasi linéarisation en &léments finis. Il reste malgré t0ut‘pn'certain

nombre de problémes théoriques i résoudre, comme celui de la propagation

des erreurs dans les zones supersoniques.

I1 faut aussi maintenant tester les multiples possibilités de
ces méthodes sur des problémes réels en liaison avec les praticiens de la

mécanique des fluides (ceux de 1'industrie en particulier).
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Algorithme A1

(A,10) Choisir une triangulation ﬁ du type ci-dessus

Choisir (p; € @ ; choisir B €] 0,1[» € > o petit, Poser k =o.
(A.11) Calculer ek = I By W B. est solution de

N i
h
B. egw, W, -~ dR =- G(lwlz)xv d @ Jj=1 N
2 i "'n, Vny Q n! V%n ‘ 2 oee0 By
(1,12) Calculer 4 par (A.1) avec (on utilise (3.7))
k2 k - ' k2 k k k .
a; = fQ[G(IchhI )ve, v(whi+ q»rhi)+ 2¢ (| v, |*) vy, . €, )(Tp, ,9(w, +
6whi] dQ
i€ Wh ou éi = 1 siic¢€ Yh' 0 ailleurs,
" (A.13) Caleuler le plus petit entier positif Jj tel que
X 3.\ o K 135 2

B(g, +B8%) - B(g,) <--8°] all
(a.14) si Ildllz < & terminer sinon poser ¢§+1 = mi + s? d

k =k +1 er retourner en (4.6)
Remargue A.,1

L'algorithme A,1 est maintenant une méthode de'gradient
sur les o et non sur Py, -



ANNEXE

Les problemes (2.3) et (4.3) sont de méme type puisqu'ils ne
différent que par l'ensemble des contréles admissibles soit Qh au lieu

de @
m,

Pour calculer facilement la solution du programme linéaire dans

(3.12) on choisit des fonctions de base supplémentaires continues linéaires

par morceaux 3ﬁh z ou vy, est l'ensemble des indices des
i\ .
i¢ Yy,

sonmets dans @ des triangles de CE%. gui ont un cbété dans T

h 2h

On peut choisir cfgl de telle sorte que toute combinaison lindaire

de la forme (T)

(A-S) d =.j2.: ea%ﬁ Whi'+ jI-I ; (Ii Wh.i
h Lo%
satisfasse
od
(a.7) = =0

La solution discriéte du probleéme (3,12) est alors, a un facteur

multiplicatif prés, donnée par (A.6) avec

- <‘VE(¢k), Wos R LD i€y,

(a.8) o bi

k .
(4.9) oy - <VE(g ), LAV i€W-y,

On obtient donc 1'adaptation de 1'slgorithme (3.1) suivante

(T) une méthode simple consiste & prendre une triangulation dont les

triangles de la frontidre F2h sont rectangles et & prendre Whi =1

au sommet rectangle et zéro aux autres sommets,
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NB D ITERATIONS 2
E = 2x107% .
|42 « 2x107%
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Figure 9. Variation of the Mach along 3 lines of discretisation. The horizontal segments are the step

function ,given by the computer, from which the continusus line was extrapolated.
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