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RESUME : Dans ce rapport, nous définissons rigoureusement le concept du "réseau
homogéne” ; ensuite, nous présentons le probléme de 1'existence etde 1'uni-
cité du réseau homogéne comme un probléme de point fixe. Des résultats
analytiques sont obtenus pour quelques cas limites. On démontre 1'unicité
de la formule-produit par rapport & la distribution jointe de probabilité
‘lorsqu'il y a plus de deux stations dans le réseau. On en déduit 1'exis-
tence et l'unicité du réseau homogéne pour les réseaux 3 3 stations et
2 clients, résultat utilisé pour examiner quelques modéles concrets et
étudier certains phénoménes intéressants. Nous donnons un nouveau procédé

numérique pour la détermination du réseau homogéne.

ABSTRACT : After a careful definition, the problem of the existence and uniqueness
of the homogeneous network is presented as a fixed point problem. Exact
analytical results are obtained for some limiting cases. The uniqueness
of the product-form network with respect to the joint probability distri-
bution is established when the number of stations is greater than two.

A new numerical determlnatlon of the homogeneous network is proposed.
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1. INTRODUCTION

D'un point de vue théorique, la notion de "réseau homogéne" est d'un
grand intérét pour les méthodes approchéés de résolution de réseaux de files
d'attente. Cette notion a été développée pour des réseaux fermés i lois de
-service générales pour lesquels on ne connalt pas de solution sous forme pro-
duit.

Fondamentalement, on peut dire que R, est un réseau homogene au réseau

1 .
R a.lois de service générales, s'il est & forme produit et s'il a les mémes

distributions marginales que R.

L'existence d'un tel réseau homogéne devra nous permettre de mieux
comprendre les techniques approchées de résolution qui utilisent de diverses
facons une hypothése de formule-produit. L'éventuelle unicité a des consé-

quences directes sur les erreurs produites par ces méthodes.

.-La conjecture de l'existence et de l'unicité du réseau homogéne pour
tout réseau R & services quelconques a été faite par G. Balbo dans [?al 7?].

Cet auteur propose aussi un algorithme pour construire le réseau homogéne.

Dans ce rapport, nous étudions la conjecture et l'algorithme. Disons
d'abord que nous n'avons pas de réponse compléte 3 la question de 1l'existence

et de 1'unicité, Cependant, nous avons obtenu quelques résultats intéressants.

Dans la section 3, nous donnons une définition rigoureuse du réseau

homogeéne et nous en tirons quelques conséquences.

Dans la section 4, le probléme est reformulé pour présenter 1'existence
et 1'unicité du réseau homogéne comme un probléme de point fixe.

.

Dans la section 5, nous examinons deux cas limites. Nous montrons
d'abord que quand il y a seulement un client dans le réseau, celui-ci a tou-
jours un réseau homogéne et ce réseau homogéne est unique. Deuxiimement, nous
montrons que si le réseau a deux stations et s'il contient plus d'un client,

il y a toujours une infinité de réseaux homogénes différents (i.e. on n'a pas

d'unicité).



‘ ¢
Quand le nombre de stations est au moins trois, et pour une topologie
donnée, nous montrons dans la section 6 que si R est un réseau & forme pro-
duit, alors il n'y a pas un autre réseau a forme produit avec la méme distri-
bution jointe. Ce résultat nous permet d'affirmer que prouver 1l'unicité du
réseau homogéne est équivalent 3 prouver que si deux réseaux a forme produit
ont des distributions jointes différentes, alors ils n'ont pas les mémes distri-

butions marginales.

Dans la section 7, nous prouvons la conjecture pour les réseaux ayant
‘trois stations et deux clients & 1'aide du théoréme de la section précédente,
en construisant explicitement le réseau homogéne. Ce résultat est utilisé dans
la section 8 pour étudier analytiquement quelques cas précis. En particulier,
nous considérons la situation dans laquelle il y a dans le réseau général R

des stations avec un serveur exponentiel.

L'algorithme pour le calcul du réseau homogéne est examiné dans la
section 9. Plusieurs expériences ont montré des cas de non convergence. Dans
ces cas, en considérant le probléme comme un probléme d'optimisation, nous

avons toujours pu trouver un réseau homogéne unique.



2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

-Sauf mention contraire, on s'intéresse i la classe C des réseaux de
files d'attente (RFA) caractérisés de la facon suivante : ils sont fermés,
monoclasses et & routages fixes ; les stations sont a capacité infinie et
possédent un serveur unique ; dans chaque station le temps de service obéit
a une loi-de probabilité quelconque, ou bien le serveur est markovien & taux
de service dépendant du nombre de clients dans la station ; la discipline
dans la file est quelconque mais non préemptive : de cette faconm, cemme les
clients sont statistiquement équivalents, la politique adoptée dans la sta-
tion n'aura pas d'influence sur la valeur des paramétres qui nous intéresse-
ront, a savoir, les distributions d'état dans le réseau ou dans les stations,
ou les flux moyens, toutes grandeurs étant considérées en régime stationmnaire.
Enfin, on supposera que toute condition nécessaire pour 1'ergodicité du pro-

cessus stochastique associé au RFA est vérifiée.

Dans ce rapport, on ne s'intéresse donc qu'au régime stationnaire des

RFA, régime dont 1l'existence est assurée par 1'hypothése d'ergodicité ; tou-

tes les grandeurs stochastiques seront considérées dans cet état.

Pour un réseau R quelconque de classe C, on désigne par M le nombre
de stations (M»2) et par N 1e‘nombre de clients (N21) ; Q est la matrice sto-
chastique MxM des probabilités de routage ; elle est irréductible compte tenu

2

de 1'hypothése d'ergodicité.

x est le vecteur ligne d'ordre M défini par :

X =xQ, x>0, et par la condition de normalisation ||§| f=1.'L'exis-

.

tence et 1'unicité de x sont assurées par 1'hypothése d'ergodicité 3 compte
tenu de la normalisation choisie, X, est la fraction moyenne de. visites fai-
tes par un client quelconque i la station i par rapport a 1'ensemble des

'

stations de R, en régime stationnaire.

7 désigne la distribution asymptotique du réseau R :

T : E=> (0,1)

ou E & {gé(n1,n2,...,nM) GINM/ y n, = N}, :
1<i<m |

o, étant le nombre de clients dans la station i.



! On note P; la distribution asymptotique marginale correspondante &

la station i :

p;: 10,1,...,8F => (0,1)
n > pi(n) A y m(n).

E/ni-n

Si est le temps moyen de service dans la station i, et Ti est le

flux moyen traversant cette station.

Par définition, le flux absolu T du réseau (ou flux total du réseau)

est la somme des flux moyens de toutes les stations :

) T ] 1

Compte tenu de la normalisation choisie pour définir x, on a:

(2) T. = Txi pour i=1,2,...,M,

i
Par ailleurs, si on applique la formule de Little au serveur de la

station i, on obtient :
1-p; (0)
3) Ti = —g —— pour i=1,2,...,M.
i

Finalement, si toutes les stations d'un réseau de classe C ont un
serveur qui est soit markovien avec un taux de service fonction du nombre
de clients dans la station (on dit aussi service "exponentiel 3 taux dépen-
dant"), soit exponentiel (donc & taux de service fixe), alors le réseau est

a forme produit : on utilisera la notation G-N ("Gordon-Newell", BbN67] )

pour désigner cette importante sous-classe de C.



3. DEFINITION DU RESEAU HOMOGENE ET REMARQUES

3.1. Définition du réseau homogéne

Soit R un réseau quelconque de la classe C. Un "réseau homogéne" i R,

noté H(R), est un réseau G-N qui satisfait les conditions suivantes :

(C1) H(R) a méme topologie que R, i.e. méme matrice de routages,
et donc en particulier le méme nombre de statioms,

(C2) H(R) a .le méme nombre de clients que R,

(C3) Les distributions marginales de H(R) sont identiques i celles
de R,

(C4) H(R) et R ont méme flux absolu.

3.2.:Remarques

3.2.1. La tppdlogie d'un réseau G-N n'affecte la distribution jointe w
-et donc les distributions marginales PysPys-«-»Py~ que par l'intermédiaire
duyvecfeur X. Aussi, si H(R) est un réseau homogéne a R, il existe en général
une infinité de réseaux G-N qui satisfont les conditions (C2), (C3) et (C4),
avec évidemment le méme nombre de stations que R, car il existe en général
une infinité de matrices stochastiques d'ordre M irréductibles, donnant le
méme vecteur x. Par exemple, considérons les deux réseaux G-N dont les topo-

logies sont données par la figure suivante :

0,5

Ry R,
Pour les deuxbtﬁpologies, on obtient x=(0.5,0.25,0.25). Si les sta-
tions de R2 sont les mémes que celles de RI’ et si les deux réseaux ont le
méme nombre de clients, .alors la distribution jointe 7 de R2 est la méme que
celle de R1, et a fortiori les distributions marginales des deux réseaux sont

identiques. Donc, si R1 vérifie (CZ), (C3) et (C4) par rapport a un réseau

avec trois stations, alors R2 vérifiera aussi ces trois conditions.



3 2.2. Supposant vérifiées les conditions (C1),(C2) et (C3), la

condition (C4) admet plusieurs formes équivalentes telles que :

(ca)':Vi e {1,2,...,M}, le flux moyen traversant la station i de

H(R) est égal au flux moyen traversant la station i de R.

(ca)": Vi e v{1,2,...,M}, le temps moyen de service de la station i
de H(R) est égal au temps moyen de service de la station i

de R.

(c4)"':3i e {1,2,...,M} tel qué le flux moyen traversant la sta-~
tion i de H(R) soit égal au flux moyen traversant la station i
de R.

etc...

La preuve des équivalences est évidente d'aprés (1), 2) et(3).

3.2.3. La condition (C4) est une condition de normalisation : soit
e(u) un réseau G-N avec M stationms, N clients, une matrice de routages Q, et

des taux de service donnés par le vecteur u>0:
v = (“1 (1)3111(2)3' ",}11(N)’]:12(1)"'°sPM(N))-

Pour toute station i du réseau £(u), notons respectivement pi(g),
Ti(_u_) et Si(E) la distribution marginale,le flux moyen et le temps moyen de

service ; soit T(u) le flux absolu de e(p).

Alors, pour tout scalaire o strictement positif, on a comme corol-

laires immédiats des résultats classiques sur les réseaux & forme produit :

pour i=1,2,"”M : Si(l-‘.)
pi(a£)= Pi(ﬁ), Ti(a}i).: aTi(B), Si(a£)= a ’

et pour le flux absolu : T(a_ﬁ) = aT(p).

Par conséquent, nous avons :

(& [t@W=H®] =>V >0 [ e{op) vérifie (1), (C2) et (c3) ]
(5) [e(g) vérifie (C1),(C2) et v(C3)] => [e(—T%—uy._EkH(R)]

T T _
car T(T@'P—)= m—)—.l’(}i) = T.



Donc, si nous pouvons construire un réseau G-N vérifiant (C1),(C2)

et (C3), la proposition 5 nous permet immédiatement de trouver H(R).

3.2.4. Soit R un réseau de classe C avec N clients s explicitons le
nombre de clients dans R en utilisant 1'indexation RN, soit e(u)=H(RN)'et
N' S i 1a HoA W . .
considérons maintenant R* , c'est-a-dire le "m€me" réseau -méme topologie,

mémes stations- mais avec N' clients, N'<N.

Si u' est le vecteur obtenu par troncature de u en considérant les

’

N' premiers clients :

£'=(P1(1),.,,,p1(NF),pz(i),...,pZ(N'),...,pM(1),...,pM(N')), alors
on observe que, a priori, le réseau G-N construit avec la méme topologie que
: ]
N' clients et les taux de service donnés par u', n'est pas homogéne 2 RN .

Dans tous les cas concrets examinés, on a constaté ce fait (voir section 8.3

R,

.



4, UN ENONCE EQUIVALENT DU PROBLEME

I1 s'agit donc du probléme de 1'existence et de 1l'unicité de H(R)
pour un réseau R de classe C. Les données sont M, x, N, les distributions
marginales {p1,p2,...,pM}, et le scalaire T ; 1'inconnue est le vecteur u

de H(R).

Etant donné que H(R) est un réseau G-N, trouver H(R) est équivalent

a résoudre le systéme non linéaire suivant :

y G%(N-n)
pi(n)=ff(n}—jz———— pour i=1,2,...,M
G (N n=0,1,...,N.
o N-
o= = (N-1)

GE(N)
oi, pour i=1,2,...,M :

X.
H A 1 u A
f=(n)= =« 7y Pour n=1,2,...,N ; £5(0)=1
B 1<€<n l-Ji( ) t

G%(n)é( ® f?)(n) pour n=1,2,...,N ; G%(O)é1 H

et EmA( 8 £ (n) pour n=1,2,...,N ; GE(0)21
1< <M

® désigne 1l'opérateur de convolution.

Considérons maintenant 1'application ¢ suivante :
PP

. RMN MN
@ : R, ~> Ry,

p o= ¢(H)§2 défini par :

Pi(n—1)

= u - 3 = ’
vi(n) —5—757— XI(n 1) pour i=1,2,...,M

1 n=1,2,...,N

MN

o R,, & ((z,,2, )/2,€ R,z >0 pour 1<ha}

RERTE e h

u - » -~ o . . » rd
et ﬁsz) est le taux d'arrivée a la station i conditionné par rapport au

nombre k de clients dans la station.

-10~



Alors, nous avons la proposition suivante :

Proposition 1:

H(R) existe <=> @ a un point fixe.

Plus précisément, on peut énoncer une proposition 2 qui entraine '

immédiatement la proposition 1 :

Proposition Z:

(L) [E(_;_J_)=H(R)] => yu est un point fixe de @.

(£4) . u est un point fixe de ¢ => [E (W'£)=H(R)]'

Preuve :

On remarque d'abord que

. Y w0Ye>0, plaw)=aby) ;
ceci découle du fait que

2y MR = axiﬁ(k) pour i=1,2,...,M
k=0,1,...,N-1

Donc, si p est un point fixe de @, ap aussi,Va>0.

Nous allons maintenant considérer successivement les deux parties

de la proposition 2

(4) Soit > 0 tel que e(_g)=H(R) ; soit q}{l— la distribution marginale de la

station i dans e€(u).

Comme €(u) est un réseau G-N, on peut écrire :

M
4 (n-
in-1) Mr(n-1) pour i=1,2,...,M

n=1‘,2_, cesyN

@ n)

.
mais e(p)=H(R), d'ou, par définition du réseau homogéne :

u
i

q; = p; pour i=1,2,...5M.

-11-
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En remplacant les q; par les P; dans (*), on a :

) pi(n-1) y
(**%) u.(n)= ————=— A7(n~1) pour i=1,2,...,M
t py(m) i n=1,2,...,N

Ce qui signifie que p est un point fixe de @.

(4i) Soit u un point fixe de @ ; alors on a (**). Mais dans €(u) on peut écrire

(*) ; on en déduit que :

= ~ pour i=1,2,...,M,
q%(n) pi(n) n=1,2,...,N

Il est immédiat que si a et b sont deux distributions de probabilité

strictement positives, définies sur l'ensemble {0,1,...,N}, on a :
P

— — b
[ai?n;) - 222)1) pour n=1,...,N] <=> [g%%% = B%%% pour n=1,...,Nﬂ <=>

<=> [asb]
Donc, q; = p; pour i=1,2,...,M.

Alors, e(p) vérifie les conditions (C1), (C2) et (C3) ; par consé-

quence (c£{5)on a :

e Gy W H®

Considérons maintenant le domaine D(T) contenu dans mﬂf, défini par :

e

D(D) £ (4 e Ry /T(w)=T)
Soit ¢ la restriction de @ a D(T). Alors, nous avons les propositions

suivantes, corollaires immédiats de la proposition 2 :
‘ s

Proposition 3 : v
® a un point fixe <=> H(R) existe, et H(R)=e(l9.

Proposition 4 :
® a un point fixe unique <= 3t HR), et H(R)=e(p).




5. DEUX CAS LIMITES

cité de H(R) quand N=1

de H(R) lorsque M=2 et N>t

5.1

Le cas N=1

Dans cette section, nous allons .d'abord montrer l'existence et 1'uni-
Soit e

ensulte, nous montrerons l'existence et la non unicité

le vecteur ligne d'ordre M défini par
Kronegker.

e = (611, 8 2,...,6 ) pour i=1,2,...,M ou sz est le symbole de
sait que :

. X,S,
m(e;)=p;(1)=

S1 N=1, il n'y a pas de phénoméne d'attente dans le réseau, et on

pour i=1,2,...,M
avec G ) x.S,
1gjem 3 d
Ceci entraine :
T - ~p; (0)
1gigy S

- )* Pi (
i i

1<igM
forme produit, et que donc R=H(R).

L'expression des nombres n(e ) pour i=1,2,...,M, montre que R a une

Le vecteur E_de H(R) est (

R
1

1

,Sz,...,gl). .
Pour 1'un1c1te, il suffit de §01r que si e(u')=H(R) avec
g7 Sé,- .’Sﬁ), on doit avoir :

p; (1)= XéSi = Tx8; =

TxlS; pour i=1,2,...,M
donc S! = Sivpour i=1,2,...,M.



5.2. Le cas M=2

Soit R un réseau de classe C avec 2 stations. Notons a (respective-
ment- b) la distribution marginale de la station 1 (respectivement station 2)

dans R.

Comme M=2, on a :

(*) b(n)=a(N-n) pour n=0,1,...,N.

Soit un réseau e(y) vérifiant les conditions (C1) et (C2) ; pour ce
réseau, nous avons :
X.

i

X34

. (K-n) pour i=t,2
n=0,1,...,N-1

U -
Ai(n)— 3

Ici, 1'équation p = P(p) s'écrit :

4 < v
(i) p1(n)= Eé%%%l ;l pZ(N-n+1) pour n=1,...,N
2 .
b(n-1) *2

(ii) pz(n) YV p1(N—n+1) pour n=1,...,N

*1

Or, les N équations (i) et les N équations (ii) constituent deux
systémes linéaires équivalents. En effet,, supposons par exemple, que le vecteur u

vérifie (i) ; prenons n € {1,2,...,N} et calculons le second membre de (ii)

On a :
b(n-1) _ a(N#n+1) s
b)) - a(i-m)  (d'aprés ()

X
p1(N-n+1)= g%%;ggﬁj-—;i- pz(n) (d'apres (1))

et donc :
b(n-1) * _a(N-n+1) *2 a@@-n) M1 _
W 1’“ (N n+1) (N n) x1 a(N n+1) xz z(n)'uz(n).
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Ainsi (i) est ud systéme linéaire avec N équatioms et 2N iﬁconnues H
on peut par exemple, choisir un vecteur (pi(1),...;yi(N)) quelconque, i=1 ou 2,

et calculer_p3_i(1),...,ps_.(N),directement de ces équations. On voit donc que

. i
le degré de liberté du systéeme est N.

) Si on ajoute maintenant la condition de normalisation (C4) qui peut
s'écrire : A '

2 a(n)pt(n):l J:g_(gl_ car 1;;..(2)- = T1 vu= T x1’

1<ngN . 1. 1
. on a N-1 degrés de liberté pour trouver un point fixe de ¢.
- Donc, si N>1, H(R) existe toujours et il n'est pas unique : ilya

‘une infinité de réseaux homogénes a un méme RFA général R. Si N=1, H(R) existe

et il est unique (ce qui correspond alors au cas 5.1. traité précédemment).
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6. UNICITE DE LA FORMULE PRODUIT POUR M>2

Comme prélimiﬁaire & 1'étude de 1'unicité du réseau homogéne (ce qui
reste toujours une question ouverte), nous avons considéré une autre question :
étant donné un réseau G-N avec taux de service Hys existe~t—-il un autre réseau

'G-N avec la méme topologie, méme nombre de clients, et taux de service B, non
colinéaire avec Mo tel que les deux réseaux aient la méme distribution sta-

tionnaire jointe ?

Noter qu'une réponse affirmative aurait comme conséquence la non
unicité du réseau homogéne : il suffit de remarquer que si u, et u, ne sont

pas colinéaires,V T>0 on a :

T T

et que si deux RFA ont méme distribution jointe, a fortiori ils ont mémes dis-~

tributions marginales par station.

Comme le montre le théoréme suivant, cette question recoit une ré-

ponse négative si M>2.

Théondme 1

Etant donné un réseau R de type G-N avec N clients, des taux de ser-

vice donnés par le vecteur u, et une distribution jointe m :

(4) Si M=2 et si N>1, il existe une infinité de réseaux G-N avec N clients,
des taux de service non colinéaires entre eux, de méme topologie que R, et

admettant m comme distribution jointe.

(4i)si M>2, il n'existe pas de réseau G-N avec N clients, de méme topologie
que R, et avec un vecteur des taux de service non colinéaire avec u, admet-
tant 7 comme distribution stationnaire jointe. On arrive & la méme conclusion
si M=2 et N=1. '

La preuve de ce théoréme peut €tre trouvée dans 1'Annexe A.

Comme corollaire de ce résultat, nous pouvons dire que le probléme
de 1'unicité du réseau homogéne serait résolu si on pouvait démontrer la pro-

position (6) suivante :



-17~
- on note FP(E) 1'énsemble des distributions de probabilité définies
sur E et i forme produit.

(6) V', 7' dans FP(E') 3

[:(11=,1y')/\(M>2) = Ji e {1,...,M} : [Pi # Pi]]

Nous n'avons pas pu prouver cette proposition, ni sa négation.
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7. DETERMINATION DU RESEAU HOMOGENE QUAND M=3 ET N=2

Cette situation est résolue analytiquement ; le résultat sera utilisé

dans la section suivante pour examiner en détail quelques cas concrets.

Nous avons le théoréme suivant :

Théoneme 2 :

Pour tout réseau R de la classe C, avec trois stations et deux clients,
H(R) existe toujours et il est unique ; le vecteur u des taux de service de H(R)

est donné par les formules suivantes :

) s (1)= =5 x;d; pour i=1,2,3

x.d.d

®) pi(2)= —%- —1—%—¥ pour i=1,2,3

j#k, j#i, k#i

avec d, = ( z p. (1)) - 2p,(1) pour £=1,2,3
£ 1¢i<3 t £

et D 2 d,d,*d,do+d,dy = 2 123 p; (1)p a) - Z p2(1).

Preuve

Tout d'abord, nous allons montrer que dans ce cas il existe une
bijection entre les distributions marginales de R et la distribution jointe .

-~

La détermination de m & partir des P; i=1,2,3 correspond & la résolution du

systéme linéaire suivant :

I mag,n,,mg) = p (k) i
gjni=k k

Ce systéme a 9 équations mais seulement 6 d'entre elles sont indé-
pendantes du fait que,pour chaque i€{1,2,3}, les données doivent vérifier :
Pi(0)+pi(1)+pi(2)=1. Il a aussi 6 inconnues, les nombres m(n). La solution

unique de ce systéme est :
d‘'abord n(Zgi)=pi(2) pour i=1,2,3

puis, les 3 équatioms :
TT(1’1,0) + 1T(1’0,1) = P1(1)
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m(1,1,0) + m(0,1,1) = p,(1)

p3(1)

m(0,1,1) + 7(1,0,1)
donnent les_n(giﬁgj)vpour i#j ; nous obtenons :
dk ,
ﬂ(gi+gj)= —  if], k#, A
On peut noter que le fait que T soit une distribution de probabilité

sur E strictement positive entraine la condition nécessaire suivante sur les

données : -

(9) : pi(1)< AZ p: (1) pour i=1,2,3
A

.On peut ajouter que s'il y a un nombre M2 quelconque de stations

dans le réseau, toujours avec N=2, cette condition est vérifiée :

]
=
(1]
+
®
~—

]

z p.(1)
i/j¢i I i/3#i k/k#j

) [m(e.+e)+ ) ﬂ(g +e )] =

i3t T T3 Y k/k#i,j

=p.(1)+ ) Y m(e.+e, ) > p.(1).
LV 5wk, SR T

Autrement dit, si M distributions de probabilité PysPys e+ +sPy SUT
{0,1,2} sont les distributions marginales d'un RFA de la classe C, il y a

nécessairement certaines propriétés toujours vérifiées :

Vie {1,2,...,M} :
0<pi<1
y [b (1)+2p (2)] =2 (car le nombre de clients dans le réseau est 2,
1<igM et pour i=1,2,...,M, p; (1)+2p (2) est le nombre

moyen de clients dans la station i),

et la condition (9).
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Revenons au cas M=3 et N=2. Comme conséquence de 1l'existence de la
bijection entre 7T et {pI’PZ’P3}’ si H(R) existe, alors R et H(R) ont la méme
distribution jointe, car par définition ils ont les mémes distributions margi-
nales. Donc, d'aprés le théoréme 1, si H(R) existe, il est unique.

Etant donné que H(R) doit avoir, s'il existe, la méme distribution
jointe T du réseau R, son vecteur des taux de service U doit forcément &tre
le résultat de 1'algorithme du théoréme 1 appliqué & m, avec ensuite la norma-

lisation telle que le flux total soit égal au flux total T de R.

Dans 1'Annexe B nous montrons,d'abord, que 1'algorithme est appli-
cable sans aucune ambiguité compte tenu du fait que M=3 et N=2. Ainsi U est

explicitement déterminé, ce qui donne les formules(7)et(8). Enfin, on vérifie

que £(p) a la méme distribution jointe que R ; donc, H(R) existe et H(R)=e(£).

Comme conclusion de cette section, nous pouvons donner le corollaire
suivant : "tout réseau R de la classe C avec trois stations et deux clients a
une distribution en forme produit" ; cependant, chaque facteur de la forme

produit dépend en général des caractéristiques de toutes les stations du réseau.
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8. ETUDE DE QUELQUES CAS CONCRETS ET REMARQUES

8.1. Transformation des stations exponentielles

Des résultats expérimentaux [?al?Q] ont montré que lorsque dans R
il y a des stations exponentielles, les stations correspondantes dans H(R)
sont a taux de service dépendant, i.e. ces stations ne se conservent pas

quand on passe de R a H(R).

Ce phénoméne a une importance évidente a cause du fait suivant :
les techniques approchées les plus performantes pour la résolution d'un ré-
seau R de la classe C fournissent un réseau R' de type G-N comme approxima-
tion de R ; or, si dans R il y a des stations exponentielles, pour toutes

ces techniques ces stations restent inchangées dans R'.

Puisque pour les réseaux ou M=3 et N=2 nous disposons de résultats
analytiques, plusieurs exemples ont été considérés pour étudier ce phénomeéne,
et on a pu observer en général la non conservation des stations exponentielles
quand on passe de R a H(R). Cependant, ceci n'est pas toujours vrai comme on

pourra le voir dans 1l'exemple suivant.

Soit deux réseaux R1

nées par la figure suivante :

et R2 dont les topologies respectives sont don-

Dans les deux réseaux, la distribution du temps de service dans la
station 1 est Erlang-2 avec moyenne 2/q s les stations 2 et 3 sont exponen-

tielles de moyenne 1/u. Dans R1 et dans R2, il y a 2 clients.

Pour ces deux RFA, les différents parametres qui nous intéressent
peuvent étre calculés exactement via le processus markovien dont les états
sont de la forme (n1,h1;n2,n3) ou h1 est la phase du serveur Erlang-2. En par-
ticulier, on peut calculer les probabilités marginales et le flux absolu, et
alors, en appliquant les formules de la section précédente, déterminer analy-

tiquement les réseaux homogénes respectifs.
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Intuitivement, dans R1 les distributions p, et P3 ne sont pas iden-
tiques, a cause de la position différente des stations 2 et 3 dans le réseau
(et du fait que 1eé stations sont elles-mémes identiques). Ceci est confirmé
par le calcul exact des distributions dans le réseau R1 proposé ; par exemple
nous avons : '

1+4o+3a2

1+40+202 _
—_— et p3(2)— N

p2(2)= i\

avec A = 3+16a+28a2+28a3+16a“+4a5, et a = %-.

Par conséquent, deux stations 2 et 3 identiques dans R1 donneront
deux stations 2 et 3 différentes dans H(R1) (observer que dans un réseau G-N
la topologie n'intervient qu'a travers le vecteur x -cf. section 3.2.- et ici
x2=x3). Comme de plus, le flux moyen doit &tre conservé par station, 1'une au

moins des stations 2 et 3 de H(R1) est a taux de service dépendant.

Enfin, le calcul direct confirme que les deux stations 2 et 3 dans
H(R‘1) sont & taux dépendant,Vu et ¥Vn ; par exemple, pour p = n = 1 les valeurs

exactes sont :

. . P

station 1 pi(l) pi(Z)
1 72/187 3780/5797
2 180/ 187 _ 216/187
3 189/ 187 180/187

Par contre, pour R2, les stations 2 et 3 dans H(Rz) sont les mémes
que dans le réseau original : exponentielles de taux H. La station 1 dans H(Rz)

a le taux de service suivant

__.n? _ _n(u+2n)
(1 = w2n M (2) 2u+3n

I1 est intéressant de remarquer le fait suivant : soit un réseau R
de classe C ol les lois de service sont des lois de Cox. Quelque soit ce
réseau R, on peut lui associer un réseau R' de type G-N avec la méme topologie,
le méme nombre de clients, et comme vecteur y, les taux de service conditionnels
de R. Plus précisément : pour chaque station i de R, i=1,2,...,M, on définit le
taux de service conditionnel vi(n) par rapport au nombre n de clients dans la

station par :
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. 3 N * - . » . ' 3
(10) vi(n)élim Prob(une fin de service en (t,t+At)/n c;lents en 1 a 1'instant t)

At0 At

Dans un tel réseau, cette quantité ne dépend pas de t. On peut
1'écrire d'une autre fagon, en considérant_le proéessus markovien associé a R
défini sur les états de 1la forme n = (n1,h1;n2,h2;...;nM,hM) ol hi'est la phase
du serveur i 3 notons 7 la distribution stationnaire associée i ce processus de

Markov. Pour 1a station i,_i=1,2,...,M, on note Hi le nombre de phases de la

loi de service, Hip, le taux de la phase h (IShSHi) et I-aih la érobabilité de
- finir 1le service aprés 1a phase h (aiH =0).:Aioré, on peut écrire :
: i
o/f;=n
\)i (P_) = . 2. 'lT(_I'.l)
E/ni=n

Ty Cmagy )
1 1

Or, il est clair que, a priori, H(R)#R' : i1 suffirait de remarquer
que dans R' les stations exponentielles se conservent ~immédiat d'aprés (10) -
et de considérer 1le réseauvR1. Dans le cas de RZ’ par contre, on a bien

H(32)=Ré.

Si dans‘R1 on prend u = n = 1, le taux de service de -1a station 1

dans R; (i.e. le taux de service conditionnel de la station 1 dans R1) est:

_ 16 20
y1(1) =77 1_11(2) =37 -

8.2. Approximations par des réseaux G-N : un exemple

Supposons que R soit un réseau de la classe C avec des stations expo-
néntielles. Supposons que H(R) existe et qu'il soit unique, et que le phénoméne
de transformation des stations exponentielles considéré dans la section précé- -

- dente soit vérifié. Alors, il est clairlque toute méthode approchde qui pfopose
un réseau G-N comme approximation de R, et qui ne modifie Pas les taux des sta—

tions exponentielles éventuelles, ne pourra pas fournir les distributions margi-

nales exactes de R'[Bal79].

Comme complément et 3 titre d'exemple, nous avons regardé le réseau

R, suivant, ol il n'y a Pas de station exponentielle : -
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Les trois stations sont identiques et ont un serveur Erlang-2 de

moyenne 2/n ; ily a deux clients dans le réseau.

Par symétrie, les paramétres sont identiques dans les trois stations.
Le processus markovien associé nous permet de calculer les distributions et

flux exacts, et les formules de la section 7 nous donnent H(R3).

Nous allons comparer ces valeurs avec les parametres des 4 réseaux

G-~N suivants @

Ré . réseau associé canoniquement en remplacant chaque serveur par
un serveur markovien dont le taux de service est le taux de
service conditionnel (exact) dans R3.
Ry : réseau limite dans la méthode itérative de Marie BMar79], ap-

pliquée a R3.

R"': réseau obtenu par la méthode EPF de Shum [Shu76], appliquée

3 R.. ,
a %3

E. : réseau exponentiel, ol toutes les stations de Rj sont rempla-
cées par un serveur exponentiel de taux de service égal a 2/n.

Dans 1'Annexe C, on trouvera un rappel des principes des deux techni-
ques approchées considérées, ainsi que les détails du calcul analytique exact
1t =

de R" et R"'. Pour ce réseau particulier, on trouve que R, = RN'.
3 3 3 3

. Pour le réseau H(RB) les taux de service sont :

. Le réseau Ré a les taux de service suivants :

u(1) =%n, u(2) =T%-n




.. Les réseaux R; et Rg' sont caractérisés par les m€mes taux de

service ; on a :

W(1)=(6-2m, w(2)= 7Lz n = 4:(@

Au niveau des probabilités marginales, les résultats sont :

R Rl R":Rll ] E

3 3 373 . 3
p(0) .452 .453 470 .500
p(1) .429 .408 .393° ©.333
p(2) .119 .129 .137 167
T 0.274n  0.272n 0.265n .250n

11 est sans doute superflu de rappeler que H(R3) a les mémes proba-

bilités marginales que R3 par définition...

8.3. Remarque

On peut facilement constater ici, le fait mentionné dans la section
: , . N 1 .
3.2.4., en comparant les réseaux homogenes H(Ri) et H(Ri) (rappelons que 1'in-
dice supérieur correspond dans la notation de la section 3.2.4. au nombre de

clients dans le réseau).

Par exemple, pour R3 :

avec 2 clients, dans H(Rg) on a p(l) = %% n

n

N —

avec 1 client, H(R;) est caractérisé par : p(1)=

-25-
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9. CALCUL DU RESEAU HOMOGENE

Le seul algorithme proposé pour construire H(R) & partir des dis-
tributions marginales de R est celui donné par Balbo dans [ﬁal 79]. Dans le
cadre de la reformulation du probléme que nous donnons dans la section 4,

cet algorithme peut se présenter simplement, de la facon suivante :

il s'agit de trouver un point fixe de 1'application @ sur {p>01} ;

pour cela, on utilise la récurrence :

(0)

avec le vecteur initial u donné par :

(k) (k=1)

l'algorithme s'arréte dés que u est suffisamment proche de ; alors,

on fait la normalisation :

OB u (0

T(u)

-_—

Nous avons testé cet algorithme dans de nombreux cas et il n'a pas
toujours convergé. Dans les cas de non convergence, nous avons considéré le
probléme de la détermination du réseau homogéne comme un probleme d'optimisa-

tion, de la facon suivante :

Soit la fonction d'objectif h définie par :
MN .

hi R,, => R

B> h)= ||p - o]

*
Nous cherchons un vecteur y réalisant le minimum de h ; plus
techniquement, nous avons utilisé uneprocédure générale d'optimisation prise
dans la bibliothéque N.A.G. [NAG], et pour éviter les problémes d'échelle

nous avons utilisé comme fonction d'objectif :

h' 2 {wo} >R,

u
p. (n=1)A] (n~1)
ur> w7 1 L
= i pi(n)yi(n)

_1:|2
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Remarquer que si H(R) existe, alors h(gﬁ)=h'(£?)=0.

Avec cette procédure, nous avons toujours trouvé un réseau homo-
geéne et un seul, en prenant différents points initiaux. De la méme facon,
dans les cas de convergence de 1'algorithme précédent, nous avons obtenu

(0)

toujours la méme solution avec différents vecteurs ' ’. Ces résultats con-

fortent la conjecture de 1'unicité.

Nous allons maintenant considérer un peu plus en détail le pre-
mier algorithme. Tout d'abord, on peut étudier analytiquement son comporte-

ment dans les deux cas limites examinds dans la section 5.

Le cas N=1

(0)

I1 est clair que dans ce cas ¥ ', tel qu'il est défini par 1'al-

gorithme, est point fixe de @, et alors :

1'algorithme donne le réseau homogéne (qui est le réseau original) en une

itération.

Le cas M=2

.~
Dans ce cas, nous allons montrer que si N>1, 1'algorithme ne con-

verge jamais.

La fonction d'erreur est :

(k) (%—;)
. (n)-u.(n
ERR(K)E ) 5D k21
i,n/ (n) :
1€igM, =1

1¢ngN

Reprenons la notation de la section 5.2., et soit

A - A -
.A(n)= éé%;%l‘, B(n)=-%%§711 pour n=1,2,...,N
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étant

u

(0)

-28~

La récurrence Yéerit ici

%

1_‘1(k)(n)é A(n) §_‘.F§k-1)(N'H*1) pour n=1,2,...,N

k>1

i @8 B 2w ene)

Ceci entrailne :

b () <u @ () [am@B(-ne 1]

1 .

187 ()=u{® () [B(m)A (-ne 1)

et

X

b (= L a@ul® m-ne1) [A@ BO-ne1)] S
2 .

X .

b2 @)= 2 3@ (v-ne 1) (B A@-ne D]
1

pour n=1,2,...,N, et k » O.

Or, il est immédiat que : .

[B(n)=a(N-n) pour n=0,1,...,N] <=> EA([)B(N—£+15=1 pour E=1,2,...Jﬂ

Par conséquent :

u§2k) (n)=p(0) (n), pg?'k) (n)=p§0) (u)
X X
Pgrzllin):X_;A(n)pgo)(N_nﬂ)’ p§2k+1)(n)=éB(n)pg'O)(N'n”)

pour n=1,2,...,N et sz().

On voit que 1l'algorithme oscille entre deux vecteurs, l'un d'eux

- Le seul moyen d'avoir convergence est de partir de la solution.
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Si ugo)(n) =1 pour i=1,...,M
-1 S. :
i n=1,..,,N,
On aura :

PEZk)(n)=__l ot Pi(2k+1)_(n)= Gop(met) 1

5t - X3-i  Pj

pour i=1,...,M
n=1,...,N,
etk » 0.

La fonction d'erreur donne\/ k& W* (k pair ou impair) :

Cx u{0) b x L(0)
s 1 T aw 2O g% 2 B ey
I<ngN %2 Hy () IngN - 71 (0)
- : O . Hy ~(m)

donc, ERR(k)=cte.,indépendante de k, Vk>1.

Dans les cas de non convergence, nous avons toujours constaté le
méme phénoméne d'oscillation : il existe deux vecteurs B, et H, dans D(T)
tels que 1'algorithme oscille asymptotiquement entre un vecteur colinéaire
avec Us.et un vecteur colinéaire avec By Plus précisément, pour certains
réseaux, on a trouvé (numériquement) deux vecteurs 34 et EQ dans D(T) tels
que :

BCuy)

i}

Q

j =
N

[
w0
=

et ¢(Ez) By

Supposons qu'on Prenne comme vecteur initiallg(0)=u1. Alors, on
obtiendra :
2 k
__“( k), Bk£1 ot g(2k+1)=ak+18k_gz,Vk20

La fonction d'erreur oscille aussi entre deux constantes indépen-

dantes de k :




IIIIIIIIIIIIlIlllll.llllllllIlIlllllllII---:::——————________f____f
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gk, (1,m -8, (6, 0)

]2

1
~1

ERR(2Kk) —
i, okgk 1E2(i’n)

. [6_51(1,n)-_13_2(i,n) .
T, Ez(i,n)

[ Gt (o) (,m) g
1_1_1(i,n)

il
t~1

de méme, E(2k-1)
i,n

ceciV k21 ; El(i’n) désigne ici le taux de service de la station i lorsqu'elle

contient n clients, correspondant au vecteur U,, pour £=1 ou 2.

Pour conserver un méme ordre de grandeur dans les taux, mnous avons

considéré la variante suivante de l'algorithme :

on prend Eﬂ_1) définit par : u§_1)(n)é gl pour i=1,;..,M
) i n=1,...,N
ensuite, E‘O)é ———zf%y———..g(_1) (EFO)G D(T))

T )

et la récurrence est donnée par @

oy 1

o) Y ke

i.e., on normalise a chaque itération. Cette variante n'a pas
modifié le comportement de 1'algorithme : les deux versions convergent ou

divergent simultanément.

On peut signaler que toujours dans le cas de non convergence, Si

on part d'un‘Efo) proche de la solution, l'algorithme converge ; én prenant

des vecteurs initiaux de plus en plus éloignés de la solutiom, on dépasse a

un certain moment un ''seuil" de convergence et le phénomene d'oscillation

apparait.
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Etant donné le colit élevé pour obtenir les paramétres exacts d'un

réseau R général via le processus markovien associé, pour 1'étude de ce pro-

bléme de convergence nous avons aussi utilisé la procédure suivante

. on se

donne un réseau G-N avec taux de service u, on calcule les distributions mar-

ginales, les moyennes de service et le flux absolu, et on applique l'algorithme

itératif pour essayer de récupérer en sortie le méme vecteur u.

Ainsi, si on considére le réseau suivant :

N=2
avec taux de service :
station i . (1) u. (2)
i i
1 0.1 1
2 0.5 1
3 1 0.1
on obtient : T = 0.2407
S1=3.O77 182=1.846 S3=1.692
distributions ﬁarginales : station i pi(O) pi(l) pi(Z)
1 .259 .556 . 185
2 .556 407 .037
3 .593 . 185

.222

Pour ce réseau, l'algorithme itératif ne converge pas ; les vec-

teurs u, et M, de D(0.2407) sont :

T station i pi(1) pi(z)
1 0.063 1.252

2 0.228 6.872

3 2.291 1.063

LI station 1, pi(1) yi(z)
1 1.672 1.367

.2 3.592 1.480

3 1.550 0.130
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0.4543

Soit a et B tels que : ¢(E1)=qE2 et ¢(BQ)=BE1 ;ona:
T : i . 1.2876

B

non

Exemple 2

Nous donnons enfin un réseau général pour lequel 1'algorithme ité-

ratif ne converge pas.
0.1

0.7 [ToT"

* CPU

0.2 102 =4

Le temps de service dans la station CPU suit une loi H2 (hyperexpo-
nentielle d'ordre 2) avec moyenne 1 et carré du coefficient de variation égal
a 25 ; le temps de service en I01 (resp. I02) suit une loi Erlang-2 de

moyenne 2 (resp.10). Il y a 4 clients dans le réseau.

Les distributions marginales sont :

0 1 2 3 4
CPU .600 . 184 .060 .040 .116
101 . 440 .240 .166 .107  .047
102 . 201 .169 .209 .242 .180

x = (10/19, 7/19, 2/19)> T = 0.75%

Les vecteurs 34 et EQ sont :

1 2 3 4
CPU 115.7 39.26 4.080 .2528
101 99.35 33.19 12.11 1.744
102 23.03 7.217 2.814 .5017

1 2 3 4
CPU 5195  2.814 3.038 1.284
101 .02546 .4203 2.058 5.323
102 .004165 .06200 .3675 .9959

L'application d'une méthode générale d'optimisation nous donne H(R)

avec le vecteur yu suivant :

1 2 3 4
CPU — 1.606 1.244 .5056 .07982
101 .5747 L4626 4202 L4279

102 .06448 .08624 .1025  .1461
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10. CONCLUSION

Dans cette étude, nous .avons pu regarder eﬁ détail le. probléme
du réseau homogéne dané certainé cas limites (N=1; M=2 ; M=3 et N=2) qui
nous permettent de mieux comprendre les phénoménes en présence grace a
quelques résultats analytiques exacts. La présentation du probléme comme
un probléme de point fixe est d'intéréf et peut €tre utilisée pour examiner
les réseaux multiclasses de la méme facon. Le théoréme 1 qui établit '1'uni-
cité de la forme produit par rapport & la distribution jointe (quand le

nombre de stations est plus grand que deux) peut nous donner une autre voie,

via (6) , d'obtenir la preuve de l'unicité du réseau homogéne.
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ANNEXE A

.Preuve du Théoréme 1

Soit R un réseau de type G-N avec M stations, une certaine topolo-
gie et le vecteur x associé, N clients, et une distribution jointe station-
naire m. Il s'agit de montrer comment obtenir le vecteur U & partir de la

connaissance de "(n), ¥n € E.

Comme R est un réseau G-N, on sait qu'il existe un vecteur u>0 des

taux de service qui satisfait le systéme {A1,A2,A3} suivant :

M
(A1) m(n)= E £.(n,))Yn € E

1

ol, pour i=1,2,...,M :

1
F .
i

n
(A2) £ () &q

X,
i _ ) A
T ey v 1,2, £ 0

, M
(A3) et ou F 4 Y (n fi(ni)) est la constante de normalisation.
n/n€E i=1

. . # .
Remarquer que si u est solution de ce systéme, alors,Vh>0,1e vec-
teur ap aussi ; ainsi nous pouvons normaliser la solution, par exemple en

fixant arbitrairement la valeur de u1(1), ou de facon équivalente, de f1(1).

Considérons, d'abord, le cas M>2.

Nous savons donc, qu'il existe une solution u au systéme {A1,A2,A3}.
I1 faut prouver qu'il n'existe pas d'autre solution possédant la méme valeur
de u1(1). Etant donné la définition des fi’ il est équivalent de prouver qu'il
n'existe pas d'autre ensemble {f1,f2,...,fM} solution de {A1,A3} avec la

méme valeur de f1(1).

En effet, si u est solution de {A1,A2,A3} avec y1(1) fixé, (A2)
impose la valeur des fi 3 réciproquement, si {f1,f2,...,fM} est la seule
solution de {A1,A3} avec f1(1) fixé, on construit univoquement les pi(.) par :

fi(n—1)

u. (n)= —/———x. pour i=1,2,...,M,
L fi(n) 1 n=1,2,...,N.



LA encore, & désigne le vecteur (§, i1 12,..

L9685

réseau (M23), alors, a cause de la formule produit, on a :

et de j.

a4)

déterminer

(AS)

7[n Ei+(N_n)Ek] £ (n)

Alors f (n)= =a; (n)f (n) pour i=

les fi en fonction de f

= pour n=0,1,...

m[n _gj+(N-n)_gk] fj (n)

Pour j=1, on définit :

n]:ne +(N-n) ek—_l
a; (n)— pour n=0,1,...,

m [n£1 + (N—n)gk]

i=2,3,...,M

k quelconque dans {1,...,M}-{1,i}

Noter que a; (0)=1.

2,3,...,M
n=0,1,...
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), ie{1,2,...,M}.

On remarque d'abord que si i,j,k désignent trois stations différentes du

Remarquons que ce rapport ne dépend pas de k si k est différent de i

Par conséquent, si f1 est unique, fi est unique Vi. pe plus, on sait

1

Pour n=1,2,...,N, on définit aussi :

Y

b Tr[ne +(N n)ek] m[e. +(N-1)ek]

Tr[(n—1)e +e +(N- n)e] +(N 1)e]
avec j#k, j#1, k#1

Remarquer que b(1)=1.
Alors, de (A1) nous avons :

f1(n)=b(n)f1(n---1)f1 (1) pour n=1,2,...,N.

Pour n=2, ceci donne : f1(2)=b(2)f%(1).

n

On définit encore : c(n)= 1 b(&) pour n=1,2,..

£=1

N ; C(O)é1
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Remarque : c(1)=b(1)=1.

On voit facilement par récurrence, que :

£, (m)=c(n)£," (1) pour n=1,2,...,N
En résumé, la solution {f fz,...,f } de {Af, A3} d01t vérifier :

f. (n) =d, (n) £7 (1) pour i=1,...,M,
n=0,1,...,N

< _ c(n) si i=1
ou di(n)_ - pour n=0,1,...,N
a;(n)c(n) si i>1

‘

(voir que di(0)=1)

Donc, si on fixe f1(1) la solution est unique et on sait la déterminer.

La construction des di(n) est possible grace au fait que la distri-
bution m est’'de forme produit par hypothése, et aussi & cause de la condition

M>3, condition nécessaire pour écrire (A4 et (A5).
Si M=2, n € E nous avons : n(ni,n2)=p1(n1)=p2(n2).

D'aprés la section 5.2., si N>1 il existe une infinité de réseaux
G-N avec des taux de service non colinéaires entre eux, N clients, méme vec-

teur x et mémes distributions marginales PysPys donc méme distribution jointe .

Si M=2 et N=1 on a évidemment un seul réseau G-N avec le vecteur X
donné et distribution jointe m(cf. section 5.1.), & une constante multiplica-

tive prés pour les taux de service.
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ANNEXE B

D'abord il faut vérifier que 1'algorithme du théoréme 1 définit un
vecteur y sans ambiguité (2 une constante multiplicative prés). Autrement dit,
il faut vérifier que les coefficients ai(n) et b(n) sont bien définis (cf.

Annexe A).

Comme M=3, il n'y a pas de choix pour 1l'indice k dans la construc-
tion des,ai(n) pour i=2,3 et n=0,1,2, car ke{2,3}-{i}, i.e. k=5-i. Par consé-

quent, les a, sont construites a partir de v sans ambiguité.

Pour b(n), comme N=2 et comme b(1) est toujours égal & 1'unité, il

faut seulement regarder la détermination de b(2), qui s'écrit dans ce cas :

W(231)"(Ej+5k)

b(2)= it1, k#1, j#k

n(g1+gj)1r(g1+_gk)

Cette expression est symétrique par rapport a j et k, car M=3 ;
i.e. les deux choix possibles j=2/k=3 ou j=3/k=2 donnent la méme valeur de

b(2) ; donc b(2) est aussi calculable sans ambiguité.

Alors, on peut déterminer un vecteur y & partir de 7, méme si on .

ne sait pas encore si 7 est une forme produit.

D'aprés l'annexe A, nous avons :

m(e,+e )m(e +e.) .
u, (2= L = Sy v kLA, AD)
, w(gjfgk)n(zg1) 171
ou vy = 1_11(1)
pour i=2,3 :
()= N(E1+Ek) it y = ! Y k#1,1
H = #1,
t lejte)  x dyxy
nle +e.) X, d. x.
=1 =1 1 ki .
.(2)= =
MO Sy - X Y T mp Y M
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Avant de regarder si le réseau e(y) de type G-N a la distribution

jointe mw, nous allons normaliser W pour que la condition (C4) soit vérifiée,

i.e. nous allons déterminer y tel que p € D(T).

La condition (C4) peut s'écrire :

p1<1)p1(1) + p1<2)p1§2) = Tx1.

ce qui donne :

d,d

et donc pour Yy :

donc,

*

2
Y p1(1)+ 3 Y = Tx1
. o 2d :
1 .
2T dx,
Y=—D—— ou D = d1d2 + d1d3 + d2d3

Alors, on obtient pour u :

2Tx.d.
i
D

pi(l)= pour i=1,2,3

Tx.
u.(2)= —  _ d.d pour i=1,2,3
T D e (2) ik j#i, ki, jfk

I1 nous reste a vérifier que e(p)=H(R). A partir de U on obtient :

D 1 D?p; (2)
fi(1)= T’ fi(2)= ~—————— pour i=1,2,3
¢4 212d d,d,
F= ) £ (DE(1) + L £,(2)
i,j/1<] k
D SR D2 1 .
<GP gt 3 e ) P (2)
- \2T 1,37i< didj 2T d142d3 L Pk
d, +d, +d
1 17%27% 1
Or, z = = 2 p,. (1)
i,i/i<i 94195 9499, dpdydy i K



~40-

D21 g D? 1 -
F=gmaar L %D *sm 735 L@
wrr dddy P 2 d 34, L P

2 ol |
- e T [, (D42p (2)]
IR k

mais nécessairement ) [pk(1)+2pk(2)] = 2, et alors :
k

(k%) F = 2T232d d
19293

Soit 7' la distribution jointe de e(u) ; alors, d'aprés (¥) et (**):

— 1 — — .—
"'(Zﬁi)"f fi(2) = pi(2) = n(Zgi) pour i=1,2,3

d .
“'(—e-i+-gj)='% fi(I)fj(1)= 2_k = ﬂ(gi+_g_j) i#j (k#i, k#j)(cf.section 7)

donc w'=m, ce qui entraine que e(u) = H(R).




=41~

.ANNEXE C

Nous allons rappeler ici briévement le principe des deux méthodes
approchées considérées, et nous allons calculer les paramitres des réseaux

G~N qu'elles donnent comme approximation de R3.

C.1) Méthode itérative de R. Marie [Mar79]

2.

On construit une suite de réseaux G-N qu'on note R(k) k=0,1,2,...:

) (1)

et on s'arréte dés que R est suffisamment proche de R

\kaO,R(k) est un réseau avec la méme topologie que R et le méme

(k)

nombre N de clients ; si u est son vecteur des taux de service, on a

d'abord :

pi(o)(n)é %T pour i=
i n=

-

(k) (k-1)

ensuite, pour k21, on détermine u a partir de u de la facon suivan-

te :

Si Agk-1)(.) désigne le taux conditionnel d'arrivée & la station i

*(k-1) (k)
dans le réseau R* 7, alors pour,i=1,2,...,M He (.)est le taux de service
conditionnel correspondant & la file d'attente Aik_1)/Gi/1/N ou Gi est la

loi de service dans la station i de R.

Dans le cas du réseau R3, remarquons d'abord que par symétrie
uf O ) ee a0 =7 1,5 5 notons W (=M () et

(k)
xgk)(.)=x(.) pour i=1,2,3. Ensuite, si on étudie la file A(n)/E,(n)/1/2, le

taux de service conditionnel est donné par :

2 .n2

i n
Y O I M TE O

(k)

En outre, il est immédiat de voir que dans le réseau R3 , On a :

A& (4= % j y(k)(ll)
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Tout ceci donne :

(k) , n? - (k) = n’
v ey e v B T Ty,
2 (De2n n-ook

Si on note akéu(k)(1) et bkéu(k)(z) k>0, il faut étudier la récur-

rence :
2 “
= n =1
8 1 +2 k21’ 8% T2
2 F-17"
2
bk 2n - a 321’ bo 2

Etude de la suite (ak)kz0

(i) Si on explicite la dépendance vis a vis de n, i.e. ak=ak(n), on a :

a, (n) = n ak(1)V}<20

La preuve est immédiate par récurrence : étant vraie pour k=0,

si on suppose la propriété vraie pour k=0,1,...,£~1, pour k=f on a :

2 : 2
az(n)= 3 d = 1 = 1 =7 a£(1)

5 3p_1(N)+2n %n ap_4(1)+2n %a£_1(1)+2

(ii) I1 suffit donc d'étudier la suite Yi A ak(1) k20.

=1 R B
Yo T2 Vi T 7 k21

7 Yi-1*2
Remarquons d'abord que Vk21,‘ Y 6 (O,—;_-)

Siy 4 1i-myk existe, on a :
k

[y=—1——1-———ety€ E),—;{]]=>y=‘/_6--2
2Vt 2



Enfin, il est simple de vérifier par

)

(yze est strictement croissante,

croissante, et

kah\/ZZf, ka < '/z -2< 'y2£_1 .

21

alors, les deux suites sont'convergentes, et on

lim y, = 1lim y,p . = V6 - 2
k1 2K By 281

()

3 est caractérisé

Donc, le réseau R

u i (D=0/6-2)n

(®) 1oy n‘ 1
My (2)= 2n—(/6—2)n T 476 n

C.2) La méthode E.P.F. de A. Shun {Shu76]
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récurrence que :

(y2£_1)£21 est strictement dé-

‘trouve de facon immédiate que

par :

On peut présenter la méthode E.P.F. (Extended Product Form) de la

facon suivante :

Soit un réel t>0 ; pour i=1,2,...,M on considére la file d'attente

M/Gi/1/N ol Gi est la loi de service dans la station i de R, et ou le taux

d'arrivée est constant et égal a tx. tant qu'il

y a moins de N clients dans

la file, 0 sinon. Si vi(.) est le taux de service conditionnel pour cette

file, on construit le réseau G-N qu'on note e(gf) ayant la méme topologie

que R, N clients et des taux de service vz(.), 1¢i¢M. Dans s(zt), le temps

moyen de service dans la station i est SE, différent de Si’ la mbyenne de la

loi G, : .
i
t
1-p. (o)
SE = ———%——~ ol TE =) p?(n)vz(n)
Ti 1<ngN

On définit la fonction d'objectif s suivante :

A ¢ N
Ve>o, s(e) 2 ] (s-s))e
: 1<igM

¢



* 3
Alors, on cherche t réalisant le minimum de s sur {t>0}, et le

s a2 . . tx, .
réseau considéré comme approximation de R sera e(v ).

Dans le cas du réseau R3, on prendra d'abord comme vecteur x le
vecteur (1,1,1) pour alléger 1'écriture ; ‘il faut de nouveau considérer la
file A(n)/EZ(n)/1/2 ou A(0)=2(1)=t (A(2)=0) ; on obtient pour le taux de

service :

2 2
, v§(2)=vt(2)= —D_ i=1,2,3

Vi (1)-v ()= —— t+2n 2n—vt(1)

Une fois les calculs faits dans E(XF), on obtient comme temps

moyen de service :

t_ot _ 2t>+10nt+11n?
3n% (t+2n)

i=1,2,3

2
Alors, s(t)= =3(st- i)

ds t t
dat (t)=3(s —"ﬁ') ES .

d t

2 2
Or, It S™ = 2t”+8nt+9n” >0 sur {t>0}

(t+2n)?

Donc, [32 (£)=0] <=> [s"= 27

Comme st - 2 = 2t’*4nt-n?
T 3p2(t+2n)
[st- = -o] <=> [2t2+4nt-n° -o] <=> [t = n(-1% l/—g)]

V6-2

Alors, %— s'annule sur R pour t#*= p . -

' t*
Les taux de service e(v ) sont :

u (1) n(/6-2)

t*+2
i=1,2,3

2
= n =
].Ji(z) Zn-pi(ﬂ 4—76 n

~hb=.
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