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RESUME

Les approximations paraxdales de L'equation des ondes ont éxé
Antrodudites par Le caleul numérique d'ondes se propageant dans des
dinections voisines d'une direction donnée. La plus simple d'entre elles
est L'équation 15° ou Squation parabolique. Nous menond ici une analyse
. mathématique assez complete de cette tquation dans Le cas od La vitesse
du milieu ne varie que dans La direction d'espace privilégite. Nowus nous
attachons a etablin Les proprnietes des solutions qui peuvent étre compariesd
a celles de L'équation des ondes.

ABSTRACT

Paraxial approximetions of the wave equation were introduced fon the
numenical computation of waves propagating in a direction close to a given
direction, The simplest of these 4is the 15° equation or parabolic equation.
We present here a nather complete mathematical analysis o4 this equation
when the velocity of the medium waves only in the given direction. We are
dntenested in establishing the properties of solutions which can be compared
with those of the wave equation.

Mots Clés
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INTRODUCT ION

Les apprbximations paraxiales de 1'équation des ondes ont &té intro-
duites pour fournir un outil performant de caicul numérique de solutions
approchées de cette équation lorsqu'on s'intéresse essentiellement aux
ondes se propageant selon des direction voisines d'un direction d'espace
privilégiée. _

Le champ d'application et d'utilisation de ces &quations est trés
étendu et touche plusieurs domaines de la physique. Citons la propagation
d'ondes électromagnétiques dans la stratosphére [8], la propagation d'ondes
acoustiques dans les océans [181, le calcul des modes guidés dans les
fibres optiques [7] et surtout les techniques de migration en prospection
géophysique [41.

Dans ce dernier cas on s'intéresse a 1'8tude de la propagation d'ondes
montantes. C'est le point de vue que nous adopterons ici. La direction
d'espace privilégiée est alors la direction 0z (par convention).

La plus simple de ces approximations paraxiales est 1'approximation par
parabolique ou approximation 15°. C'est cette approximation que nous nous
proposons ici d'@tudier en détail en nous limitant au cas bidimensionnel
(de nombreux résultats de généralisant sans probléme au cas tridimensionnel) .

De fagon plus précise nous faisons une €tude mathématique de 1'approxi-
mation paraxiale & 15° en milieu stratifié, c'est-a-dire lorsque la vitesse
c du milieu ne varie que dans la direction 0z (Le cas général d'une vitesse
c(x,z) présente des difficultés spécifiques que nous n'aborderons pas dans
ce travail).

Aprés avoir briévement rappelé les différents moyens d'obtention de cette
approximation, nous faisons 1'étude de 1'équation parabolique en milieu homo-
géne : :
- Calcul de la solution &lémentaire et application aux propriétés de

propagation, '
- Résultats de conservation de 1'énergie,
- Analyse de la solution par Fourier (décomposition en ondes planes,
' étude de dispersion),
- Analyse des comportements asymptotiques de la solution en régime
harmonique et en régime transitoire.




Pour cldre ce chapitre milieu homogéne, nous traitons 1'exemple d'une
autre approximation paraxiale : 1'approximation elliptique et montrons que
cette équation ne posséde pas de bonnes propriétés de propagation.

La seconde partie du rapport est consacrée d& 1'étude de 1'équation
paraxiéle en milieu hétérogéne lorsque la vitesse du milieu ne dépend que
de la variable =z . Nous nous intéressons exclusivement au cas du probléme
de -Cauchy posé dans tout 1'espace. Nous établissons :

- des résultats d'existence et d’unicité de solutions classiques
par. la méthode des semi-groupes.

- des estimations d'énergie,

- des résultats d'existence, d'unicité et de régularité de solutions
faibles,

- Tles conditions de transmission & une interface,

- les propriétés de propagation et de non réflexion. de la solution,

- des résultats de continuité par rapport aux vitesses,

- des résultats de type "homogénéisation" comparés au cas de 1'équa-
tion des ondes complétes.

Puis finalement, nous traitons en détail le cas plus simple d'un
milieu stratifié (vitesse constante par couches), ol on établit :

- les lois de transmission d'une onde plane & une interface horizontale.

- 1'expression de la solution &lémentaire pour un milieu 3 N couches.
Nous“illustrons. ces résultats par des courbes.




1 - OBTENTION DE L'APPROXIMATION PARAXIALE 15° EN MILIEU HOMOGENE

1.1 - A partir de la relation de dispersion

Nous partons donc de 1‘équatioh des ondes en dimension 2 :

Nous considérons tout d'abord le cas du milieu homogéne, c’est-a-dire le
cas ol la vitesse de propagation du milieu c est indépendante de x et =z
Dans ce cas, on sait qu'une onde plane,

' o s el 3
(1.2) u(x,t) exp i(wt kXX kzz) (w,kx,kz) e R

est solution de (1.1) si et seulement si w, ké et k sont reliés par la .

“relation de dispersion :

(1.3) W o= K+ KD
X Z

'On désire obtenir une nouvelle équation aux dérivées partielles, qui soit
du premier ordre par rapport & la variable =z, dont les ondes planes solutions,
se propageant dans une direction voisine de la direction =z, dans le sens
z>0 soient "“proches" des ondes plandes solutions de (1l.1).

Pour cela, nous réécrivons la relation de dispersion (1.3) sous la forme
kc k ¢

' z_ 4z o_ X2
(1.4) Ef =1 - )
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. soit Kié-(kx,kz) le vecteur d'onde considéré et 6 1'angle entre
1'axe 0z et la.direction de propagation %

k

zA . k c
_ sinf = X
w
ke
6 cosb = 2~
w
s kx

w, kx étant donnés, celle des deux ondes planes. solutions de (1.1) se propa-
geant dans le sens z>0 est associée & :

k ¢ ke
(1.5) == -

Dire que 1'on considére les directions de propagation voisines de la

direction 0z, que nous baptiserons direction verticale, équivaut & consi-
kc
dérer les petités valeurs de 6 donc du rapport —f}= Alors on obtient une
ke

bonne approximation du rapport —%— donné par (1.5) & 1'aide d'un dévelop-
pement de Taylor :

k ¢ k¢

I it

ce qui correspond a la relation de dispersion :

1.7 e 2. L2 2
( ) A wkzc w 2kxc

qui est la relation de dispersion de 1'équation aux dérivées partielles :

. Bzu 3%u c? %4
1.8 Ju _cl 3u _
(1.8) 5c2 © © 9zot "2 oxZ - 0

équation que 1'2n appelle classiquement (voir [ 4 1, [ 181) approximation
paraxiale a 15 o0 approximation parabolique de 1'équation des ondes.




1.2 - A partir d'un changement de variable

Le principe,introduit par Clearbout dans [4 1], consiste a considérer
la fonction :

(1.9) vix,z,t) = u(x,z,t + —z—)
ol u est solution de 1.1

Dire que u est constituée d'ondes montantes se propageant dans des
directions -proches de la verticale équivaut i dire que les variations de la
fonction v par rapport & z sont négligeables par rapport a ses variations
par rapport au temps. En effet, si nous considérons par exemple une onde plane

montante
u(x,z,t) = exp i(wt - kxx—kz-z)
Alors - v(x,z,t) = exp i(wt - kxx-(kz- c) z)
v iwv
ot
[—g—v— k ¢
D'ol o az = (1 - 2= (l-cosbH)
[5v v '
ot

"ol 6 désigne 1'angle entre 1'axe 0z est la direction de propagation.
Autrement dit, ’

Ecrivons alors 1'équation vérifiée par la fonction v. Nous avons

- (1.10) . u(x,z,t) = vix,z,t - —z-)




Or,

2 2
-%—t-% (x,2,t) = %t‘—i— (x,z,t -

0lN
p—e

3y _ 3%y ( z
IXE (x,zgt) T %2 X,2,t - C)
2%u _ 32y z 2 3%v oz 1 ¥y z
727 (20 = g (L2t = - Tggm (65t - O o e ©

Par conséquent 1'équation vérifiée par v s'écrit

2 v 2 v 3Py _
(1.11) ¢ mzzt ¢ 57 - 2C'az_at—0

Si nous supposons que v est une superposition d'ondes montantes se
propageant selon des directions voisines de 0z, nous pouvons faire 1'appro-
ximation :

32 82_
Cl?E;I << I"c)zgtl

qui nous conduit & 1'approximation de 1'équation (1.11) suivante :

2 .
2 v s v
(1.12) . < 35z - 2 vl 0

Revenons maintenant & la fonction u . Nous avons :

Ay L + 5

% sz’t) - - dx 2 X,z,t c

3’ 32 1 33 '
050 = G Gumed e fgd Goaee B

Par conséquent, si v est une solution de (1.12), Ta fonction u définie par
(1.10) vérifie
2 3% 3%u

c® =—7r ~ 2¢ 2 ____2_82u = 0
ax ST 9zot ot




Soijt encore :

32u 3%u 2 Bzﬁ _
(1.8) 5tZ T C Bzt 2 owt 0

Nous retrouvons 1'approximation parabolique de 1'équation des ondes.




2 - ETUDE DE L'APPROXIMATION PARABOLIQUE DE L'EQUATION DES ONDES EN MILIEU
~ HOMOGENE INFINI

Nous a]ions dans ce paragraphe nous intéresser a 1tétude du probléme
de Cauchy dans tout 1'espace associé & 1'équation (1.8), c'est-a-dire au
probléme : : |

Trouver u : IR2.>< R—> R
(x,z,t) > u(x,z,t)
' ' 3%u 3%u c 3%u L+
—_— —— e — —— % .
(2.1) tq 572 * © Jznt ~ 2 ol 0 dans R "IR
u(x,z,0) = ué(x,z) dans R?
ou 2
= (%,2,0) = v, (x,2) dans R

2.1 - Expression de la solution élémentaire vitesse finie de propagation

Nous désignons par E(x,z,t) Tla solution glémentaire de 1'équation
(1.8), c'est-a-dire la solutiondu probléme :

%E %8 < 2%E_

ot? * Cyz5r T 20 ox?T 0

(2.2) E(x,z,0) = 0

iE{_: (x,z,0) = &(x,2)

‘Le calcul de E(x,z,t) s'obtient grace & un changement de variables
adéquat qui permet de transformer 1'équation (1.8) en une gquation des ondes.
Cela est possible car i1 s'agit d'une équation hyperbolique 1in&aire du second
ordre a coefficients constants que 1'on peut donc é&crire sous sa forme
canonique.
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Pour obtenir Te bon changement de variable i1 suffit d'écrire la rela-
tion de dispersion (1.7) sous la forme suivante :

k c?Kk? c?k?
4

(2.3) (e 5% - 52 - —E =0

ce qui équivaut & écrire 1'identité suivante :

52 3 c® 3% 3 e 3 o2 c 3° c? 32
24)  mrrtegmm T w T wtTe )ty e T h et
qui suggére 1'introduction du changement de variable
(2.5) x' = }Cﬁfg x=x'V2
z' z - % t = (z =z"+ ¢ %
t' = t t =t
de telle sorte que 1'on a :
32 _ 1 82
%2 T 9 x'?
2 ,.c29 9
ot 2 9z 93z’
Par conséquent, si nous introduisons
. )
(2.6) B'(x',2',t") = E(x,2,t) = E(x'VZ, z' + ¢+ ,t")

- E' est solution de 1'équation aux dérivées partielles

. SZE' C2 SZE' BZE'
(2.7) T et <0

c'est-a-dire 1'équation des ondes associée & la vitesse En outre on

o]
5 -




vérifie aisément que E' satisfait aux conditions :

E'(x',2',0) =0
(2.8)

t
~%%—(x',z',0) ] V%? §(x",z")

E'(-,’,-) n'est donc autre, au rapport 14/5 prés, que la solution é1émenta1r¢

de 1'équation des ondes associées a la vitesse %-. Si Y(+) désigne la
fonction de Heaviside, on sait que E'(<,-,+) est donnée par

|E(x',z‘,t') = l - ; 5 l _Y(Czth_ 4(X’2+Z'2))
'v

' TTC'\& (C Z - (x12+212))1/2

| _Y2Z L

Y(Czt' 2_ 4(x'2+z'2))
Te (czt'z—é(x'2+z'2))1/2 ]

D'oli 1'on déduit 1'expression de E en écrivant que

E'(X%Z,z—% £,t)

E(x,z,t)

ce qui nous donne :

L L Y(c?t?-2x2-4(z- %;92)2

¢ (2czt-x2—2zziQ

(2.9) E(x,z,t)

En particulier, on voit qu'a 1'instant t, le support de la solution élémen-
taire n'est autre que 1'intérieur de 1'ellipse d'équation :

. 2x? . 4 c. N )
(2.10) i
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2z
Illustration graphique *

ct

Support de E(-,-,t)

Nous avons fait figurer en pointillé le cercle, centré sur 1'origine, de
rayon et qui délimite Te support de la solution g¢1émentaire de 1'@quation des
ondes complétes.

Nous voyons donc, que la solution de 1'approximation parabolique de
1"équation des ondes se propage & vitesse finie (résultat qui n'était pas a
priori évident comme le prouve 1'exemple de 1'approximation elliptique de
1'équation des ondes) et que cette propagation s'effectue dans Te sens des
z croissants, c¢'est-d-dire dans le sens montant puisque a chaque instant Te
support de la solution élémentaire reste situé au-dessus de la droite z = 0.

En outre nous pouvons constater que dans Ta direction 0z, = le support
de la solution élémentaire se propage exactement a la vitesse ¢ et que les
fronts d'ondes associés aux solutions de 1'équation des ondes et de son appro-
ximation parabolique sont osculateurs au point AA{méme tangente et méme
rayon de courbure). En effet, au voisinage du point A, le cercle de rayon
¢t admet pour équation :

2
X
z = (c?t?2x2)Yz = ct(1- Y Y2
C2t2

Donc, au voisinage du point A

X2 X'-f Xb

(2.11) z = ct(l- * +0(

2¢2¢2 8c‘ft"‘ : cbe®

)
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De méme au voisinage du point A, 1'ellipse (2}10) admet comme équation

2= S SE X )
S S G- - g O
2 2
Soit fina]ement,
(2.12) z = ct(l - }2‘22 — Aci‘:q +0 ('gf%))

2¢ct

Expression de la solution du probléme de Cauchy (2.1)

u(x,z,t) ?-gi (J J E(x-x",z-z',t) u (x',z") dx' dz')
t IRZ O
S E(x-x',z-z',t) ul(x',z') dx' dz'
(2.13) R?

ou

E(x,z,t) =Y L - ¥(e2t-2x?~ 4(z- £ 0)?)
TC te2t2-2x2-4(z-c 3)2)1/2

2.2 - Résultat de conservation de 1'énergie

Nous faisons maintenant sur Tes données initiales du probléme (2.1)
les hypothéses:suivantes :

81.10
l J |+=—=1% dx dz < + =
R2 OX
(2.14)
lur|? dx dz < + ®

On peut alors obtenir un premier résulitat de conservation de 1'énergie
ou '

en multipliant 1'équation par 5¢ et en intégrant sur R? :
2 2 2 n2
f2 g;;~§g dx dz + ¢ [ g?%f"g; dx dz —-%r fz-é%-igg dx dz = 0
, TR '

]RZ
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Nous -supposons alors que le probléme (2.1) admet une solution unique
possédant de bonnes propriétés qui permettent de justifier les calculs que

nous allons mener (ce qui est effectivement le cas sous les hypothéses (2.14)).

Nous avons alors :

3%u  du _ 1 d '.Bu )
éz wgr 3 dx dz = 5 dt(]éz =21 ? dx dz)
82u Ju _ l 3 —ag‘ 2 _
2, dzot dt dx dz = 2 jéz gz'(fatl ) dx dz = 0
R T BT Jo wwer ax 0% %
14 |ou;2
=7 4t (R{z"ax[ dx dz)

Par suite, en introduisant "1'énergie"

1 ou c? du,?
(2.15) E (t) =5/ I_B?{ dx dz + = nfzzlml dx dz

r? 4

Nous obtenons

ce qui donne

u
0

ox

(2.16) ¥t

I\

1 2 c?
0 E ()= EI(O) = E‘fluzl dx dz -+ - I

[2dx dz
R2 R? '

L'estimation ainsi obtenue permet alors d'é&noncer un résultat d'existence
et d'unicité, sous Tes hypotheses (2.14), relatif au probiéme 2.1. Tout ceci
sera détaillé dans le cas de 1'@tude de 1'équation en milieu hétérogéne
stratifie.

-Nous faisons maintenant 1'hypothése supplémentaire :
Ju

(2.17) - 15{2 |g°_|2 dx dz < +w
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On obtient un deuxiéme résultat de conservation de 1'énergie en
" réécrivant 1'équation paraxiale sous la forme : '

_a-(@_*. i"i)_-c_iazlx = (
5t ‘ot ¢ Bz 2 oxZ

On mu]tipTie ensuite par %% + c-%% et on intégre sur tout 1'espace en

utilisant les égalités suivantes :

9 ,du Ju, ,ou du _ 14 du du2
Iéz—a—t— (é—z,— + C§)<5?+C$) dx dz = 2&?le§‘€+ c le dx dz
- du 9%u 1 4 duy g
—]éz-gg —E}—};—idx dz = 7 dt ]I./{‘Z I—a-};‘ dx dz
du d%u S
-:'[é.z—a';‘- de dz =0
Alors, en introduisant "1'énergie"
(2.18) Bpt) =L 5B e g, s 1282 gy g
' 2 2 pa2'ot dz 4 ox
d -
Nous obtenons T {E,(0)} =0
Autrement dit :
1 U o2 aub
(2.19) - Ex(t) = Ep(0) =3 SoJurt e 5 !2 dx dz S J l-é;{——lz dx dz
IRZ z ]RZ

Ce résultat permet alors d'obtenir un résultat de régularité suppié-
mentaire sur la solution de (2.1) Torsque 1'hypothése (2.17) est vérifiée.




2.3 - Expression de la solution de 1'@quation par transfermation

Fourier en espace. Décomposition en ondes planes. Etude de la

disEersion.

Nous désignons parégg, la transformation de Fourier dans <§Z'( R?%),
qui pour toute fonction réguliére u, est définie par :

(_36}5 u—> & = Fu

~ _'_i_ X . '
u(kx,kz) = o ]é'zu(x,z) exp—l(kxx + kzz) dx dz

Etant donné u solution unique de (2.1) nous désignons par &(+,+,t) la
transformée de Fourier de wu(+,«,t). Alors pour tout couple Ckx,kz), la
fonction t —» ﬁckx,kz,t) est solution de 1'équation différentielle :

azg s ok
(2.20) Erri 1ckz'a; + 3 a =0

et vérifie Jes conditions initiales

|G(k_,k ,0) = & (k ,k)
| ¥ 'z " o x z
(2.21)
aa '
Ez(kx,kz,0)= ul(kx’kz)

I

On cherche alors une base de solutions de (2.20) sous la forme :
(2.22) v(t) = exp - iwt

au quel cas on aboutit bien entendu & 1'équation caractéristique :

czk 2
(2.23) whwek - —= =0
. z 2

dont les deux solutions, réelles, peuvent s'écrire :

1
(2.24) w+(erkz):rg , + signe (k) (k;+k§)z

Y
(k2+k?)
X pA

N

2

e NN

- _c o
w (kx"kz) =5k, signe (kz)
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On remarquera que 1'on a notamment les développements suivants :

[ ck_ ) kxz kX“
| @ (k,k ) =—=1 +5 T2+ 0(GF)
(2.25) : o z i
_ ck kX2 kx“
w (kx,kz) =-"2—( 5 ~(-k—'z) + 0 (F))
z z
et 1'on notera en outre que 1'on a :
. i w*(kx,kz‘)
V (kX’kZ) € R -——ck—z——'— >0
(2.26) \ w-(kx,kz)
Y (kx,kz) e R ———ék—z—-—-— < 0

11 est alors facile d'exprimer la solution a(kx,kz,t) du probléeme ((2.20),
(2.21)) qui s'écrit donc :

(2.27) 4,1 = +]' { (16 -wg)e ™t 4 (w'g —ia)e @ Ty
W -w 1 °© o

la dépendance par rapport & (kx,kz) étant déterminée par 1'intermédiaire

. + - . + -
des fonctions w ,w 8, 8 On notera en outre que bien que |w -w | = c(k;+k;)b§
1

1'expression admet une limite quand (kx,kz) — 0 limite que s'é&crit, pourvu

soient suffisamment réguliéres ;

que u_ et uy

(2.28) 4(0,0,t)= ﬁO(O,O) + t al(o,o)

Moyennant quoi, par transformation de Fourier inverse, la solution u
de (2.1) s'obtient & partir de (2.27), ce qui donne toujours lorsque u et

u sont réguliers :
1

+
-iw to .a
t t+(w 4 ~-id e
[¢] 1

L1 R
(2.29) u(x,z,t)= ﬁz—m {(1u1—w-u0)e

-iw t}ei(kXX+kzz)de dkz
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Tnterprétation de (2,29)

Sous réserve d'hypothéses supplémentaires sur ﬁo et “al qui permettent
de justifier 1'existence des intégrales que nous allons &crire, on voit que
1'on peut décomposer la solution (2.29) de la facon suivante :

n(x,z,t) = u+(x,z,t) +u (x,z,t)
' id,-w 4 + .
: , + _ T o ~i(w t-k _x-k.z)
.(2.30) u (x,z,t) —},;'2 ot e x 27 dk dk
w4 -id - '
_ . 1 s T ol o
u (x,z,t) = f —4—— e iwe kx kzz) dk_ dk
R2 wi-w ' X 2

Compte tenu de (2.24) :

- u+(x,z,t) apparait comme la superposition d'ondes planes monochro-
. + . .
matiques (P ) se propageant dans la direction =z > o.

- u (x,z,t) apparait comme la superposition d'ondes planes monochro-
matiques (P7) se propageant dans la direction z < 0.

Au premier abord, la présence du terme u (x,z,t) est pafadoxa]e dans
la mesure oli, si on choisit par exemple des conditions initiales vérifiant
ia;= w-ﬁo, Ta solution apparait simplement comme un paquet d'ondes planes
Sé propageant toutes dans la direction z < 0, alors que 1'on a vu, sur la
solution é&lémentaire, que la solution se propageait globalement dans la
direction z >o0, .

En fait, i1 est bien connu que 1a propagation de 1'énergie d'un tel
paquet d'ondes, et par conséquent celle du support de la solution, est
régie par les vitesses de groupe de ces ondes planes. L'Btude des vitesses
de groupes des ondes (P+) et () permettra, comme oh le verra, de Jever
ce paradoxe apparent.
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Etude de 1a 'diSpe"rsiOn des ondeg (P+) et (P))

' ->
Nous nous limiterons, pour cette étude,.aux vecteurs d'onde k = (kx,kz)
dont Ta seconde composante-est positive ou nulle. Cette limitation n'est
pas restrictive dans la mesure ou la formule (2.25) montre que 1'on a :

+,. : +
w (kx,mkz) - (kx,kz)

b

w (kx,-'kz) - (kx,kz) :

IT y a donc conservation des vitesses de phase et de groupe des ondes
" et (P7) lorsque 1'on passe du vecteur (kX,kz) au vecteur (kx,-kz).

Dispérsion des ondes @h

La vitesse de phase d'une onde (") se propageant dans une direction
(kx,kz) est, en module, dgnnée par :
. o'k Lk )
Vv (k ,k ) = —_ X Zz
x 2 (k2+k2) Y,
X 4

S1 nous introduisons 1'angle 6, compris entre —~g et -g, entre 1a
direction de propagation (kx,kz) et la direction 0z, i1 est facile de

voir que cette vitesse de phase ne dépend que de 8.

En effet,

+ _c c 2 241 ’
Wl k) = 5k, 5 (k2 2k DY

i G )

T k) = S (k (k24k2)T 2 S YY)
v x’ z) 2 Z x+ z) @ k§+k§ 2

Soit encore :

(cosb+(1+sin?0) )

-+ _ + _c
(2.31) Vo (k k)= (8) =5
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La dispersion des ondes (p*) se manifeste, non pas en fon;tion de la
Tongueur d'onde considérée & sayoir 2 = 2nlkl*1 =2ﬂ((k§+kz)f%@§ mais
uniquement en fonction de la direction de propagation. Cela est bien entendu
1ié au caractdre homogéne de 1'équation.

On notera que :

‘V+(0) c

c (1 - %i + 0(8%))

[

v (8)

2° 2

‘c‘—/?—z—‘sv*”(e)' <ec VYoer-I I

Toutes les ondes (p') se propagent donc @ des vitesses comprises
entre -% et c, la vitesse c n'étant atteinte que lorsque la direction de
propagation est la direction verticale. En outre, lorsque la direction de pro-
pagation s'écarte peu de la verticale, 1a vitesse de phase approche la vitesse

exacte c & l'ordre 4 (par défaut).

Dispersion des ondes (P )

La vitesse de phase d'une onde (p") est donnée par :

_ uf(kx,kz)
Ve ly) T T

I1 est clair que, 1d encore, le caractére dispersif .de ces ondes planes
se manifeste uniquement en fonction de la direction de propagation et que 1'on

a la formule :
(2.33) V(k k) = V() = 5 cosd —((1+sin®8) ')

Cette fois on notera que :

v (0) = 0
v(8) = £+ 006%))

cv?2 T 7
ogv(e)<———2~— V@e[-;,a‘]
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v.La vitesse de phase des ondes. P , qui se propagent dans le sens
z < 0, est donc bornée par -% et cette vitesse est nulle Torsque Ta direction
de propagation est la direction verticale.
Sur la figure qui suit nous avons représenté le lieu décrit par les

" extrémités des vecteurs §+(9) et 3’(6) lorsque 6 décrit [~ gﬂ gﬂ

A

]

ONDES (P ™)

_ ONDES (P")

Signalons que si maintenant on considére 1'enveloppe de la famille de

s + - -
droites (Ae, Ae) od

. Ag est la droite passant par 1'extrémité du vecteur

T o) et orthogonale & ce vecteur,

-

. Ae est la droite passant par 1'extrémité du vecteur

. ¥7(8) et orthogonale & ce vecteur.

alors on aboutit & 1'ellipse d'équation

(2.34) 2x2 + 4(y- F)P= c?
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‘qui n'est autre que 1'ellipse qui délimite Te support de la solution &lémen-
taire de 1'équation (2.8) & 1'instant ¢ = 1. On retrouvera et détaillera
ce résultat Tors de 1'&tude de 1'dquation en milieu hétérogéne.

Vitesse de groupe des ondes (p)

Cette vitesse est, par définition, égale :

. 1
2k (21<2+k~°-)'/2
(2.35) Vae.k) = otk =S Ry

g x’ z x’ 'z 1+ké2k§+k§) 2

On constate a nouveau que la vitesse de groupe ne dépend que de 8 et
que 1'on a :
20y o
s . -2 sinB(l+sin®0)
(2.36) v (8) =3 y
& 1+ cosB(l+sin?p) 2

En module, cette vitesse est donnée par

(2.37) vt () vZ [ , sin’® cos® Y
g

RN 1+sin28 © (1+sin‘ejTZ’

IT est alors intéressant de remarquer que :

* la deuxiéme composante du vecteur v (6) est
toujours positive.

* Pour tout 6 ¢ [—-g,-g] cﬁég
(2.38)

. V;(9)=c = B§ =0

+
SV (8) <
g( ) ¢
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Vitesse de groupe des ondes (p7).

Elle est donnée par :

1
-.9_1c--(1c2+zk2)"/2
(2.39) Vilk k) = Vu (k k) = EE
g X z X z 1=k (k2+2k2) 2
Z 4 X
ce qui, exprimé en fonction de 6, donne :
’ 1
_ _ . 25106 (1+sin28)” 2
(2.40) : v (8 =75 _ -y}
& 1-cosf(1l+sin?0) %
et en module, cette vitesse est donnée par :
| ' - _ oz sin®6 cos® v
(2.41) Vg(e) o2 {1+ 1+sin’® (1+sinze)ﬁz}

ce qui permet de déduire que :

la deuxiéme composante du vecteur V;(e) est toujours

positive
. T T - o3
¥8e [~ ) 2] 0 < vg(e) ==
(2.42) _
« vV (0) =0
4
.-
' ‘vg(i 5) 2.

Enfin, le lieu décrit par les extrémités des vecteurs 3;(6) et 3;(8)
lorsque © décrit [- 7, J1 est 1'ellipse d'équation (2.34).

En effet, soit M (8) (xT(9), y+(8)) défini par :

>

oMt (8) = %;(e)
x+(8) = sinb
{ (1+6in%0) %
+ c cosB
y (e) = _2— (l + (1+sin26.) .1/2)
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. . 2
t ooy 2 - 2 8in°@

. - 2
+ Cy2 _ 2 cos’f
by @)= = < T w7
.+ 8) 244 ( +(e) 5)2__ 2(25in26+cosze) - a2
2 (O Gy (8)- 5= " (i Te ¢

(Tes-calculs sont rigoureusement les mémes pour le point M (6) défini
>

par  OM-(8) ="\7;(6))

.......

ONDES (P)
ONDES (P)
. bx
N SR = Eo = 0
On remarque que ¥ e;.[- 2,2] Vg(e) + vg(e) = c <;>

On retrouve donc le front d'onde & 1'instant t = 1. C'est 1'Btude asym-
ptotique de la solution quand t + » qui permet d'expliquer le lien entre
ce front et les vitesses de groupe, grdce au théoréme de la' phase stationnaire.
Pour terminer cette &tude indfquons comment on peut trés rapidement obteair
géométriquement les vecteurs v (8), v‘(e),v;(ej,v;(e) & partir de la "courbe
de lenteur" ;“z1owne§scsurface" en anglais), ce qui est la courbe dans le
X

plan (Kx =0 Kz=—§}9 dont 1'équation est obtenue & partir de la relation

de dispersion :

2
| e
(2.43) 5 K%+ ek -1 =0
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Cette courbe est donc 1'équiyalent, pour 1'équation paraxia1e, du cercle
centré sur 1'origine de rayon < pour 1'équation des ondes. I s'agit de la
parabole osculatrice a ce cercle au point d'intersection avec le demi axe
{Ki = O,‘Kz>0} (d'ol le nom d'approximation parabq]ique de l'équation des ondes).
IT est clair alors que si 1'on considére 1a droite d'angle polaire 6 par
rapport & 1'axe o0z les deux points d'intersection de cette droite avec la

courbe (2.43), soiént P*(ej et P (8) sont tels gue :

5

———

or'(8) = —S— N(6)
vV (8)
> >
0P (8) = - —— N(8)
: v (6)

d'ol Ta construction géométrique :
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Pour obten1r une construction des vitesses de groupe, 11 suffit de
remarquer que comme on a la relation de d1spers1on :

c2
w? —ck w-S-k2 =9
z 2 'x
Par différenciation nous avons

dw—

‘(Z(D'_Ckx) i ~we =0
zZ
. dw
(ZUb-ckX) i n kx = 0

dw kxc
dk . w
=)/ /
dw 1
dk
z

D'ol Ta construction géométrique :

K
z

A

il SNy L A

- -
~e -
P et
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2.4, Comportement ‘asymptotique des solutions de 1'équation paraxiale

2.4.1. Cas de 1'équation d'Helmholtz associée

‘ Nous envisageons le cas de '1'équation paraxiale (1.8) en
régime sithusofdal de fréquence w donnée. Autrement dit, nous nous intéres-
sons au probléme : '

3%u 32u c? 3%u

’ - . ~iwt
(244) - —a—gz- + C NZot - 7? = f(x,z)e

dont Ta solution s'écrit nécessairement,.

(2.45) ulx,z,t) = ¢(x,z)e -iwe

ol ¢ est donc solution de 1'équation d'Helmholtz associée & 1'équation
paraxiale (1.8) :
(2.46) i S L T P
) 2 Bx oz
I1 est bien connu que (2.46) n'admet pas de solution unique. En revanche,
on peut dé&finir sa solution sortante en généralisant le principe d'absorption

Timite.développé dans le cas des opérateurs autoadjoints (178, [ 193, [20]).
Pour cela nous considérons 1'@quation (£>0 donné) :

2 dzd)E 3%, .
(2.47) ‘-2‘— '-a—x—z"— i(DC‘a-‘Z-"— (w +iEUJ)d)€ = f

équation qui, pour f apparténant 3 1?(R?), admet effectivement une solu-
tion uniqgﬁ ¢F dans 12(R?) (cela équivaut & rajouter un terme d'amortis-

sement g-ﬁzi '3 1'équation (1.8)).

Nous définissons alors la solution sortante de (2.46) par :

(2.48) o = lim ¢

e+0 €

(On montre que cette limite existe par exemple dans'l'espace Hioc (R?%)
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Or peut, comme on le verra dans le cas plus général de 1'équation para-
xiale en milfeu stratifié obtenir une expression analytique de ¢. Dans ce
paragraphe, nous nous intéressons simplement & 1'é&tude du comportement asym-
ptotique de la solution $x,z) lorsque r = (x%+z2)Y tend vers 1'infini,

s 1'on suppose par exemple

1.

(2.49)  f S RY

La technique (cf. [191, [201) consiste a faire appel a“la transformation
de Fourier dans m?2.
Nous posons :

(2.50) d)e(vkx,kz_‘) = L.i.. -2%? fézid)a(x,z)e-i(kxx*hkzz) dxdz

auquel cas on obtient trés facilement que

| ~ £(k k)
(2.51) q)s(kx’kz) - k 2
o wek ~w?-icw
2 Z

qui est bien définie sur ®? puisque Ta fonction

2 .
(kK ) > %?-k;+wckz - (w*+iew) ne s'annule jamais. A partir de (2.51)

on obtient ¢€(x,z) par transformation de Fourier inverse.

£(k ,k )ei(kxx-kkzz)
X Z

k >

X .
c1~§— +wckz—(w?+1ew)

=1
(2.52) tbe(x,z) = 5= fl_éz dk_ dk_

Le passage & la limite quand ¢ -+ 0 est c1éssique ([157, r191). I¥
fait appel & la notion de valeur principale :

. f(kx,kz)el(’kxx+kzz)
o(x,z) = 5= V.p JI 7 dkx dkz
R? S k? +wck -w?
5 X z

(2.53)
g(k ,k )ei(kxx’kzz)
x° 'z

clw+e Zk}‘z)—"/-2

+
N
e N

dc(kx,kz)
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ek ?
x+wck.z—wz==-0}

~ I _ 2
ol Iy = {k k) e ™/
dok_,k ) désigne la mesure superficielle sur T

k

AZ
On retrouve ici la

"courbe de lenteur"

On introduit alors les coordonnées polaires (r,6) par rapport a 1'axe

zZ

B 1

.r cosB

o~
]

x = -r sinb

Alors, aprés un changement de notation évident on obtient :

E(k " )eif(kzcose—kxsine)
. 1 L] .
8(£,8) = 3= v.p. JL— 0 ak dk
]RZ C2k2
£ 4+ ek - w?
(2.54) ‘ z
o ir(k cosB-k sinB)
i f(kx,kz)e z x _
+ 5 S do(kx,kz)
Tw c(w2+c2k;)%Q

0zZ.

Notre but est ici d'obtenir, & & fixé, un déve1oppément de 1a fonction
¢ > ¢(r,0) au voisinage de r = +=. C'est le théoréme de la phase stationnaire

([ 91, C171) qui permet de résoudre cette question. Pour notre cas e résul-
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tat est le suivant :

« Pour 8] 2-721 ¢(r,0) = 0™ (%)
. pour - g <g<I
) ir S(w,8) (D)~ AT |
Vo i Aw,@) TS ; 1
(j)(r’e) = ﬁ —_I:l;,; e e ‘+ O(}"S]z)
avec .
"N(O) = (-ginb, cosh)
$(w,8) = (- % tgh, —‘5 (1-tg28))
_ Jcosb Y,
Aw,8) A

le 0( ;75—) étant uniforme par rapport a3 6

Asymptotiquement la solution ¢(r,0) apparait donc comme une onde harmo-
nique divergente se propageant dans la direction 6 & la vitesse

(2.56) e (0,8) = — W S 2c_cosb
S(w,8) W(BY l+cos26

g

dont 1'amplitude décroit comme == et est modulée, en fonction de la direction

Ve

de propagation par Te terme A(J,e) E(E(w,e)). Nous désignerons par coeffi-
cient d’amplitude le terme A(w,8) qui est ind&pendant de la source . £ consi-
dérée. A(w,8) représente effectivement la variation de 1'amplitude de 1'onde
asymptotique en fonction de 6 1lorsque f = 6 . Notons que la source
f(x,z) n'influe sur le comportement asymptotique de la so]utign o(r,0) que
par' 1'intermédiaire des valeurs de sa transformée de Fourier £ le long de
la courbe Fw; . '

Nous ne nous étendrons pas sur les calculs menant & la formule (2.55)
(On se reportera a [ ], par exemple, pour les détails). Rappelons néanmoins
que :

- le point  s(w,8) tel que 65?2[53 = §(m,e) est 1'unique point de la

()  En fait le calcul montre que pour [8] = o(r,0) = 0

[STE
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courbe L ol la phase :

——

. > <
V(8,k ,k ) = k_cosf-k_sint= keN(8)

est stationnaire Torsque (kk,kz) décrit (ij. C'est encore 1'unique point

de la courbe (Tw) en Tequel le vecteurznorma] unitaire orientd par le
gradient de 1a fonction (k,k ) —> :%r.k§4wmckz - w?> est confondu avec
le vecteur N(B. Cette caractérisation du point S(w,8) en permet une cons-

truction géométrique simple :

- le coefficient d'amplitude A(w,9) est donné par la formule :

= —1/2 —],'/2
Alw,0) = |K(w,8)| ]VDw(S(w,e))[
2

. - C_ 2 2
Dw(kx’kz> > 'k.'_x+kaz w

* K(w,0) est la courbure de Gauss de la
courbe (Fw) au point 5(w,9)
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A partir, de 1'expression (2.55), nous pouvons alors définir les deux
notions qui nous intéressent ici : ‘

Ce sont les courbes le long desque]]es le terme de phase
(x, e) — rN(e) s(w e) reste constant. En d'autres termes,tous Jles points
situés le 1ong d'un méme front asymptot1que vibrent en phase. Tous ces fronts
sont blen entendu homothétiques de Ta courbe d' équation polaire

- w 2cos B
r = >= ¢ ——
S(w B)eN(BY". l+cos?d

qui n'est autre, par définition, que la courbe polaire réciproque de la
courbe T, (cf. [211). On retrouve en fait la fameuse ellipse (2.34)
“d“équation : ‘ ' '

(2.34) 2x%+4(z - 3)2 = c?
En effet,
= 2c cosB(l+cos?0)”?

donc

r2(1+cosze) = 2¢r cosh
Or on a

r? = x2432

z =71 cosf
Dol

x2+272= 2cz

x242(z%-cz) = 0
2 .
x2+2(;— gﬁz--%r =0

===

d'ol 1'on déduit (2.34) aprés multiplication par 2.
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Rappelons que 1'on déduit 1'ellipse (2.34) de la courbe Fw' par
un procédé géométrique simple illustré sur la figure ci-dessous :

k

~ Le front d'onde asymptotique est 1e 1lieu décrit par le point P(w,®)
lorsque © parcourt [-m 7],

- Le diagramme d'amplitude

C'est la courbe qui représente, en coordonnées polaires, les varia-
tions du terme d'amplitude A(w,6) en fonction de 1'angle 6 . Ce diagramme
permet donc de voir comment est répartie 1'amplitude de 1'onde asymptotique
le Tong du front.
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Sur la figure ci-dessous nous avons plus précisément représenté les
variations du rapport :

A(w,B)
Alw, 8)

—p

DIAGRAMME D'AMPLITUDE

Pour comparer le résultat asymptotique (2.55) a celui obtenu pour
1'équation des ondes on remarquera que :

e'-b
e (w,0)=c(1l - 3t 0(68%))

_1/- 62
! Alw, B)=w" 21 - 7t 0(8*))
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2.4,2 - Cas du probléme transitoire

Nous considérons maintenant la solution du probléme de

Cauchy :
3%u + 22 c? ,Bzu‘ =0
T2 T ¢ Gzot T2 ax”
(2.57) u(x,z,O.') = uo(x,'z_) ’

—g—ﬂ-‘é—.(x,z,()f) =ui(x,z)

et nous nous intéressons au comportement asymptotique de la solution u(x,z,t)
quand t —> + =. Les techniques utilisées pour ce type d'étude ont été
developpées par C.H. Wilcox [21] dans le cas trés général des systémes hyper-
boliques fortement propagatifs.

Dans notre cas, on peut mener avec précision tous les calculs. Nous
adaptons ici la démarche utilisée par Guillot.[:91 pour 1'équation des ondes
au cas de 1'équation paraxiale.

Dans un premier temps nous sommes amenés & introduire certaines hypo-
théses sur les données de Cauchy' (u_, u,) eta introduire deux nouveaux
systémes de coordonnées :

- un systéme de coordonnées "paraboliques" dans le plan

~

P = k= k) ¢ R*}
- un systéme de coordonnées "elliptiques" dans le demi plan
IRi ={(x,2z)/z>0}

Dans tout ce paragraphe, nous confondrons dans la notation 6 1'angle
polaire par rapport & 1'axe 0z et le vecteur (-sinf,cosf) et nous suppo-

serons que c =1, ce & quoi on peut toujours se ramener par changement
de variable.

Coordonnées ''paraboliques'' dans le plan P

Nous désignerons T la parab61e d'équation :
. 1

I
k =1 2kx
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Nous rappelons qu‘une représentation paramétrique de T, est
donnée par 1'application :

- T
s(")‘jzszl: >P_1

6 —> S(8) = (-tgh, 1'-%tgze$

S(0) est 1'unique point de I, en lequel le vecteur normal i I, est

paralléle au vecteur 6 et se construit trés simplement géométriquement
Nous désignons par A, la demi droite :

A={ (O,k), k <0}
zZ z

et nous considérons la bijection

@:]R:XI‘I > R\ A

(UJ, g) —> k= wg

que nous illustrons sur la figure ci-dessous :

_ k
2z
Ty ///!
/ -k
°k =
el
A
et nous désignons par ) T'application bijective :
N. + e 2
@.IR*X]-Z,ZE >R\ A
(0,8) © ———> & =uS(8) ~Huw,5(6))

Posons alors :

§1(8®)
$2(8)

it

-tgb
1- L g%
P =4
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o~

et désignons par J(w,8) le Jacobien de 9.

Nous avons
F(w,0)= wis (8) 5'(P) - §'(8) 5 (8))
1 2 1 . 2

Or, .

51(8) = -(1+tg®0)
§1(8) = -tgd(1+tg%0)

Par conséquent,
~ 245 1 2
J(w,0) = w(l+tgd) A+ 5 tg 0)

De telle sorte qu'on & la formule, pour F(+) ¢ L'(R?

+
(2.58) S/OF(R) dk =
]RZ

I RN

I F(uS(8))w(l+tg?8) (1+ + £g?8) dudd
0

Si maintenant, pour & = S(8), nous désignons par do(S) la mesure super-
ficielle sur P1 donnée par :

1
do (&) = do(6) {s;(e) + S;(G)Z} /2 a0

1
= {(1+tg?®) + tg?8(1+tg?e)?} 2 4

~ 2 . de-
= (l+tg e) do= m

De telle sorte que pour &(&) « Ll(rl) on a

9
(2.59) S oeane) =1 256044

1
Reprenons alors la formule (2.58), nous avons :

F(ws(8))

cos“6

F(wS(0)) (1+tg26) (1+ %-tgze) (1+ %-tgzé)

_ FwS(8)) 1,2
“os’8 cos6(1 + 5 t8 8)
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1. 25y _ ltcos®® _ 1 _

Or, cosO(1+ > tg°9) 2cos B NG
| " \ 1 - _ F(us(9)) .
Donc, F(us(0)) (1+tg%0) (1+ § tg29) = cosgéc)%e)

‘Par conséquent d'aprés (2.59) 11 vient :

FuS(6)) (1+¢g%0) 1+ 3 tg20) ap= s EWEL oy
> A NCRIG)

1

N (g A

Et nous déduisons donc que. :

. +00 - .
(2.60) f]gz F(K) dk = ! 1{ EFOE(?SEZ—_T@T wdwdo (£)

Coordonnées elliptiques dans le demi plan ]Ri

Nous désignons par (Qé%) 1'ellipse d'équation :

(6 ) 2%2+44 (z - %92= 1

Tl

Nous rappelons qu'une représentation paramétrique (Qéi) est donnée
en coordonnées polaires (r,8) par :

2cosf

T o= (8) = l+cos?8

Nous considérons la bijection :

éZ: R:Xé%b

2
>
R,

pE

v
]
L]

(p,&)
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et nous posons,

‘@Ngcmz-) = 90 e CTRY / 3,0 BT tq supp § < Blu,,w)
(2.62) -

¢ désignant la transformée de Fourier de v

Exemgle:

supp V(k)

Il est facile de vgjr que, la demi droite A é&tant un ensemble de mesure
nulle, 1'espace ﬁZL(le) est dense dans L2*( R?). Notons donc, que si
v e E@/O(IRZ)-, on a : '

" OWE) =0 ¥EeT L, ¥welowduy [w”, +oof

T tel que :

(2.63) -+ I1 existe 6" ¢ 1o, 3

Y eRY, ¥ |8] 2 6% H(ws(®) = 0

En effet ona 1lim_ |S(8)]| = 4=
' e+¢-%
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bijection que nous illustrons sur Ta figure ci-dessous :

ZT x =0

—

@)

et désignons par & » 1'application :

.~

. rt L L
g‘R*XJ-Z’ZE >Ry

(0,8) ———> x = pc_(8)0

Soit J(p,8) le Jacobien de]a'transformationlgf(p,e), un calcul simple

3(p,8) = pe_(8)?

de telle sorte qu'on a la formule; pour Ge+) « Ll(]Rf)

+00

S 6 (e (8)8) pe_(8)?dpde
o

(2.61) J G (x) dx =
2 1

R
+ -

N BN

Introduction d'un espace fonctionnel EZZ(ZRZ)

Nous. désignons tout d'abord par :

B(w*,@*) ={k =wE/ O<m*swsw*,'€ € I'l}b

N
U 5. ¥ VU
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~

or ¥ étant a support compact, 3 R>0 tg

(k| 2
et, 3 670 tq pour 6 ¢ ]—-g,-e*] U [9*,2{ on a,

Is)] =

Alors pour w>w  |wS(8)| = R, donc F(wsS(B)) =

Une nouvelle représentation de la solution du probléme de Cauchy

Dans ce but, nous posons pour k = (kx,kz)

: 1
w (k) = % K+ (k2+2k2) 2
1 Z z X
(2.64)
(0 = k- a2ty B
) 2 "z z X
On remarquera que w (-k) = -w (k). Nous faisons alors dans un premier
2 1

temps une hypothése sur les données initiales u, et u
Introduisons alors les fonctions :
iﬁl(k)-wz(k)ﬁo(k)
w (k)=w (k)
2 2

h (k) =
1

w (108, (1)-18 (K)

h (k) =
2

Nous allons supposer que 1'on a:
2. ' 7 (R))?
(2.65) (b)) e (GJ(RY)

Alors grace aux hypothéses, un calcul ana1ogue a celui mené au paragraphe
2.2 permet d'aboutir & la représentation suivante :

u(x,t) = u (x,t) + ué(x,t)

1
_ 1 i(kx~w (k)t)
(2.67) u (x,t) —'2“11{ h (Ke )
1' , i(kx-w (kK)t)
u (x,t) = 5 S h (Ke 2
o RZ 1
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Nous allons nous intéresser au comportement asymptotique des fonctions

u et u . Nous utiliserons une propriété fondamentale de la fonction
1 2 ) .

w (k) , propriété gu'on vérifie aisément par le calcul :
1

(2.68) ¥ (@.8) € R, x r w (wE) = w

Considérons donc touf d'abord la fonction ul(x,t).

Non avons donc, en utilisant (2.60), :

u (x,t) = L S h (k) ei(k.x_w1<k)t) dk
1 2m RZ !
. i(LﬂX'E—wl(wE).t)
© h. (
= ‘f; [ s g(we = - w dw do(&)

r o e (57(E)

Soit encore :
+o0 .

(2.69) u (x,8) = le g v G,we M an

ot Ta fonction Vl(',') est donnée par :

h(wDeiwxﬁ
(2.70) v (kW) = g L ERIG) do (E)

1

Nous introduisons alors le vecteur 9 = T§T = (-sinb, cosB) et nous avons

X
donc, .
iw|x| £+8

hl(wg)e
(2.71) v (x[8,w) = ! N CRIE))

1

do (&)

Compte tenu des hypothéses faites sur les conditions initiales u et v on
peut appliquer le théoréme de 1a phase stationnaire. On obtient alors :

- Pour [e]z-g, la phase " wg+8 n'est jamais stationnaire, d'ol 1'on
déduit que,

v (lxl8,w = o(jx]™)
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Plus précisément, par i‘ntégrat'ions par parties successives, il est facile
de voir que, pour tout n =0, on peut trouver une constante cn'(w), bornée
quand w reste borné, telle que,

Cc (w) -

) < =
v ([x]8,0)| T
: LT,
- Pour 18] <= :
-5(8) est 1'unique point de I’1 oii la phase est stationnaire,

»La courbure de Gauss de 1"l .au po‘_int s(8) est donnée par :
K(S(8)) = cos’0.

On obtient par conséquent,

. Ir- ~ 2 T 1/2 hl ((L)S(e)) i(w X - __T_‘:) 1
(2.72) V1(|x|6, 5) = (ml) (cos9) T € .(0) e (6 47 (1+0( T’;I—))

la fonction 0¢ ;1:- ) étant uniformément bornée par rapport a 6 et w
(pour w borné)

I1 est alors naturel. d'introduire la fonction :

. U@(X,t) =0 pour x ¢ ]R_Z_
_ o . -
: i iw(t- R
= e oy
(2.73) . Ua(%E) = 2w {x|) e (8) (cos )7 1{ hl(wE)e W™ o
1
pour x = |x|6 dans R?, 0 ¢ I- %, %E

Remarquons que pour x e IRf_, nous pouvons encore écrire, comme

TT
- i.Z

e X
= Tee (8 hleosti %, (F = (& 5(8))

(2.74) u (x,t) =
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ol la fonction Gl(',') est définie sur R x Pl par :

G :RXT >
1 1
(p,8) > 6 (p,8)
;. *2 b (W) . ~lwp g
G (p,&) = .c/; C_ETEN T w’? dw
Nous pouvons alors énoncer le
THEOREME : 2.1 Sous les hypothéées (2.65), alors on a :

u‘:’(-,t-) e c®(rY; L2(R?Y)) et

lim || u (',t)—um(-,t)H =0
-4 0o 1 1

Démonstration du théoréme :

Remarquons tout d'abord que la fonction

(p,8)

appartient a LZ(T1 x R) et que

> Gl(o,E)

e IP ol R
L?(F3<R)

En effet, £ e&tant fixé, la fonction p —> G (p,E) n'est autre que la
: 1
transformée de Fourier unidimensionnelle de la fonction

ol - 1 W dEcd .
w > Y(w) wh hl(wg) x N ou Y(+) désigne la fonction de

Heaviside.

Par conséquent en appliquant le théoréme de Plancherel, nous obtenons :

+00

o wh (wE) |2
/ !Gl(o,i)lzdp =/ :
-0 o

NCRIG))

dw
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Donc, en intégrant sur Fl,

#00 o = w|h (wE)|?
{ _i‘lcl(o,i)! dpdo(E) = .{ g RCEIGY dwdo ()
1 1

Soit encore, grice a la formule (2.60),

l6 (p,8) |*dpdo(E) = S
! R

O - 8

S [B(k) |2 dk
T 2 |
1

Alors si nous désignons par :

Bp = {x = pc_(8)8, 0<psRr}

11 est facile de voir que, pour tout R > O

(2.76) dim  ||u (¢,B)]] - =0
tr+ 1 LZ(BR)

En effet, par changement de variable, on a (cf. 2.61)

S R

Il (o,0)|P = f lu~ (pc_(8)8,t)]|2 pC_(8)2% dp a6
1 O 1 oC [=]

2
L (BR)

or par définition;

[ (p €, (8)8,0)]

1
oY cw(9>lc056135|G(t-0,Sﬁ6))]

Par conséquent,

o R m 2
17,0 | ;o Aetma s g 4

LZ(BR) o -7 |cosb]|?
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Mais, d'aprés (2.59), on a :

7 s . |
|G (t-p,5(8))]? _ , 12 .
7fr [cose]* 99 = g l6(t-0,8) ]2 do (&)

"1

Par conséquent, on en déduit que :

‘ R ‘
fu” Co,0) P =/ J |6 (t-p,E)|? do(E)dp
1 0 F 1
LZ(BR) 1
Soit, en posant r = t—p,
| u” (+,¢) [[? =/ J |6 (r,&)|? drdo(£)
! 2 t-R T 1
L (BR) [

Alors, comme G1(°,') appartient i Lz(:erl), (2.76) est simplement une
conséquence du théoréme de Lebesgue.
Nous avons également, pour tout compact kK de ®m? :

(2.77) lim [u (-,t)]| =0
t>+00 ! L2(K)

Pour cela, rappelons que (cf. (2.63))

VY E e T1’ hlﬁws) =0 pour we [O?w*] U Ew*,*w[
En conséquence de quoi :

Y we [0,0] v [w*, el v (x,0) = 0

Par conséquent, nous pouvons écrire

1 w -iwt
u (x,t) = — [ v (x,w)e wdw
1 LS
1 Q* 3 iwt
R m——— : — -1W
2imt i wVv (X,w) aw [ ] dw
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Or, par définition :
iuxe§
hl(wE)e :
R A N Gl ()

1

do (&)

Faisons le changement de variable & = 5(8)

T h (ws(eye LSO "
Vl(x’w) = ﬁ lcm(e) ‘Tcosela
-7 |
Mais on sait que |8]| 2 6% = hl(ws(e)) = d1 Vowe [w*,w*] par conséquent,
6" h (us(8))e 1ux*S(®)
v xw) = S . NORTTR: dé

Posons alors Ml= supihl(k)l, nous en déduisons,

*

©  ae
lvl(x’w)i < Ml 'g* cw(e) COSae = C]

De 1a méme fagon, nous avons,

[E'Vhl(wg) + ix-ghl(wg)] iwxef

3 _ ‘
m vl(x,w) -I{ cw(s—l(g)) e dc(g)
1.
* . ' iwxe 5(0)
8% (5(6)+Vh (uS(8))+4x°5(8) h (wS(8))) 46
= Jy < () cos’f
-8 co
Posons alors :
S*= suplS(8)|
CIE:S

M;= sup}Vhl(k)l

[5(8)+Th (uS(8)) + 1x°S(8) h (uS(8))] = S*(M;+{X1M1)
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D'ol 1'on tire,

*

0 v ,~< * , ? - do
l "a_w I(X,UJ) £S (Ml + XI Ml)—‘e* Cw(e) c0536

IA

o' o+ lxl ch
1 4 1

Par conséquent, pour tout w ¢ [w*,w*]

[}
rh

9 L * ] ey
i ‘a—w' [(L) Vl (X,U))q! < C1 + W (C1+IXIC1) = A] + B]_
Par conséquent, il vient :

jlu (x,t)] £ — (A + B [x]).
1 1 1

Comme pour tout x dans Kk, ona |[x| <R', il vient

*
w '
|u1(x,t)[2 < m (Al +'Bl R")
D'ol 1'on tire aisément,
_ w*(A1+B R") |
(2.78) l]ul(‘,t)lle(K) S — mes (K)

ce qui prouve (2.77) .~

Posons alors q(x,t) = ul(x,t)~uT(x,t). Grace & (2.76) et (2.77), nous savons
que, BR étant compact :

(2.79) C¥R>0 lim|q(e,e) I =0
400 LZ(BR)

En outre, on a, pour x = [x|6 avec 6 ¢ I- g-, g[
in
- _4— +00 -iw(t- —C‘L}'{—L‘)
"o

- e - 1 (8)" Y
a(x, t) 2m|x | c,(8) [cosB| 72 0¢ -fx-l) g hl(wE)e ™ dw
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L'al 1'on tire, pour |x| >R

a0 | = e mTesaeT % Ixt_’/z.+Z [, s (9)) [we dw
.avec en outre.
a(|x|8,£) = 0 pour [6]> 0"
hl(ws(e))'= 0 pourw zw
Par conséquent en posant x = pc_(8) 6, on a,
M (") Yy

‘Q(pcoo(e) e,t) I ’<' p3/2 c;(e)S/z(cose) 472 pOUY‘ ielse*

a(pc (8)8,6) = 0 pour |8]>6
Comme,
sup ( 37 1 5-) <+
{BISG* JcosB] % c _(0) %2

- On en déduit qu'il existe une constante M>0, indépendante de 6 et ¢
telle que, '

(2.80) lalpee (830,00 | = =
IT nous suffit alors d'appliquer le :

LEMME 2.1 Soit u(x,;t), appartenant 4 CO( ]R+, Lz(mi))

vérifiant :
() ¥R >0 U [luC,0] 204,
(42) 3M >0, 3p >0 tq y

¥orp s ¥0 ¢ l-m,g [ |u(pc(®8,0] s _0.}4:@

avec o > 0.

|Alors  lim |{u(e,t)]] co=0
L2

tor4eo (R} )
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DEMONSTRATION

Pour R > po, nous avons

m
40 7
a0 = [uC,e) P I T Julpe(8)6,t] *pe  (8)2dpad
L2(R?) L*(B) R 1
+ R -y
m i
or, 4o 7 o0 s >
LT Jupe (8)8,£) |2 pe_(8)% dpd6 < M| s stimaf| S el (8)7 a8
R T .TI
7 2
< E%ﬁ
Par conséquent,
: 2 2 M!
YR o [lueolf < fluce, o) , + 278
L (IR+) L (BR)
or,
Iim || u(s,e) | =0
oo L2(B.)
R
donc, .
YR > p_ 1lim sup | u e, t) | S-gyu
O o L3( ]Rf)
Donc en passant & la limite guand R -+
lim || u(e,t) ] =0 c.q.f.d
4o - LE(RD)
(2.79) et (2.80) assurent alors que :
(2.81) lim || q(+,t) ]| =0
‘ oo L2 (R?)

Considérons maintenant x = |x|6 avec |o] 2-%

Comme uT(x,t) =0, q(x,t) = ul(X,t)-




- 5] -

avec,
*

W )
-iwt
u (x,t) = [V (x,0) e wdw
1 o !

Or, vix,w) = O(lx\'w), donc en particulier, on peut trouver une constante
C >0 telle que,

C

BN

IA

Y ow<o Vi(x,w)

Par conséquent, . A
Cw _  M'
R I FTE

Nous avons donc,

)]
o

- ¥k compact de R®> lim || q(-,t)]
tr+oo L2(K)

Ml
- ¥xe Ef | q(x,t) ]| < T

Alors, par des techniques analogues aux précédentes i1 est facile de voir que,

(2.82) lim || qC-,t) | =0
) L IRE)

“Par conséquent on a bien

(2.83) lin || o (,t0)-u (o0l = 0
£+ 1 ! :

ce qui achéve la démonstration du théoréme E

Nous nous intéressons maintenant au terme u (x,t)
. 2

u (X,t = ?1__ f h (k)e i(k'X - wz(k)t) dk
. 2 T Rr? 2 .
on fait alors, le changement de variable k - _1 comme wz(—k)= - (R
) 1
i1 vient,
u (X,t) = -2—1—- J h (—k)e —i(k'X—'wl(k)t) ak
2 T 2 2

R
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Comme les fonctions u et o ‘sont réelles,

h (-k) = h (k)
2 2

On en déduit que,

Lo - i(k-x—wl(k)f)
uz(x,t) = 5m R2 hz(k) e dk

Alors en menant les mémes calculs que précédemment, on introduit la

]
@

[e]
u (x,t)
2

i

~3

(2.84) S
= = G (t- —=
[x[72c_(8) T2 (cos®) T2 "2 < (6)

ol la fonction G est donnée par :

‘GZ : ]erl >
(p,£) > G (p,&)
(2.85) 2
: +%° h (w&) .
- : iwp
GZ(O,g) = 7o é Ei?ngTEYT e sz dw

et nous avons évidemment le :

THEOREME 2.2

P

uj(',t) e P(mrY; L2(RY)) et

lim || u (*,t) - uw(V,t)H = 0
400 2 2

Par conséquent, en corollaire des théorémes 2.1 et 2.2, si nous introduisons :

(2.86) Cou(x,t) = uT(x,t) + uj(x,t)

Sous les hypothéses (2.65), on a :

* 5(6))

fonction:
si x eimf

s x e R?
+
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C'est-a-dire :

c W (x,t) = 0 pour x ¢ R*
- i X
T (x,1) = : {e (t sy e 4
S ERARIEARCE A <e> 20
(2.87) | |
Jxl tig
+ G (t- ) ,3(8)) e V}
pour x €‘]R-2k
Nous avons le,
THEOREME 2.3 | Sous les hypothéses (2.65), on a :
lim fJuC,0)-u (,e) =0
400

|

IT s'agit maintenant pour conclure, de se débarrasser del'hypothése (2.65)
en raisonnant par densité. Pour cela, nous introduisons 1'opérateur ,

> L2( IRXFl)xLZ(]RXFI)

¢ G rHx G (R

(h ,h) >¢ (h ,h ) = (G ,G)
12 1’2 12

On a vu, dans la démonstration du théoréme 2.1 que :

KX

3]
]

(]
]

In |

~

En d' autres termes, 1'opérateur ¢ est une isométrie de @(]R )% h@,o( R?)
muni de Ta norme de L*( R?)?, dans L2 (]er ) @ ( ®?) étant dense
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dans LZ(R?*), ¢ se prolonge de manidre unique en un opérateur isométrique

(k ,h ) dans
1 2

de LZ( IR2>2
L?(R?)*, nous pouvons introduire :

(G ,6) = ¢(h ,h)
1 2 l‘2

et définir la fonction uw(x,t) par :

dans ,LZ(IRXFI)Z. Par conséquent, étant donnés

v (%, tl) =

(2.88)

uw(x,t) =0

Nous avons alors le,

THEOREME 2.4

DEMONSTRATION

1 x| 1
|x]| Y2 ]cosB]%2c_(8) ¥, te, (e c (8 ° 5(8))e
x +1i
+ Gz(t— cm(ejl’ s5(B))e
pour x = |x|8 IR_'f_
pour x ¢ R’
Sous L'hypothése :
* (b b)) e L2(R?*)?
On a le résultat :
lim [[u(',t)-uw(°,t)l|= 0
tr+oo
Etant donné t>0, nous introduisons 1'opérateur :
U7 () + LERDHAI(RY) >"L2( R?)
(b ,h) >0 (e, t)
1 2

e

e E]
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CQlc’o(t) est un opérateur linéaire continu ; en effet :
u (+,t) = uw(‘,t) + um(',t)
1 2
On a vu (cf. démonstration du théoréme 2.1) que pour h dans fQEGRZ)
1 0]

R

| u C,t)ff? = [/ |6 (t-p,&)|? do(&)dp

1 L2(B.) oT v
R 1

en faisant tendre R vers +wo, i1 vient,compte tenu que :

+60

- uT(°,t) =0 sur R?

fu C,e)lF = J 1 |6 (t-p,8)]%d0(E) dp
o T 1
1
t
=/ }cl(o,a>12 do(&)dp
—c0 ]"1
400
< /1 ]e (0,0)]% do®)dp = | |f
-0 T
~ 1
- De la méme fagon, pour h e @O R?)
*. 2 2
I u ( NP < hZH
Donc,
I wCLolF < 2 u°1°(-,f:'>||2 +2 | u°2°<-,t>|l2

IA

20 p 1P+ 110 |2
1 2
Ce qUE-i'on peut écrire,

| Ut b))l VT || th,h)|| ¥ (b,h) e B (B2
172 17 2 17 2 0
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La famille d'opérateurs l!ﬁ%lm(t)ll est donc uniformément bornée ; puisque
?) est dense dans L2(R?) et ona :
_@o( R?) est den

(2.89) Y £ >0 WUl =« /7

De méme, nous introduisons 1'opérateur :

DUty : L2(R?) L2(R?) —> L2( R?)

(h ,h) > u(r,t)
1 2

Uty est également linéaire et continu, puisque 1'on peut écrire :

u(e,t) = u (*,t) +u (*,t)
1 2

avec,
-iw (k)t

u (0,0) = .»?Q‘%g(k) e 1 )

uz(-,t) _ (%-l(th) . —iwz(k)t)

oo & désigne la transformation de Fourier dans L®( R?). Du théoréme de
Plancherel nous déduisons :

ls CLolR = b i

. 2 2
o, ool = | b |l
L'opérateur Z(t) est donc, pour tout t, uniformément borné et on g -
(2.90) Yez2zo0  (PUo s /3

Soit alors (hl’h2> dans L2%(R?)2. Par densité, i1 existe une suite

(h?,hz) dans EZ%(:RZ)X EZ%(]RZ) telle que :

(2.91) (h?,h:) > (h,h ) dans L2(R?)2
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Alors, nous pouvons écrire :

uW(-,t)—u(-,t) =Czlw(t)(hl,h2)-<@V(t)(h1,h2)

=0 (t) (h_-b", h -n))
1 1 2‘ 2

+9U () @™-h , W-h)
1 1 2» 2

L9 @™ 0™ - Q) @",nD
1 2 1 2

Par 1'inégalite triangulaire, nous avons, compte tenu de (2.89) et (2.90)

(2.92) [l CLo-uC,0lf < 2/2 || (b -nln -k | IO (> Ue)) @70 ]

Soit alors € » 0, donné ; on peut toujours choisir n assez petit tel que :
- n n £
” (hl-hl i hz—hz) “ < 2*75

n ainsi choisi étant fixé, nous pouvons alors appliquer le théoréme 2.3 puisque
", n™) vérifient (2.65) :
1 2

Donc,

iil I AL ) - DUcen) @m0 ] = 0
— 1 1(e) > 0 tq t 2z T(e) == H‘(@?f(t)i@?/,(t))(h?,hj)|l<-§—
Ce qui établit Te résultat énnoncé. B

Interprétation du résultat obtenu

Dans les bons cas, le comportement asymptotique quand t=+ «, s'écrit
pour x = |[x[6 dans RZ

- I . X
. i reo iw(t- - (e)’)
© D RN (9 s, L P8O Wi du
(2.93) o
l + 4 4 +00 iw(t_ —Lx—](-e—)
/b @s(®e (O WY, dw

e
! YD % o (8) (cosB) 32
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Sur cette formule, uw(',t) apparait donc comme une superposition
sur toutes les pulsations w, d'ondes harmoniques "elliptiques" de pulsation
w, dont 1'amplitude décroit.en [x|™Y% et est modulée en fonction de 1a
direction de propagation par la fonction :

_i£ + i
hl(ws(e))e + hz(ws(e))e

¢ (8) (cos®) °/,

B

6 >
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2.5 - Une autre approximation paraxiale du méme ordre que 1'appro-

ximation parabolique : 1'approximation elliptique

Pour dériver cette nouvelle approXimation paraxiale nous repartons de la
relation de dispersion de 1'équation des ondes complétes :

(1.2) w? = c?(k%+k?)
X oz

que, cette fois nous réécrivons sous la forme :

A w? kx2
(2.94) s
z Z
On exprime alors le fait que 1'on desire n'obtenir que 1la propagation
d'ondes montantes en choisissant Cﬁ > 0 ce qui revient & prendre :
Z .
= = (1+ ——sz2>1/
(2.95) Ckz— kz 2

Puis, en ne considérant que les ondes planes se propageant selon des direc-
tions voisines de la direction 0z, on peut admettre que :

k

(2.96) [ l=tg & << 1
) Z

auquel cas un développement de Taylor a ce premier ordre fournit une "bonne"
approximation de la relation (2.95) soit :

2

-

ck

(2.97) LG TN %
.

"
S

ce que 1'on peut encore écrire :

Sk =0

e ck? - =
(2.98) wkz ckz 2 x

qui n'est autre que la relation de dispersion de 1'équation aux dérivées par-

tielles :
3%u B%u c 3%u _
(2.99) 3 e ert 2 w20




- 60 -

Nous allons maintenant montrer que 1'équation (2.99) ne posséde ni la
propriété de propagation & vitesse finie ni la propriété de propagation dans
le sens z >0 ! ' ke K
Notons tout d'abord que, si on se place dans le plan (KX = —fr-, K =—)
1'approximation effectuée équivaut & approcher, au voisinage du point
(Kx = 0, K, = 1), le cercle de centre 0 et de rayon 1, par son ellipse
osculatrice, d'équation :

. 2 1.2 _
(2100) ) ZKX + Q(KZ - 2.) = ]

ce qui justifie 1'appellation d'approximation elliptique.
Remarquons également que 1'équation (2.99) est une équation du premier

ordre en temps et du second ordre en 2z, a 1'inverse de 1'approximation
parabolique. Le probléme de Cauchy associé & (2.99) s'écrit donc :

9%u 3%u . ¢ 3%u _
(2.101) m + C '52‘2' +-2" a—xz = 0
u(x,z,0) = uo(x,z)

Le probieme (2.101)est un probléme mathématiquement bien posé puisqu'on
a conservation des deux quantités :

oJu 2 ou 2
5 | 'jéz l5zl * dx dz
du 2 _ duy 2 .
|55 17 = ]éz [==1? dx dz
. , N ' = . du ou
ce qui s'obtient en multipliant 1'@quation par g et T

On peut comme pour 1'approximation parabolique obtenir une représentation

analytique de la solution u du probléme (2.101)grace a une analyse par
transformation de Fourier en espace. Les calculs ménent, pourvu que u soit
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suffisamment réguliére, a 1'expression :

-itw(k ,k )t-k x-k z)
x’ z X

_ 1 ~ z
u(x,z,t) = T fz uo(kx,kz)e dk_ dk_
R
(2.102) - |od
1 RX?
w(kx,kz) = Ckz(l + ‘E'-kT;z'

Ainsi, u apparait donc comme la superposition d'ondes planes se propa-
geant toutes dans la direction z > 0, puisque 1'on a:

(2.103) ¥ (k ,k) eR? k xw(k ,k) 20
X Z ’ z X z

La vitesse de ces ondes planes est donnée, en module, par :

2 w(kx,kz). K, 1 sz
(2.104) Vik k) = W>1/2= c WVZ 1+3 —er—z)

Soit, en introduisant 1'angle 6 entre 1'axe 0z et le vecteur (kx’kz)

(2.105) V(e = cleosd| (1 + 1 cg? B) =c (1 -3 8%0(8%)
I1 faut noter que, cette vitesse de propagation ne reste pas bornée lorsque

8 décrit [0, 2m] On constate en effet que :

1im V(8) = 4+
T
6-*15-

Sur la figure suivante, nous avons représenté le lieu décrit par 1'extré-
. mité du vecteur V(8) lorsque © décrit [0,2m] :
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Enfin, la vitesse de groupe de ces ondes planes est,bien entendu,

donnée par :
k
X
(2.106) V (k_,k) = Volk k) =c ky
g x z X z lkx
2%z
Z

Soit en fonction de 1'angle 6 :

(2.107) %g(e) =c

Elle n'est donc pas bornée en module. Mieux, sa seconde composante
n'est pas nécessairement positive | En effet, Torsque 6 décrit [o0,2n], 1'ex-
trémité du vecteur gg(e) décrit la parabole d'équation :

. 2
(2.118) y = c(l ——2?2‘—)

L'étude de cette vitesse de groupe explique que bien qu‘apparaissant
comme une superposition d'ondes planes se propageant dans le sens gz < 0,
la solution de (2.101) ne se propage pas dans le sens z < 0 et n'est

Jamais & support compact !

IT suffit, pour &tablir ce résultat, de calculer Ta solution élémentaire de
(2.99) ce qui s'obtient, comme dans le cas de 1'équation parabolique, en
écrivant 1'équation (2.99) sous sa forme canonique gréace a un changement de
variable adéquat .

L'identité suivante :

e, B2 cdfu (2L 2ya,c 30 1 2
327 dzot 2 %7 © %2 T2¢ B T2 T T he Bt
suggére 1'introduction du changement de variable :
x' = xv?2 X = X22
z' = z < > z = z'
I = g4 Z
t t 2¢ t L 2¢

Alors en posant :

(2.119) vix',z',t") = u(x,z,t)




IT est clair que la fonction v vérifie

th v 3%y
(2.120) 37 - 4ei(Er S = 0

c'est-a-dire 1'équation des ondes associée & la vitesse 2¢. Par suite,
si E'(x',z',t") désigne la solution élémentaire de 1'équation (2.120)
alors la solution &lémentaire de 1'équation (2.99) est donnée par :

(2.121) E(x,z,t) =E'(x V2, z , t - 2 )

En particulier on sait que :
supp E"(o,o’o) = {(X',Z',t") €]R2X]R+/x"2+z'2 = [\‘Czt‘z}
Par conséquent,

(st:t) € Supp E(',‘,') C===> 2X2+2254c2(t— _2_25_)2

‘ ' : => 2x%+z% < z%-bctz + Lelt?

Autrement dit, a tout instant ¢ > 0
2

supp E(°,+,t) = {(x,2) eR? / 2z < ct [1 _Z}Z{?T] }

Le support de la solution élémentaire est donnée i tout instant_]a convexe
délimitée par la parabole d'équation :

(2.122) z=ct(l - 5—707)

4

et/ // .

supp E(°,°,t)
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3 - OBTENTION DE L'APPROXIMATION.PARAXIALE 15° EN MILIEU HETEROGENE

Nous considérons maintenant un milieu hétérogéne dans lequel on
suppose simplement que la distribution des vitesses c(x,z) est une fonc-
tion mesurable bornde inférieurement et supérieurement par des quantités stric-

tement positives :
(3.1) 0 <ec, < c(x,z) s e* ¢ 4+ o

Et nous considérons donc 1'équation des ondes associées :

: 3%u
(3.2) P c(x,2)2 Au =0

Nous allons adopter une démarche qui généralise celle adopt&e au para-

‘graphe (1.2) dans le cas du milieu homogéne. Pour cela nous introduisons la

fonction :

Z
_ . dz'
(3.3) vix,z,t) = u(x,z,t + é T )

o0 u(x,z,t) est-solution de (3.2)
Ecrivons alors 1'équation aux dérivées partielles vérifiées par v. Pour
cela nous posons '

dz'
c(x,z")

—~ N

(3.4) T(x,z) =

(@]

auquel cas vix,z,t) = u(x,z,t + T(x,z))

On a alors les égalitds en supposant dans un premier temps que la vitesse
c(x,z) est réguliére :

% 9x .ot 0ox

8%u _ 3% 8% ot _ 3% RTy2 _ Bv (3%T
Pyl we: %9t Ox 5t 5 T 3 P




8%u _ 3%v _, 3%v  ar v (BT 2 _ 3v (BZT )
dz2  9z% T ¢ Jzdt 9 3z2 ‘9z’ ot “pz?
3%u - 3%y

t? ot?

ce qui donne, comme %%-= %
(3.5) 2 ¢ gzgt - ézgg§ + 2 éi.(z. v _

On suppose alors que v est une superposition d'ondes montantes se propageant

dans le sens z > 0 et dans des directions proches de la vertica]e,zce qui
nous autorise, comme au paragraphe 1.2, & négliger le terme en %;% et

‘2,_

d'aboutir & 1'équation approchée :

82y 208 1, 3v  ,.3% _ 3T 3% 3%y 8T, 5 dv T . .
(3:6) 2o g eiy Q-G 2 5 st T 5 G e w7 O

On peut alors retourner & la fonction u, sachant que :

821_! 1 82u 2 3 1. ou 2.32u _
2o Gpr t e )T 5, D g =0




Soit encore,

, 3%u 3%u c? 3 ,1_ du c? 3% _
(3.7) E T S e i M <

équation qui est, par définition, 1'approximation paraxiale & 15° de 1'équa-
~ tion des ondes en milieu hétérogéne lorsque la vitesse c(x,z) est une
fonction réguliére. Nous allons voir que nous pouvons donner plusieurs é&cri-
tures équivalentes de 1'équation (3.7) dont 1'une péut se généraliser au

cas ol la vitesse c(x,z) n'est plus réguliére.

En effet si on divise (4.7) par c?, 1l vient :

1 3%uw -, 123% 1 3 1, 9u 1 3% _
(38) o7 57 *Cager T2320 Bt "3 axf o 0
Or,
1 2w 131, 3u_138 13u
2¢ dzot T 2 Bz(c) 3t 2 az (c _—t_)
Par conséquent 1'équation (4.8) s'écrit encore :
1 3%°uw 1 3% 1 3 ,15u 1 3%u _
(3.9) e 3tf T 2¢ Bzot T 2 Bz (c—E)_-Z—W_O
De méme que,
1 .3% - 1 3 .1, 5u _ 1 1 3% 1,1.-3 3,1, du
c 828t+2%z (c) 3t ¢ (cl/g Bzat+2(z) /ZE(E)E

2 (L
Cl/z dz Cl/z 8t

D'ol 1'on tire :

8%uw . 1 5 , 1 Bu, 1 3% _
34 axz—

(3.10) s <Yy, 3t T2

En résumé, nous avons donc obtenu trois écritures équivalentes,pour une
vitesse c(x,z) réguliére, de 1'équation (3.7) qui sont
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1 8%, 13% 13 ,1. 3u 1 3%u _
(38)?at2+cazat+zaz(c) t "2 oz 0

1 3%w 01 3 1y B3 w1 3 1 3u _1 3%
(3:9) T3 * 7% D@ %t "7 532G B "7 -0

On voit que dans ces trois écritures, seule (3.10) ne fait par intervenir
la dérivée de la vitesse et est donc par conséquent généralisable au cas ou
celle-ci est, par exemple,discontinue.

Par definition, nous désignerons donc par approximation paraxiale & 15°
“de 1'équation des ondes en milieu hétérogéne 1'é&quation.

1 3% 1 3 1 du 1 3%
(3.10) T It 3 & e "7 3= O

En fait, cette &quation ne constitue qu'un exemple, classique, d'appro-
ximation paraxiale de 1'équation des ondes en milieu hétérogéne. D'autres tech-
niques (coefficients gelés, théorie des opérateurs péeudbdifférentie]s, ..... )
permettent d'aboutir & d'autres approximations paraxiales différentes de (3.16).
Toutefois, toutes ces approximations classiques cofincident dans le cas

particulier ot Ja vitesse ¢ ne dépend que de la profondeur =z, d'ol 1'intéfét
de 1'é&tude qui suit.
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4 - ETUDE DE L'APPROXIMATION PARAXIALE A 15° DE L'EQUATION DES ONDES EN
MILTEU HETEROGENE DANS LE CAS OU LA VITESSE NE DEPEND QUE DE z

4,1 - Introduction

Nous considérons donc un milieu dont la vitesse est donnée par une
fonction c(z) sur laquelle on fait les hypothéses suivantes :

(4_1) | c(*) ¢ Lw( R)

O<c*s<:(z)5c* p.p- z ¢ R

Nous considérons 1'approximation paraxiale associée :

2 ' 2
(4‘2) 1 3u 1 _aa;( 1 su 1 au_ 0

c(z)? at* * c(z) ¥ c(z) Yy —B_E) T2 Bxz

Dans un premier temps nous nods'proposons de faire 1'analyse fonction-
nelle de 1'équation (4.2), c'est-a-dire obtenir des résultats d'existence,
d'unicité, de régularité et de continuité relatifs au probléme de Cauchy
. associé d cette équation, résultats d"ol nous déduirons les conditions de
transmission sur une discontinuité de vitesse. Puis dans une deuxiéme étape
nous étudierons, par les méthodes énergétiques les propriétés de propagation
‘de la solution avant de terminer par une &tude plus précise du cas des
milieux stratifiés, avec analyse de la réflexion et de la transmission des

ondes planes, analyse qui fera 1'objet du paragraphe 5.
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4.2 - Resultats d'existence et d'unicité pour le probléme de Cauchy -

Solutions fortes.,

Le probléme de Cauchy dans tout 1'espace

Nous considérons donc le probléme :

Trouver u(x,z,t) R’ R —> R tq

1 2%u 1 3 1l Ju 1 3%u _ 2 +

R I Bz (ol de ) T3 ae =0 dans RR
(4.3) u(x,z,0) = u, (x,z) dans R?

%1- (%,2,0)= u (x2) dans R?

t 1

Nous désirons "résoudre” le probléme (4.3) par les techniques de semi-
groupes ([ 3 1). Ces techniques permettent d'avoir facilement les résultats
de régularité en temps pour les solutions. Les estimations d'énergie que
nous obtiendrons permettront de redescendre facilement aux solutions faibles.
Ce probléme n'est pas d'un type standard et nous allons devoir envisager
deux écritures de (4.2) sous forme de systéme du premier ordre en temps pour
obtenir le résultat maximal.

4.2.1 - Une premiére &criture de 1'8quation (4.2) sous forme de systéme.

Premier résultat d'existence et d'unicité.

On peut réécrire (4.2) sous la forme suivante :

32%u

9 ,du %, 9 u < _
5t Gt 5 ) -5 e = O

Par conséquent en posant :

- du 3/z 9 u
Veiget el g ¢ Vo
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On obtient finalement :

=t =) -v =0
w2 L,
£t~ 2 ox?

3
12 9 u
u -v + ¢ — (——
@Q{() - , , oz /‘c)
& 2w
v 2 ox

3 0 0

(4,3)!
u(x,z,0) = u (x,2z)
o
by ()
v(x,z,0) = ul(x,z) + c(z) 2v—3_2 (/'E:'(_z')_)

Nous ‘introduisons alors 1'espace de Hilbert :

' % = HXV
(4.5) H = L2@?
V = {uelH/ Su e H}
| 9%

gue nous munissons de la norme hilbertienne :

: 2 | . ou
(4.6) H (u,v)lH‘; = f2 (lu(x,z)_|2 + lax

R

dxdz v(x,z)
(%, z)1 N LI ]éz T dxdz

)
7]

Nous posons ensuite,

) 2
(4.7) D) = ((a,v) ¢ Y/ 53 cn, - =+ o e )
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Et nous définissons 1'opérateur non borné

A : D(4) C%. >%

(u,v) ——> A(u,v)

- (4.8)

3 2 2
- 2 3 , u_ e’ d%u
tq A(u,v) = (-v+ec . (v"ﬂ)’ -5 5gZ)

REMARQUES 4.1

* D(A) a bien un sens car si (u,v) « %, ‘f‘u—_c_ e L2 et
3 u 2 A v 2
s /—:C) ‘a un sens dans- Of)' R?) ; de méme - Ty €L
et done - ?yr— + 812 —‘/—u_-%) a un sens en tant que distribution ;
2

on peut donc lui imposer d'étre dans v.

7 9
. . ' 2 e - 2 u
'Pour' donner un sens & A <1l faut définir -v + c e (/__2_)

par : .

3 3
o3 (uy_ pr__v 3 ,u,
Ve (/FE) ctl-o7 " 3z =)

[

qut a bien un sens puisqu’on fait le produtit d’uneafonction de
2 . R . . /2 _8__ u '
L® par une fonction de L . (4 lors .que a priori c 52 (7_—?) n'a

1

méme pas de sens en tant que distribution, %(__u_c_) étant

Va:

étant. seulement dans H ').

a~ . P a 3/2 a u

De méme on doit définir T (-v + ¢ Y (— __C_) par
3y Y20 3 u .y _ 3/‘2_’3 v 3 ,u
= Vel 5 (‘/‘T))» T et boT e R

ce qui est cohérent dans la mesure ou c ne dépend que de =z.

Il est alors immédiat de vérifier que A applique bien  D(4)

dans %

Le résultat fondamental est alors le suivant :
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THEOREME 4.1

l Il existe un réel AO > 0 tel que pour tout

l Az }‘o , L'opérateur A + X\ est m~accrétif sur %

Démonsgtration du Théoréme

Comme on est dans un espace de Hilbert, i1 suffit de vérifier Tes deux
points suivants : ‘

(1) ¥ @w) e D@ A, @)+ MR =

7 7

(i) ¥ (£,8) e %%, 3 (u,v) € D(A) tq
Alu,v) + A(u,v) + (u,v) = (f,g)

La densijté de D(A) dans % est alors une conséquence de (i) et (ii)

Preuve du point (i)

Soit (u,v) € D(A) et (u',v') = A(u,v)

3y 3
: LI 2 _0 u
Autrement dit, u v te e (———/?)
v ot 3%
VoS T R
- ) 1 . L
ACw,w), @w,w) = 1 2y axdz + s 22 SEE Ly p T gy,
O 4 R? g2 °% X c r2 ©
Or, comme (u,v) € D(A), Taaz_ (—u/%) e L2(@®?), donc
uu' _ uv u 9 ,u -_ uv
]-R{Z —z dxdz = Iéz <7 dxdz +]£27§ N2 (=) dxdz = —]Ij)\'2 <z dxdz

Si nous supposons que (—g—:{l . —:—x (;Taz (fz))) e LZ@*)?, 11 vient exactement de
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méme,
s gu gu dxdz -2 7 1 %E'gx dx dz
g2 9% X c R2 © X ox
Enfin on a également,
1 2
2/ T axdz=- f ‘Elz g_‘;vdxdz= ;oL 2w v
]R2 c R2 xT ]Rz c X
Par conséquent,
(ACu,v), (u,M)n, = - / X dx dz
g%g r2 ©
Par suite,
(A(u,v),(u,v))% + A (u,v) |L)€
dxdz Y f ’

= fZ(Xczlu[Z— uve? + 2)|v|?)
Considérons alors la forme quadratique

Qu,v) = Ae?|ul? - cluv + 2xv2

Son discriminant vaut :

}\2
A = Cq—8>\2C2 = q(l— 8 E‘z’)
OY‘, 2 2
A A
1 -8 _ZC 21 -8 _C 2
*
c

= *
Par conséquent en posanﬁ AO = 5;??"’ pour tout X = AO

Q(u,v) 20

Et par conséquent,

(4.9) <A<u,v>,_<u,v>>%+ ME v P 20

'2 dxdz
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Pour conciure i1 suffit de prouver que pour tout (u,v) dans D(Aa) on
- peut trouver une suite (un,vn) telle que :

v 3 5 u
. % € H, g(‘g;(}g))eﬁ

> (u,v) dans %

* u_,v
(u_,v )

G
A(un,vn) >.A(u,v) dans %
On pourra alors passer & la limite dans (4.9). Or soit (u,v) e D(a),

) . - 3
(u, -ﬁ) ¢ HxH par suite comme c ne dépend que de =z , —— et ﬁ(_;?
sont dans L2@R?). D'aprés les résultats de densité classique, on peut

trouver une suite £ dans H2@?) telle que :

E':n‘ — 7uc— dans H!@®?)
2 2
aaffz’ > gxz (7“5) dans L?@®?)

Considérons alors u = /Egn, comme ¢ est bornée i1 vient immédiatement,

u % 3 L, u 3% u 24235
(s 3% » 3% 0 Bz To)» Txae T P ELRD)

et
2 2
u_ v dans L°(R?)
Bu a ’
| a_x& > a_i dans LZ(R?)
(4.10) 824 5
n d9“u 2 2
— > o=z dans L°(R%)
] un ) u 2 2+
_8.2 (/_c) — E (7C_) dans L°( R®)

3
N . o /2 0 u - ow 22y 2
De la méme facon, so0it w= -v + ¢ Yy (———/C). Alors (w, az) e (L°@R"))*<,

donc on peut trouver une suite LA HZ( R2) telle que :
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Yonn ———> w dans L2(R2?)
(4.11) "

''n ow 2,02
> = @ans L ( R%)

I3

Introduisons alors la suite v définie par

n
3 u_
.13 . m
v‘n == (75) -
I est clair que (v, 3;3) e L(R?*Y et que 1'on a, compte tenu de (4.10)
et (4.11),
v, v dans L2(R?)
e R s Ly R gans LicrD
(4 12) Vn ¢ aZ !/C BZ 7_C-
) % 3 ,’n 9 ¥ 3 u. 2 2
5}_(' (-Vn + C E(VE))“"} E{‘ (-v + ¢ —a-z— (7;)) dans L (R

Alors on vérifie aisément que la suite (un,vn) ainsi construite convient,
ce qui achéve la démonstration du point (i).

Preuve du point (ii)

Nous posons u = (X+1), et nous considérons le probléme, &tant donné
(f,g) dans%

Trouver (u,v) ¢ D(A) tel que
3, ’
72 3

v + 2L (5 + Hu-=f

(4.13) 52 Ve
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"Nous allons pour résoudre (4.13) passer par un probléme auxiliaire.
Dans ce but, nous introduisons 1'espace fonctionnel '

(4.14) Vo»={ueH/(—,§-(74C))eH}

muni de sa norme naturelle ,

T 2 . du» 13w
(4.15)  Jlw no ]II{Z lul? ax dz+]I.£2 l5l? ax dz+]i£2 | 5 % dxdz

Nous introduisons alors le probléme

Trouver u e Vo tel que '

(4.16) \ ,
. i 2 9°u ,3/2_3_ u 2.0 = =

—et ezt uc az(/c)+uu—g+uf ¢ e H

v, @tant évidemment dense dans wu , i est clair que le probléme (4.16)
est équivalent a :

Trouver u ¢ v, tel que :
VveVo é(u,v) = L{v)
| _ 1 du 9v 9 ,u. Vv
(4.17) a(u,v)-—2 IZ-&Kd dz + u f2 e (/c)7EdXdz
R R
2 - uv
— dx d
+ U ]éz 7 dx dz
L(v)y = [ ¢v é%%i
]RZ
((4.16) > (4.17) est immédiat, pour le sens dinverse il suffit de faire

v'=‘V€T¢, ) s‘QZGRZ)_ et réinterpréter 1'équation variationnelle au sens des
diétributions).

La forme bilinéaire a(+,+) est continue sur L mais n'est pas
coercive. Le probléme (4.17) ne rentre donc pas dans le cadre classique de
la théorie de Lax-Milgram. C'est pourquoi nous introduisons le probléme
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"approché&" suivant :

Trouver u_ e VO tel que
¥ v e VO ag(ug,v) = L(v)

. 1 0 ,u, 3. v
(a.17), el At e e PR e

Bien entendu (4.17)€ h'est autre que la formulation variationnelle
-du probléme '

Trouver u €V tel que

0
(4.18) ; 324 . u \ u
€ c € 72 3 13 e 7293 € 2 =
TS TR S 3, ( c 32 (/E)) * Ut (/E) U, =0

On a fait, en quelque sorte, une régularisation elliptique dans la
direction z du probléme (4.16).
Décomposons 1a suite de la démonstration en plusieurs étapes.

(:) Résolution du probléme (4.17)€

IT est clair que ae(-,- est une forme bilinéaire coercive sur
V, et par suite, d'aprés Lax-Milgram, (4.17)E admet une solution unique
u_ dans V_. ‘
€ 0

(:) Un résultat de régularité pour u

Nous introduisons la transformée de Fourier de u_ dans la direction
X, Soit :
+00 ;
J uE(x,z)e _lkxdx

-00

N — - l
us(k,z) = L.i.m. VT

Alors, pour presque tout %, la fonction us(k,') est solution, dans L2@m),
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de 1'équation différentielle ordinaire :

e 4 1 a 8060 a Be(n) 2 2 1~
(4.18) - 7o 1 = E;(L/E——)) + 7% E(T)+(7 + o U (k,0) = 7 9k, )
avec ;(k,z) = L.i.m. 75%—- I o(x,z)e ~ikx dx

- Multiplions alors (4.18) par ﬁa(k,z) et intégrons sur z. En égalant
les parties réelles on obtient :

+00. 4 (k,z) 2 +o |G (k z)[2 2 +®
1 | d e 2 e ? .k N 2
E—O./; = | i (_‘"r—"c ) dz + | _OJ; pe: dz + 5 _of; |ug(k,z)| dz

e n
= Re< J -c—lz-'cb(k,z) ﬁe(k,z) dz)

-0

D'od 1'on deduit,

-+ 1 d ﬁs(k,Z) 2 2 +o0 7 kZ +© 2
E—oj;—‘/c; E (T) dz + '(‘:E*T _;C [ue(k,z)l dZ + T —o.{; |u€(k,z)| dZ

+00
2 ek | 18 (k,2) |dz
* -00

IA

En particulier,

! +
Zk(_

IA

1 +0 : 4c0
—r—< J |¢(k,2)'lzdz>l/z< s lﬁg(k,z)lzdz>1/2_

o .
n 2
J 8.k, 2) |2 d2) =
-~00

(<] *

D'ou,
+© : 4 +o '
( f‘k"lﬁa(k,z)lz dz) < —— J {0(k,2)|? dz
00 % -0

Par suite, en intégrant sur k et en utilisant le théoréme de Plancherel, on
obtient :
400 400

STk [ (,2) | dz dk s ?‘;- | 6] < +o

-0 0o *
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Ce qui prouve que :
Bzu€ ,
(419) -a;-z- € LZGRZ)

Et,1'équation (4.16)€ nous donne :

.
(4.20) =t D) € 12@Y)

(:) Estimations a priori sur u

S e e e i et e et e e . 2 . e Sy . S o S e T o s

[1 suffit de faire v = ug dans (4.17)_

a(ue,ua) = L(uE)

— 1 1 0 2 | 2 Ye |2 :
<> 5 2 ] l dx dz + ¢ f , Ve |52 dx dz + u :éz iZ?l dx dz
u€¢
= [ —5 dx dz
R €
1 2 2 2 1 :
—_— > | £23ax dz + % Jodu 1®dxdz < = 7 Ju | |¢] dx de
2 IR c* ]Rz £

D'oli T'on tire que :

* u_ est borné dans LZ( R?)

<

(4.21) .

. 5;2 est borné dans  L2( R2)




« ‘Estimations sur

Grace aux résultats de régularité (4.19) et (4.20) sur u_s Tes calculs
qui suivent sont parfaitement justifiés. Multiplions 1'équation (4.18)8 par

1 3 el Lz 2
<Y, 5z (75) - et intégrons sgr‘ R”.

: 3%u u Tu ' u
1 1 € 0 ,E _ 19 e, o 1 @ €
T, T o xEme in Wa om0
B9 Evi2- 2p 1 5 e - 19 e
A A A S T AR T A
R R
Or,

13 Me, 9,1 3 e 1 3 41 3 el 2
fe% GO mew G = - g L5 lo g GO Tk e
R

3%u u. 2 u u
1 ) 0 g, O E
—1£2 ‘/c "‘—‘z—ax 3z (7-) dx dz = = Iéz '5-;2' (75) Sz (75) dx dz

, I1 reste a démontrer que pour toute fonction v de H'@?) telle que
3°v

=7 ¢ L2@®32), on a

Or, le résultat est vrai lorsque v est dans H*@®?)

32%v dv _ 3%v  dv
nj{'z 3x° oz dx dz = _]éz 9xdz 9x dx dz
==y | |2dx dz = O
Z]R Bz

2,

Donc’'il est vrai par densité pour v tel que v ¢ g! et oy
u

Appliquant ce résultat a 7% , i1 vient :

3%u
Lo 2 hHaxaz=0"
I'[l;z Ve Ix 9z (72:_) ¥ cz =
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i] vient finalement :

u 2 ' u u
B3 e T T N 3l
IZ c | 9z (75) dr dz fz c%h e 32(7E)dXdz fz‘c%z dz (Vc) dxdz
R R R
Dol T1'on tire
oo i N u? _8‘_'ut-: 1 5 .Y
oF ]'R{Z 3z (7(':') dxdz < *—s——c*/z 1{2 IUEI 82(7(?) dxdz + 2;5/2 n{z'd}, 32_(75) dxdz

in

"c (s I—Q—(ue)l2 dx dz) P2
R2 9z Ve x dz

(puisque u_  est bornée dans L?( R2))
- On en déduit que :
5 i

(4.22) = (75) est bornée dans L2( R?)

<:> Passage 3 la limite - Résolution de (4.17)

Des estimations (4.21) et (4.22) on tire que 1'on peut extraire de u_ une
sous suite toujours noter u_s telle que :

(4.23) u

> u dans Vo—faib]e

On peut alors passer a la limite dans (4.17)E et on voit immédiatement que
u est solution de (4.17) donc de (4.16)

REMARQUES 4.2

L'unicité de la solution de (4.16) étant évidente toute

la suite u_  comverge faiblement dans Y5
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Nous avons donc construit une fonction vérifiant :

u z L2(R?)
du 2 2
o e L°(R*%)

(4.24) ) .
: () e LA(RY

2 2 3y i
o luape ZEh rutugm gt

De 1a derniére éqalité on déduit que
3%u

(4.25) R € L2(R)

Introduisons alors la fonction de 1L2( R?*) définie par

3
= 3 :
v= ¢ty (/E) +Uu - £
On voit alors que 1'on a :
2 32
(4.26) - 5 3;‘-;- +Uv = g
3
2 B Uy -
- v + Bz(/E)_+pu_f
En particulier, ;
9 e d uyy o 3 3u
9% (-v+e 82(75)) = T M
or, Su . L2@®?) et (f,g) e Y~ 2L . 12w?), donc,
ox . 0%
“3/. :
(4.27) & (v e 29) ¢ 2@

Par conséquent (4.24), (4.25) et (4.27) montrent' qué (u,v) e D(A) et (4.26)
prouve que 1'on a bien '

A(u,v) + ulu,v) = (£,8)

ceci achéve donc la démonstration du point (ii) et par suite celle du

héoréme. .
t
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Nous appliquons alors le théoréme 4.1 & la résolution du probléme de

Cauchy (4.3) pour énoncer le :

THEOREME 4.2

Sous les hypothéses suivantes :

Ju d2u
u € L2(K?2 ,—3—9 =*2(1R2),r3—ze L2 (R%), = (7_-) ¢ L2( R?)
du

. ]
u e L2{ R?), el L2(R?).

Alors le probléme de Cauchy (4.3) admet une unique solution

forte vérifiant :

1
(w2 € C(0,T5L2(R2)

2w Bmy 2w Y B (1 Bu

o 0 72 2
el ) 5t 3z G2 oo © € (OTLECRY)

DEMONSTRATION DU THEOREME

Remarquons que sous les hypoth&ses du théoréme :si on pose :
u

3 o

v =u + ¢'f=
9z ¢

alors (uo,vo) = U, appartient & D(a).

Par suite fixons A > A » d'aprés le théoréme (4.1) et le théoréme de
Hille-Yosida, A + A engendre un semi-groupe fortement continu de contractions
suré%ﬁ Par conséquent, le probléme de Cauchy,

d~\t] + (A+A)V

(4.28) d
- V(0)

il
(o]

]
[

admet une solution forte et une seule

V(t) € ¢1(0,T; 7€) n c0:T;D(A))
Posons alors,
U(e) = et v(r)
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Alors u(t) e,cl(O,T;g%i) n CO(O,T;D(A)) et est 1'unique solution forte du
probléme de Cauchy :

dUu _

E? + AU =20
(4.29)

Uu(o) = Uo

Par conséquent, posons U(r) = (u(t),v(t)), nous avons donc,

' u(0) = o .
(4.30) ’ 3 u
- 2 8 o
v(0) = v1 + c 2 (/E)
., od u -
ot MY (VEJ -v=20
v _ct 3% -0
ot 2 9x2

D“oD; 1'on déduit facilement :

5%u % 9 ,1 du c® d%u _

I PRl T2 M
(4.31) u(0) = u

20 =

Ce qui prouve que u est solution du probiéme de départ (4.3). Cette solution
est unique car i1 y a équivalence entre (4.31) et le systéme (4.29). Il reste,
alors & interpréter le fait que ‘

Ut ¢ ¢10,7; %) a c°0,T;p(A))

Or, :
U(t) € 2O, ;%) = [u ¢ c'(0,T;L2( R?))
-%%e ¢ (0,T;L2( R?))

ou ¥

- ou 2 9 ,u. 1 2 2
v = 8t~+ ¢ = (‘/E)e,c (0,T;L°(R%))

—_ J  u. 0 2 2
— |22 < c®0, 1512 (RY)

3/2 32
9zdt

2
%F% + 72 « c®¢0,T;L2( R?))
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Et,
0 . 2
U(t) € €°(0,T;D(4)) = ——zgxu e c%(0,T;L2( R2))
du 00 To1.2¢ R2)Y.
5t € C(0,T;L2(R?))
8% ¢ C%(0,T;L2( R?))
X3t
On. récupére alors entiérement le résultat annoncé. B

REMARQUES 4.3

* La solution obtenue n'est pas tout 4 fait une solution clas-

stque puique l'on n'a pu obtenir la régularité :
* u e C%(0,T;L2( R?))

.9 (u 1 12( 2
5y (7)€ €O, T;LA(RY)

. . u.
Une telle régularité impliquerait notamment que -g% (7%0

appartienne a L*( R?), hypothése qui n'est pas contenue dans

L hypothése (uo,ul) € D(A). Par conséquent la solution obtenue ici

est q entendre au sens de 1'éeriture -

9 ,du % 3 ,u c? 2u
Gt R T <0

*  Remarquons que comme %e Lz R?), HAR?) ona

tout de méme :

*u e C2(0,T;H '(R?))
"9 U 1 Jpl 2
s (/E) ¢ C°(0,T;H "(R%))
* Le résultat d'existence et d'unicité subsiste bien entendu si
on ajoute a l'équation parariale un second membre f sous réserve
que L'on ait :

£ e c®(0,T;L2( R2))
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4.2.2 - Une deuxiéme écriture de 1'équation (4.2) sous forme de systéme

Deuxiéme résultat d'existence et d'unicité.

On peut a@ nouveau écrire (4.2) sous la forme suivante :

2
at

3 ' 2 a2
C%%) + Ch.ji Q;L. EE) _& du

dz /T ot 2 ox2

Par conséquent en posant :

ou _
5 - v =0
B, k2 v, e B _
t ¢ 32 (/EJ T2 ax2 0

Par conséquent, en introduisant 1'opérateur formel B defini par :

. u -V
B -
b = 2 2 3
<v> | - _cz_u,,, 2 8

Le probléme de Cauchy (4.3) prend la forme suivante :

L0040 0

2 u(x,z,0)

]

uo(x,z)
v(x%,2,0) = u,(%,2)
Conformément a ce qui a été fait au'paragraphe 4.2, i1 est naturel d'intro-

duire, sur 1'espace de Hilbert é%é = Hxv, 1'opérateur non borné (B,D(B))
défini par : '

| ,' o
(4.32) D(B) = {(a,v) ¢ DG/ 55 €9 -5 mz (Fu) eH, ved)
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B : D(B) < %

(4.33) O (u, W)

> B(u,v) tel que
2 2
O &

Attention dans ce paragraphe, nous munissons -5%5 de 1a norme hilbertienne

suivante :

(4.34) | (u, v)”2 - S o |u]? ax dz + f , lz dx dz + 2 f —l—l
: R?

Jo  ®

REMARQUES 4,4

* D(B) a bien un sens car a% et VS u ont un

tant que distributions.

dans %

Nous pouvons alors établir le

THEOREME 4.3

* Pour parfaitement définir B il faut domner 4

2 2 3
c 3 u /2 a v . . . . . .
-5 Szt P (——c) la signification suivante :
| c? 3% ¥ 3., v %y, 1 —
- —2—- m + C E(_E) = C ('a—z—(m) - 2 9% 2( u ))

dx dz

sens en

Il est alors immédiat de vérifier que B applique bien D(B)

Il existe un réel )\o strictement positif tel que pour

|

DEMONSTRATION DU THEOREME

tout A 2 Ao’ B+A  est un opérateur )h—accrétif dans 36

Comme pour demonter Te théoréme 4.1, i1 suffit de ver1f1er les deux

points suivants :

(1) ¥@,v) e D) (B@,v),@,v)) %+ Al G, v>ll% z2 0
(11) ¥(£,8) «%%,3 (u,v) €« DB) / B(u,v) + A(u,v) + (u,v) =
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Preuve du point (i)

(u,v) € D(B)

Soit et (u',v') = B(u,v)
Alors {u' = -y
2 2 3 Cl
vo_ct 3% hHhd v
VIETT et e (,/E)
et,-
'ety) = ' 3w 8Y' 4ids 4 2 W x4
(B(u,V).,(u »V ))% ].R{'Z uu' dx dz +I.R{ 3% 5% X dz + .]éz c2 X az
Or, :
J wu' dx dz = - [ uv dx dz
R R?
gl Gy =y g
R2 9% Ox R2 9x 9x
vv' N 9 /v v
211.22—-&—2 dx dz = IéZ( a?_(u/c:-—u)+ z(ﬁ))ﬂ-dXdz
Nous utilisons alors le ,
LEMME 4,1
Sotent (¢,U) L2( R?) telles .que :
. %g , %% e L2( R?)
gx‘f+3‘36L ( R?)
Alors on a l'identité :
2
f(—% %yf)wdxdz=’f§9—a-@dxdz
IR2 X z ]R2 ox

DEMONSTRATION DU LEMME

On peut évidemment trouver une suijte

(¢n,wn) de fonctions réguliéres
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telles que :

¢ >¢ dans  L2(R?)
v, >y dans  L2(R?
156
2 3 jans L2( R?)
ox ox .
oY
n oY 2 2
= — 3% dans L°(R%)

Pour (¢n,wn) on peut écrire :

8% A, 3%¢_ R
pe AR TR W S dEm o LUy A de s Sy, 5t e
926 3y 30 By
n n - n n
g f2 - ax2 © Bz ) wn dx dz = f2 ox 9% dx dz
R R
Or 2. .
? 9% oY 2
n n 2°¢ - 24028 _ .
- TRz Y > -t n, w dans L*@*)- faible

En effet soit 6 une fonction test de £)'®?)

3% oy oy
n n _ n 36 26
II{Z(-W+ST)6dx dz = ]éz_—_ax P dx dz - Ié'zlbn = dx dz
Par conséquent par passage i la Timite,
3%_ By
lim [ (-——8-121-+§Z.—n)6dxdz= f%? dx dz - S l,()%e— dx dz
N+ ]RZ X IRZ X X ]Rz Z

Soit encore, en utilisant la dérivation au sens des distributions :

14 I (_8_23+ip_r_1)edd= <_3_§ 3_8>_<w_3_@.
n->+2 R2 ox2 oz x dz 9x * 9x > 3z
_ (2%, 3

= <§—2—+az ’ e>

X

<8y =

S wB dx 4z
R? '
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Par conséquent, comme toutes les autres convergences sont fortes,on

peut passer a la 11m1te dans 1'égalité

; 92 wn Bwn ; Bd) awn :
- 2 dx dz = =~ =— dx d
R2 ( ox2 Bz) wn * dz R? 9x  dx x ¢z

et obtenir ainsi le résultat annoncé. |

Nous pouvons alors appliquer le lemme (4.1) enfa1sant ¢—/"u et w=:;;

au quel cas il vient :

W 12 4oy Budv
2f—<:—2 dx—f (/—) /_)dXdz-ézaxax dx dz

A partir de quoi nous obtenons

(B(u,v),(u,v))% = - ?fz uv dx dz
> R

Et par conséquent 1'égalité,

(B(u,v), (u,v)) + )\H (u,v) “2 = ‘ |2 dx dz

+ /(A ui-uv + 2%\2—\72) dx dz

IRZ

Considérons alors la forme quadratique,

Q'(u,v) = >\u2—uv+i—é\— v?

Son discriminant est égal a :
A2 A2
A=l—8-c—221—8z‘2‘
*
- C*
| Par conséquent en posant AO = 35 pour A;zko

c.q.f.d.

v
(@]

(B{u,v), (u,v))
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Preuve du point (ii)

Soient (f,g) « g%fet u = A+l, nous devrons donc résoudre le probléme,

(4.34) TR R Rt e

(u,v) ¢ D(B)

Supposons alors tout d'abord que %7 € LZ(R2). 11 est alors naturel

d'introduire le probléme :

Trouver v e Vv
(4.35) ©

_c §_+'c3/2_3_ c? 3%f

v L) + pv=¢ = + 5 == cH
7 %2 3l tHVE b st S«

Onla'déja (cf. déménstration du théoréme (4.3)) que ce probléme admettait
une solution unique v dans v, -

Supposons alors seulement que (f, %g) e H2, ce qui est la cas si
(f,2) « 2&; Alors, en raisonnant par densité,

of 3%f
3£ € LR / 05;9 , Bxe) e LZ( R?) tel que
(4.36) , £, — f dans L2(R?)
3f )
-ax—g — % dans L2?(R?)

Soit alors ve € Vo, T'unique solution de

2 2
2 0°v 3 v 2 o°f
_c E+u/28(€) U2V=}Jg+c €
2 ox2 0z " Jc € - 2 9x2
4.25)
€
v_ eV
€ o

Si on multiplie (4.35)E nar -Z% , on obtient facilement aprés intégration en
espace :

1 Ve, Ve BV 1 o, W,
= S P 2 A = R - = — —_—
3 11{2 18x |2 dx dz + u? s Icl dx dz = u f —7 dx dz 5 ]{{2 ~ =
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- Par conséquent, || - || désigrant la norme usuelle .de L2( R’), on obtient
la majoration,

1 Bv Y ’ 3 E)ve
S5 s @ llvF s & sl Ivi= 30 axn 1=
3t o
Comme, en vertu de (4.36), la suite = est bornée dans L?( R?), on en
déduit aisément que : : @

v, est bornée dans L%( R?)
(4.37)

ov
75? est bornée dans L2(R2?)

Par conséquent, quitte & extraire une sous suite, on peut supposer que :

v, — v dans L?( R?) - faible
. (4.38) -
€ _i\]_ ) 2 2y _ :
E{_ —— 3% dans L (R%) faible

Or on a, pour tout ¢ dans Vo’

ov v vy
1 __Ee 2 € o ,{ 2 €
= dx dz - —_— = (= d — dx d
5 22 Ty 5 0x dz ¥ Iéz = 32 (/E:‘) dx dz + u Ié'z . x dz
of :
= -u J -(g?lp—dx dz 2 J —5-5- %% dx dz
R R2

Passons & la limite quand e - 0, il vient :

Y Y evV 1 v 3y - AR 2, V¥ -
o 5 If{'Z ~ By dx dz J , T’ 32(/E)+ ufcz dx dz =
Rr?
=qu [ —g—zuidxdz —-;—f -g—i—g—}u:-dxdz
R? RrR?

Ce que 1'on peut encore écrire :

1 2 (Lryy W - N3 Y vy - &y
Vyev 3 ]é'z Bz(v) S .dxdz ]éz‘/c_ 82(,/6) dX+1JIJ;2 ) d){dx—ﬂ{zc2 dxdz
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Posons alors u = E%X . Grace & (4.38), ueV etona:
L o2 3y v 3 vy I
ngvo > ]éz_ax . dx dz + nﬁz/é‘ Bz(,/") dx dz+p]JR' dx dz = léz Y dxdz

Or, ¥ 8 ¢ H'(R), ¥ = Vo 6cv_, etona donc,

¥ o e nl(R? >_l_f'éa;(|/5u)g—2 dxdz+f7= gedxdz+uf~37-dxdz

2 R? R?
- K{_z T o d

On en déduit au sens des distributions, 1'éga11té,

2

' 1l 3 3 Q; - <
(4.39) - 5 ==(lw + (fc> v=F dans) ( R?)

En particulier,

1 3% ~ . 0.,V 2 2
(4.40) -1 e w v 20 e LA(RY

Ce qui prouve que Te couple ;u,v) ainsi construit est bien dans D(B).

Alors en multipliant par ¢ /2 ,on obtient

C2 82u 3/2 a v _
(\\4'41) - o 3x2 +C 3z (_/E-) + v =g

Comme on a en outre par construction
(4.42) -v + uu=f

On a bien 1'égalité

B(u,v) + u(u,v) = (f,g)

Ce qu'il fallait démontrer B
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Alors, en procédant comme au paragraphe précédent, nous déduisons Te :

THEOREME 4.4

Sous les hypothéses suivantes :

ou

v lu, 52 € LA(RY?

Bu; ' 2 242
. (uL, 7;;) e L°(R")
3%u u
2 3/
R A Rt

Alors le probléme de Cauchy (4.3) admet une solution

unique vérifiant :

* ue C¥0,T:L2( R?))

. _g.% e ¢(0,T;L2( RY))
c? 32y Y% 3 ,1 du 0 2 2y
-G st i ‘7%*'§E) e C(0,T;L%( R?))

DEMONSTRATION DU THEOREME

En procédant comme pour le théoréme 4.2, on montre aisément que le

probléme :

(4.43)

v
dt

]
o

+ BU

u(o) UO € D(B)

admet une solution unique :

(4.48)

Choisissons alors u, = (uo, ul) qui est bien dans D(B) sous les hypothéses

UCt) € ¢*(0,7:94) n c®0,1;0(8))
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du théoréme, et traduisons (4.43) en posant U(t) = (u(t),v(t)).
a:
du _
’K_V-O
v o 3 vy _ &7 B87u
5t T e "7 Bz O
u(0) = uy
v({(0) = u

ce qui est bien entendu équivalent a :

3%u %Q_jL 1 du c‘
wzte Ty OB Bt) 2

9°u -0
ox2
u(0) = u
Ju _
'a—t"(O) = u

I1 reste alors a traduire le résultat (4.44),

C U € 0,13 T = (u, L, v € o, 1L ®Y)°

=== (1 e C?2(0,T;L2®R?))

du

155 ¢ c'(0,T;L%M@®2))

o _
* U(t) € ¢7(0,T;D(B)) <« %;1 ¢ ¢%(0,T;L2@®2)) |

On aboutit

2
-aiT) %-a—a)—ﬁ (Vcu) ¢ CO(O,T;LzﬂRz)) :

v

<=

(1 L
/c at T2

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

REMARQUES 4.5

Cette fois on a pu obtenir u e C2(0,T;L?)

Maz ’ azu CO 0 )
jars on n'a pas 5z € ( ,T3L°)

9 u ! .72
| -52(/5) € C*(0,T;L%)

82 o} 2
3‘;{7(/5\1) e C (0,T;L2@?))
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Notons néanmoins que L'on a tout de méme

2
%—}-{-‘;— € CO(O,T;H-I)
g% Gﬁg -%%) e c%c,T;8™ Y

A nowveau, le résultat d'existence et d'unicité subsiste st

on ajoute 4 l'équation un second membre £ dans CO(O,T;Lz(iRZ))

4.2.3 - Le résultat optimal

Nous allons en combinant les théorémes 4.2 et 4.4 pouvoir

énoncer Te résultat naturel que 1'on est en droit d'attendre :

THEOREME 4.5

DEMONSTRATION

Sous les hypothéses suivantes :

8uo azuo 5 Yy
* (w5, 322 52 (7_5)) e (LP(R*)NH*

du u

It é%’(;%))e (L2(RY)?®

Alors le probléme de Cauchy (4.5) admet une solution

forte et une seule vérifiant :

* u e C2(0,T;L%( RY))

—%}% e ¢'(0,T;L2( RY))

.Vii 1 1 2402
5y () € C10,TLE®™)

2
. g;% e c%(0,T:L2( R?))

C'est une conséquence, formellement, quasi-immédiate des théorémes 4.2 et
4.4. En effet, sous les hypothéses de ce théoréme, les hypothé&ses des théorémes
4.2 et 4.4 sont toutes deux vérifides. 11 ne reste alors plus qu'a vérifier
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la régularité obtenue.

" Or,
Théoréme 4.4 > u € C*(0,T;L2( R?))
Théorémes 4.2 et 4.4 S %gecl(o,T;ﬁ(mZ))
En outre,

Théoréme 4.2 =—> (6;(—‘/-6') > ':':-2') e C (M, i ’ o RS

Théoréme 4.4 =— . =

Alors par différence,

9 1 ou o .72 29y
5z (/E ~g) € o (O,TfL (R%)),

et on aboutit bien au résultat annoncé.
En toute rigueur i1 faudrait raisonner comme suit :

- Le théoréme 4.2 assure que le probléme de Cauchy (4.3) admet une
solution u au sens du théoréme 4.2,c'est-a-dire de 1'écriture (4.3)1

- Le théoréme 4.4 assure que le probléme de Cauchy (4.3) admet une
solution unique U au sens du théoréme 4.4, c'est-a-dire de 1'écriture
3) . '

(4.3),

Pour conclure i1 faut montrer que u, = v Pour cela j] faut montrer
que u et u sont deux solutions faibles (le sens en sera précisé au
paragraphe (4.5))du probléme 4.3 et invoquer alors le résultat d'unicité
(qui sera établi dans ce méme paragraphe)

REMARQUES 4.8

Le résultat d'existence et d'unicitd énoncé au théoréme

l 4.5 subsiste bien évidemment st on ajoute & l'équation un
’ second membre f ayant la régularité :

£ e 20, T;L2( R?))
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4.3 - Estimations d'énergie - Existence et wnicité de solutions faibles

Nous commengons par établir Tes résultats de conservation d‘énergie
lorsque les données initiales u et u
1

sont réguliéres,
THEOREME 4.6

Sous les hypothéses du fhéoréme 4.5, st u(t) désigne la

solution du probléme de Cauchy' (4.3), alors les deux énergies
sutvantes : '

= L q0u 2 l du, 2
El(t) = Ié'z =z l———at dx dz + > le—axl dx dz
‘ _ 1 Bu . 1 3,u.., 1
A A T TV A T

1 Bu 2
S =7]==|? dx dz
2 Rr2C ox
se conservent au cours du temps.

DEMONSTRATION DU THEOREME

On a,

L8, 1 3 (1 By 1 3%
c? 3t Y
On multiplie scalairement par az dans L%( R?) et, avec les résultats de
régularité sur la fonction wu, on obtient immédiatement

T
On peut aussi écrire :

1 d El(t)

s 1 odu u. o +a 2 -
On multiplie alors par oz 3% * e az(/E) et on intégre sur R? pour
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obtenir :
1 d 1 du, 1 B u,p 1, 1 3u 3%
2 dt :éz |E7' r /e 2z /')l dxdz - zléz c2 93t 9x2? dx dz
17 1 9, u. 2% .
TIR? 7 2 e 4270
Or,
1 du 3%u 1 d 1 du
—fcz_é_t-axdedZ_Z_d-t-(f Icax dx dz)
fL 2 g s s ) A e a
IRZ‘/— az R? Bxaz NG Bx‘/E:'_)
Ll 22y -
—Zfz az (laxr-)l)dxdz “0
R
On obtient donc finalement,
1 d Ez(t)= )
2 dt
Ce qu'il fallait démontrer E

REMARQUES 4.7

En fait on vérifie aisément que l'on a le résultat plus
précis suivant :
- Sous les hypothéses du théoréme (4.2), 1l'énergie E (t)
2

est définie et se conserve au cours du temps.

- Sous les hypothéses du théoi’*émo (4.4), l'énergie El(t)

est définie et se conserve au cours du temps.

Nous allons maintenant utiliser ces estimations d'é&nergie pour définir
de nouvelles solutions, en un sens plus faible, du probleéme de Cauchy (4.3),
Torsque 1'on affaiblit les hypothéses de régularité sur les données initiales

u et u
o 1
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(4.45)

REMARQUES 4.8
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Nous appellerons solution faible du probléme de Cauchy

(4.3), toute fonctiom u vérifiant,

« ue clo,m3H) n c®0,T;V)

telle que st L'on pose :

Yo { ¢ e C*(0,T;HI(R?2) / supp ¥ < [0,T[}

alors on a, pour tout U dans 2/

u (x,z) ¢ (x,z,0)

T. 2
I J E—%u-g—glg-dxdz at + / =% > dx dz
O]Rz 2 IRZ c
Y ' :

u (x,z) - (x,2,0) T 2
By g™ yat dx dz + / J = AR dx dz dt
B2 c o R2 /T 9z ot

u_(x,2) v T /S du W ..
-f2 —r 3, (x,2,0) dx dz + [ f2 5 3% B dx dz dt = 0
R oR

Il est factle de vérifier que la notion de solution faible
atnsi introduite généralise la notion de solution forte imtro-
duite dang les théorémes (4.2), (4.4) et (4.5). Si en outre on
fait dans (4.45) v=6Rv, 8 ) ©,1) et v

déerivant H'( R?), <1 est facile d'interpréter u

décrivant
comme

solution du probléme suivant :

« u e 0, T;H) n c2(0,T;V)
« ¥ v ¢ HIGRZ),

D (0,T)

on a dans

2
7 P, + - bu(®),v) + alule),v) = 0
u(0)- = ug
du _
E—E(O) = u1

ou les formes bilinéaires p(+,+), b(*,*) et a(+,+) sont
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définies par :

,o(n') : HXH —> R
plu,v) = f 2 4x 4z
r2 © 12

b(*,*) : BXH'@®R?) —> R

- 4 ov.
b(u,v) = —]1{2/5 oy dx dz
a(e*,*) = Uxv > R
' a(u,v) = f l/—E- du By dx dz
B 2 9x Ix

Réciproquement, toute solution du probléme (4.46) est bien
solution du probléme (4.3) au sens faible défini par (4.45),
(4.46) n'est autre qu'une formulation variationnelle en espace
pour le probléme de Cauchy (4.3). Elle permet d'interpréter
(4.45) au sens des distributions vectorielles 4 valeurs dans
H (R2) par 1'égalité : |

42 u d 3 u 3?2 -
3c? (Eﬁ%? * 36 Cg; 672)) - 5;?(/E_u) =0

dans  @J)' (0,T;H ' ( R?))
On a done en outre le résultat :

— e c®(0, 13871 ( R2Y)
c /o

Nous pouvons maintenant &tablir le :

THEOREME 4.7

Sous les hypothéses suivantes -

L ] x
(uo,ul) € VXH

Le probiéme de Cauchy (4.3) admet une solution faible et une

seule vérifiant 1'identité d'énergie pour tout instant t
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lczppcuﬂf;enanf; a f[o0,T].

_— .
lléz z dx dz + 3 f Iax dxdz

DEMONSTRATION DU THEOREME

Nous raisonnons par densité. On peut trouver une su1te de données
initiales régulieres (ug, u™) telle que :
1

=]

ut — u dans v

D—':’o

E— u1 dans H

Alors, soit u", 1'unique solution forte du probléme :

108%™ 1 3,1 g" 2 82u" _
<? ez Y V¢ 32Ve ot ) -ec dx2 0
(4.47) «¢0)
n
—_— (0) = un
1

“Pour (p,q) «W?, la fonction uP - u? est 1a solution du probléme de
Cauchy associé aux données initiales (ug - ug, u? - u?) et vérifie donc
1'identité d'énergie (pour tout t dans [0,T])

P q
2 =z l |2 dx dz + %— |—i§— - -%%—IZ dx dz =
1 Buz Buz .
:éz ZT |u?—u?]2 dx dz + 5 J Frail v —~|? dx dz
On en déduit des estimations du type :
au | P .q . Bug Bug |
.48 < - -2 __°
@) I -3 omeany < G Ul e 152 -2
p q
. 3P 3yl u ou _
(a.49) 3 Ay s o, U et e (2 - 52013

17(0,T;L2)
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Comme de plus,

a puP  dud
Sl ptprn 2 G oy

On en déduit que,

t p q
¥t elo,r] || uP)-ulo)|f = || w-ul[? + 2 /|l uP(e)-ud(s))] n%‘g—<s>- g%wn ds
o .
Une version généralisée du Lemme de Gronwall permet d'établir une inégalité
du type :
auP dul

P .4 P_. 9 P_.q __°© __9°
(4.50) H u’-u ”L°°(o 519 < Ca { “ UO"UO“ + ” UI‘UIH + “ 3% 5% ” }

Par conséquent de (4.48), (4.49) et (4.50) que la suite u™ est une suite
de Cauchy dans 1'espace c'(0,T;H) n CO(O,T;H) qui est un espace de Banach.
Par conséquent i1 existe une fonction u « c!'(0,T;H) n CO(O,T;V) telle que :

(4.51) u? —> u dans c¢'(0,T;H) n c%0,T:V)

Bien entendu, la fonction u vérifie en outre :

(4.52) u(O) = uo

ou ,qv_
3{(0)— ul

Or, " est en particulier une solution faible de (4.47) et vérifie donc :

Pour toute fonction Y dans 9)/

T oan a2y w" (x,2)(x,2,0)
0’;{‘2 <7, Bt dx dz dt +Ii .y dx dz
)
ug(x’z) —a_%'(x,z) T Un. aZw
5 dx dz + [ [/ = dx dz dt

R2 c ‘ o R2 N 0zdt

ne s AW

u (x,z) (x,2) T n
- ° - ot dxdz+ff—~/gh~8—wdxdzdt=0
R2 c o R2 2 9x ox
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IT suffit alors de passer & la limite dans cette égalité pour prouver
que’ u est bien solution faible du probléme 4.3.

L'identité d'énergie s'obtient par passage & la limite dans 1'égalité
d' energ1e vérifiée par u".

Quant a 1'unicité de 1a solution elle est formellement une conséquence
de cette identite.

Toutefois, la démonstration rigoureuse de 1'unicité présente quelques
difficultés techniques (1a solution faible n'a pas la régularité suffisante
pour justifier les calculs formels) qu'on pourra résoudre en procédant par
exemple commé dans Lions-Magenes [ 14 ] dans le cas de 1'équation des ondes
compléte.. ' - : "

Nous allons maintenant établir des résultats de régularité pour la
solution faible.

THEOREME 4.8

On fait les hypothéses du théoréme 4.6 et on suppose

en outre que L'on a :
. 8 /—) € H

Alors la solution faible u de (4.3) vérifie :

9
= /_) e c9¢0,T;H)

et on a en outre 1'identité d'énergie pour tout t e [0,T]

1l 8u, 1 3 uyizg a2
Lt 725G | dx dz 4 nﬁz?’f oyl dx dz
R

u- L3 ou
R I T Ry
R

DEMONSTRATTON

——

Sous Tes hypoth&ses de ce théoréme, on peut trouver une suite (u o 7y
de cond1t1ons initiales vérifiant les hypothéses du théoréme 4.5, et
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vérifiant :
e Wt —s dans Vv
o] 0
e W — dans H
1 1

n

. _.8_(:‘.9.) _ _Q_(E.O_) dans H
9z /¢ az " ¢

Soit alors u" 1'unique solution forte du probléme :

Par linéarite, ug—ug est la solution forte associée aux données

(ug—ug, u?—uq) et, en vertu du théoréme 4.6 on a donc les identités :
1

1Py, 1 ou® P, _
Iéz Czlat T 3t |* dxdz + 2 / lax T ox | dxdz =
_ 1 P qi2 1 Buz au;1
]éz _C_‘{ ’Ul u I dxdz + 'é- f -g{—— - % dxdz
(5.54)
' 1, ouP aud 1.9 ,u 3 uf 2 ' 1 (du ),
Lo~ 5t B0 5 ) [axee AL e i
q P q
du du
= Lo q, 1.3 % 3 % | 1 1 ol
; II£2 cz(ul_u1)+ ;c(Bz(/E)_ az(,/c;) dxdz + 2 f2 c? {ox  ox

En particulier, on en déduit que :

- u" est une suite de Cauchy dans c!(0,T;H)nc®(0,T;V)

. u
-é%(7%) est une suite de Cauchy de CO(O,T;H)
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Donc,

5 ul

0
309 /') dans €7 (0,T;H)

ce qui prouve que .ggcﬁ%) € CO(O,T;H), L'estimation a priori annoncée
s'obtient par passage a la limite.

REMARQUE 4.9

Le théoréme 4.8 reste valable si on ajoute un second

membre £ dans L'(0,T;H)

THEOREME 4.9

8% l'on fait sur les conditions initiales (uo,ul) les

hypothéses suivantes :

. (u_,u ) € VXV
0" _

3% . u
G v

Alors la solution faible u du probléme (4.3) vérifie :

. u e C*(0,T;H) n C(0,T;V)

et on a l'identité .

L 3%, 1 2 -
;éZ > l8t2' dxdz + 5 m? leBt] dxdz =
2 32u / 8
= f|%_gg_ 2 (_._L)]dxdz+—f]allzdxdz

R2
87 on fait en outre Z'hypothése :

G—~) € H

. (uo,ul) e VXV 32 Je
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Alore la solution u vérifie :

1 3% 1 3.1 du
' ?W*‘Tez/—ac““o”)

et on a en outre l'estimation

' 1Aaz 1 3,1 Bup 1 2 -
]I{Z’Ef 5c7 * Ve 3278 Bl dxdz + f oz 'axacl dx dz
1 Bzuo ) 1 Bu1 ,
= 3 I ale dxdz + [ =z |-3;—l dxdz
DEMONSTRATION

Le principe consiste bien entendu a raisonner sur 1'équation dérivée en
temps. En posant v =-—% on voit que v vérifie formellement :

1 3% 1 3.1 Bvy L 3% _ 4
cZ3tZ T e Bz 9t’ T 2 dx?
(4.55) v(x,z,0) = ul(x,z) = vo(x,z)
av / | azu
_a—t'(x’zso)r (e 2 ( ) xg] (X,Z) = VI(X’Z)

Sous le premier groupe d'hypothéses, le théoréme 4.7 assure 1'existence
et T'unicité de la solution faible v du probléme (4.55). Par suite, intro-
duisons :

~ t
u(t) = u o+ J v(s) ds
o

Comme v ¢ C!(0,T;H) n CO(O,T;V), il est clair que U e Cé(O,T;H)n cleo,T;v).
IT est clair en outre trés facile de vérifier que u est solution faible de
(4.3) et par conséquent, par unicité, u =u . L'estimation annoncée s'obtient
a partir de celle vérifiée par v bien entendu.
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Pour obtenir la deuxieme partﬁe, il suffit de remarquer que, soUs
les hypothéses du théoréme alors (vo, v ) vérifient les hypothéses du

théoréme 4.8 qu'il suffit donc s1mp1ement d'appliquer. Ceci achéve 1la
preuve du résultat.
B

Pour terminer cette série de résultats énongons, sans démonstration,
un résultat supplémentaire qui s'obtient en raisonnant sur 1'équation para-

Xiale dérivée par rapport & x, ce qui est loisible dans la mesure ol ¢
ne dépend que de z.

THEOREME 9 bis

On fait les hypothéses du théoréme 4.7. Si on suppose
en outre : '

9%u du

. 6‘5;%; §§A ) € HXH

Alors la solution faible u du probléme 4.3 vérifie :

* ue Cl0,T;V)

. gx‘gec (0,T;H) -

et on a l'égalité d'énergie :

1, 13% |2 L LY
E}é ETISXBt‘ dxdz + Z-leggy—[ dxdz = E-leg;-l dxdz
R
1 ‘32uo]
+ -/ 5| 2dxdz
o Gge

4.4 - Obtention des conditions de transmission

Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser aux relations de
cont1nu1te vérifées par la solution u du probléme (4.3) Torsque Tla vitesse

c(z) présente une discontinuité & une intervace plane =z = z -
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Nous allons, dans une phase préliminaire, &tablir un résultat de traces
pour les espaces fonctionnels

, 3, u gku
Hm= { uen/ 3-5(7—5_)61{’ ¥ k<m, ;{-k-e H }

(En particulier H = VO). Nous munissons H ~de sa norme Hilbertienne natu- °
relle. Alors, 1'espace,

To = 16=vi6,0c80(RY )
est évidemment dense dans Hm.

LEMME 4.2

L'application, pour tout z, ¢ R, v,
O

. .(9 - [e o]
Yzo 26111 >Co(m)

ey = ((By(.
> Yzo u{*) (/E)( ,Zo)

se prolonge de maniére unique en une application :
m/2
Y, ¢ Za_, 52 (R)

En outre, wu € H_ é&tant domné, 1'application
s pp

> B2 @)

~> Tu(zo) =, (u)
[o]

appartient ¢ c°(R; ™2 R))
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DEMONSTRATION DU LEMME

Elle est trés classique. Soit u(x,z) e%.m et @a(k,z) sa transformée
de Fourier dans la direction x . Nous pouvons é&crire :

a(k Z. )iz zo ' ) :
*“o 4 9,1
l l Z_i Telk,2) 577 (kyz ) dz

;C
m/ 4ﬁ(k;z‘o) 2 Zg m/ a 3, &
(1+k2)™2 —= 1 =27 (1+k2)™/2 Q) (k, 2)5 () (K, 2) dz
400 / “ 400 400 /
_i (1+k%)™2 I% (k,z | dk = 2_0{’ _ofo (1+k2)™2 (f.) (k,z )az /_) (k,z) dzdk
{ I (1+k?) l =|? (k,z) dkdz

+ ffl (T)(kz)| dkdz}

D'oll T'on tire aisément, /iE étant borné,

v, < ¢|ful|
%o g2 R) H

ce qui établit la premiére partie du lemme. Pour la seconde partie il suffit’
de démontrer successivement que pour toute suite z tendant vers z, on a :

> v ou dans H™2 faible

s i Y, u||Hm/2 dans R |
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Considérons alors ¢ « ‘QD R},

. : 2ym
.é (VED(k’Zn)¢(k)(1+k ) dk

(v, u,¢)Hm/

n

~

/ (1+kz)m{1(k,zn)—-%(k,z)} ¢ (k) dk

(YZ u-qua qb) m

a . /2 R v/

or,

a a'__éﬁ
7€(k,zn)---7;(k,2)— i 82673)(k,5) ds

~ ~ ' 1 +00 -~ 1,
— |k, 2 )- ';—E(k,z)l < |z -z ko l—éi’;(—}‘—g)(k,z)v ds ) 2
D'oq,

PN oo o 1
| vz oy, u,0) < fz 2] S PPe0l| S l%(%)(k,z) az )" ax
. H R —0c0 :

.@D (R ) étant dense dans Hm/2 GR) on en dedu1t donc, pour tout ¢ dans
m/2 GR)

lim (Yz u—'qu,(b) n/ =0

z >z n H
n

En outre,
z
2 2 n 4 3
MkaZH —l()&zﬂ = i?ghz%(fﬂkzMz

D'ol 1'on déduit,

+00 ~ ~
J (1+k2)™2 (7,2 )% = [ 20,2)|?) dz| <

zn oo 1/2 zn+°° 1/
<20/ 7 ()" | =(k,z) | 2dkdz f S la—(/_(k z)) |? dkdz |2
Z -0 00
D'ol 1'on tire que :
Lim Ilvmll2 = by ulP = 0 E

zr;*z H
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Nous allons appliquer ce.lemme pour obtenir les conditions de trans-
mission. Pour simplifier nous supposerons que la fonction c(z) admet une
seule discontinuité au point ,zo'= 0. Autrement dit, nous supposons gue :

v c(2) € L(R)
(4.56) c c(z) = c (z) pour z>0,
¢« ¢c(z) = cz(z) pour 'z<0,.

Nous posons Ql = imi, Qz =imf et nous désignons par Y, 1'application
trace définie au théoréme précédent. Bien sur, nous pouvons définir les
espaces :
> 9, u 3ku 2
= = — 2
Hm(Ql) {uelL (Ql)/ az(ﬁ-{)e L (Ql), ¥ kSmm e L (Ql')}

k
_ 2 8 u R 2 3 u 2
Hm<92) ={uel (Qz)/ ~az(——/32)e L (92), Vksmgy e L (Qz)}

En procédant comme au lemme 4.1, on peut définir les traces :

Yo,1 ¢ B @) > 1™ @)
u > (G2 (+,0)

YO,Z : Hm(Q2) g Hm/2 GR)
u > c%)(-,m

Alors, en corollaire du Lemme 4.2, nous déduisons immédiatement le,

LEMME 4.3

Soit u une fenetion de Hm(ZR?), nous posons

R alors,
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«u ¢ B ()
2 m 2

et on a l'égalité :

En particulier si nous supposons que :

]
0
v
o

_ . cl(') € C‘([o,+w[) c1(0>
(4.57)

1l
(e
v
o

cc (*) eCl( 0,40 ) c (0)
2 2

s 3, u. » . . du | 2
Alors la condition az(/Ei) € L (Qj) devient tout simplement 5, € L (Qj)

3
et on peut donc, pour une fonction u, dans Hm(Qj) définir la trace usuelle

-

uj(x,O) en tant que fonction de u™2 @®) et on a bien sur 1'égalite.

u, (x,0)
Yo,j (.uj)(x) = —-J—-——/C_j ji=1,2.

Et nous en déduisons le,

LEMME 4.4

Sous les hypothéses (4.57), ei on reprend les notations

du lemme 4.2, nous avons done 1'égalité, dans Hm/2 (R)

u (x,0) u (x,0)
1 _ 2

Ve Ve
2 2

Nous pouvons alors passer a 1'énoncé du;

THEOREME 4. 10

On suppose que L'hypethése (4.57) asgt réalisbe ot on fait

les hypothéses suivantes :

'(uo, ul) € VxH
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. —a—(i’-) H
dz /T €

Soit alors u L'unique solution du probléme de Cauchy (4.3)

associé aux données initiales (uo,u ), nous. posons :
1

u - =u
|

Alors on peut définir les fonctions traces :

1
(6,6) —> u (x,0,8) ¢ ¢°(0,T3H l/zaan
(x,t) —> ul(x,O,t) ¢ c(0,13H bGR))

et on a L'égalité,

1 ! '
N ul(x-,O,t) == Uz(x,o,t)
1 2

DEMONSTRATION DU THEOREME

C'est une conséquence directe du lemme 4.3 et du résultat de régularité

donné par le théoréme 4.8 qui dit en fait que :
u € CO(O,T;H )
. . 1
Par'conséquent‘il_est»c1a1r que,

ue c(0,T;H (Q))
1 1 1

u € CO(O,T;H )
2 1 2

et en passant aux traces, comme c et ¢ sont réguliéres
. 1 2

1
/2 ®)
1

(x,£) = u _(x,0,t) « c®0,7;8 2®)

(x,t) — ul(x,O,t) € C?(O,T;H

Les conditions de transmission provenant directement du fait que 1'on a :
¥te[0,T] u(t) ¢H
. 1

I1 suffit alors d'appliquerie lemme (4.4) '
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REMARQUES 4.10

Ayant noté que les opérateurs é% et g% commitent

avec les opérateurs de trace Yo.1 et Yo 9 <1 est

facile d'obtenir les résultate de régularités suivants

(exemple)
Lorsque ,
Buo azuo ) uo - 4
.(uo, 3% * 32’ Bz (75)) e H

Bul 3 uo R
'(ul, el 5;(75)) e H

Alors les traces ;
E

(x,8) — u (x,0,8)
(x,t) *"—‘uz(x,O,t)
sont dans CO(O,T;H IGRD n CRO,T;th (R))

(On s'est, en effet, placé dans les hypothéses du théoréme 4.5).

4.5 - Propriétés de propagation de la solution

Le premier résultat exprime que la propagation de la solution
s'effectue bien dans le sens z > 0

THEOREME 4.11

| On fait les hypothéses suivantes :

. X
(uo,ul) € VxH

. 2
supp u_ U supp. u; < IR+

Soit u, la solution du probléme_de Cauchy 4.3, alors pour
tout t 2 0

» supp u(*,t) < ]Ri

DEMONSTRATION DU THEOREME

Elle est basée sur une nouvelle égalité d'énergie dans le demi espace
R2 donnée par le : |
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LEMME 4.5
On suppose réalisées les hypothéses du théoréme 4.5,
alors on a 1l'égalité, pour tout t 2 0
%f‘a'l*z'f‘gglzdxdz+—‘f' lzdxdz'«-fle (x,O,s)Izdxds =
(4.58) 2 mZ T o=
1 u? 1 ou
=5 f —; dxdz + % J IE_OI 2. dxdz
rZ © RrR?
DEMONSTRATION

Notons tout d'abord que 1'égalité d'énergie (4.58) a bien un sens que
1'on a déja vu (cf. par 4.6) que sous les hypothéses du théoréme 4.5, la

trace

> (373D (x,0,0)

(x,t)

1
/2 R))-

En outre on s'assurera également facilement que, sous ces mémes hypo-

avait un sens en tant que fonction de ¢€O©(0,T;H

théses, la solution u posséde la régularité suffisante pour que les
calculs qui vont suivre soient parfaitement justifiés.

Le principe consiste bien entendu & multiplier 1'équation par %% et
a intégrer sur le demi-espace R’. 4
__ 1 3% du 1 3,1 du 3du 1 du 3%u -
il .éz ez ae HE L ER R e -y o5 Sxz dx dz =0
: — RZ RZ
Or on a les égalités :
. 1 %udu, . _1d 1 3u,
'éz o dezar X de =5 g () o5 I5pl? dxdz)
© du 3% _ 1 4d ) du| o
Ié2 3t B2 dx dz T ( f2 13}-{-’ dx dz)
2l 2oyl B Sl ;3 lBuyn
pe TR * g Lo UGt ax e
— R—
0 +00
1 d » 1 1o
= E‘ia—z (_ofo-c- {—%]2 dx )dz
400
-1, 1 8u 2
=3 J . , . (x,0,t)]? dx
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Par conséquent, en récapitulant, il vient :

d (1 , 13, 1, 3up 171 3 2 4
I (7, wzl5gl? dxdz + ¢ / 5! ? dxdz) + 54T 5 0,002 dax =0
. RZ RrRZ )
I1 ne reste plus qu'a intégrer cette 8galité entre 0 et ¢t pour
.achever Ta démonstration du lemme. | |

Supposons alors tout d'abord que :

. (uo,u ) vérifient les hypothéses du théoreéme 4.5,
1 .
* supp u, U supp u1 < IRf

Alors en appliquant le lemme, on obtient,

1 1

t
:Ju 1 ou o 1 ;0u 2
Jolgel? axaz v+ J 52?axdz + > S 0= |22 (x,0,8) ]2 ax ds = 0
2 R? 3t 4 ! 9x 2 oR © Jt ,

D'od 1'on déduit évidemment que :
¥ t20  u(x,z,t) = 0 p.p. dans ]R_z_

Pour le cas général, étant donné (uo,u ) dans VUxH, on peut trouver
1
une suite (ugJ u™) vérifiant :
1

. (uz, u?) vérifient les hypothéses du théoréme 2.5

n
L]
u
( (o]

, u?) > (u_,u) dans vx

* supp uz N supp u” e R?
1 ~

Et bien sur on a, si " désigne Ta solution du probléme (4.3)

associé aux données initiales (uz, u™)
1

4 1 1 ou” 2 1 ul )
(4.59) 7 S, oz I5]? axdz 7 7 [5—1? dxdz = 0
R R
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Et on sait aussi (cf. démonstration du théoréme 437) que 1'on a :
Wt —> u dans Cl(O,T;H) n CO(O,T;V)

4

On peut donc passer a la limite dans (4.59) et ainsi conclure.
|

Le deuxiéme résultat que nous allons maintenant énoncer précise le
premier en exprimant que, si 1'on se donne deux distributions de vitesses
cr(z) et cé(z) qui coincident pour = et si u et u désignent
“les solutions des problémes de Cauchy associés & ces deux vitesses
(pour les mémes conditions initiales) alors & tout instant, u et u
coincident dans le demi espace 25z . En particulier, ce résultat prouve

que 1'approximation paraxiale ne génére pas de réflexion.

Nous faisons donc les hypothéses suivantes

[ * 0 < c, cl(z) < ¥ < 4o P.-p. z € R
. « 0 < < ()<*<+co R
(4.60) c, < c (2) sc < P.D. z €
. cl(z) = cz(z) = c(z) P.pP. 2 ¢ ]—m,zoj

Et, étant donnés '(uo,ul) € VXH, nous désignons par u et u les deux
1 2
solutions des deux problémes : '

2 : 2
1 ® o L Ji( 1 EEA) - i.E_EL =0
E? at2 Ve, 9z ;cl ot 2 3x2
(4.61) u (X,Z,O) = q (X,Z)
1 o}
e
—a—-t-L\x,z,O) u (x,z)
2 2.
2% 1 8 Ry
c: ot2 cz 3z '/c, at 2 9x?
(4.62) u, (x,2,0) = u (x,2)
du

2 0)=
ye (x,z,0) ul(x,z)
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Nous avons alors le ;

THEOREME 4.12

} Sous les hypothéses (4.5‘0) alors

ul(x,z,t) = uz(x,z,t) p.p. z < z ¥t 20

DEMONSTRATION DU- THEOREME

On retranche membre & membre les équations des problémes (4.61) et
(4.62) et on multiplie par u- et on intégre sur :

D
]

{ (x,2) ¢ R? 2z < zo}'

comme,

cl(z) cz(z) = c(z) pour =z z, on obtient

1 32 d 1 9 ,1 3 d
f o Bz (u1 - uz) E)t(ul—u2)dxdz + f e s (76— a—t(ul—uz))ﬁ(ul—uz)dxdz
Q2 Q
z z
o o

)
1~u2)§t_ (ul—uz)dxdz =0

Q

1 52
) sz(u
Z

0

En supposant dans un premier temps que u et u vérifient Jes
1
hypothéses du théoréme 4.5, alors les mémes calculs que ceux effectués pour

la démonstration dy lemme 4.5 ménent 3 1'égalité (compte tenu que (ul—u ) (0)=0
2 .

3
et que 5 .(ul—uz)(O) = 0).

tof

1,09 1 d
f <7z lgg(ul—uz)lzdxdz 7 f l—a—x-(ul-uz)lzdxdz +
Q .

Z .
o o]

E9)

t

1 1 )

5 f—c_ IE (ul—uz)[z(x,zo,s) dx ds = O
R
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D'od 1'on déduit aisément que, pour tout t 2 0,

u (x,z,t)=u (x,z,t) p.p. (x,2) ¢ Q .
1 2 zo

Le résultat reste valable pour (ui,uz) e VxH en raisonnant par densité

comme pour le théoréme précédent . U

Nous allons maintenant obtenir un résultat qui montre qu'il y a pro-
pagation 3 vitesse finie de Ja solution et qui précise les bornes de 1la
vitesse de propagation du support de la solution.

Nous réintroduisons donc 1'angle © entre la direction considérée et la

djrectioh Oz (nous supposerons que ~Il < 8 <1 par convention).

-sinb\.
é ﬁ(e) = ( cose)

N(9)

THEOREME 4.183 :
La solution wu(+,t) du probléme de Cauchy (4.3) se

. s e e e aa s R
propage d vitesse finie inférieure dc =sup c(z). Plus pré-
cisément, la vitesse de propagation de la solution dans la

direction N(8) est bornée par :

*
"V(B) = %Z~{cose + (l+sin’6) Y}

En outre, si les données initiales (uo,u ) dans VxH
|

sont a support compact, alors pour tout t>0, on a L'inclusion :
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| supp u(+,t) = (supp u_ U supp u) o+ % (o)

ou
2 2 *t. 2 x% 5
%g(t) = {(x,2) € R*/ 2x*+ 4(z-c ) sc ot }
*
qui est délimité par l'ellipse de centre (0, Czt) tangente
a l'origine & L'axe O0x, dont le demi- grand aze est égl a
* ' . *
c*tvZ . . . . ¢t
5 — et le demi petit axe égale 4 5

DEMONSTRATION DU THEOREME

Nous faisons une démonstration constructive qui est basée sur des
égalités d'énergie et peut donc étre généralisée a d'autres types d'é&qua-
tions. '

Dans un premier temps nous ferons les hypothéses suivantes :

* La fonction z > c(z) est de classe ¢~
Les données initiales sont trés réguliéres.

Alors dans ce cas la solution u(x,t) du probléme de Cauchy (4.3) est
une fonction réquliére.
Nous supposerons ensuite que :

* supp u U supp u1 = B(O,R)
* B(O,R) = {(x,2z) ¢ R?/x? + z? <%}

9 ¢ ]-I,I] étant fixé, nous introduisons le demi plan (pour tout t>0) v étant
un réel positif :
t

2 = ¥ = (x,2) / & - (R+ve) N(83)-N(8) > 0}

qui n'est autre qu'un demi plan se propageant & la vitesse Vv dans la

direction N(ef , -N(@? étant le vecteur.normal sortant 3 Qg
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o

/
AEUSE

vv;/ /// /;
A\ ,
A\ g - XA B(O,R)

Y. . N

Rappelons alors les formules suivantes, valables pour deux fonctions
¢ et v dans H (Qe)(do désigne la mesure superficielle sur Ag)

N

e

(g¢w ) Bw) dx dz = f ¢ ¥ sinb do

(4.63) f(%—fl}) ¢ aw)dx dz - =-—f ¢ Y cosB do
t
6

Qe A

Enfin, pour toute fonction F(x,z,t) dans CI(O,T;WT’I(QE)) on a la
formule :

(4.64) f——d dz =ad?([/' Fdxdz)+VdeU
t
Qe

t
by
Le principe de la démonstration consiste & chercher la plus petite
valeur possib1e de Vv pour gque 1'énergie de la solution u contenue dans

le domaine 0f, & 1'instant t soit décroissante , S0t :

e’

1
. 5o t) =35 f | |2d dz+— f| t?-dxdz

6
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I1 s'agit bien sur de multiplier 1'équation paraxiale par

d'intégrer sur Qg

Or, grace & (4.63), (4.64), nous avons :

1 9%u 3 1
' ff?i—?ﬁdxd“‘z‘ffath el dx dz

1}

g
: 1 du, 1 du -if[i
| .17. =75 5D Vo Be dx 4z = 3 52
t ; t
2 4

. 3%u  du [ 8%u Jdu
—'/].*9? Bthdz~ _{QBXBt SdedZ+

i
Nir—-
ﬁ&::Q

QU
rr!c”
p
o}
~
(a5
N
+

Par conséguent, en récapitulant; on obtient :

(4~.65)_ L (u Q ,E) 4 1 f F(x,z,t) %(zz

dt 2

t
8

la fonction F(x,z,t) &tant donnée par :

A

oy
¥l

|%) dx dz

|2 do

g‘é gi sin 8 do
gt g; sinf do

gu du

ox

ot

et

sin6do
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!2 2 du. du Vz{ l?.

F(X’Z,t) = (V"‘C Cose) l'a_u + gin 6 ¢ —Q_E .a_x. 7

Jt

F apparait donc comme une forme quadratique en Cg% gi) forme quadratique

que 1'on peut décomposer en somme de carrés :

2 9% v 2

v r@g 24 giqp 20 0u _V I )2, , sinf du du
2 t o0x 2 TV 5t ox
_v Ju _ sinb du.» sin 6 2
=. 2 g(ax + V at) V2 l I }
Et, par suite :
2 .
F=Vc (8u+51n6 @)2 (V—ccose—lSlnec ] 12

2
|2 N Ve ou sinb Bu)z

N P ' }_.2 2.@1 ou
-V(V —chos@-zs:m 6(:)|at > (Bx 5

Par conséquent, une condition suffisante pour que F(x,z,t) soit positif
s'écrit : '

(4.66) VE- eV cosb -3 sin®8c? 20

On reconnait ici la relation de dispersion. En effet, si, par analogie
avec les ondes planes, on pose

* k= -|k| sin®
X

* k= |k| cosb
b4
k= 5

La relation (4.66) s'écrit alors :

wz—ckw—lcszZO
z 2 X
Mais attention, il ne s'agit pas d'une véritable relation de dispersion puisqu'ici
c dépend de z ! Quoi qu'il en soit, i1 est trés facile de voir que la
condition (4.66) est équivalente & :

(4.67) - v 2—;- {cosG + (1+sin?9) 1/2}
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S1 nous introduisons alors

*

’ 1
v(0) = %f {cose + (1+sin26)2}

Comme ¢~ = sup c(z), en faisant v = v(8), la condition (4.67) est réalisée
en tout point et par conséquent :

¥ (x,2) e Ag F(x,z,t) 20

ce qui, retranscrit dans (4.65), donne

d t
Tt<E1(u’Qe’t)> <0

Donc,
) t o

¥t20 E (u,0,t) <E (u,0.,0)

. 1 S 10 76
or, .

supp u_ U supp u1 ¢ B(O,R) = E (u,Qg,O) =0

A 1

Donc,

¥£20 E u,05,t)=o0
, e

Et par conséquent, si

R = {X6,2) 1 E-eveii(e)) e o}

(4.68) supp u (*,t) < Qg

La relation (4.68) étant vraie pour tout 6 e l-m, w1, onendéduit,

™
(4.69) supp u(+,t) « () 2

=-7

Autrement dit, Te support de u & 1'instant t est compris dans le convexe
. dont Ta frontiére est 1'enveloppe de 1a famille des droites Ag qui, rap-
pellons le, ont pour équation :

(x+(R+Vt) sinf) sinb - (z-(R+Vt) cosB) cosB = 0
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Soit encore,

(4.70)  x sin® - 2z cos 8 + R + Vt = 0 ' (Ag)

Déterminons 1'équation cartésienne de la courbe(ﬁg(t) enveloppe de la
famille (Ag). Pour cela soit Mg(x(e), z(8)) le point courant de (Eg(t),
nous savons que : ‘

(:) Le point M- appartient a A

t
S| )

<==> x(8) sinb -z (B) cosb + R+Vt = 0

La tangente & (”(t) au point Mt~ est orthogonale au vecteur N(8)
. ‘ : 0

== x'(8) sinb- z'(8)cosd = 0

Nous sommes donc ramenés au systéme différentiel

1]
o

]
(@)

x(6) sinb - z(B) cosb + R+ Vt
{\x'(e)sin -z'(0) cosh

En dérivant la premiére équation par rapport & 6, et €n tenant compte de
la seconde équation, on se raméne & un simple systéme linéaire.

I
o

x{8) sinb- z (B) cosh + R + V(B¢
x(8) cosb- z(B) sind + V'(8) ¢

systéme dont la solution s'écrit :

1209 (R+V(8)t) cosH - V'(8)t sinb

{x(e) = _(R+V(B)t) sinb - V' (8)t cosd

Soit encore,

x(8) =-R sinf - (V(O) sinb + V'(B) cosB)t
z(B) = R cosB + (V(B) cosh - V'(B) sinf)t
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Or,

*

v(B) = %r-{cose + (1+ sinze)VE}

. |
V' (8= %;-sine{cose(1+sinze)ba - 1}

Par conséquent, des calculs simples montrent que :

]

. Fy
cﬂsin8(1+sin28)”
*

1
%r(l + cosh (1+sin26)A§

V(0) sinb+ V'(6) cosBh

V(B) sinb- v'(H) sind

Par conséquent,(gg(t) d pour équation

* 1
R cosQ+ %r (l+cosh (l+s:‘m28)/2 )t

1
x(8) = —-RsinB- c*sine(l+sin26)/2 t
(4.71) )

2(8)

I

Par conséquent, introduisons la courbe Qfé(t) d'équation :
-y
x(0) = —c sinP(l+sin?0)” 2 ¢

%
c t

2

[l

1
2(8) (1 + cosB (1+sin?8)” /5

Alors <%§O<t> n'est autre que 1'ellipse enveloppe du convexe iﬁ(t). En
effet : ’

1
x(0) = —-¢ sin8(1+sin26)- /2 t
* ! * ) 1 /
z(6)- EEE = EEE-cose (1+sin?p)~ /2
D'ol,
2 . 2n.2
2 _ ©*“ginBt
*(0) = HroinTe
2,2 2
c*ti2 _ C*“t° cos?H
(20 - 59% = 5= 15
Par conséquent,
- 3 > _C¥tio 2.2, cos?B+2s5in?8 _ 2.2
2x(0)° + 4 (z(8) —3—) = cx“t e T+5in26 ) = c*‘t

ce qu'il fallait démontrer.
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Griace & (4.71) i1 est alors facile de conclure que
supp u(*,t) < B(0O,R) +%§(t)

I1 est clair que le résultat reste valable si le support de u et
u est une boule centrée sur un poirit quelconque (xo,zo), En effet i1
suffit d'effectuer le changement de variables :

X = X=X
N o
z = z-2
~ ~ o
c(z) = ¢c(z)
u(x,z,t) = ulx,z,t)

Alors on a toujours bien entendu :

1 3%, 1 2 (1 8w 1 2% .

%2 3c? T Y 8z ‘Y, ot 2 dx¢

u(x,z,0) = uo(x,z) = uo(x,z)
EE(X z,0)= u (x,2) = u (x,z)
ot o ’ N ’

Alors,

{supp u,. U supp u = B(MO,R) > (MO=(XO,ZO)

supp u_ U supp u1 < B(O,R)
I1 suffit alors de se ramener au cas précédent.

Par suite, d'aprés la linéarité de 1'@quation, le résultat est toujours
vrai lorsque le support des données initiales est une réunion finie de boules.

Par suite, lorsque .supp u, U supp u est un compact @ quelconque, on
peut toujours trouver une suite (ui, uf) de données initiales telles que

L€ €
* (u,u’)
o 1

> (u_,u ) dans VxH
0’ )

- supp u:LJsupp u®  est une réunion finie de boules
1
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£ €
gupp u v supp u C-QE
Qe = {(x,2) eR?® / a(§, (x,2)) < e}

Soit alors u®, la solution du probléme de Cauchy associé aux données
initiales (us, v%) par continuité on a:
. 1

u® — u dans c}(0,T;H) o c°(0,T;V)

Soit alors (x,z) ¢ Q +%§Qﬂ, il existe €, > 0 tel que :
e
¥ e < € (x,2) ¢ Qe +75:(t)
Par suite, us(x,z,t) =0
Donc par passage a4 Ta limite :

u(x,z,t) =0

ce qui prouve que :
supp  u(*,t) < 0 +E ()

Lorsque maintenant la vitesse c(x,z) n'est plus une fonction réguliére,
i1 est bien connu que, par régularisation, on peut trouver une suite ce(x,z)
vérifiant :

*¥e>0 cEeCOOCIRZ)
c ¥ e >0 0<C*SC€(X,Z)SC*<+°°

* p.p. (x,2) € R? cg(x,z) + c(x,z)

- Il suffit alors d'invoquer Te résultat de continuité par rapport & «
gui sera é&tabli au paragraphe suivant. On montre en effet (sans utiliser le

- résultat de propagation a vitesse finie), que si u° désigne la solution du

probléme de Cauchy associé & 1a vitesse o on a en particulier :

€

p.p. t e [0,T] ue(',t)-—* u(+,t) dans V-faible




Soit alors ¢ ¢ ZJ®? tel que supp ¢ n (%<t) +Q)=¢ .

On sait que
f ue.:('x,»Z,t) ¢(x,z) dx dz = 0
]RZ
Par passage & la limite, i1 vient :
f
J U(X,Z,t) <i)(X,Z) dx dz = 0

]R2

D'ol 1'on déduit a nouveau

supp ul+,t) © & + Bl

ce qui ach&ve la démonstration du théoréme. E
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4.6 - Résultats de continuité

Les diverses estimations d'énergie précédemment obtenues fournis-
sent les résultats de continuité par rapport aux données initiales. Nous
allons maintenant nous 1ntéresser d la continuité par rapport & la vitesse
c(z) en répondant a Ta question suivante

Sachant qu'une suite c. tend, en un sens & préciser, vers une distri-
butions de vitesse ¢, vers quoi et en quel sens, suivant les hypothéses
de régularité faites sur Tes données initiales, Ta solution u, du probiénme
de Cauchy associé a la vitesse c. converge-t-elle ?

Nous envisageons les deux cas suivants

* c¢_ converge "fortement" vers c
[

* ¢ converge "faiblement" vers ¢

Nous utilisons, outre les résultats classiques de compacité faible, le résul-
tat bien connu

LEMME 4.8
Soit (B ,H ) deux espaces de Hilbert telle que
172 :
* H o> H  avee injection compacte.
2 1
Soit u une suite de fonctions définies sur [0,T] a
,vaZeurs dans H , continues & valeurs dans H s dérivables
2 2
a valeurs dans H_ et telle que :
: 1
Couy est bornée dans CO(O,T,H )
2
du
. EEE est bornée dans CO(O,T;H )
1
Alors, on peut extraire de u_une sous suite u telle
que
U, > u dans CO(O,T;H )
i 1
DEMONSTRATION

<:> On sait que ¥ t « [0,T], ¥neN ]{un(t)H < C or la boule de #
2 2 2
de centre 0 et de rayon C  est un compact fixd k de H .
2 1
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~ Donc,

(4.72) ¥tel0,T], ¥ neN un(t) e K compact de H1

(:)A On a 1'égalite,

u (t )—u (t ) = Q/Fl] (s)]|ds

Donc,

) N
Hun(tz)—un(tl)“H1 < y/ﬁ ]l (s)!l ds
, by
Or,
¥ t ¢ [0,T] || (t)“ ¢
H,
Par conséquent,
- C -
(4.73) [|un(t2) un(tz)“H1 < . ’tz tll

grace a (4.72), (4.73) les conditions d'application du théoréme d'Ascoli
sont remplies et par conséquent le résultat est établi B

4.6.1 - Cas de convergence 'forte' de la suite c_

* p.p. é eR 0 <c $_c€(z) < ¢ <+
(4.74) :
| . cE(')~——9 c(*) dans L (R )

Nous introduisons 1'hypothése suivante, qui porte sur les conditions
initiales (u_, u)
: (o] 1

« (u ,u) € VxH
o’ 1
(H) . (uo,ul) sont & support compact.

5 - 9 _
- ¥Ye>o0, -5567229 e H et I{SE-(;%EMI <
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Notons tout d'abord que

+ () est vérifiée dans un grand nombre de cas.

Exemple
c(z)
c_(z)/N
[
/j TS
"—_,"'.T._—'—"—:'_'T_'..:_.—'"" / :
Ev‘,. ...... ; i >z
Supp u_
c(z)
————— c (2)
©(u, u) verifient (H) —> 2% ¢
o’ 1 3z, Ve
Nous avons alors Te résultat suivant :
" THEOREME 4.14
(1)  Sous les hypothéses (4.74), si on suppose
(u ,u) € VxH
o 1
Alors on a le résultat suivant :
* u_—> u dans wl’m(O,T;H) n Lm(O,T;V) faible-x

€
(12) 87 (uo,ul) vérifient 1'hypothése (H) alors

* u_ —>u dans CO(O,T;H)

<

3 Y o .
- 326752)-e——\-§§q%§> dans L7(0,T;8) faible-
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DEMONSTRATI ON DU THEOREME

(i) Nous pouvons appliguer & u, 1'égalité d'énergie donnée au théoréme (4.7) :
ou

1 £ 1 I u€lz ,uf 1 I auO!z
- I—__I 2 dxdz + = J |=—=|? dxdz = [ — dxdz + 5 [ |=——|% dxdz
2 CEZI ot 2 IRZ ox . . ]RZ CE 2 ]Rz ox

Comme la vitesse c. est bornée inférieurement et supérieurement par
~des constantes strictement positives indépendantes de ¢, on déduit que :

e u_ est bornée dans Lw(O,T;H)
: du ' o '
(4.75) . 5;5 est bornée dans L (0,T;H)
. EEE est bornée dans Lw(O,T;H)

9%

Par conséquent, on peut extraire de u une sous suite, toujours notée
u_ telle que :

. > u dans wl’w(o,T;H) n Lw(O,T;V) faible «

I1 reste a établir que u est bien Ta solution faible du probléme de
Cauchy (4.3). Pour cela, écrivons que u, est solution faible du probléme
(4.3)8 . On a donc, pour tout ¥ dans _

ue 3211/ u (x,z)
—3, 5or  dxdzdt + ~—— ¥ (x,z,0)dxdz
e’z 3t c.ta

OR? R?

u 2
€ oY
T—CE 325t dxdzdt

\'—]

. uo(x,z) S

(4.76) -f —3~ + (x,z,0) dxdz +
o /2 at

| R2 £ 2

o
=

T

1 aue
<3 Jf A

O R?

dxdzdt = 0

sl
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Considérons alors, par exemple, 1a quantité :

- T
u 2
a E_ 9%
AE '/:/ ——3c€/,2 PY24 dxdzdt

0'R?
1 3%y
= (ue(t), ?83-23{2' (t)) dt

82 ‘ 2
(e (6), 237 5% () ac +’/T<ue<t>, (57, - 7 ¥ @) a

¢/a ¢ f 9t
0 £

~u dans 1°(0,T;H) faible «

Or, comme u

T T
lin f (u, (1), —,7 ii’; (£))dt =f (u(t), —;/ T‘I} (£)) dt
0 : 0

£->0
T
- u 3%y
—f 'c—:-572 N2 dxdzdt
0 R?

IT suffit d'appliquer le théoreme de Lebesgue pour &tablir que :

T
P
Lim f (uE(t), (‘C‘ls/-z— —c-:'l:/) g—g (t)) dt = 0

£+o € 2 ot

En effet,
T T
1 1, 32 2
f (u_(t), oA o <t>>dtscf e A =P 5 Ol e
0 0]
Or,
1 1. 9%y 2 th
H (.C?/-g— ?L) W (t)” = 2;3/_4 sup ”"a“tjw’ (t) H ¥te [O,TJ
Clim || G Ly 2 ).
o E?/_Z 2—3/—2 752 t) l— 0 ¥ t ¢ [0,T]
puisque,

1 1, 32 2
I C3- o e wIf - j[ TR o e om0 axs
|
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et que .1'on peut appliquer & nouveau le théoréme de Lebesgue ( pour W(t)eizgﬂRz)
par exemple).
Par conséquent en récapitu]ant

u azw
llm : —5/- W dxdzdt

c/a
0 R?

On peut donc bien passer & la limite dans (4.75) et ainsi établir que wu
est la solution faible de (4.3). A posteriori, 1'unicité decette solution
faible permet d'affirmer que toute la suite u_ converge.

(ii) gréce & 1'hypothése (H) et a 1'égalité d'énergie fournie par le
théoréme 4.9, nous savons que :

(4.77) est bornée dans Lw(O,T;H)

Par conséquent, on en déduit que :

5%(7%) > v dans  17(0,T;H) faible «

IT reste & prouver que,
_3
V=3 (75)
Soit alors t fixé dans [0,T]1 et 8¢ 8/mR?)

u .
<v(+,t),6 > = lim < §267§— ,t)), 6 >
£>0 £

=lim f 7—-—— (x,z,t) 8 (x z) dxdz
g+o R?

Or pour tout t on a :
. ug(',t)'—~> u(-,t) dans H faible

Et en outre on a bien entendu

. 7%— -%S — 5;~%§ dans H fort
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Donc,

< V(t v f X,2 t) ae (X,Z) dx dz

—; ( ;E(',t)), e >

Et par conséquent on a bien :

¥t e [0,1] v(e,t) =§z— (G=C,0) dans D' w2

Remarquons que le résultat de convergence faible reste valable méme si

( ,u ) ne sont pas & support compact.
Nous faisons maintenant cette hypothése.

u

_ € . <
v, = ?E? » alors grace a (4.76) et (4.77) comme c. ne
dépend que de =z, on sait que :

Soit alors

v_  est bornée dans L7(0,T:H R2))

S?E est bornée dans 17(0,T;L2(®R?))

Soit alors Q = supp u U supp u, Supposé compact, et Q. = Q + BT .
1

D'aprés Te théoréme 4.13, on sait que ¥ t ¢ {0,T]  supp ve(',t) c QT

Soit alors,

Nous savons donc que :
T = 0 1
v, est bornée dans ¢ (0,T:H (QT))

~ 0. 12
Ef' est bornée dans ¢ (0,7T;L (QT))

Comme 1'injection gt (Q ) &5 L (Q )

est compacte, le lemme 4.6 permet
d'affirmer que 1'on a effect1vement : ‘

vi‘*—év dans CO(O,T;.Lz(QT))
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Soit alors v 1la fonction définie par :

{v(x,z,t) = VT(x,z) dans QT

vi(x,z,t) 0 . dans ZRZ-QT

Comme & tout instant, A est nul en dehors de QT i1 vient :

> v dans c°(0,T;H)

<

€
Alors, soit, u = vc v, il est facile de voir que :

u > u  dans c®(0,T;H)

Comme on sait déja que u_ converge vers u pour une topologie plus faible
nécessairement .u = u  ce qui achéve la démonstration du théoréme. ]

Donnons maintenant, sans démonstration, un énoncé qui précise les
convergences lorsqu'on suppose plus de régularité sur les conditions initiales.
(Ces résultats sont des conséquences des résultats de régularité et des
estimations obtenues aux théorémes 4.9 et 4.9 bis).

THEOREME 4.15 |

On fait les hypothéses du théoréme (4.8). Si on

|suppose de plus :
J (uo’uj) € V x V et vérifient l'hypothése H

3%u
[] o H
©3x’ €

5 u1 3 u1
'V€>O§£(/—C-)IEH et H‘E;Z(T)H <£C
€ : €
Alors on a le résultat :

. u. > u dans C*(0,T;H)

v u—> u dans W**T(0,T;H) a WHT(0,T;V) faible-x

u
é%(7§f0 -9'g%(§%9 dans wl’w(O,T;H) faible
£
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REMARQUE 4.11

montrant notamment que l'application,

4.6.2 - Cas de convergence faible de la suite

u
o}

fizés et vérifiant certaines conditions,

c
3

Rappel du résultat classique pour 1'équation des ondes

et

u
1

—

Nous considérons une famille de vitesses cE(z)

vérifiant :
>*)
° p.p. z € R 0<c*Sc(z)Sc < 4
(4.78) A
. é%— —~A-E%- dans LwGR)—faib1e *
£

Alors, on sait que la fonction limite vérifie

(4.79) PPz eR 0 <c <c(z) So < 4w
Exemple_(4.80) e
* ME(Z) [
c F_____m___, — e . — .
[ § : . !
o | S
C* i.,. - _4 L | L L_... 1 ed ——
N N S o
%
nc(z)
c*c*/Z—' |

[s 2}
* Si on a une convergence L  pour la suite ce les
hypothéses (4.74) sont en particulier vérifiées. Mais on

peut, dans ce cas, obtenir des résultats plus forts, en

étant

est

localement lipschitzienne pour des nornres adaptées.
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Nous considérons alors 1'équation des ondes associées & la vitesse
Timite ¢ :

1 d%u _
o g T he=0
(4.81) u(x,z,0) = u_(x,2) (3 support compact)
du -
-gg(x,z,O) = ul(x,z) (& support compact)

Rappelons alors que :

.« si (uo,ul) ¢ HY@R?)*xL2(R?), (4.78) admet une solution et une
seule.

- u e €10, T3L2 @) o €(0, T3HR)
qui satisfait & 1'égalité d'énergie :
Lo 2me ek polp = L L 0
¢+ 5 (w,u) e HZ2@?)xH*(@®R?), on a en outre :
- u e C2(0,T;L2@®2)) n c}(0,T;HI@R2Z)) n c°(0,T3;H2@R?))

et 1'égalité d'énergie,

1 1 22 1 3 1 1
S IS5+ 3 1T R =5 lle dug I+ F 1w IF

Nous désignons bien entendu par uE' la solution de

2
1 Bus o
crar T =0
£
uE(x,z,O) = uu(x,z)
Bus
—at—(x,z,O) = 1.11 (x,2z)
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Nous avons alors Te résu]tat :

THEOREME 4.16

(2) 87 on suppose <uo’u1) e HY@®R2) x L2@R?)

u. —>u dans CO(O,T;LZGRZ))

u ~—~u dans WU(0,T3LA@®2)) n L7(0,T;H! R2)-fadble

(i2) ST on suppose (uo,ul) e HE2M®?) x H!@®?)
ul > u dans ¢t (0,T;L2@®?))
'aue ' du o) :
5= > = dans ¢ (0,T;L*@R?))
8u au <) .
g: ——— P dans wl (O,T;LZCIRZ))-faine *
3%u 2
€ 9°u o 2 4 2 .
W— — 3¢Z dans L (0,T;L°@R - faible =*

DEMONSTRATION

Faisons 1a succintement. Sous les hypbthéses (i), on a 1'estimation :
ou u
1 1 1 1 1
Pl RN R S e T
> £
ce qui, compte tenu de (4.17), entraine

U est bornée dans Lw(O,T;HIGRZ))

aue est bornée dans Lm(O,T;LZGRZ))

ot




Comme, en outre, la solution est &
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support compact, on peut appliquer le

lemme 4.6 et donc déduire que, aprés extraction d'une sous suite, on a :

: s u —> u dans c®(0,T;L2@®Y))
4.82) . .
»u_—> u dans w1 %(0,T;L2@2)) n L (0, T;H R?))
Or u_ vérifie, pour toute fonction ¢ dans o) s
. _
Ug 52 u (x,2) 3y '
4 <7 3¢ dxdzdt - ~—z—-— Pre (x,z,0) dxdz
0 € R2 Ce
u (x,2)
+ ——2——— Y (x,2z,0) dxdz :/:[ Vu VY dxdzdt =
R2 e

On peut, grace & (4.82), passer a la limite et en déduire que u est bien
solution faible de (4.81). En outre, comme cette solution est unique, c'est
toute la suite u_ qui converge.
Si maintenant on fait en p]us les hypothéses (ii) on sait qu'on a
1'estimation a priori :
2
1 1
Sl gl e g Tt P = g letug I« 5l e P
En outre, en raisonnant sur 1'équation dérivée par rapport & x, ce qui
est loisible parce que c. ne dépend que de z, on tire 1'estimation :
1 1 2 du 1 1 b 2 1 uo 2
5 = axatl] I|V =P - §'||;j'3;—LH + 5 v 5=l
3
Par conséquent on en déduit que :
©ug est bornée dans Lw(O,T;Hl)
. Bu (e 0]
3§E est bornée dans L (0,T;H')
1] au (v o]
525 est bornée dans L (0,T;HY)
. .azue -
T est bornée dans L (0,T;L?)

On en déduit alors aisément le résultat annoncé.
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Le résultat énoncé dans le théoréme 4 .16 indique donc qu'iT y a conti-
nuité, au sens fort, de Ta solution de 1'équation par rapport d ses coeffi-
cients méme si on considére, pour ces coefficients, une topologie trés faible.
On sait que cela induit une difficulté dans 1'identification des coefficients,
donc de la distribution de vitesses (ef. L1 3).

Nous allons maintenant voir que ce phénoméne disparait Torsqu'on consi-
dére non plus 1'équation des ondes complétes mais son approximation para-
xiale.

La suite de 1'étude va nous amener & rencontrer une nouvelle famille
d' equat1ons a 3 vitesses Cl’ Cz’ et c3 » qQui s'écrivent :

l 9°u 3 1 Cz 3%u
(4'83) clc AT * 82(?17[ Bt) T2 ¢ I/2 oxZ 0
3 3

ol cl(z), cz(z), c3(z) sont trois fonctions mesurables vérifiant :
(4.84) . 0<c, 2c,(z2) £c < +o pP-p. i=1,2,3.

IT faudrait en toute rigueur refaire la théorie relative a ces équations

qu1, par le changement de fonction v = 237 s S€ raméne & des équations a
2

deux paramétres 3

1 3% 5%y 13 vy
(4.85) T 3t Yot "7k S, ) < O

1

Cependant i1 est clair que tous les résultats d' existence, d'unicité.
et de régularité relatifs au probléme (4.3) restent valables, moyennant
quelques modifications mineures au niveau de 1° ecriture.

Nous nous bornerons 3 préciser ce que devienne les deux principales iden-
tités d'énergie.
(:) ‘Lorsque (uo, ul) € VXH ona:

2 1 v 1
f I ! dxdz g f 2 ’8 fzdxdz=f ZI—E dxdz +—2—f-c-2 Jaxozdx dz

R* 1 R2 RZ 1 3 RrR? 3

u
(:) Si en outre g% C;r—) € H, alors,

1 u
{!2[ 1 at 2 dx +_f 2 I flc]c:V 9 ,2dx+_fc . ax

IRZ
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Le résultat pour.l'approximation paraxiale :

Nous considerons maintenant une famille de vitesses ce(z} vérifiant :

. 0 <c, = CE(Z) < <o ( p.p.zeR ¥e >0
(4.86) (+ L —= E%' dans L”@®)-faiblex
€
© o —= ¢y dans LwGR)—faib]e*

Nous pourrons également étre amenés & faire 1'hypothése :

1 1

T T
¢ € /2 C 3:./2

(4.87) - dans 1" (®)~faiblex

I1 est bien connu que 1'on n'a pas nécessairement ¢ = c=e=c,
Dans le cas de 1'exemple (4.80) en particulier, les trois fonctions limites

sont des constantes toutes différentes :

x
’ 2c ©
c (z) = ¢ = *
1 i c*+c*
+*
o c, *c
c (z2) = ¢ = —=
2 2 2
*
be ¢
*

I
(¢}

A Rk

Néanmoins on peut comparer entre eux les 3 fonctions limites grace au lemme

suivant :

LEMME 4.7

Soient (p,q) deux réels satisfaisant :

P <q
Sotit c. wune suite positive de L”@®) vérifiant :

P P ® .
ce-———> c1 danse L (R)-faiblex

cg-———> cg dans ﬁDGR)—faine*

Alors on a l'inégalité :

c (z) <c (2) - p.p. dans R




- 146 -

DEMONSTRATION DU LEMME

1) 0 <p<gq ,

Soit v ¢ L!@), positive, on a :

iAo

fce(z)p.v(z) dz = f[cs(z)q] gv(z) dz
R R

Posons alors s =-§ e J1,+>[, 1'exposant conjugué de s, s' est donné par :

_l_' =1 -3
s e
Nous pouvons écrire :
1 1
J e @P v dz = fTe, @ v()] ® [v(2)] ® dz
R R
AppWiquons 1'inégalité de Holder :
1 1
fca(z)p v(z) dz = (./'c:g(z)q v(z) dz)S (fv(z)dz)S
R R R
Soit encore,
D 1- B
fca(z)p v(z) dz = (f c{_:(z)q v(z) dz)q (fv(z)dz)
R R R
D'oll T'on tire 1'inégalité :
N 1 1 1.1
(fce(z)p v(z) dz)p < (f Cg(z)q v(z) 'dz)q (fv(z)dz)p d
R R R
Par passage & la Timite, i1 vient :
1 1 1.1
q

(f Cl (2)? v(z) dz)p: < (fcz ()Y v(z) dz)q (fv(z)dz)p
R R R
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pour toute fonction v ¢ L'@), positive :

Choisissons alors la suite v, définie par :

vn(z) n Si |zl < =

v =0 si |z > ¢
Nous avons donc, 1 1
' . b
¥ z, € R ( fc. (z)p vn(z—zd)dz)_ (fc (z)q vn(z—zc,)dz)bq
R R

Le résultat annoncé s'obtient alors par passage a 1a limite.

Posons,sons,
p'=-p et q'=-q ona 0<gq'<p'
Or,
1.p' Lyp'
(P == ()
€ 1
1.9 _ . 1,4
(c ) (C )
€ 2

D'aprés le résultat précédent :

1 1
c2(2) s cy1(z)

p.p. dans R

Donc,

.cl(z) < cz(z)' | p.p. dans R
3) -p <0<gq : %
Posons,

r = ~-p, r >0

Soit v ¢ LY@), positive, nous avons si

I I9 .

j~V(Z) dz = j.V(Z) S S (z) arr viz) T (z)-

R R

Iq.
q*r ds
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Appliquons 1'inégalité de Holder avec :

s = I*q
r
o'= Itg
q
Nous avons :
I 9
(fv(2) az) = ( fe (29 v(z) az)™* (fe (7" v(z) dz) T
R R R
Soit,
q+r 1 L
(fV(Z) dz) 9 < (fcs(z)q v(z) dz)9 (fce(z)_r v(z) dz) T
R R R
Par passage & la limite :
gqtr L 1
(fvz) d) T (fcz(z)q v(z) dz)d (f.:1<z)‘r v(z) dz)¥
R R R
En particulier, pour tout z,
1 ’ _ 1
1 =< (fc ()9 Vn(z—zo) dz) 9 (fc (z)~F vn(z—zo) dz)*
R R
Donc, par passage a la
c (z)
Z—Z(T) 2 1 p.p. dans R
1
ce qui achéve la preuve du Jemme.
]

On en déduit, qu'avec Jes hypothéses (4.86) et (4.87), on a :

c (2) S c (2) ¢ (2) P-P- z € R
1 3 2
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En outre, nous supposerons que la distribution de vitesses c. converge
presque partout dans une certaine bande du plan R?. Plus précisément on
fera T'hypothése :

i K cbmpact ‘@ R de mesure non nulle, tel que :
pP.p- z-e_K cE(z) > co(z)

de telle sorte que 1'on a :

cl(z) = cz(z) = cs(z) = co(z) p.p. 2 € K

Nous introduisons alors u_ solution du probléme

2 2
19“s-+1 _;_s_(lﬁ‘ig) ii_”e__o
Ez 3t ¢V 9z ‘e Yot ' T 2 ex% T
u (x,z,0) = u (x,z)
(4.3) € ©
£ ou
st(x,z,O) = ul(x,z)

oG 1'on fait sur les données initiales (uo, ul) 1'une des hypothéses sui-
vantes :

HYPOTHESE  (H1)

. (u,u) eVxH
o’ 1
. (uo, ul)-sont a support compact inclus dans R x K

C o ¥eso 2% cw et [ u°>H < C
€ 52 7e,) € e 52 (7§ <
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HYPOTHESE (HZ)

. (u,, ul) vérifient (H1)
du 82u0 ‘
) (Bxl ’ BXZ) ¢ VxH

HYPOTHESE (H3)

. (uo, ul) vérifient (H2)

3 u1 9 ul
. Vg>0,§z—(‘7g;) e H et “32-(7;‘;)” s C

Notons que 1'hypothése (H) n'est pas trés restrictive dans la mesure
o si 1'on a :

. (uo, ul) € VxH et sonta support compact
(4.91) S u S v
o o\

3;675:) €H et Hg;(;g;)l’ < C
Alors si,

P(supp u ) = {z/(x,z) € supp u }

. © - 0

Alors,

ce(z) > co(z) P.P. z € P (supp uo)

En effet lorsque (4.91) est vérifiée, la suite :

u
W€ 0
0 Ceb

‘est bornée dans H'( R2?) et a son support égal & celui de u_ - On en
déduit que 1'on peut extraire une sous-suite, toujours notée vs, telle que :

m

Vo T v, dans 1%( R?)

o]

Vi (’,z) — vo(-,z) dans L2@R) p.p. z € R
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Or, pour z ¢ P (supp uo), Iiuo(°,z)||> 0 et
| 1
llvs(‘,z)ﬂ ='g;(;yjﬁ Il C 2 | 2 T (c liu (+,2)|
Donc, par passage a la limite, i1 vient, pour presque tout =z dané
P(supp u ) :
o]
1
v, Gl 2 oy, fu o2l > 0
Par conséquent, on a : .
. 2 . 2
a2 | lu 2]

-c (z) = — — = ¢ (2)
e, lf 0l ChalP °

Mais comme, en outre, toute la suite c_(z) converge faiblement, c'est
toute la suite ce(z) qui converge presque partout vers co(z) sur
P (supp uo) et de plus, on a nécessairement :

p.p.- z ¢ P (supp uo) cl(z) = cz(z) = ca(z) = co(z)

De la méme fagon, si on suppose -:
(u_, ul) véerifient (4.91)

. du
——L ¢

o9x

3 3 1
* 3y Gg) e H et s (75‘)H c
£ €

Alors,

c _(2) > ¢ (2) p.p. z € P (supp u ) U P (supp u)
€ = o 1

Enfin, notons que 1ofsque (H1) est vérifige :

9. GEEQ H
3z e ©

et Torsque (H3) est vérifiée :

3,
22e) <8
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Citons un cas typique ou les hypothéses (Hl), (H2) et (H3) sont vérifiées

On considére le cas d'une distribution cc qui oscille fortement simplement

dans une bande (z , z ) du plan. (On a un milieu localement trés hétérogéne).
1 2 .

CEA.\.

L

el B

N lsmsaas

N
—
N

La distribution limite ¢ a alors 1'allure suivante :
2

Py > Wy . W an gy w

Nptrw s vw vs -

—
N
[N]
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- Alors, tout couple (uo, ur) satisfaisant :
. (u, s ul) e H'( R?) x L*(R?
. supp u < ]RIX J-eo, 21[
remh]it 1'hypothése _(Hl)' et si on suppose en outre :
. (u ul) e H2( K?) x H'(R?)
*  suppu < R *h]—m,zl[

1'hypothése (H3) est satisfaite :

Introduisons alors la fonction v, wunique solution de :

1 3% ézv c, v _
TS *oror T2 a0
uo(x,z)
(492) V(X,Z,O) = VO(X,Z) = ?;;)—172
u,(x,2)

1

..a_v =
3t (x,2,0) vl(x,z) W

On peut alors noncer le résultat suivant :

THEOREME 4.17

on désigﬁe par VE la suite Ve T ;%E et on suppose
que les hypothéses (4.86) , .(H) et € (H) ont liew,
alors :
. v > dans CQ(O,T;H)
. v, — dans wl’w(O,T;H) n Lw(O,T;V)faine *

51 de plus les hypothéses (H2) sont réalisées :

Bzv€ 52 ‘ .

S sanp dans L (0,T;H)- faible *
2

) Ve 32

. v -—*-§~z dans Lq?O,T;H)éfaine *




Enfin, avec les hypothéses (H3),
. v, > v dans CI(O,T;H)
3V€ ov 1,%
. 52 T 5y dans W’ (0,T;H)~ faible =*
.BZVE 3%y oo .
. e T 352 dans L (0,T;H)-faible =

DEMONSTRATTON DU THEOREME

(1) Avec les identités d'énergié données aux théorémes 4.7 et 4.8 nous avons :

ov u du
1 1 Ve 1, Y 1 1
e MR S e e N e e L
. ov Y v a 2 Ju
1 £ .1 €112 1 1 —Elp - ] 1 i o 1l o
I el 3t l ¢ le 3z H T2 I c /2 3% I H?g * Q/z dz (ca/zﬂ ol c_ 9x ]

Alors grace aux hypothéses (4.81) et (H1) nous en daduisons que :

* v_ est bornée dans 17(0,T;H(@2))

ov .
. 5;5 est bornée dans 17(0,T;u'®2))

Comme en outre la suite v. €st a-support compact (inclus dans un compact QT fixe)
on peut appliquer le Temme 4.6 et en déduire gque :

. v.—> v dans c®(o,T;H)

© v_—> v dans whT(0,T;8) a L7(0,T;H! ®?)) -faible «
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Or, v, vérifie 1'égalité, pour toute fonction test ¥ dans 1'espace@%2 :

c

32y u (x%,2)
ff—— dx dz dt + ——1—-37-—— Y (x,z,0) dx dz
R €

T
u (x,2) V. a2
o 77 . e 3%y
-f”"r*/z S B (62,00 dxdz ¥ ff7c” szpt 0¥ dz dt
. &) €. ) Ole € ] .

Rr?
u(xz)a T c. azw
—I——Ta—é—(sz)dxdz —é—veg}—{y dx dz dt = O
IR2 0 R?

Comme on a convergence faible pour les suites c_ et éL. et convergence

forte pour la suite Vs on en déduit aisément que la € fonction v vérifie :

T

v 3% u (x,2z)

— =% dx dz dt + A (x,2,0) dx dz

c, ot c_ 72
0 R? R? ©

u (x,2z) 52
-f—o—g‘—-——au—)(XZO)dxdz-(- wdxdzdt

] /2 ot
r? °

u T Cc 2

o(x,2z) Y "J/. 2 37V 4 =

0 5z (x,2z,0) dx dz 5 VSR dx dz dt 0
R? 0 R?

ce qui prouve effectivement que v est 1'unique solution faible du probléme
- (4.99).

Les résultats suivants s'obtiennent alors

- En raisonnant sur 1'équation défivée dans la direction x pour le
premier et en utilisant les identités d'énergies du théoréme 4.9-bis

- En utilisant les estimations a pr1or1 du théoréme 4.8 pour le
second.

'Le théoréme est ainsi démontreé.
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Le résultat intéressant résulte bien sur dans le résultat de continuité
forte de Ve vers v dans ¢°(0,T;L2@®32)). Ceci signifie que, asymptotique-
ment le comportement de la solution u est donnée par le produit d'une

" fonction "assez réguliére" v , ‘indépendante de e, par la fonction

1 .
7, En effet :
. £ .
Y = 1 (v ~-v)

Ye cE(th c (z)h e
Donc,

e, - <ol <= 1 v vl

e c h" (c*)/2 " e -
L (0,T;H) L (0,T;H)

Et par conséquent,
(4.93) 1im Il v.- EYTZ Hoo = 0

evo € L70,T;m)

En d'autres termes dans la région ol par exemple, la vitesse c. oscille
avec une période e, la solution u, oscille, & tout instant t, avec la
méme période e autour d'une valeur moyenne u , avec une amplitude propor-
tionnelle & celle des oscillations de -E%Z

Nous pouvons préciser ce résultat € qualitatif en énoncant le :

THEOREME- 4.18

; On suppose que la suite c. vérifie l'hypothése (4.87)

et on fait les hypothéses du théoréme (4.17). On pose :

Alors on a, pour la suite uc, le résultat de convergence
suivant :

(1) Avec les hypothéses (4.86), (H) et (HI)
¥t e [0,7] u_(t) — ult) dans L2 @®?)-faible
(1) Avec les hypothéses (4.86), (H) et (H3), on a de plus :

: du
¥t [0,1] 50 — -g—‘t‘ (t) dans L2@2)-faible
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' L'équation limite s'éerit done :

1 3% u 3 ,1 du, 1 3 ¥, u .y
c—l'a—?<"T‘c3 )t 3, ?“"rca/ﬁ) -3 3%, ax<‘c—;/‘2> =0

DEMONSTRATION

Nous nous limiterons au point (i). Le point(ii)s'établit de la méme
maniére : ; '

VE(t) “wv(t)

1

u (t) - u(t)

c / c /2
c L ety - v(e) ¢ - =T e
CE& € CEh c, /7

Par suite, pour tout t dans [0,T] et tout w dans LZ@R?) :

(.us(t) - u(t), w) £ ‘(I:‘If;—z“ H VE—VH

[eo]
L (0,T;H)

+

1 1
U/ﬂlc O cg(zf&{v(x,z,t) w(x,z) dx dz
R2 > 3

Or, si ‘c%/ c%& dans LwGR)- faible %=, on a également :
3
3 3
Lo s 1 dans L” @®?)-faiblex
CEA Cah

En outre,

(v(t), w) € L2Z@?) = v(t)w ¢ L'®R?)

Par conséquent,

: 1 1 o )
o, ‘ fz e @ 7 | vixz,0) wie) dxdz | =0

€£>0 R

comme de plus, en vertu du théoréme :

lim || v —v | =0
£>0 € ©o
L (0,T;H)
On en déduit que :
lim (ue(t) - u(t), w) =0

£>0

ce qui démontre le résultat annhoncé B




Enfin, signalons que, moyennant certaines hypothéses sur la suite e
on peut énoncer des résultats de convergence forte locale pour u_.

Considérons les hypothéses :
(4.94) e (2)

> .p.2z¢ [z, z ]
co<z) P.p. 2 . )

(4.95) c (z) > ¢ _(z) uniformément sur [z , z ]
£ (e] 1 . 2
Nous avons alors Tle,

COROLLAIRE 4.1

En posant Q=R % Jz , z [ et en confondant u. et u
: 1 2
avec leurs restrictions d& §, en faisant les hypothéses du
corollaire 4.1 on a :

@D - 4vee les hypothéses (4.94)

(2) st (Hl) est réalisée :

Yt e [0,T] UE(t) > u(t) dans L2%(Q) - fort

(17) st (H2) est réalisée on a de plus :

du

¥t e [0,T] d_te. (t) > %%(t) dans L2(Q) -for#

® - 4vec les hypothéses (4.35)

(2) s (Hl) est réalisée

> u dans CO(O,T;LZ(Q))

(i2) si (H3) est réalisée

ué- > u dans CY(0,T;L%())

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE

I suff{t d'écrire a nouveay :}

-1 1 1
UE(t) - u(t) = :27—2 [Ve(t)—v(t)] + [‘C:E— ?372] v(t)
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De telle sorte que :

lu (6) - wo) ]|

I i

Ll
’ [so}
L (Q) L (0,T;H)
vl -2 v
CE/z' c /s :
3 L2(Q)
Or,
I - 2oy veo |P - f( Lo ol ' Sz, ax az
¢l ¥ ' e 2V, " c ()% g
L2(Q) Q 3
Dans e cas » 11 suffit d'invoquer le théoréme de Lebesgue pour conclure.
‘Dans le cas , on & la majoration :

<

I G - o) vl
€ 3A L2<Q)

I

ce qui fournit la convergence uniforme

1 1 :
Al ) ||VHoc
€ oL L (0,T;H)
E

L'exemple type pour Tequel les hypothéses du corollaire (4.2) sont

vérifiées est le suivant :

CE(Z)&

By w s o mm - e e e

L z
L, 1

e Z

L —_ e LS
L]
]
i
k// //////// WIIXS :L
FITT VTV TIVTY ¥
- 2
support des zone treés

données initiales  hétérogéne

5 © observation de

la solution




- 160 -

Etude de 1'équation limite dans le cas de 1'exemple (4.80)

Dans cet exemple les fonctions limites ‘cl, c, et c sont des
constantes et 1'équation limite prend donc la forme :

1 3% . 32%v _ Eé. 3%y -0

¢ at? " 3zdt 2 ax?
(4.96) WY

' A

3

Cette équation se raméne & une équation paraxiale en milieu homogéne
grace a un changement de variable consistant en une simple homothétie dans
Ja direction z . Plus précisément nous introduisons la fonctions wix,z,t)
définie par :

(4.97) v(x,z,t) = w(x,Bz,t)

L'équation vérifiée par w s'écrit donc

1 2% o 9% r 3% o
c1 ot? 9z ot 2 ox?
Soit encore ;
1 2w.+Aji 32w 1 32w -0
clc2 ot? ¢ 2zdt 2 9x°
2

Choisissons alors B tel que :

: - 1//2 C2 12
o (clcz) ==> @ = (g~0
1
. i
La fonction w(x,z,t) = V(X,(EL)b Z,t) est donc solution de 1'équation :
2

1 3%w L1 32w 1 3%w 0
T 3t? T S Bzt T2 w2

(4.98)
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En particulier si v et w désignent respectivemenf les solutions élémen-
taires des équations (4.96) et (4.98), lors on sait que

{xa) /2% az- 52

N
0
N
rt
N
atn, -

supp w(e,*,t)

Par conséquent,

A
0
N
t
N
e

supp u(*,*,t) = {(x,z) / 2x%+ 4(Bz - Cz—t)‘zcztz
e | \ (z - _ZC_E)z

(et D7 52

En d'autres termes le support de la solution &lementaire de (4.92) n'est
autre, & 1'instant t, que le convexe de R?* délimité par 1'ellipse de

centre (0,-%%) dont les axes sont paralléles aux directions 0Ox et Oz
et de longueurs respectives égales & ctv2 et %%u

_ En particulier on peut préciser trés facilzment les vitesses de propa-
gations de 1'équation limite (4.96) dans Tes directions 0x et OCz.

Vitesse de propagation dans la direction Oz

V (¢ ,c = c
2(1’2> 1

Dans le cas de 1'exemple on peut tout ramener aux variables c, et a.
On obtient : ‘
vz(c*,u) = c*¢z(d)

(4.100)

¢Z(a)

On noterd en particulier que

l+€ £ 2 3
6 (1+e) = == = (1+e)(1 - 5 = £ 0(e?))
l+§ :
3 3 5 3
=1+ -7 e+ 0(e)

lim ¢ (o) = +=
Qi +00 2




Vitesse de propagation dans la direction Ox

Cicz 1/z
Vx(cl, Cz) = (=
Soit encore,

v (e,,0 = 26 (@

(4.101)

¢ (o) Voo
X

Pour un milieu faiblement hétérogéne on a

__ ,
_ g _£E° 3
¢x(1+€> =1+ g * 0(e?)

Pour un milieu fortement hé&térogéne on a :

1 %m <I>X (a) = 2
Q=400

Excentricité de 1'ellipse support

Le rapport T(c ,0) entre le petit axe et le grand axe de 1'ellipse
et donné par :

Vz(c*,d>

T(C*’(X) 2V (e ,o)
xS %

Il ne dépend donc que de o et est donné par :

z _/— 0]

¢ (@) - 1+o

o_(a) Y.
(4.102) T(Q) = g :

Remarquons alors que :

.
T(l+€g) =-%§ (1 —-% g2+ 0(e?))

Sy
lim t(a) = 0 (. v 25
Q0 * a

Toutes ces qualités sont bien entendu a comparer aux quantités équivalentes
pour 1'approximation paraxiale de 1'équation des ondes. "1imite" qui, rappe-
Tons-le, est 1'équation des ondes en milieu homogéne associée & la vitesse :




c (e *,oc) = c,¢ (@)

(4.103)
o_(a) =—————z—r°°'/z-
I o (1+o ?/2
On notera cette fois que :
| ¢ (1+g) = 1+i;%7“ ’
(T+e+ =)"2
2
2
= (1l+g)(1- 55‘—?%T‘+-% g2+ 0(e?))
= 1+ %e-g g2+ 0(e?)
lim ¢_(a) = V2 .
Q>+c0

|
La vitesse vz(c*,a) = ¢, ¢ (a) est a comparer @ :
(4.104) V:(c*,oc) = ¢ 6,(a)
La vitesse Vx(c*,cx) est & comparer & :

(4.105) Vo (e,,®) = ¢, —2‘/3_¢w<a>

Dans ce but nous avons représenté sur unméme dessin les variations de ces
diverses vitesses en fonctions du paramétre o qui caractérise, rappelons
le, 1'hétérogénéité du milieu.
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4, (0
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Vitesses de propagation dans La direction 0x.
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(o)

.00+

.20

200 T T T T T T T T T 7 7 T T T LI
‘ &

Excentrnicite de £'ellipse support de La solution Limite.

On remarque que plus 1'hé&térogénéité du milieu est forte plus
1'ellipse s'aplatit.

L'étude de cette équation limite permet en qué]ques sortes de quantifier
Jusqu'a quel degré d'hétérogénéité 1'equation paraxiale peut étre considérée

comme une approximation de 1'équation des ondes ...
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‘5 - ETUDE DU CAS DES,MILIEUX‘STRATIFIES'

5.1 - Milieu 2 2 couches - Etude de la réfraction d'une onde plane

Nous considérons donc un milieu & deux couches caractérisées par :

c (z) =c¢ pour z 20
(571) { 1 2

c,(z) = c pour z < 0

-

Nous considérons une onde plane incidente dans le milieu @

(5.2) u (x,z,t) = exp i(wt - klx - klz)
1 X 4

ol k! = (k;, k;) et « sont reliés par larelation de dispersion du milieu @.

C2

2. 1 1 1y2_
(5.3) wi-e kjw= 5 (k)= 0

On sait que cette onde incidente n'est pas réfléchie. L'onde transmise
s'écrira :

. _ . 2 2
(574) uz(x,z,t) =T exp i(wt - k x - kzz)

ol w et k2 = (k;, kz) sont 1iés par la relation de dispersion du milieu @.

c?

2 2 _ 2 2y2 _
(5.5) wive klw - 5 (kD) 0

IT s'ay t de déterminer :

-5
« le vecteur k,
+ le coefficient de transmission 7.




- 168 -

. el
Détermination du vecteur k2

Le vecteur ﬁz est entiérement déterminé par la re]ation :
2 _ .1
(5.6) S k.
En effet il étant donné, il existe un unique vecteur EZ vérifiant

d la fois Tes relations (5.5) et (5.6) comme le prouvent Tes constructions
géométriques ci dessous : '

b

>
k
2

\

(c2)
(c1)

Cas ¢y >c, Cas ¢y £ ¢

R On voit que quels que.soient c et cii étant donné un vecteur
k réel on peut toujours trouver un vecteur k, réel réfracté. Par consé-
quent, et contrairement au cas de 1'équation des ondes i1 n'y a pas de phé-
nomene d'angle critique pour une interface plane horizontale.

Pour ce concerne la loi de Descartes, c'est-a-dire 1a loi liant 1'angle

d'incidence & 1'angle de réfraction,il est préférable de raisonner sur les
vitesses de groupe et considérer que :

- l'angle d'incidence GI est 1'ang1e entre la vitesse de groupe de
1'onde incidente et 1'axe 0z.
_ - 1'angle de réfraction o, est 1'angle entre la vitesse de groupe
de T'onde réfractée et 1'axe oz.

IT est alors tres facile d'illustrer graphiquement 1a correspondance

b, > GR én construisant le vecteur "vitesse de groupe" réfracté ?Z a

partir du vecteur "vitesse de groupe" incident ?;




169 -

A_»k

- _x1

tg 81 m
k ¢

tg GR m

D'od 1a loi de "Descartes" paraxiale :

1

1
T C—'tge
1 2

(5.7) 2

-Rappellons que la loi de Descartes classique s'écrit :

(5.8)

1 . _ 1 .. *
o sin SI Y sin GR

x/w

IT est clair que pour les petits angles d'incidence 1la loi (5.8) approche

la Toi (5.7) .

Plus précisément :

c c c
= O —2 y = -2 _2
eR Arctg <,c tg 9I> Zep * 2
1 1 1

c c c
8 = Aresin (=2 sin 0 )= —2g_+_2

R c I c I

g 1 1 1

6

63

S
5+ 0(6))

5
+ O(SI)
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On en déduit aisément que :

2
c

(5.9) 85 =0, (1+ (1-—Ber « 0(83))
1

Calcul du coefficient de transmission T

IT est donné par la relation de transition qui, rappelons-Tle, est
donnée par :

(5.10) [}‘E] -0

On en déduit que le coefficient de transmission T est indépendant de
1'angle d'incidence eI (ce qui n'est pas Te cas pour 1'équation des
ondes complétes) et est donné par :

c V
(5.11) T(c , c ) = (=H”?
1 2 C2

‘Dans le cas de 1'équation des ondes, le coefficient de transmission d'une
onde arrivant avec uné incidence GI est donné par:

* 2
(5.12) . T (eI, cl, Cz) p =2 ] y
-2 _ 2 2
1+ cl(1+(1 E?) tg 91)

En_particu1ier, pour une onde & incidence normale :

2 c
* = 1
(5.13) T (O,cl, cz) = 3 :,

Dans le cas d'un faible contraste de vitesse on peut écrire :

et
0 0
N -
" [
0

c + Ac

Alors,
_ bey—m, 1 Ac Ac?
e o) = Wi =1 -5 E 0 (G
* _ 2¢c be -3
! (O’Cl’cz)- 2c+Ac (1+ 22

i

[

i
N[
b

>3
)
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On constate en particulier que :

‘ 2
(5.14) T(c, c + Ac) = T*(O,c, c+ Ac) + 0 Cé%z)

Autrement dit, on a une bonne approximation du coefficient de transmission

pour une onde plane arrivant & incidence normale avec faible contraste de

vitesse. Sur la figure ci-dessous nous représentons les variations des coef-
¢ s ) ' * . s

ficients T(C1’ cz) et T (0, e, c ) en fonction du contraste de vitesses

2 .

Cl .

c
_2

En particulier on notera que :

¥ (¢, ¢) T(c , c ) 2 T*(O, c ., c)
17 2 v 2 17 2
c

En effet si nous posons x =-23 nous avons

*
T (0, ¢, ¢ )
1 2

(x + 1- 2Vx )

N N~

1-/x%=z0
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Physiquement on peut interpréter ce résultat par le fait que la partie
d'énergie qui n'est pas réfléchie par 1'approximation paraXia]e se retrouve
transmise, et donc globalement conservée.

5.2 - Calcul de la solution élémeéntaire dans wn milieu stratifié i

Nous considérons donc un milieu stratifié & N couches caractérisé
par la distribution de vitesses suivantes :

'20=0<21<Zz< ....... <zN<zN+l=+°°
5.15 ¥z < [z, ,,2,] e(z) = c.
(5.15) jo1r 331 e = e

*c(z) = ¢ pour z < 0

Z
_ CR+1
z =z n
N N Iy
z = zg i
_____ f@:l----------_"_-_________-___--_--
z =z
3
Cs n
z =z ds
2 v
N
Cc2
z =z dz
1 v
ca
> X

On s'intéresse donc i la solution é1émentaire, c'est-a-dire 3 la
fonction E(x,z,t) définie par :

1 82E+1_§_(1 JE, 1 3% -0

cZ 9t T e Fhot! T2 5xZ T
(5.16) E(x,z,0) =0

g% (x,2,0) = §(x,2)
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Nous désignerons par Ej(x,z,t)v la restriction de E(x,z,t) 4 la
bande [zj_l,sz. Nous savons donc d&ja que, comme 1'équation paraxiale
ne génére pas de réfiexion, que :

¥Yzc<z E (x,z,t) = 6 (x,z,t)
1 1 , 1

oll 'Gl(x,z,t) est la solution élémentaire de 1'&quation paraxiale pour un
milieu homogéne de vitesse ¢ qui, rappellons le, est donnée par :
, _ N _

1 Y(Zczizt—x2 - 222)
c1 {chzt ~ x%— 22°1 Yo

Gl(x,z,t) ==
(5.17)
Y(*) désignant la fonction de Heavisde

En particulier E(x,z,t) = 0 pour =z < 0.

Notre objet est donc maintenant de déterminer les fonctions Ej (x,z,t),
§=1,2, .... , N. Pour cela nous utilisons la transformation de Fourier
dans les directions x et t, et introduisons donc :

E(k,z,w) = o= JI E(x,z,t)e dx dt
™ Rr2 .

(en toute rigueur il faut considérer la transformation de Fourier au sens
des distributions).

~ ~

Nous poserons alors E,(s,*,*) = E(*,°,*
J {z z, ]
j+1? 7]
- Nous poserons de méme :
- _ 1 0 iwt
Ej(x,z,w) = m-—of; E(x,z,t) e dt
Ej(-,- *) = E(*,*, ")
[zj+~1, zj]

comme la fonction E(-,-,*) est réelle, nous savons que :

E’(x,z,—w) = E(x,z,w)
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IT est alors facile de vérifier, que, pour tout couple (w,k) la
fonction z - E (k,z,w) est solution de 1'équation différentielle :

iw 4 B 12 _wi oo |
- c172 az (‘;72) + (2 k EZ) E 0 ¥z220
(5.18)
' » 2 I T |
E(k,0,0) = we 2w
1
qui est équivalente au systéme
. dE, C'.<2 2 A
—d -y Ak w
dz 1 (u(z "—zcj ) Ej , zj—ls z < zj
2 i
(5.19) Ej(O) = ancl
—lT-,E\(z)=‘l~f-,E\ (z.) ji=1,2
¢y 2737 Cipp 2 341773 i

dont nous pouvons calculer exactement la solution ana1ytique .

Détermination des fonctions Ej(k,zsw)

Dans chaque couche .on a :

~ c. k?
(5.20) E.(k,z,w) = A, exp 1 -2 , exp - 1 -4— 2
J J CJ. 2w

I1 suffit donc de déterminer les constantes A

. _ 1 - i
El,(k’ 0,w) = 2Twe > Aj 2Twe
1 1
C o By =t f G =1,2
(cj)&' 3 ( j+l)b J+1%3 7
A z c . k? A zZ, j+1
= ‘rexplw—‘l exp - i"'L‘z. = *1 1, 8XPp 1w—3—e—
(o] / 2w J (C /2 C,
J J 1 j+1
Ci+1 Y, 11 2
<> = —_ i -
AJ+ ( Cj ) (exp iw( 3 Cj+l) z, exp i (Cj+1 cj)zj) Aj

50 Pour j e {1,2,..

., N+1}
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Par conséquent, on en déduit aisément que :

c 1 j 2 ]
- 1 1
1< <N A,l=(J—tl)/2expiw(-E — -
I+ ¢l k=1 "k k+l
or,
k| j z h| z
b bl
k=1 %k Sk+1 k=1 “k k=1 kel
z z, 3 2y j-1 Zy
=—Ll__d 4, 5 =2_3
1 %41 k=2 %k k=l Ckel
T N e = U
Ci =2 _Ck Cj+1
z j d z,
=L 4+ ¥ k -l
Cl =2 Ck. Cj+1
et,
] ) ]
L (c -c =~ lc z + c, d + C, z,
o1 BT [ N R R

Par conséquent on en déduit
finalement données par :

trés facilement que les constantes Aj

_ 1
A]_ 2Tc
1
C. 1 z j d
1 +1.% , 1 k
A, . = 5 exp 1 (2 4 T ) exp-
j+1 2ﬂc1w c, | L v=2 Sy
(5.21) .
k2 ( . 1
X  eXp-—i — + c
Xp-1 o clz1 o k Y
J
=1, Tes sommes %

(bien entendu, pour j
. k=2

disparaissent

sont
z,
iw——l
c,
j+l
2
) exp is5¢

)s

ik’ ,
) z) exp 5—( L (¢, .-c )z )A,
2w k=1 k+1 "kTkTy

i+l

4

3
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Alors on en déduit aisément que :

~ i W Cl.k2
El(k,z,w) = e o exp'i-z— z exp - 1- T
_ 1 1
~ AR z, 2=z K2 _
Ez(k,z,w) = Zﬂcuiﬁz-)' exp iwégf * 2 Yexp-i 5 (c121+ cz(z-zl))
1 1 1 2
N c, .1 z j d z-z,
(5.22) E, .(kyz,w)= L C—lii)éaex iw(L + T K + —)
i+l 2Tc W ¢ P c c
: 1 T 2 k=2 "k j+1
2 J
exp-i EE(Clz + I Cy dk + cj+1(z-zj))
k=2
(3 22)

Etude compléte du cas d'un milieu 3 deux vitesses

I1 ne nous reste p1us bien entendu qu‘'a utiliser la fonction Ez(x,z,t)

Nous avons,

~ 1 c2 5& z1 z—z1 ikz
E = —=—(=2) - - S
2(k,z,w) 2 w(c Y'%xp iw( s ) exp Zu)(clzl+ cz(z—zl))
1 1 2
Par conséquent,
EZ(X,Z’UJ) = ‘;72_7]‘ ;foo Ez(k,z,w) e dx
¢
. c 2 z z-z to =1 (——(c z +c (z-2 ))-kx)
i / .
“Emew GO e det e —d) s 12
1 1 1 2 -0
or,
2 C z +¢ —
11 2<Z 21) 2wk x

k
-— + - -
2w(c;z2 c(z 21>) kx o

¢ z +c (z-z )
1 1 2

i

2w

wx

2

(-

- 2(c z +c (z-z b))
i1 2 i

(kz_

¢z +c (z-z )
11 2 1

!4
c z +c (z~z )
11 2 1

)

j
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D'ol,

oz ez, %2
~ i c y 1w(‘cl * c:2 - 2(c1z1+c2(z—zl)) _
e ¢y A ‘ x
: S | 1
+ 7 -
o clzlncz(z zl)/# ) we Y
' 2 \ c.z +c((z-z_)}
x e : 1.1 2 '/ o4k
4 : '

En‘particu1ier pour w > 0, nous pouvons faire le changement de variable,

c z +¢ (z— v \}
w =1 2(2 21) ’ k - wx ,b
2w c z +¢ (z-z )
11 2 1

2w 1/2
dk = c 7 %o (z=2) du
11 2 1

Et par conséquent,

z  z-z 2
) iwf—+ + + :

1 -/ c c . 2(c z +c (z-z ))

/2 _ 2w 1 2 11 2 V") «

(c z +c (z-z )0 ©
11 2 1

. .2
-iu
X }{ e du

-00

. C
E,Gum) = e @)

Or, rappelons que 1'on a les intégrales de Fresnel

LEMME 5.1
- +

N E

[ve) . 2 i
[ u /i

e du = — g
o]

Z

+00 N .
-iu — =3
v
~/- e du 3
o

E]

l
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En conséquence,

z—z \
1 x2

-
2 -
c2 (clzl+c2.(z zl))/

z
. i [—L +
4 c 1 -1/2 (o]
(5.23) B (x,z,0) = B (D7

(c z +c (z-z W, ©
11 2 1

IT nous suffit alors d'appliquer le
LEMME 5. 2

ST % désigne la transformtion de Fourier définie par :
+00 iwt

( F£)(w) 7% JE(E) e dt

Alors pour,

gl
f(t) = e /2_Y7(%2- alors,
Vow>0 (Fnw =3
DEMONSTRATION DU LEMME
+0 - +0
iwt - iwt
1 _ _ e 4 e dt
(ZD© = g f“” I N f‘h‘*
-0 -0
or,
# 400 400 +00




- 179 -

Nous utilisons & nouveau le lemme 5.1 et nous obtenons

y 13
ewtdt=ﬁe—” 4
Vt o
0
et par suite,
_4a '
(&5 W == | ]

Par. conséquent, comme toutes les fonctions considérées sont des fonctions
réelles du temps, on peut simplement raisonner sur les valeurs positives
de w. Nous avons donc,

. g;—l |
-1 - 2 ) 2
S N N A o) S X(t)
(c z +c (z=z )V ™2 e \e (e z +c (z-z )Y vt
171 2 1 1 V1 112 1

~1

~ . & 11 [\ 1 Y(t-T(x,2))
Ez(x,z,w) —_— <, (cl) (Clzl+c2(z_zl))1/2 (t-T(x,2))f
avec,
_z1 z-zl ' x2
T(x,z) = P * 2(c z +¢ (z-z )%
1 2 1 l' 2 1 -
Donc,
| ~ 1 c2 /> Y(t-T(x,2))
Ez(x,z,t) ~ome V2 <T> (c z +c (z-z ))'h (£-T(x,2))/
: 1 1 112 1 '
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or,
x2 zl z-zl
_ =2 4L+ —We 2z +c (z-2
(c1z1+c2(z zl)) T(x,2) 2 c c 112 1)

Par conséquent on en tire,

' z z—-z \f
c W 'Y<2[~c.4z +c (z-z )]t-x2—2 (——1— + ——1X<: z +c (z-z ))
. 1 V2 : : c c )
(5.24) E (x,2,t) = E-E__.(Zz) 0 SRR NS i copdil 2 1
' ! ! (2[c z +c (z-z )Jt-x%-2 (E-l- + —— Nc z +c (z-z)

. 11 2 1 1 C2 11 2 1

Nous en déduisons le,

THEOREME 5.1

Dans le cas d'un milieu & deux couches (N=1), la solution
du probléme (5.16) est donmée par les formiles :
1 Y(2cilzt - x%- 229
= - <
E(x,2,t) e, (2clzt - x°= 2z29% pour z =2,
. z -2z
c Ve¥\2(c z +¢ (z-z ))1:-x2 | INe z +¢c (z-2 )
E(x,z,t) S 11 2 1 cy c2/\C1%1 2 .
e cl Z=-2 \1
! '(Z(C z +c (z-z Nt - x2 =2[— + —-—1)(c z +¢ (z-z )))/
11 2 1 c c 11 2 1
1 2
pour z 2z z,
Remarques
- On remarque que pour ¢ =c = c¢ on obtient la méme expression

1
pour z £ z et zZ 2z
1 1

. c 1
« Les deux expressions coincident, au rapport (-(—:-3)/2 prés, pour

z=1z. Les conditions de transition sont bien ! satisfaites.

Nous allons maintenant nous intéresser aux fronts d'ondes en &tudiant simple-

ment le support de la solution &lémentaire.
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Etude précise du front diffracté

Rappellons que le front incident est délimité par la dro1te z =z
et 1'ellipse (‘%Z (t)) d'équation

. (%1 (t)) x2 4+ 2z% ~ 2¢czt=0.

Du théoreme 5.1, on déduit que le front réfracté est délimité par la

droite z = z et 1'ellipse d'équation :
: f

) Zl Z-2Z

. (Céz(t)) X< + 2 c——+ =

1 2

cz+ec (z=z ) -2 (cz+c(z-z2)t=0
11 2 2 11 2 2

Les deux ellipses ont Teurs axes paralléles aux axes de coordonnées et ont
méme excentricité (méme rapport entre le petit axe et leur grand axes).

On remarque que, méme 1orsque 't varie, les ellipses ((%g (t)) et
(C%%(t)) passent par un point fixe, qui est leur point d'"a1t1tude" mini-
mum, et donc en lesquelles elles admettent une tanaente horizontale. (I
s'agit des “bases" des ellipses).

- Pour qzl(t), il s'agit du point Bl(o,O)

[
- Pour q52<t>, il s'agit du point BZ(O, (1 - Zi)zl)
v , 2

M et M sont tous deux situés sur 1'axe x = 0 et sous la droite
2

e si ¢ > ¢ B est au dessus de B
2 1 2 1

e si ¢ >c¢ B est au dessus de B
1 2 1 2
Si les bases Bl et B des deux ellipses sont fixes, leurs sommets
2

Sl(t) .et s (t) progressent respectivement aux vitesses ¢ et ¢ .
’ 2 1 2

It

+ S (t) (0, ¢ t)
1 1

z
(0, z +c¢c (£t -
1 2 Cl

0

* S (v
2
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Les deux ellipses se coupent sur 1'interface z = 2 aux points

dont les abcisses sont données par :
2 _
x“= 2z (ct~2z)
1 1 1

I1ya donc un raccord des fronts d'ondes, ce qui est cohérent avec

Tes conditions de transmission.
On peut calculer aisément les dimensions de 1'ellipse 6%2 (t)) puis-

- qu'un calcul simple montre que ¢ ﬁg (£)) & pour équation :

<2 (c1+cz)2' czt 2 cz cf z,

a— et — — —3 — — - -—"2

2 TyEt 2c ¢ z 2 4 (t a CZ) c )
1 2 2 1

Nous illustrons sur les deux figures qui suivent la propagation du
support de la solution &lémentaire suivant que la vitesse ¢ est supé-
2

rieure ol inférieure & la vitesse ¢ .
1

: (m)
1500 1000 m/s
2000 m/s
0.00
™%X (m)
2000.
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(m)

. 2000 m/s
1500
= 1000 m/s
0.00 r—x (m)
2000.
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Expression de la solution générale dans le cas d'wm milieu 8 N couches

La généralisation immédiate des calculs effectués pour le cas de
deux couches, permet d'aboutiyr au

THEOREME 5.2.

La solution élémentaire du probléme (5.18) est donnée

par les formules

Y(2clzt - x2 - 2z%)

E(x,z,t)

e (2c zt - %% - 2z7°) .
c Yi2\c +c (z-z )} t-x?-2{ =L + —-1 c zZ + -
E(x,z,t) 1 (_%;@ \ 14 2( 1)' c c2 11 cz(z 21)
1\ 1

e c zZ YAy A 1/
2{c z +¢ (z~z ) }t-x?-2 {—L 4 —1 c z +c (z-z ) 2
11 2 1 Cl Cz 11 2 1

] on a (j =2)

—

1l

et pour, z € [zj, 251

C.1 Ve Y(O, (x,2,t))
oL (CixL)e ©

j z k| dk zZ-z,
¢3(x,z,t) = 2 clz + X ckdk+c (z z D) t-xZ-2f L § X4 )
k=2 3+ °1 k=2 “k %541

3
x f[cz+Z ¢d +c (z z )

I1 est donc clair sur ces formules que la frontiére du support de
Ta solution élémentaire & un instant ¢ guelconque est dans chaque couche
~1'intersection de la couche avec une ellipse : ’

- dont les axes sont paralléles aux axes de coordonnees

- dont la base est fixe et située, pour la couche [z » 2,.-1 au
point : 3
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- dont Te sommet est situé, pour cette méme couche, au point

mobile qui se déplace & la vitesse €l

: ’ z hi d
= . I X
Sj+l(t) = (é, zj + cj+l (t i % k))

1 k=2 k

- dont T'excentricité est la méme que dans le cas homogéne.

~ Sur leés figures qui suivent, nous illustrons la propagation du support
de cette solution &lémentaire pour trois exemples de milieux stratifiés.




1400 m

1100 m

1400

1000
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1000
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\

N
/
)

N

//7 l///IZOOO m/;

-
\

| /

_ 1000 m/s
\\\ | B /// 2000 ‘m/s
\/ . . 1000 m/s

T n Y ~x
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