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CONTROLE DE SYSTEMES NON LINEAIRES COMPORTANT
DES CONTRAINTES DISTRIBUEES SUR L'ETAT

Joseph Frédéric BONNANS - Eduardo CASAS™ "

Résumé

Nous nous intéressons & la question de I'obtention de conditions
nécessaires d' optimalité de problemes de contrdle comportant des contraintes sur
I'état. La nécessite du choix d'un cadre fonctionnel adapté 2 la contrainte sur
I'état est illustrée lors de I'étude d'un probleme convexe. Puis nous formulons un
résultat abstrait qui permet d'exprimer les conditions d'optimalité lorsque le systeme_
est non linéaire. Nous donnons des exemples d'application pour des systemes de type.

elliptique, parabolique et hyperbolique.

Abstract

We are concerned by the formulation of necessary optimality conditions
for state constrained control problems. The necessity of a functional framework
adapted to the state constraint is shown on a convex problem. Then we formulate
an abstract result, allowing to express the optimality conditions when the system is
non linear. We give some examples of app)ications to systems of elliptic, parabolic

or hyperbolic type.

* INRIA, Domame de Voluceau, BP 105, Rocquencourt, 78153 Le Chesnay Cédex
(France) v
** Departamento de Ecuaciones Funcionales, Facultad de Ciencias, Universidad de

Santander (Espagne).
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I - INTRODUCTION

Nous nous proposons d'étudier divers problémes de contrble de systemes
gouvernés  par des équations aux dérivées partielles non linéaires, soumis & des
contraintes sur le contr8le et sur |'état, ces derniéres étant distribuées. Nous
obtenons des résultats d'existence de contréle optimal et d'existence de

multiplicateurs de Lagrange, sous la forme de Fritz John.

Les premiers travaux concernant les problémes de contrble avec des
contraintes sur I'état supposent |'absence. de contraintes sur le contréle : dans le
cas d'un systeme lindaire, plusieurs exemples sont traités dans J.L. Lions {20] ;
voir aussi I. Ekeland & R. Temam [16], p. 191. Dans le cas du probléme
parabolique, avec des contraintes sur ['état locales en ‘temps, I. Lasiecka [19] a
obtenu des résultats de ' régularité du contrble optimal et des multiplicateurs.
L'existence de multiplicateurs a aussi été obtenue pour des systemes non linéaires

singuliers (J.L. Lions [23])

Les travaux prenant en compte I'existence de contraintes sur le
contrfle et sur l'état ont généralement porté sur des systémes lindaires. La plupart
des travaux concernant des problémes convexes. J. Mossino ([27], p. 236 et
suivantes) étudie le contr8le d'un systéme elliptique, soumis & une contrainte locale
sur le contrdle et sur le gradient de I'état, sans donner de résultat d'existence de
multiplicateur ; cette question sera résolue, dans un cadre fonctionnel adapté, au
paragraphe 2. V. Mackenroth [24] étudie un systeme parabolique,‘ contrdlé par les
conditions de Neumann et soumis & une contrainte ponctuelle sur I'état final. Le
méme auteur a étudié [25] un systeme parabolique, contr8lé de facon distribuée,
soumis a des contraintes locales en temps sur le gradient de [I'état. Le cas du
systéme elliptique, soumis 3 des contraintes locales sur ['état, a été étudié par E.
Casas [12] qui a aussi montré [13] qu'une approximation du probléme obtenue par
éléments finis permet de calculer une approximation du controle optimal, et aussi du
multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte sur I'état. Le cas d'un systéme
linéaire associé & un critére lipschitzien est &tudié dans J.P. Aubin - F. Clarke
(3]. Dans le cas ou le systéme est non linéaire, notons la résolution du probléme
du contrble d'un systéme elliptique par les coefficients, en présence d'une contrainte
locale sur I'état, dGe & E. Casas [12]. Un probléeme d'un type différent, mais relié
aux précédents, étudié dans IJ.F. Bonnans, C. Moreno, C. Saguez [8], est celui de
I'optimisation de la. structure de I'ensemble des instants ou I'état vérifie une

relation, par exemple en maximisant la mesure de cet ensemble.




Notre étude utilise de fagon essentielle deux outils. Le premier est le
choix d'un cadre fonctionnel adapté a la contrainte sur ['état. La méthode est
illustrée au paragraphe suivant, dans le ‘cas d'un systéme linéaire. Dans les exemples
de systémes non linéaires traités par la suite, nous vérifions qu'un cadre fonctionnel
convenable est donné pér un systeme linéaire voisin ; cette idé'e,v dGe a J.L. Lions,
est utilisée dans J.F. Bonnans [6] [7] pour prendre en compte une contrainte
d'appartenance de I'état 3 un espace de type LP. Le second outil, exposé au
paragraphe 3 est un théoreme exprimant les conditions d'optimalité d'un probléme
abstrait ; le théoréme est une extension d'un résultat de E. Casas [13], et sa
démonstration utilise la théorie de F.H. Clarke (14) [15]. Nous donnons des
conditions de normalité du probleme. La méthode est ensuite appliquée a plusieurs
problemes de contrdle d'équations aux dérivées partielles : nous étudions au
paragraphe 4 le contrdle distribué d'un systéme semi-linéaire de type elliptique avec
des contraintes locales sur le gradient de I'état ; au paragraphe 5, le contrdle d'un
systeme similaire par les conditions de Neumann, avec des contraintes ponctuelles
sur la valeur de 1'_état au bord, puis par les conditions de Dirichlet, avec des
contraintes locales sur la dérivée normale ; au paragraphe 6, le contrble distribué
d'une équation de type diffusion-réaction, avec une contrainte ponctuelle sur I'état
final ; au paragraphe 7, le contrble distribué d'une équation semi-linéaire de . type
hyperbolique, avec une contrainte locale sur la dérivée de I'état final. Enfin nous
étudions en annexe une extension de la notion de support aux éléments du dual d'un

espace de type L%,



IT - UN PROBLEME A EQUATION D'ETAT LINEAIRE DE TYPE ELLIPTIQUE

3 - n 1 s~ - -~ L4 -
Soit (I un ouvert borné de R, n < 3, de frontisre T réguliére. Considérons le

systéme

- Ay = u dans LZ(Q),

(2.1)
y =0 sur T,

On sait (J. Necas [281) que si u est donné dans LZ(Q),’(Z.]) a une solution unique

Yy dans HZ(Q) n Hé(Q), ol Hm(Q) eét 1'espace des fonctions de LZ(Q) dont toutes les
dérivées (au sensdesxﬁstributions)jusqu'él'ordrenlsontdanst(Q).L‘eSpaceHé(Q),ferf
meturé de EZQ(Q) dans HI(Q), est }'ensemble des fonctions de HI(Q) qui ont une

trace nulle sur I.
. 2
Soit N = O, Yq € L7(Q) et
(2.2) J(u) = % s uz(X)dx + % I (y (%) - yd(X))zdx.
Q Q ¢

Nous nous intéressons au probléme

Min J(u),
(2'3>6
u e K, ]lVyu(x)llE <68, p.p. x e Q,
ol K est un convexe formé de LZ(Q), ||.||E est une norme-deimp, et § est un réel

-

strictement positif. Le probléme est semblable i 1'un de ceux considérés par J.

Mossino ([27], p. 236), qui ne donne pas de résultat d'existence de multiplicateurs.
P

Théoréme 2.1

4]

On suppose qu'il existe un contrdle admissible (un &lément u de K tel que Yy vé-

rifie la contrainte sur 1'8tat) et que ©

(2.4) N > 0 ou K est borné dans Lz(Q).

Alors le probléme (2'3)6 posséde une solution unique u. [J




Démonstration

L'existence d'un contrble admissible et la positivité de J assurent que 1'infimum
de_(2.3)6 est fini. Soit {u"} une suite minimisante vérifiant les contraintes sur
le contrdle et sur 1'&tat et notons yn =y . D'aprds (2.4), {u"} est bornée dans
LZ(Q) et {yn} est donc bornée dans HZ(Q). Y1 existe donc (u,y) « LZ(Q) X H2(Q)
tels que

=1 1%(Q) faible,
yn—\§ HZ(Q) faible,

D'autre part, 1'ensemble

5= {wy) ¢ L@ x 5@ 5 uek, [y, <5, popoxe R
et (2.1)}

est un convexe fermé de LZ(Q) X Hz(ﬂ) et il est donc faiblement fermé : d'oll
(U,y) € S. Le critadre J &tant convexe et continu, il est f.s.c.i. : on en dé&duit

que U est une solution de (2'3)6'

L'unicité de la solution résulte de la stricte convexité de J, qui est consé&quence

de 1'injectivité de 1'application

L2 » 1)
u>yo. U

Remarque 2.1
L'existence d'un ensemble non trivial de contrdles admissibles se vérifie par
~ . . . . 2 . .
exemple si K contient un voisinage de 0 dans L () : il existe alors € > 0 tel,

que si u € HI(Q) et Ilu"Hl(Q) < €, u est admissible. [J

Nous désirons exprimer les conditions d'optimalité de (2.3)6.'Pour ceci, notons



z = 17@)",
Zs = {z ez ;||z(x)!]E <68, p.p. xe Q} .

L'espace fonctionnel des contrdles, adapté 3 la contrainte sur 1'état, est
2
U= {ueL°(Q) ; vy, € z}.
Muni de la norme

[ully = Tul] vyl g
! l LZ(Q) I “ul'Z

o Z est muni de la topologie produit, c'est un espace de Banach. Il en est de

méme pour 1l'espace
2 1
Y={y ¢ H'(Q) n Hy(Q) 5 Uy e z},

muni de la norme

livlly = 1511+ 119yl

Nous ferons 1'hypothése de qualification

&5) Jao € [0,8[, m%eK; Hw%meEsa,p@.er.

qui est vérifiée par exemple si {0} ¢ K.

Théoréme 2.2

Soit U la solution de (2.3). Si (2.5) est vérifide, il existe g ¢ HX(R), p ¢ U',

U e Zf tels que, notant y = o

- AE =y - Y4 dans LZ(Q),
(2.6)
Q=0 T;
=0, ¥z ¢ Y,

(2.7) <p, Bz>yy * <y, Vz>

U Z'z




(2.8) <qu, z—V§>Z,Z <0, ¥z ¢ 25,

et

(2.9) S (Nu + Q)(v - w)dx + <p, v - G>U,U 20, ¥%weKnU [
Q

_Remarqﬁe 2.2

Le probléme &tant convexe, les conditions nécessaires d'optimalitéd ci-dessus

sont Egalement suffisantes. O

Démonstration du théoréme 2.2

Soit L 1'application u ~ Vyu, qui est linaire et continue de U dans Z. Le pro-

bleme (2.3); &quivaut ()
Mln{IKnU(u) + J(u) + IZS(LU)}’
Le probléme &tant convexe, u vérifie
a[IKnU(u) + J(u) + Izs(Lu)]:B.O dans U.
Grdce & (2.5) et aux régles sur le calcul sous-différentiel (cf. [16]1) il vient
- v, * - :
BIKnU(u) + J'(u) + L alza(Lu)ZB 0,

ou encore : il existe | « BIZ (Lu), donc vérifiant (2.7), tel que
‘ $

(2.10) / Nu(v-u)dx + [(3-y Py ~y)dx + <ILii, v-u>
' Q

20, ¥v ¢ K n U.
Q ' .

u'u
Soit q ¢ HZ(Q) n'Hé(Q) la solution de (2.6). Il vient, en appliquant la formule

de Green

(') On note IC la fonction indicatrice d'un ensemble C, qui vaut 0 sur C et +w

ailleurs.



f(;-yd) (yv—yd) dx =
Q

(2.11) q (-by = (-Ay))dx

q(v-u)dx.

n

Posons p = L*ﬁ s de (2.10) (2.11) on déduit (2.9). Mais pour tout v ¢ U :

<p, V> = <y, Lw

U'U le’

= <y, Vy 22

Or on peut choisir Y, quelconque dans Y (alors v = —Ayv est dans U) ' d'oll (2.7). J

Remarque 2.3

'Si K ¢ L?(Q) avec B > n, on peut prendre U = LB(Q) et

1,8

Y = w>B) q Wy ).

En effet, WZ’B(Q) est inclus dans Cl(ﬁ) si B > n. On peut donc prendre Z = C(ﬁ)n

U e Z' est le produit de n mesures de Borel régulidres. L'é&tat adjoint p est dans

L}
le dual de L (), donc dans LB (f2) avec é7-+ é = l. Nous pouvons alors remplacer
(2.7) par
[ p Az dx + <u, Vz> =0, ¥z ¢ Y. 0
Q [e@®™e@n

Remarque 2.4

L'inégalité (2.9) est particulidrement riche en information si K n U est dense
dans K. Or, d'aprés la remarque 2.3, U contient LB(Q) pour B > n. If suffit donc
de vérifier si K n LY(Q)(B > n) est dense dans K. Ceci est vrai en particulier

si K est la boule unité de L () ou si

= {ueLz({Z), asu(x) < b, p.p. x € 0}

avec —-® < 3 < b < +w, [




Remarque 2.5

(i) S8i K = LZ(R), (2.9) se réduit a NG+§+E = 0 dans U'. Mais puisque U contient
LB(Q) (B > n), U est dense dans LZ(Q). On en dé&duit que si K = LZ(Q), p € LZ(Q).

Ceci est encore vérifié si u est un point interne de Kr\U
(11) Pu1sque U est dense dans L (Q), Y est dense dans H (Q)t\H (), donc dans
H (Q) On en déduit que si p €L ), (2.7) équivaut i

- AE = - div ﬂ dans H_] ),

p =0,
. équation qui a une solution dans Hé(Q). o

Nous venons de voir comment le choix d'un cadre fonctionnel adapté aux contraintes
permet d'exprimer les conditions d'optimalité d'un'probléme 3 critére convexe et
€quation d'état linéaire, par utilisation des résultats généraux de l'analyse con-
vexe. Notons qu'un résultat abstrait dans le cas ol le critdre est seulement
lipschitzien (1'équation d'&tat &tant toujours linéaire) est donné dans J.P. Aubin,
F. Clarke [3]. Le résultat abstrait du paragraphe suivant prend en compte le cas -

ol 1'équation d'état est non lindaire.

Remarque 2.6

Les seules hypoth&ques que nous utilisons concernant le convexe définis-
sant les contraintes sur 1'état sont le fait que ce soit un borné de L (Q) et la
condition de qualification. Ainsi, notre méthode permet de traiter le cas d'une
contrainte Vyu(x) € C(x), p.p. x € , ol C(x) est un fermé de R", borné
uniformément en x. _ ’

La condition de qualification est alors l'existence.de ue K et £>0 tels que 1la
boule de R" de centre Vy (x) et de rayon & 301t 1nc1use dans C(x), pour presque

tout x de 2. [J .
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ITI - UN RESULTAT ABSTRAIT D'EXISTENCE DE MULTIPLICATEUR

Donnons—-nous

X,W des espaces de Banach,

K, un convexe fermé non vide de X,

_K2 un convexe fermé d'intérieur non vide de W,
f une application de X dans R

g une application de X dans W.

Nous rappelons qu'une application g.: X - W est strictement dérivable en x si
PP PP ion g

(voir [ 91)
gly+tz) - g(y)
lim T = Dg(x)z,"
yox
t-0

oli Dg(x) ¢ §2§(X,W), la convergence étant uniforme en y sur tout compact.

Remarque 3.1

Si g est continuement GAteaux~différentiable en X, g est strictement dérivable
en x (F.H. Clarke [15], p. 32). 0

Considérons le probléme
Min f(x),
(3.1)

X € KI’ g(x) e K2’

Nous notons 3 le sous-différentiel au sens de 1'analyse convexe et 9. le gradient

généralisé de F.H. Clarke []5].

Théoréme 3.1

Soit X une solution de (3.1). Nous supposons que f (resp.g) est lipschitzienne
(resp.strictement dérivable) au voisinage de x. Alors il existe o = 0 et A ¢ W'

tels que




- 1] -

(3'2) o+ II)\llwl >0,

(3.3) <A, w-g(x)> <0, ¥weK

W'w 2

(3.4) a3 £(x) + [Dg(x)1*) + 3L, (x) D 0 dans X'.

(]
Si de plus g(x) ¢ K2 » la conclusion est obtenue avec oo = 1 et A = 0. [J
Avant de démontrer le théoféme, donnons un lemme.
Lemme 3.1

o

‘Soit K un convexe fermé de W tel que O ¢ K. Soit 1'application p : W - R définie

- par
p(w) = inf {y 20 ; w ¢ pK}.
Alors
(3.5) p(tw) = t p(w), ¥t 20, w « W,
(3.6) p(w) < 1 <=>w ¢ K,
(3.7) p(w) < 1 <=>w ¢ 12, p(w) = 1 <=> wed K..

De plus p est sous-linéaire, convexe, lipschitzienne et
(3.8) W e dK =>3pw) PO et dpw) c 3L ). O

Démonstration

On vérifie aisément que p(w) < *w'pour tout w et que p vérifie (3.5)-(3.7). Mon-
trons que p est sous-linéaire. Soit W, et v, dans W, non nuls. Notons
Py = p(wl), Py = p(wz). Alors Py 2 0, Py 2 O et pour tout € > 0 il existe ﬁl’ ﬁz

dans K tels que
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W, = (p1+€)ﬁl, w, = (p2+€)ﬁ2.

Donc

Dl+€ p2+€

]
———
pl+p2+25 1 pl+p2+2€ 2

p1+p2+2€

~

(WI+W2)
est dans K, soit Wy o+, e'(pl + Py 2e)K d'oii

plwy + w,) < plw ) + p(wy) + 2e.
Ceci &tant vérifié pour tout € > 0, il vient
(3-9) p(wl + wz) S D(WI) + p(wz)s VWI,WZ e W.
Avec (3.5), on en déduit que p est sous-linéaire et par conséquent convexe.
Montrons que p est lipschitzienne. Notons

Bw(O,r) ={w e W ; [|wf!w < r}.
Il existe r > 0 tel que Bw(O,r) c K. On vérifie aisément que

o(w) < Lfw]| .

r W

De (3.9) on da&duit (en changeant Wy, en w -w

1 2)

plw;) - p(w,) < o(wl - w,), le,wz € W,

d'oli, en permutant W oet w, :

A

lp(wl) - Q(WZ)I max {D(WI‘WZ), D(Wz‘Wl)}

74N

Ly
r 1 21w

‘Démontrons - enfin (3.8). Soit Wy € K et A ¢ Sp(wo). Par définition




o 13 g e ., et oy ~ T e e gt ._,.‘_,» S f‘, et

p(w) 2 p(wo) % <A, W, YW oe W,.
Avec (3.7), ceci implique

{A, w;w0> < 0, VW ¢ E H
donc‘llkllw, # 0, et avec (3.6) il vient

<A,w—wo>_s 0, ¥w ¢ K,

d'oli 1'appartenance de ) 3 SIK(w). -0

Démonstration du théoréme 3.1

(]
Soit Yy dans KZ' On applique le lemme 3.1 avec

En raison de (3.6), il vient
p(w) £ 1 <=> w ¢ K, - Woo
donc

p(w—wo) <1 <=>w ¢ KZ'

-

Un probléme &quivalent 3 (3.1) est donc

Min f(x),
(3.10)

g

x e K|, plgw) = wy) - 15 0.

Puisque f et p sont lipschitzeinnes au voisinage de x, on déduit<d'um'résu1tat de
F.H. Clarke (cf. [14]) que si X est solution de (3.1), donc de (3.10), il existe
o 20, B =20 tels que:
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(3.11) a+B8>0, 8 =0 si oz (8(X)=wy) < 1,
et

ad, £(x) + B [pz(g(x)-uy)] + aIKl(:'c) 30 dans X*.

Or g(x) est strictement différentiable au voisinage de x, et p est convexe et

continue, donc régulidre au sens de [15] ; d'od (cf. [15], p. 45)

3 fp(g(x)—wo)] = [D 8(x)] P p(g(x)—wo)

De plus, p &tant convexe et lipschitzienne, j cP coincide avec le sous différentiel
de p ([151, p. 36) ; donc il existe A ¢ ap(g(x)-wo) vérifiant (3.4), avec a = |

et A £ 0 si g(x) € K2 Si g(x) € oK, X ¢ Bp(g(x)-wo) est d'apres (3.8) un élément
non nul de 3I en g(x) ~Vo» donc de BIKZ en g(x) ; d'od (3.3) et, avec (3.{1), (3.2).

La conclusion du théoréme s'ensuit, . (]

Il est utile d'obtenir des conditions sous lesquelles le probléme est normal, au
sens ol la conclusion du théoréme 3.1 est obtenue avec o > 0, méme si g(x) € BK
Nous allons donner deux indications dans ce sens ; 1'une est du type de la condl-
tion de Slater, qui concerne les problémes convexes (cf. [16]) ;s 1'autre est ob-
tenue en considérant un problime obtenu par une perturbation de Ky, et utilise
les résultats de F.H. Clarke [14].

Théoréme 3.2
(i) 8'il existe Xy € Kl tel que
(3.12) 8(0) + Dg(R) (x)%) ¢ K,,
la conclusion du théordme 3.! est obtenue avec o = 1.
(ii) Considérons pour Y € R le convexe perturbé

K2y =¥ * YKy - wp),

et soit la famille de probl&mes
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| Min £(x),
(3.13)
: x e Ky, g(x) € KZY’

qui se réduit i (3.1) lorsque y = 1. Soit a,b tels que 0 < a <b < +o et que
le probléme (3.13) possédde au moins une solution si v ¢ [a,b[. Alors, pour

bresque tout vy ¢ [a,b[, le probléme (3.13) est normal. |

Démonstration

(i) Si o est nul, nous déduisons de (3.4) que, en particulier :
(3.14) <)\, Dg(x) (xo';‘)>w'w 2 0.
D'autre part, il existe € > 0 tel que
- - ©

llwl|w < e =>g(x) +Dg(x) (x)=x) +we K,
donc avec (3.3)

<A, Dg(g)(xo-i) W S 0, W ¢ W,Ilwllw <€,
et puisque lllliw' # 0 d'aprés (3.2) il s'ensuit que

<A, Dg(;i)(?io-;)>w.w'< o,
en contradiction avec (3.14).
(ii) Le probléme (3.13)Y équivaut 3

Min f(x),
(3.15)"

X ¢ Kl’ pi(g(§)-w0) Y.

Soit xY une solution:de (3.15)Y et soit ¢ : [a,b[ + R définie par

¢Cy) = f(xY)-



e PG e

La fonction ¢ est décroissante et finie en tout point. On dé&duit alors de F.H.
Clarke [14], la.normalité de (3.15)Y pour presque tout Y. En reprenant la dé-
monstration du théoréme 4.1, on vérifie que la normalité de (3.13)Y équivaut 3

celle de (3.15)Y , d'oli le théoréme. O
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IV - UN PROBLEME A EQUATION D'ETAT NON LINEAIRE, DE TYPE ELLIPTIQUE

Soit Q comme au paragraphe 2. Nous considérons un probléme similaire 3 (2.2),

dans lequel 1'é&quation d'état est

~Ay + y3 = u dans Q,
(4.1)
’ y =0 sur T.

On verlfle aisément que, pour u ¢ L (Q), (4.1) a une solution unique dans
H () n L (), espace 1dent1que E H (Q) pour n < 3. Mais -Ay = u—\y3 est dans
L7() et y est donc dans H () n H (Q)

Le critére J(u) &tant défini par (2.2), nous posons le probléme :

%

Min J(u),
(4'2)6 :
ueKk, y, (solution de (4.1)) telle que |]Vyu(x)|[E €6 p.p.xe Q.

L'espace Z et le convexe Zg sont définis comme au paragraphe 2. L'exis-

tence d'un contrdle optimal s'obtient sous les mémes hypothéses que précédemment :

Théoréme 4.1

On suppose qu'il existe un contrdle admissible et (2. 4). Alors le probléme (4. 2)

posséde au moins un contrdle optimal u. [J

Démonstration

_Soit {uk} une suite minimisante, et notons yo o=y g+ D'aprds (2.3), {u"} est bor-
née dans LZ(Q), d'oli on déduit que y est bornée dans H (), donc,dans L6(Q) pour
n < 3, et donc (yn) est borne dans L (Q) Or - Ay = u" (y ) d'oll on déduit que



- 18 =

{yn} est bornée dans HZ(Q). Pour n < 3, 1l'injection de HZ(Q) dans Co(ﬁ), (1'es-
pace des fonctions continues sur ﬁ, muni de la norme de Lm(Q) qui en fait un es-

pace de Banach) est compacte [ 1]. Il existe donc (u,y) e LZ(Q) X H2 tels que

= LZ(Q) faible,
y'= 3  H*(Q) faible,
yn > § Co(ﬁ) fort.

Ceci permet le passage 3 la limite dans (3.1). Le convexe K (resp. ZG)-étant fai-
blement fermé dans LZ(Q) (resp. 2), U est un contrdle admissible. De la convexi té
de J par rapport au couple (u,yu) on déduit que J(u) < lim inf J(un) ; u est donc
solution de (4.2)6. 0

En vue d'exprimer les conditions d'optimalit&, il convient de choisir un cadre

fonctionnel adapté. Nous alloms voir -suivant en celd une idée de J.L. Lions

[22]- que le cadre obtenu en retirant de (3.1) le terme non linéaire convient.
Nous reprenons les espaces U et Y définis au paragraphe 2.
Lemme 4.1
. 2
Soit u e L7(). Alors

we U<=> Ty (0) < (o)

Démonstration

Soit z, € HZ(Q) solution de
2
-Az = u dans L(Q),
z = 0 sur T.

Par définition, u ¢ U équivaut a Vzu € ﬁm(Q)n. Soit w = z-y. Alors

~Aw y3 dans ,

w =0 sur T.




‘Mais pour n < 3, H () est 1nc1us dans C (2) donc V(y ) = 3y2Vy est dans [LZ(Q)]n
de sorte que y3 est dans H (Q) On en déduit que w est dans HB(Q), donc que
W e 9@, done Vz e L’ (Q) <=>Vy_ e L', d'ot le lemme. [

Nous allons préciser dans ce cadre la régularité de 1'application u - Yy

Proposition 4.1

L'application

U -y,
u->y. solution de (4.1),

est continliment différentiable. 0

Démonstration

D'aprés le lemme 4.1, 1'application est bien définie. Pour montrer qu'elle est dif-

férentiable, considérons

F:YxU-~>uU, _

(y,u) » -Ay +y3—u-
" L'image de Y X U par F est bien dans U : en effet, par définition, Ay et u sont
dans U et, de plus, la démonstration du lemme 4. 1 montre que y- est dans.U. On
vérifie aisément que F est continliment différentiable. Vérifions que g% est un
isomorphisme de Y sur U. Grace au théoréme de 1'application ouverte, il suffit

de montrer que 1' equatlon
2 .
-Az + 3y"z = v dans U,

z =0 surT,

admet pour tout v € U une solution unique dans Y. Or 1'opérateur lin&aire



z > -Az + 3yzz

est continue de H (Q) sur H (Q) et coerc1f Le lemma de Lax-Milgram implique donc

1l'existence de z unlque dans Hy (Q) Mais
-Az = v - 3y22 ;
e 2 1 L |
On vérifie que 3y“z ¢ HO(Q) c U ; donc z ¢ Y. O

Théoréme 4.2

On suppose l'hypothése (2.3) vérifi€e et on se donne 60 > 0 tel que (4. 2) adnette .

un contrdle admlss1b1e (donc un contrdle optimal). 0

(i) Soit 6 > 60, u solution.de (4. 2) (i1 en existe) et ; =yg - I1 existe a > O,
LeZ, qe HZ(Q), p € U' tels que.

(4.3) a+ [lp|ly >0,

-03 + 35°q = § -y, dans @,

et

(4.4) .
q = 0 sur r,
(4.5) <5,~Az +'3§ZZ>U'U =~<§;Vz>z,z, Yz € Y
(4.6) <q, 2=V ¥>,0, 0, ¥z ¢ z&,
(4.7) o S (Nutq)(v-u)dx + <p, v-u>,,. > 0, ¥v ¢ K n U.
| - . » u'y _

2

(-]

Si de plus Vy ¢ 25’ on peut prendre o0 = 1 et u = 0,

(ii) Pour presque tout § 2 60, le probléme (3'2)6 (qui admet une solution) véri-
fie (?.3)A5 (3.7) aveca = 1. [ '
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Démonstration

i) Nous appliquons le théor@me 3.1 avec

U =X,
Z =W,

K =K,

Zg = Ky,

J =1,

g : application u » Vyu.

Puisque 1'inté&rieur de Z_, dans Z n'est pas vide, du théor&me (4.1) on déduit les

§
égalités (4.4) a (4.7) avec

@+ |1l > 0.

Montrons que. (4.3) est &galement vérifié. Si ce n'est pas le cas, p = 0, donc

d'aprés (4.5) <ﬂ,§> = 0. De (4.6) on déduit alors que

<qu,z> < 0, ¥z e Zd'

Or ZG est la boule de rayon & de Z, donc ﬁ = 0 ce qui est impossible.

ii) -Le r&sultat est une application directe du théordme 3.2. 0

Remarque 4.1
(i) Les remarques 2.3, 2.4, 2.5 se transposent au probldme étudié ici.

(ii) Dans les problémes suivants on introduira &galement un paramdtre § tel que,
si le probléme admet une. solution pour tout § > 60, il est normal pour presque

tout § > 60, mais ce résultat nme sera pas ré8pété.

(iii) L'équation d'état linéarisée &établissant un isomorphisme entre U et Y, on
déduit du point (i) du théoréme 3.2 que si u est un point interne 3 K n U, le pro-
bléme est qualifié €a = 1). En particulie¥, le probléme est qualifié s'il n'y a

pas de eontraintes sur le contrdle. 0
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V - DEUX PROBLEMES A EQUATION D'ETAT NON LINEAIRE, DE TYPE ELLIPTIQUE, AVEC
CONTROLE - ET CONTRAINTE SUR L'ETAT AU BORD

Nous considérons d'abord le cas du contrsle par la condition de Neumann, avec
des contraintes sur la trace de 1'&tat sur I', puis le cas du contrdle par la
condition de Dirichlet, avec des contraintes sur la dérivée normale au bord de

1'état.
Soit le systéme régi par
3
-Ay+y+y~ = 0 dans Q,

(5.1

= u sur [,

1>

ol u est dans LZ(F). Vérifions que (5.1) admet une solution dans HS/Z(Q). Multi-

pliant (5.1) par z € HI(Q) et intégrant par parties, il vient

S VyVz dx + S (y+y3)z dx = S uz dy, ¥z ¢ HI(Q).
Q 9 r

Or 1l'opérateur A : HI(Q) > HI(Q)' défini par

1 = [ VyVz dx + f (y+y3)z dx

<Ay, z> 1
H(@'H () 0 Q

est continu, monotone et coercif de HI(Q) vers HI(Q)' 3 (5.1) a donc une solution.

. 1 . .
unique dans H (Q). L'application

=ty e 120 5 ay e L2@)) » w2

est continue (J.L. Lions, E. Magenes [24]). Il s'ensuit que y vérifie

~Ay +y = f dans Q,

(5.2)
d

5§-= u sur [,

oi £f = - y3 est, d'aprds le théoréme de. Sobolev, dans LZ(Q) ‘(puisque n < 3).

De (5.2) on dé&duit (J.L. Lions, E. Magenes [ 24]) que y est dans H3/2(Q)~
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Notons Yy la solution de (5.1). Soit N 2 0, V4 € LZ(F) donnés et

NI-—-

J(u) =

N| =

2
£y g Sy - vl dy .
r T

Soit K un convexe fermé de LZ(F) et 6 > 0. Le premier probléme est
Min J(u),

(5'3)6
u ¢ K, |¥fy)| <8 , p.p. YeTI .

Théoréme 5.1
—Ssorthe J.2

On suppose qu'il existe un contrdle admissible et que

(5.4) N > 0 ou K est borné dans LZ(F).
Alors le probléme (5'3)6 admet au moins une solution. 0
Démonstration

L'infimum de (5'3)6 est fini et une suite minimisante {u"} est bornée dans LZ(F)

d'aprés (5.4), donc yn =y , est bornée dans H3/2(Q). Il existe donc

(G,;) € L2(I‘)b>< H3/2(Q) téfs que pour une sous suite, avec (5.1) :
n - 2 .
U s u L™(T) faible,
vy a5 BY2(Q) faible,

ay™ > a5 12(Q) faible ;

u € K,

l;(Y), < 6, P-PjY el ,

Py u sur T.
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Reste 3 passer 3 la limite dans 1'équation d'&tat. Pour n < 3, 1l'injection de

H3/2(Q) dans L6(Q) est compacte donc

o™ > &3 2@ fore ;

d'oii § = y- . De plus, J est convexe continue donc f.s.c.i. par rapport au cou-

we 2|

ple (u,y) ; on en déduit Que u est un contrdle optimal. 0

Nous passons maintenant 3 1'expression des conditions d'optimalité. Notons Zu la

solution unique dans H3/2(Q) de

-Az + z = 0 dans (,
oz
3p U osur r,

et posons

U= {ueL2() : zul e L°(I)},
T

Y ={ye H3/2(Q), Ay € LZ(Q), Y,F € Lm(T)},
et

z =17(1),
(5.6) - |

Zo ={z ez, [z(Y)]| <68, p.p. yeT}

Munis de la norme du graphe, U et Y sont des espaces de Banach.

Théoréme 5.2

3/2(9),

Soit 6 > 0 et une solution de (5. 3)6' Il existe o, 2 0, y e 2', qeH
D € L2 (), r € U' tels que '
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(5.7) _ o + IIEIIU' > 0,

-Aq + q + 3§2 q =0 dans Q ,

(5.8) o
3 -
- 5% =y - yg sur r,
' - -2 - 0z _ =
(5.9) S p(-Az+z+3y“z)dx + <r, T gty S g, o Y2 e ¥,
9]
(5.10) ‘<ﬁ,z—}_r>z,z <0, ¥z ¢ Z,
et _ v
(5.11) -~ a J (Nu-q)(v-u)dx + <E,v—E>U,U >0, ¥ e Kn U i
T g

Remarque 5.1

(i) On vérifie que pour tout Z£'Y,-A2-+z-+3§%:est dans LZ(Q) et (5.9) a donc un
sens. On verra dans la démonstration que pour tout | donné dans Lm(P)', (5.9)

" a une solution unique (5,;) dans LZ(Q) x U'.

(ii) On peut &viter de faire apparaitre p dans 1'énoncé du théoréme 5.2 en rem

plagant (5.9) par

- =2
<r, = = <u,z> Vz € Y ; -Az+ 2+3y 'z 20. [

z'z

Démonstration du théoré&me 5.2

Dans un premier temps, montrons que l'application u - Yy est de classe'C’1 de U

-~

vers Y en appliquant le théoréme des fonctions implicites & l'application

F:¥YxU->L12%Q) xU

3.9
(y,u) > (-by +y +y°, == - u).
Un élément de Y a une dérivée normale dams Lz(F),'l'application y S &tant

m 372

continue de Y vers LZ(F) (J.L. Lions, F. Magenes [24]). D'autre pért, B “(Q) < P )
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pour tout p > 1 (si n < 3) donc Y3 est bien dans LZ(Q). Pour montrer que %% = v
est dans U, il suffit de vérifier que w = z,~ Yy a une trace dans ﬁ”(r) i W oest

solution de

-Aw +w = Ay -y =1£f dans Q,

%% =0 sur T
) A A
Puisque f ¢ LZ(Q), w est dans H () et wl € H3/2(F) c c().

r

L'image de F est donc bien dans LZ(Q) x U et on vErifie aisément que F est de

classe Cl. Montrons que 1'équation

Az + z + 3y2.z = f dans LZ(Q),

(5.12)
3z

-V dans U,

a une solution unique dans Y. L'équation (5.12) a une solution unique dans HI(Q) R

on peut écrire z = z, + z, avec

1 2

-Azl tz) = £ - 3y2z dans Q,l

dz
551-—0 sur T,

et

-0z, + z, = 0 dans @,

EE2= v sur T.
on

3/

Or z, est dans HZ(Q), donc sa trace sur I est dans H 2(I') c C(D), et z, est dans

Y par définition de U. Donc z = z, + z, est dans Y.

1

Nous appliquons maintenant le théoréme 3.1. Il existe a, j, i, T vérifiant (5.8)
(5.10)(5.11) et '
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(5.13) o+ HUHz' > 0,

(5.14) <r,v> = <Y,z

—_— v e U,

z'z’

oll z est la fonction de v donnée par

~Az + z .+ 3;2 z = 0 dans Q .

(5.15)

§§A= v sur [,

On 2 verifié en démontrant le théoréme des fonctions implicites que l'application

¥ - 12 x U,

z 9—(~Az+z+3§zz, %;%)s

est bijective. L'opérateur adjoint est donc aussi bijectif, d'oli 1'existence de
(51,}1) solution de (5.9). Mais si' z vérifie (5.15), (5.9) se réduit a (5.14),

d'ol ;1 = r. Démontrons (5.7).

Si a # 0, le résultat est &vident. Si a = 0, montrons que <l1,y> est non nul. L'iné-

quation (5.10) s'écrit

<Y, z> = <U,y> , ¥z € Z(SD

Puisque | # 0 d'aprés (5.13), il existe 2z E”%S tel que <p,z> > 0, d'ob
<H,y> > 0.

Soit z la solution de

Az + z + 3;22 = 0 dans 2,

z =y sur I.

On vérifie aisément que z eHJ/Z(Q) et que w = z-y est dans HZ(Q), d'ot

%%% € HI/Z(T) c U et g{% € U. Il suffit alors d'appliquer (5.9) i zvpour obtenir-

la conclusion. . [
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Remarque 5.2

(i) On sait (S. Agmon, A.Douglis, L. Niremberg [ 21) que 1'équation
-Az + z = £ dans Q,
g§-= u sur T,

avec f ¢ LB(Q) et u ¢ WI—I/B’B(Q), admet une solution unique dans Wz’B(Q), dont
la trace sur I' est dans WZ_I/B’B(F), espace inclus dans C(I') d&s que B >80 =n/2
soit BO = 3/2 pour n = 3? Donc si B > 3/2, WI_I/B’B(F) est inclus dans U ; d'ol
la densité de U dans LZ(F).

Nous en déduisons 1'analogue des remarques 2.3, 2.4,2.5 et en particulier le fait
que si K = LZ(F), T s'identifie 3 une &lément de LZ(F). Notons que le point (i)

du théoréme 3.2 s'applique alors et on peut donc prendre la constante o &gale a 1.

(ii) Si n = 2, on a un peu plus : la trace de y est dans HI(T) qul est inclus
dans C(I'). Alors on peut prendre U = LZ(F) ; T est dans LZ(F) et ﬁ est une mesure

de Borel réguliére. 0

Nous &tudions maintenant le probléme suivant. L'équation d'état est

3. 0 dans Q,

“Ay +y
(5.16)

y =u sur I,

ol u ¢ LZ(P). On se restreint aux solutions de (5.16) appartenant 3 L6(Q). Le la-
placien de y é&tant dans LZ(Q), sa trace sur I est bien définie. Introduisons

1'équation linéaire
~Az = 0 dans Q,
(5.17)

2z = u sur T,

dont la solution sera notée z.» et 1'espace
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U, = {ae 15(D), z e L)},

qui, muni de. la norme du graphe, est un espace de Banach. Notons que, d'aprés le
principe dumaximum, V| contient L” (D)

Proposition 5.1

L'équation (5.16) admet une solution dans L6(Q) si et seulement si u appartient & .

U, 5 de plus, cette solution est unique. []

Démonstration

Supposons que Yy existe, et posons w = Yy = %y 3 w vérifie

-Aw = -(yu)3 dans 0,
= 0 sur T.
Comme (yu)3 est dans L (Q), on en dedu1t que w, est dans H (Q), donc (n < 3) dans

C(Q) ; donc z,
(5.16) é&quivaut

Y, - ¥ est dans L (), d'oti u ¢ Ul' Ré€ciproquement, si u ¢ Ul

Qy

-Aw + (zu + w)3 = 0 dans Q2 ,
(5.18)

=0 sur T,

ety =z *wv. On vérifie aisément que puisque z est dans L (Q) (5.18) admet

une solutlon dans H () ; (5.16) admet donc une solutlon dans L Q).

Montrons 1l'unicité de Yy : soit ?u une autre solution de (5.16). Alors
vE=y, - ?u vérifie
=Aw + (( )2 +y§ + (¥ )2)w = 0 dans §
vt ()" +y 9.+ G, .

=0 sur T,

d'oll on déduit que w est nul. 0

(1) Pour n <3, V1 contient aussi H]/Z(T). Les inclusions-Lw(Q) c Vl et

H]/Z(T) ngd y , sont strictes.
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L'espace U, est un espace "naturel"” pour les contrdles ; mais nous allons voir
que la contrainte sur 1'état impose de choisir un espace plus petit. Nous intro-

duisons le critére

oy
N 2 1 2

Jw) =5 S S G-yl Ay,

r r

ot N = 0 et V4 € L2(F) sont donnés. Solt K un convexe fermé de LZ(F) ; le probléme

est, pour § = 0 :

min J(u),
(5.19)6 3y
uek |26, ppeyel

Le laplacien de y &tant dans LZ(Q), sa dérivée normale au bord est bien définie

1

(c'est-a-priori un €lément de 1 () ‘donc (5.19)6 a un sens. L'existence d'un’

contrdle optimal est obtenue sans hypoth&se sur N et K :

Théoréme 5.3

4

Si le probléme (5'19)6 a un contrdle admissible, il a (au moins) une solution. 0

Démonstration

oy
. n . e . n n n . n
Soit {u' } une suite minimisante ety =Yy - Posons v = e ; nécessairement v -.
est bornée dans LZ(T). Puisque -AyPe Lz(Qy et yle L6(Q), on peut multiplier 1'équa-

tion d'état par ylet intégrer par parties, d'ol

2 i
S (Vyn) dx + [ (yn)4dx = [ vnvyn dy,
9] . . Q r

d'oli ou déduit en particulier que {yn} est borné dans HI(Q), donc dans L6(Q)

(pour n < 3). Donc yn vérifie

—Ayn = " dans 0 s
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ot (fn, v“> est bornée dans LZ(Q) x LZ(T) ; 11 s'ensuit [24] que {yn} est bornée

3 . :
dans H /2(9). Les applications

3/2

1320 » 5w,

Y > Y,
3/2(9) N Lz(r)’
y—>y{r ’

3/

étant compactes (n < 3), on en déduit 1'existence de (u,y, v) dans LZ(F) x H 2(Q)

x LZ(P), tels que pour une sous-suite

5 1/2(Q) faible,
n, 3 -3 2

(y)7 (v L°(Q) fort,

LZ(F) fort,

L2(T) faible.

il

On en déduit que y v et que u est un contrdle admissible. La convexité de J

par fapport au couple (u,y) permet de vérifier que u est optimal. O
Remarque 5.3

On n'a pas utilisé la contrainte sur l'&tat pour obtenir des estimations supplé-
mentaires sur la suite minimisante. De fait, le théor&me 5.3 est encore valable

en 1'absence de contraintes sur 1l'état (§ = +0). O

Nous introduisons maintenant un cadre fonctionnel prenant en compte la contrainte
sur 1'état. On rappelle que pour u € LZ(Q), z, est la solution de (5.17). Défi-

nissons

9z ®
Y L)},

1
U—{UGH(F),EE{—

On a vu dans la démonstration-du théordme 5.3 qu'un &tat admissible est dans

H3/2 3/2k9) vers HI(F), il s'ensuit

(R) ; l'application y » ylr étant continue de H
qu'un contrdle admissible est dans HI(F). Ceci justifie la définition de U. Soit
d'autre part s > n (on exclut le cas'n=l, trivial). Nous'dhoisissons

Y={y e B2@ ; by e £@ ;5 2 ¢ (D).

on
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La définition de Y découle du souci d'obtenir 1l'état adjoint dans un espace con-
cret (voir la remarque 5.2). Le choix de IS (), avec s > n, est dii aux for-

mules d'inclusions d'espaces de Sobolev (voir (5.22)). Munis de la norme du gra-
phe U et Y sont des espaces de Banach. Les ensembles Z et Zg sont définis comme

en (5.6).

Proposition 5.2

Pour tout u ¢ U, (5.16) a une solution unique y dans Y et l'application u -
A _ u Yu

est de classe C1 de U vers Y. O

Démonstrdtion de la proposition 5.1
Nous appliquons le théoreme des fonctions implicites & 1"application

F:¥YxU-=1%Q) x U,
(y:u) - (—Ay + y3: YIF - u)-

3/2(5‘2), y est dans Lp(Q) pour tout p > 1, domnc y3 est dans IS (Q).

Puisque Y ¢ H
De la définition de Y et U, on déduit que 1'image de F est bien dans L°(Q) x U

et que F est de classe Cl. Erudions 1'&quation
2
~-Az + 3y"z = £ dans Q ,
(5.20)
z =vsur Tl ,
oli (v,f,y) est donné dans U X Lg(Q) x Y. Soit 1'é&quation
-Aw = f dans Q ,

w=vVvsur I .

Cette équation admet une solution unique dans Y. Posons w = z-w ; (5.20) équivaut

- @
a
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-Aw + 3y2 w=f- 3y2 w dans € ,
(5.21)

0 sur T.

W

Posons fI = f - 3y2w. On vérifie ais@ment que f1 € I?(Q) et que (5.21) a une so-—

lution unique w dans HI(Q). I1 vient alors
-bw = f1 - 3y2§
w =0 sur T.

. - 1
Or vy ¢ HB/Z(Q) c LP(Q), ¥p >0 (n £ 3) et w ¢ HI(Q) c L6(Q) (n £ 3) donc M

‘3y2§ € L5(Q) et donc -Aw € LS(Q), d'ou [ 2 ] w e WZ’SCQ) et g% € Wl—l/s;S(T). Or
(R.A. Adams [ 1 1)

wl-l/s,s

(5.22) () < ¢(I) si 5 > n.

Donc w est dans Y, et aussi z = w+w. On a prouvé que (5.20) admet une solution

unique dans Y. Le théor@me des fonctions implicites s'applique donc. (]

Nous sommes maintenant en mesure d'exprimer les conditions d'optimalité@ de

(5'12)6' Soit s' tel que 1/s + l/s' = 1.
Théoréme 5.4

- - - - '
Soit u une solution de (5'12)6' I1 existe o 20, pye Z', q ¢ HI/Z(Q), p € L® ),

T e U tels que
(5.23) o+ |]§||U, > 0,

-Ag + 3523 = 0 dans Q,
(5.24)

- _ 9
g -3

A Y4 Sur r,

—— ——

(!}) Par bootstrapping si s = 6.
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(5.25) S p (-Az + 3522)dx + <§,z>u,U = <, %ﬁ> , ¥z € Y,
Q n
- v ‘
(5.26) G,z - a—z <0, ¥z ¢ Z,
(5.27) o SONG+2L) (v-0) + <F,v-u> 20, ¥v e K U [
y

la démonstration du théor&me 5.4 est similaire & celle du th&oréme 5.2 ; nous

1l'omettons donc.

Remarque 5.4

Si u e Wz_l/B’%F), la solution z de (5.17) est dans WZ’B(F) (cf. [ 2]) et admet

donc une dérivée normale dans W espace inclus dans C(T) si B > n. On
en déduit que U est dense dans LZ(F), d'oli 1'analogue des remarques 2.3, 2.4,

2.5 et en particulier r ¢ LZ(F) si K = LZ(F). 0

Remarque 5.5

Le probléme précédent peut &tre vu comme un probléme de contrdle par les condi-

O

tions de Neumann (appelons les v) avec la contrainte sur le contrdle ||v|| o
L (T

et la contrainte sur l'état yIF € K, l'intérieur de K pouvant €tre vide. Dans
le cas ol K est borné dans un espace convenable et ol 1'intérieur de K n'est pas
vide, on peut exprimer, & 1'aide du th&oréme 3.1, d'autres conditions d'optimalité-

quine coincident pas avec (5.23)-(5.27), les espaces étant différents. [J
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VI - CONTROLE D'UN SYSTEME DE TYPE REACTION DIFFUSION AVEC CONTRAINTE SUR
' L'ETAT FINAL v

. . . n . . . s .
Ici encore, 2 est un ouvert borné de R, n < 3, de frontiére T réguliére. Soit

T > 0, on note

2 x 10,1
I x 30,1

™M O
H

Nous considérons le systéme (y = y(x,t), u = u(x,t))

dy _ _J3
It Ay -y~ = u dans Q,
(6.1) y =0 sur X,

Y(X,O) = Yo(x) 5

ol u € LZ(Q) et yo(x) est dans Hé(Q). Nous cherchons des solutions de (6.1)
dans HZ’I(Q). Nous rappelons que, pour p > 1

W P = w'P(@ n LP(0,T,w?’ P(@).
On note HZ’I(Q) ='W2’1;2(Q)-

Le systéme 6.1 admet une solution dans HZ’I(Q x [0,t]), pour t petit (H. Ishii

[18]), mais n'admet pas mécessairement de solution globale.

Définissons

2

@2 = {u ¢ LZ(Q) ; (6.1) a une‘solution (ou moins) dans H ’I(Q)}.

Le théoréme suivant est démontré dans [ 6 1 (voir aussi [71) :
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Théoréme 6.1

L'ensemble @2 est un ouvert connexe non vide de LZ(Q). Dans @2 , 1'application

u - Yy (solution dg (6.1)) est univoque et de classe C1 de @2 vers H2’1(Q). O

La démonstration du théoréme 6.1, basée sur le théoréme des fonctions implicites,

emploie en particulier le lemme suivant, que nous utilisons plus loin.

Lemme 6.1

Soit q ¢ Lw(O,T,LB(Q)), f e L2(Q), h e Hé(Q). Alorsil'équation

dz
Ic Az + qz = f dans Q,
(6.2) : z =0 sur I ,

z(x,0) = h(x), pwp.x € Q ,
. . 2,1
a une solution unique dans H™® (Q). a

Soit N =2 0 et Vg € L6(Q). Le critére est

/ u2 dx dt + % S (yu - yd)6 dx dt si u ¢ @2 ,
J(u) = Q Q

N =

+ ® sinon.
Soit K un convexe fermé de LZ(Q) et § > 0. Nous posons le probléme

Min J(u),
(6.3)
ueKn 62 . [yu(x,T)I £§, p.p. Xe Q.

Notons que y &tant dans HZ’I(Q), y est dans C(O,T,HI(Q)) (n £ 3) donc la con-

trainte sur 1'@tat a un sens.
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Théoréme 6.2,

On suppose l'existence d'un contrdle admissible pour (6.3) (un &lément Uy de K n @2

tel que Yy vérifie la contrainte sur 1'état) et
0
N > 0 ou K est borné dans LZ(Q).

Alors le probléme (6.3) admet au moins un contrdle optimal. O

Démonstration

. . C e n _ " n._n -
Soit {u_} une suite minimisante et y =y o+ Nécessairement {(u',y )} est borné

dans L2(Q) X L6(Q), d'oﬁ, avec (6.1) u

dyr1

i Ayn borné dans LZ(Q).

On en déduit que {yn} est bornée dans HZ’I(Q), et qu'il existe (u,y) e LZ(Q)
x HZ’I(Q) tels que }

e LZ(Q) faible,

n -

y y HZ’I(Q) faible.

‘Le passage 3 la limite dans 1'équation s'effectue par les mémes technique que pré-

cédemment, en utilisant la compacité de l'injection de HZ’I(Q) dans L6(Q) pour

n < 3 ([23] p. 40) ; on vérifie que u est admissible et on déduit de la convexité
de J par rapport i (u,y) que u est optimal. g
Nous choisissons maintenant un cadre fonctionnel. Soit z, la solution de

— = Az = u dans Q,

z =0 sur Z ,

z(x%,0) = 0, ¥x e {
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Pour tout u ¢ LZ(Q), il existe z, unique dans Hz’l(Q). Définissons

c
1

{ue 2@ 5 2,(..D ¢ U@,

{y ¢ Hz’l(Q) 3 vy = 0surl, y(.,7) L7()}.

o]
H

Ces espaces sont munis de la norme du graphe qui en fait des Banach. Nous posons

L”(Q),
{z e2; |z2x)] <6, p.p. x € Q} ,

NN

@21 = @2 n U.

Dans la suite, on utilise 1'inclusion suivante (voir [23]) :
(6.4) 12l < 119%qQ) sin s 3.

Proposition 6.1

L'ensemble @21 est un ouvert connexe non vide de U, et 1l'application u -+ Yy est

de classe C1 de @21 vers Y. O

Démonstration

Appliquons le théoréme des fonctions implicites 3

F:YxU~>TU x Hé(Q),’
d 3
Gw > (G- by -y -u, y(0) - y(x).

10/3(Q) ; d'aprés 23], il vient donc

g2(1-3/10),10/3

D'aprés (6.4), v = y3 est dans L
2,1;10/3 )
v € W (Q), donc (J.L. Lions [23] p. 39), zv(.,T) € Q) ;

ce dernier espace est inclus dans C(5). L'image de F est donc bien dans U X Hé(Q),

2

et on vérifie que F est de classe Cl. Montrons que 1'équation
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dz 2
i , Az - 3y"z = £ dans U,
(6.5) Yz =20 sur I,

z(.,0) = h sur Q,

admet, si (y,f,h) € Y x U x Hé(ﬂ);.une solution unique dans Y. Or, sin < 3 :
2,1 1 o 6
H™? ' (Q) < C(0,T,H (R)) < C(0,T,L(R)),

donc y2 est dans ﬁm(O,T,Lg(Q)). D'aprés le lemme 6.1, 1'8quation (6.5) a donc une

solution unique z ¢ H2’1(Q), Mais

(6.6) %%-— Ay = £ + 3y22 dans Q .

10/3

D'aprés (6.4), 3y22 est dans L Q, donc dans U ; le second membre de (6.6)

est donc dans U, donc z ¢ Y. Le théoré&me des fonctions implicites s'applique donc
d'ol la proposition. 0 '
Nous utiliserons l'espace

Y, = {y e Y ; y(.,0) = 0}.

Voici l'expression .des conditions d'optimalité :

Théoréme 6.3

-w2,1;6/5(9),

Soit u un contrdle optimal et y = vy Alors il existe a > 0, q €

pelU', He L (Q)' tels que

(6.7) a+ o[l >0,
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2239 _pq - s
5t Aq - 3y7q = (y yd) dans Q,
(6.8) q=0sur %,
q(.,T) =0,
- dz - —2- .
(6.9) <p, E%" Az - 35 2>y = <yz(e, Doy,
(6.10) <Y,z - y(.,T)>Z 1y < < 0, ¥z ¢ 26
et
(6.11) o [ (Nu+ q)(v - u) dx dt + <p, v-u>,,
Q

Démonstration

’

¥z ¢ Y

o ’

20, ¥%weKnU., [0

On vérifie par les techniques de [ 6] [ 7] que. J est dlfferentlable et que le gra-

dient J en u est Nu+q, ol q € W 2,136/5

20 136/5

(Q) est solutlon de” (6.8) (notons que
(Q) est inclus dans L (Q) pour n £ 3 ; ef. J.L. Lions [23], p. 40). L

théoréme 3.1 implique donc l'existence de o 2 0, 1 ¢ Lw(Q)', p e U' tels que

(6.10)(6.11) et
(6.12) a + 1[ﬁ1|z, >0

(6.13) <p,v> = <u,z(.,T)>,,

U'u z' Z’

pour tout (v,z) € U X Y, vérifiant la relation

jt Az - 3y z = v dans Q,
(6.14) z=0sur?l,

z(x,0) =0, ¥x ¢ Q .

L"application z 92 Az - 3§zz étant surjective de Y

dt

0

dans U (voir la démonstration
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de la proposition 6.1), (6.13)(6.14) Equivaut & (6.9). Démontrons (6.7). Si o = O,
c'est immédiat., Si o = 0, u = 0 d'aprés (6.12). De (6.10) on déduit que
<1 y(.,T)> > 0. Comme L est continue sur ﬁw(Q), il existe donc ¢ > 0 tel que ,

pour tout z ¢ Y,

(6.15) [z¢,T) -y, D[], <e
L (@)

implique

(6.16) <u,z(.,T)> > 0.

I1 suffit d'exhiber z dans YO Véfifiant (6.15) : d& (6.9) et'(6.l6), il s'ensuit

alors que p n'est pas nul. Posons w = z-y. Il vient

»%% - Aw = v dans Q,
(6.17) w = 0 sur I,

w(x,0) = - yo(x), P-P.X € 8 ,
ol

v = g%-- Az + %% - Ay

peut &tre pris arbitrairement dans U. Nous choisissons v de la forme

v(x,t) € L2(Q),
(6.18)
v(x,t) = 0 pour t ¢ (T/2,T).

D'aprés les propriétés régularisantes du semi-groupe associé a 1'opérateur -A
. 1 . .
(de domaine HZ(Q) n HO(Q)), il est clair que tout v de la forme (6.18) est dans

U et il existe C, > 0 tel que

AlwC, T < C, | |w(.,T/2) ||
v 12
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d'oﬁ,~H2(Q) étant inclus dans C(§) pour n < 3, 1'existence de C2 > 0 tel que

HW(.,T)H © 2 CZHW(.,T/Z)H 2 .
L () L7(Q)

Or nous savons que l'ensemble des w(,,T/2) obtenu lorsque v(x,t) varie est dense

dans LZ(Q) (J.L. Lions,[iO]). I1 existe donc v vérifiant (6.18) tel que la solu-

tion w de (6.17) vérifie ||w(.,T/2)|]| 5 < e/Cz, d'oli le résultat. 0
: 1) .

Remarque 6.1

(i) Si u € LB(Q), Zu € (Q) et ZU(M,T) est dans B Lions
(23], p. 39), espace inclus dans C(Q) si B8 >-% + l—; LB(Q) est donc inclus dans
LB(Q) pour tout B > 2. U est donc dense dans L2(Q). Ceci permet d'énoncer pour

ce probléme les analogues des remarques 2.3, 2.4, 2.5.

(ii) L'Bquation d'état lin&aris€e &tablit un isomorphisme entre U et Y ; on en

déduit que si u est un point interne & Kn U, le probléme est qualifié (a = 1)

d'aprds le point (i) du théor2me 3.2 ; le multiplicateur p est alors dans LZ(Q).

O
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VII - CONTROLE D'UN SYSTEME NON LINEAIRE DE TYPE HYPERBOLIQUE AVEC CONTRAINTE
SUR L'ETAT FINAL '

Nous supposons maintenant que Q = JO,1[. Soit o e¢R, a 21, L'équation du systéme
est

2 2

ELZ-— é—% - ya = u.dans Q,

ot X
(7.1) y =0 sur I,

= gy =
y(.,O) "'"a'{._'("o) = 0.

Si u est donné dans LZ(Q), le systéme (7.1) admet une solution au voisinage de
t = 0, mais la solution, notée yu,‘peut exploser en un temps fini (J.F. Bonnans
[ 1). Le critére est
J(u) = N / u2 dx dt + L I ly-y IZ dx dt,
2 2q, d
Q Q :
oi N =2 0 et V4 € Lza(Q) sont donnés. Soit K un convexe fermé de L2(Q) et § > 0.

Le probléme est

Min J(u),
(7.2) .
5 .
ue K, lg; Yu(X,T)l <8, p.p.x e

Montrons que la contrainte sur 1'état final a un sens. Si u est un contrdle ad-

: : . s s e 2 o s
missible, Yu (dont on vérifiera 1'unicit8) est dans L 0L(Q.), donc Yu vérifie

3%y 3’y

—5— = 5 = f dans Q,
ot o

y = 0 sur &

_ dy _
y(.,0 =¥ 0 =0,
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ol f ¢ LZ(Q) ; on sait alors (J.L. Lions, E. Magenes [24]) que y ¢ Y1 oll

Y, = {y € C(O,T,H(])(Sz)) ;g—{- € C(O,T,LZ(Q))}.

Ceci donne un sens & la contrainte sur 1'état. Analysons (7.1). Soit z, la solution

de

2 2 .
E—% - 3—; = u dans Q,
ot 9%
(7.3) z = 0 sur Z R
- d -
Z(.,O) :-d-E 2(.,0) = 0,

et posons

U= {uel?@ ; gz 2,(.,T) ¢ LD}

3
ox

=
]

2 2
vet?@ ;-2 @ 5y 20surz;y(,0 20;
ot Ebe

ay 0
2,1 e L@}
Les espaces U et Y ne sont pas triviaux ; par exemple, 1'E€lément

u(x,t) = w(x), ¥xe Q , t € (0,T),

2

ol w est un vecteur propre de — (associ& aux conditions de Dirichlet) est dans
ox

U. Munis des normes du graphe, U et Y sont des espaces de Banach. Posons
@2 = {ue U (7.1) a au moins une selution yu dans Y}.

Théoréme 7.1

L'ensemble @2 est un ouvert connexe non vide de U. L'application
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@~y

Uy solution de (7.1)
est univoque et de classe Clﬁ |
La démonstration du théor@me utilise deux lemmes.
Lemme 7.1

Soit q € LZ(Q). L'8quation

3%y 92
AL G qw = u dans Q,
2 2
at ox
(7.4) w = 0 sur I,
w(.,0) = .0z 0
‘s at ‘s - ’

a une solution unique dans ¥,. g
Dans les démonstrations, nous utiliserons les notations

[z| = ( 2(x)? ax)'/?
' Q

1/2
al] = ¢ Zw@? an !/
q Ox
Notons que { étant borné, on peut prendre |].|] pour norme de Hé(ﬂ).
Démonstration du lemme 7.1
dw

Multiplions formellement (7.4) par (ce sera justifié par la suite) et intégrons

dt
en espace, il vient (les C.l désignant des constantes positives)
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1 d ow 2 2 ow
7 el Il = 7 a5 ax

dw ow
lal [lwll oI5l *+ lul |53
() dt ot

IA

1

IA

o N

BW 2 + l|u|2

1 2
#glal™ = 1 gl + 7

2
ol 1%
L@

I

1 2 1 2 ow 2 1 2
w12+ 4dal? + 1 122+ Lyl

. PR . . . 1,
la derniére inégalité &tant justifide par 1l'inclusion continue de HO(Q) dans ﬁw(Q)

pour n = 1. De 1'inégalité de Gronwall, on déduit les estimationms

< C

hal] 1 5
L”(0,T,Hy ()

2’

ow
el o <C
9t 1”0, T,L2(@))

3’
ol les constantes C2, C3 dépendent des normes de u et q dans LZ(Q), ainsi que
de la géométrie de ). On en déduit une estimation de w dans ﬁm(Q), donc de qw

2 2
dans LZ(Q).; EJg - é—%-est donc estimé dans LZ(Q), d'oll (classiquement) 1'es—

ot ox

timation a priori (formelle)
(7.5) |1w|[Yl < C,e

Pour justifier l'estimation a priori et prouver l'existence de la solution, on
discrétise en espace le systéme par la méthode de Faedo-Galerkine ; le systéme
(7.4) se réduit alors 3 une équation différentielle, qui admet ume solution au
voisinage de l'instant 0. Les mémes estimations a priori que ci-dessus qui sont
-alors justifiées, montrent que le systéme discret admet une solution sur (0,T),

vérifiant (7.5). On passe alors & la limite sans_difficultés.

L'unicité de w résulte du théoréme 2.2, p. 200 de J.L. Lions [23]1. 0O
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Lemma 7.2

1

Siul (O,T,Hé(Q», la solution z de (7.3) vérifie
2
ze C(0,T,H (),
oz 1
—_— 0,T,H .
Bt Ec( ) (Q)) D
Démonstration

- La démonstration s'obtient en multipliant formellement 1'équation (7.3) par
Bgz
Bzxat

puis en utilisant les techniques de J.L. Lions, E. Magenes [24], vol 1,

ch.3, §¢.

Démonstration du théoréme 7.1

Soit l'application
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On peut vérifier que ya € ﬁw(O,T,Hé(Q)). Le lemme 7.2 implique que la solution z
de (7.3), avec fx au second membre, vérifie z(.,T) € HZ(Q), donc

%%(.,T) € Hl(Q) c ¢(f) ; 1'image de F est donc dans U, et on vérifie aisément que

F est de classe Cl. Evidemment @2

F(Y, {O}U) ; donc (U est connexe et non vide.

Etudions le systéme

2 2
9—% - 9—%-— uya-lz = f dans Q,
at ox

(7.6) . z = 0-sur I,

1l

=0 = 22
z(.,0) =0 = at(.,0) o,

oii f e Uety ¢ Y sont donnés ; y &tant dans Lw(Q), (7.6) admet d'aprds le lemme

7.1 une solution unique dans Y. Mais on vérifie que

322 _dz a-1
3t2 -9x

est dans U, et z est donc dans Y. On peut donc appliquer 3 F le théoréme des fonc-

tions implicites, qui donne la conclusion. O
Nous passons maintenant & 1'&tude du probléme de contrdle proprement dit.

Théoréme 7.2

On suppose l'existence d'un contrble admissible et N > 0 ou K est borné dans L2(Q).

Alors le probléme (7.2) a au moins une solution. 0
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Démonstration

soit {u"}, ™ = {y n} une suite minimisante. Il vient
u

u est bornée dans LZ(Q),
n - 20
y. est bornée dans L7 (Q),
d'ol avec (7.1) et la contrainte sur 1'dtat :
n ~ :
y borné dans Y.

I1 existe donc (u,y) e L2(Q) XY et £ ¢ LZ(Q) tels que

& 3 12(Q) faible,
vyl y Y faible x,
GH* s L%(Q) faible.

Mais Y, est inclus dans HI(Q), et 1l'injection de HI(Q) dans LZG(Q) est compacte
puisque Q CiRZ (R.A. Adams [ 1 1) ; d'ol

GH* + 3% 1L%(Q) fort.

Ceci permet le passage a4 la limite dans 1'@quation d'état. On vérifie alors que

U est solution de (7.2). O
Pour 1'expression des conditions d'optimalité, notons

z = L7(Q),
26 = {z ¢ Z, ]lz!{z < 8.

Théoréme 7.3

Soit u une solution de (7.2), et y 1'&tat associé. Il existe a = 0, q Lw(o,T,LZ(Q»,
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%%-e Lw(O,T,H—I(Q)), peU', ue Z' tels que
(7.7) o+ [|p]lye >0,
2-  2-
—C - -2 - .
_a',_(zl - 8_% —aya : = ly - ydla (y - yd) dans Q,
ot 9x _
(7.8) q =0 sur I, 2
q(.T)=.§§_( TY =0
b at b4
: 2 2
- J3z _2dz=z —0~1 - 3
(7.9) <p, 2;” - g;g Ay zpeyg T <y, % z("T)>Z'Z? ¥x € Y,
. - 8 -
(7.10) U,z - T)T{y("T)>Z'Z <0, ¥z ¢ ZS’
(7.11) o f (NG + q)(v-u) dx dt + <p, v—G>U,U 20, ¥%vekKnU [

Q

Démons tration

On peut vérifier que l'application u - J(u) est différentiable de LZ(Q) dans R ;
son gradient est de la forme Nu+q, q étant solution de (7.8). A priori q e_Lz(Q) ;
on peut montrer (J.L. Lions [23 1, p. [97) que a est dans Lm(O,T,Lz(Q) et %% dans
Lm(O,T,H-l(Q)). La conclusion s'obtient alors en appliquant les théorémes 3;1 et
7.1, avec les mémes techniques que précédemment. Le seul poipt délicat est de vé-'
fier (7.7), sachant que o + ||}|| est strictement positif. Ceci revient 3 vérifier

que 5 est non nul si ﬂ n'est pas nul. De (7.10) on déduit que <ﬁ, %% (.,T)>-est

strictement positif ; de
%y 3% -o -
—%-—}21— y = u dans Q,
t oxX :
on déduit que
- 2
Bzy 3" =a~1=
3 T TS5 -0y y=Ev,
ot ox

ol v =u+ (l—u)§u est un &lément de U.
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.I1 vient donc avec (7.9)

- %y 3%y -a - 3 4
D, - g ayr = < ogy (LD> >0,
ot oxX
ce qui prouve que E n'est pas nul. 0

Remarque 7.1

D'aprés le lemme 7.2, LI(O,T,Hé(Q» nLZ(Q) est inclus dans U, ce qui prouve que U
est dense dans L?(Q). On en déduit 1'analogue des remarques 2.3, 2.4, 2.5. On

vérifie également si u est un point interne & KNU, le probléme est qualifié

(o= 1), 0O
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ANNEXE

Extension de la notion de support aux éléments du dual de LGGD

Soit © un ouvert borné de Rn, ou n est quelconque. Soit
K= {y € L76R) ; | y(x)} £ 1, p.p. x e Q}.

Le but de cette annexe est de présenter une notion de support pour les éléments
du dual de Lw(Q)' qui’ dans le cas des normales a K colncide en un certain sens
avec 1'ensemble des points au voisinage desquels y vaut + 1. Dans le éas ol on

remplace Lw(Q)'par c(Q), voir E. Casas [10].

Soit yj, j € J, la classe d'équivalence de y dans L7(Q). Pour ¢ e [0,1[,

définissons

I 3
F () = xeq;| yv&x)]| z1-¢l,
Fy) = o P,

€ Jed €

On note m(.) la mesure de Lebesgue d'un ensemble.
Lemme A1l
m(F) =m(F), ¥j €J. a
€ €

Démonstration

On supprime la variable y. Il suffit de montrer que m(fe)'z m(Fé). Soit
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L]
i3
o]
i
]

o =qo-F 5 ed.
e

Les ensembles Qe et Qi sont ouverts, Soit une suite Kn < Qe de compacts telle

que
m(Q - K } g l-.
€ " n
Puisque
Q = u o,
€ je d

il existe un ensemble fini Jn cd tel que

Kn c U Qe .
i €
Jed,

D' autre part on vérifie aisément que, Jn étant fini

mg ) =mn( u @), ¥j_e J.
€ . J € (o]
J € n
D' ot
J J
m(F %) = m(e) - m(a_°)
€ R € 2

m) - m( v )
jed €
n

b

A

m(Q) - m(Km),

b

=m(Q -9 ) +m(g - K)
‘ € € n

A

m(F ) + l—,
€ n




d'ol le résultat. o
Corollaire
Soit € ¢ [0,1[ donné.
m(FE(y)) =0 <==> Fe(y) = 0.

Démonstration

Soit z un élément de la classe d'équivalence de y. Si m(Fe(y)) = 0, définissons
ro: '
z, ba
z(x) si |zo(x)|< 1-g,
x =
z1( )

0 sinon.

Alors zo(x) est un élément de la classe d”équivalence de y et z, est partout

strictement inférieure & 1-¢ ; donc Fe(y) = @. La réciproque est immédiate. o©

Nous définissons maintenant

F(y) = 0 FE(y).
>0

Remarque Al

F(y) contient Fo(y) mais 1'inclusion est en général stricte. Par exemple,

prendre 2 = 1-1,+1[ et y(x) = 1-| x| Alors F(y) = {0} et F _(y) = (y) = 9. o
Théoréme Al

Soit y donné dans K. Alors

{F(y) = @} <==> {y € K} <==> {30 (y) = {(0}}. ©
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Démonstration

D'aprés le théoréme de Cantor, si F(y) = @, il existe &> 0 tel que Fe(Y) =0 ;53
est donc un ‘point intérieur de K, donc BIK(y) = {0}. Prouvons la réciproque. Si
y 9K, il existe, d'aprés le théoréme de Hahn-Banach un hyperplan séparant

0 [+
strictement y et K. Done, si BIK(y) = {0}, y est dans K, donc F(y) = @. o

Montrons maintenant que, dans un certain sens, F(y) est le support d'un élément
de BIK(y). Soit z ¢ Lo(Q) et Z; ie I, les éléments de sa classe d'équivalence.

Définissons

J B . )
N (z) = {x € Izj(x)[ Sel, Jel,
N (z) = o N,
€ jel
r"o\
M (z) = N (z) .
€ €

De fagon intuitive, Mé(z) est le plus grand ouvert sur lequel z est inférieure 2

€. Nous considérons maintenant
M(z) = n M (z2).
e>0 ¢

M(z) est 1'ensemble des points au voisinage desquels z est inférieure & €, pour
tout € > 0.

Théoré&me A2
Soit p un élément de BIK(y) et z € Lw(Q). Si F(y) < M(z), alors
<y,z> = 0. o

Démonstration

Soit € > 0 et




z(x) si X ¢ Ne(z),
'z (x) =
£

0 sinon.
Alors zE € LQ(Q) et

ZE > 7 Lm(Q) quand ¢ + 0.

Or

n F ,(y) = F(y) <« M _(2).
>0 € €
Or FE,(y) est compact pour tout &' et ME(z) est un ouvert ; il existe donc a > O
tel que Fa(y) c Me(z). Or z, est nulle sur Me(z) ; on en déduit que pour B assez
" petit, y :~Bze est encore dans K ; donc <y, z€> = 0, d'ou, par passage i la

limite, la nullité de <u,z>. o

Corollaire A2

'Si Z est dans C(Q) et si z est nulle sur F(y), alors
<p,z> =0, ¥u € QIK(Y)- u}

Remarque

Si z n'est pas continue, 1'inclusion

F(y) e 'n N (z)
e>0 ©

n' entraine pas que <u,z> est nul. Soit en effet 9 = ]f1,+1[ et considérons 1la

mesure de Dirac en O : -

§ +y » y(0)

qui est un élément de C(R)'. Puisque C(Q) est un sous espace fermé de L7(Q), &

a, d'aprés le théordme de Hahn-Banach, une extension u (en fait, une infinité)
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a L7(Q)' ; soit z,, z, dans L7(9) vérifiant
0sixsoO,
z1(x) =
1 81 x >0,
1 8i x £0,
zz(x) =

Alors

<u,z1 ,ZZ> =1,

Pourtant, le point 0 est inclus dans les ensembles

n N (z,') = [~1,0]
0 €

n N‘(-zz) =[0,1]. @
e>0 €

Remarque A2

On peut mener une analyse plus fine en distinguant les points aux voisinages

desquels la fonction est proche de +1 ou -1. [
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