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CONTROLE DE DOMAINES TEMPORELS

. * * %k * % %
J.F. BONNANS , C. MORENO , C. SAGUEZ

RESUME

Cet article étudie des problémes de contréle optimal d'une équation parabolique
linéaire, lorsque l'observation est l'enseublg des instants pour lesquels un
critére ae qualité (local en temps) sur l'état n'est pas vérifié. Nous consi-
" dérons successivement le probléme de la minimisation de la mesure et du diamé-
tre de cet ensemble. Nous démontrons l'existence d'un contr®le optimal, et nous
étudions l'obtention de conditions d'optimalité. Enfin nous proposons des métho-

des numériques de résolution, fondées sur la régularisation des problémes pré-

cédents.
ABSTRACT

This paper studies the optimal control of a linear parabolic system when the obser-
vation is the set I of times for which a quality criterion (local in time) is

not checked. We successively consider the problem of the minimization of the
measure and of the diameter of I. The existence of an optimal control is proven and
the question of optimality conditions is studied. We also give some numerical me-

thods, based .on the regularization of the preceding problems.
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INTRODUCTION
Classiquement, un probléme de contrdle optimal se formule comme suit : ’

- & toute valeur d'une variable de contrdle u est associée & un état y(u) solution

d'une équation de la forme :

(1) Gﬁdy(u) = f + eLu ,

ol Oﬂl et % sont deux opérateurs, linéaires ou non.

= =

- la variable de contrdle u est assujettie & appartenir & un sous-ensenble ad-

missible,c?lad

contrdle et (ou) sur 1l'état.

d'un espace vectoriel é%/. éalad traduit les contraintes sur le

- au contrfle est associé‘un critére :

(2) I =Yy, w.

le probléme consiste & trouver u e‘@Q;d tel que
(3) J(u) < J(u), vu e@ad )

D'un point de vue physique, lorsqu'on considére un processus de fa-
brication, les contraintes sur 1l'état traduisent en général des conditions pour
assurer une bonne qualité du ?roduit et le critére J 1l'objectif de suivre un
état donné (consigne) au moindre cofit. La résolution d'un tel probléme suppose
donc, en particulier, l'existence des contrdles admissibles, c.a.d. que é%lad
doit étre non vide. Or, au cours du processus de fabrication, il peut apparaitre
des phénoménes transitoires pehdant lesquels il est impossible .de vérifier toutes

les contraintes. Le probléme de contr6le optimal précédent n'a alors plus de sens.

Dans ce cas, on doit considérer un probléme de contrSle d'un autre type
consistant & minimiser le temps pendant lequel des contraintes ne sont pas véri-
.fiées. Un tel exemple apparait dans le contrdle du processus de coulée continue-
d'acier. Pour obtenir uh acier de bonne qualité, le refroidissement doit vérifié

un certain nombre de contraintes thermigues (gradient de températixre borné, ...).
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Or plﬁsieurs phénoménes. (busette bouchée, changement de p‘oché, .+ +) peuvent en-
trainer des transitions (au niveau de la vitesse de coulée) qui rendent impossi-

ble la vérification de ces contraintes thermiques et par li-méme générent des défauts
dans l'acier en sortie d'installation. Le probléme de contr8le revient alors a

minimiser les zones de défauts.

Dans cet article nous étudions d'un point de vue théorique et numérique
un tel probléme dans le cas d'un systér,ne gouverné par une équation parabolique 1i-
néaire. Si i(u) désigne l'ensemble des instants ou les contraintes sur 1l'état ne sont
pas vérifiées par la variable de contr8le u, deux types de critére sont considé- '
rés :

- la mesure de Lebesgue de I(u), soitp/%; (I(w)) .

- le diamétre de I(u), soit §(I(u)).
Le plan de l'article est le suivant :
1 - FORMULATION DU PROBLEME

2 - MINIMISATION DE LA MESURE DE LA ZONE DE DEFAUTS

3 - MAXIMISATION DE LA LONGUEUR D'UTILISATION



1 - FORMULATION DES PROBLEMES

Soit V, H, U trois espaces de Hilbert telsque V ¢ H < V', avec injection conti-

nue et dense.

Soit deux opérateurs linéaires A et B, A ¢ =.qé(V,V') et B ¢ %( U ,V') tels gu'il

existe o > 0O et B > 0 vérifiant :
2 2 :
<ay,y>o., *+ Blyly 2 allyll; » wev.

On considére 1'éguation 4'état :

(1.1) %%-+ Ay = £ + Bu dans L2(O,T ; V),
(1.2) y|t=0=y0 dans H ;
avec

f donnée dans L2(0,T ; V'),

Y, donnée dans H.

On introduit l'espace des controies 621 = L2(O,T ; U) et 6&{ un sous-=ensemble con-
ad

vexe, fermé de 62/[ .

Alors pour tout u ¢ 62,{ r le systéme (1.1),(1.2) admet une solution unique,notée

.y (u), appartenant & ;

ay

Lt v},

5
w,T) = {y ¢ L°(0,T ; V),
Notons que (J.L. Lions [6]) W(0,T) est inclus dans C(0,T;H),ensenble des fonc-

tions continues de [0,T] dans H.

Soit Z un espace de Hilbert et C une application linéaire continue de W(0,T) dans
2 ,
L7(0,T;2). Soit Zad une partie convexe, fermée, non vide de Z. On désire satisfaire

autant que possible le critére de qualité Cy(u) (t)e zad'
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Remarque 1.1 :
On peut avoir, par exemple :

. A
V, Cy(u) {(t) = y(u)(t),

Z =
Z = H, Cy(u)(t) = y(u)(t),
Z-=V', Cy(u) (t) =%[y(u)](t). g

Nous faisons l'hyéothése

(1.3) | {u E@ad ; Cy(u) (t) € Zad' ‘p.p. t € [O,T]}=’¢.

Introduisons l'ensemble I(u) défini par ;

(1.4) 'I('u) = {t € [0,T] ; Cy(ujt) ¢ Zad}"

On a donc, par hypoﬂiése,e%(l(u)') >0, Vu eéz’iad (C)/% désigng la mesure de Lebesgue).
Considérons les critéres suivahts :

(1.5) 3t = T(w +elurw

ou E(u) est une fénctioﬁnelle de 62/( dans IR, conve'xe,s.c.i., G—différentiable}

(1.6) Jy(w) = T - (w),

avec

+
§(u) = Sup {d e R ' 3 tyt, € [0,T], d = t,-t, et

(1.7) |
Cy(u) (t) € 2Z_g, P.p.t. € (t1't2)}'



Posons alors les problémes de contrdle optimal (Pi)' i=1, 2:
Trouver u e@/lad tel que
(P,)
i

= 1)
Ji(u) < Ji(u), Vu € Z{ad.

Remarque 1.2

Les deux problémes considérés permettent d'étudier les deux principaux critéres

intervenant pour ce type de problémes.

On aurait également pu considérer comme critére le diamétre de l'ensenble I (u)

au sens de la mesure, soit :
= 3 - . 7 - =
§ = inf {tyt, ; tt, e [0,T] et ofp(T(w - [t,t)]) = 0}.
Ce probléme est de m®me nature que le probléme (P2).
Dans le cas de la coulée continue, une formulation possible du probléme est :

Min J(u) = J(u) - b (t,, - t,.),
1

(Py) ie f?(u)
ue@Z,{ad

ou 9(u) est un sous ensemble de N vérifiant :

Cy(u) (t) € Zad’ p.p. t ¢ (t2i’tli‘)’ ice 9(u),

- >
ta "%y 20

D étant la longueur utilisable minimale d'une brame, et

@/%((tli,tzi) n(tlj’t2j)) =0sii,j eﬁ et i # j.

=

Si D est grang, 9 peut n'avoir qu'un seul élément : alors (P3) équivant a (P2).
Si D est nul (P3) équivaut a (Pl)' Les problémes (Pl) et (P2) sont donc des cas
limites de (P3). Les difficultés mathématiques de (P3) sont de méme nature que
celles de (P)) et (P,){ 0 '
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2 - ETUDE DU PROBLEME P1 : MINIMISATION DE LA LONGUEUR DE LA ZONE DE DEFAUTS

2 - 1. Existence d'une solution

On remarque que :

. T S,
2.0 oMbz =S g (lloy@ - p, o@mllHa,
0 ad
avec : o \

P projection sur l'ensemble 2. .
Z.a ad

et g définie par :

g(x) 0si x<0,

1 si x>0,

g(x)
on notera, par la suite :

oy e |2 .

(2.2) z (t) = [Jey(w(e) - P
' ad

Z

Proposition 2.1

L'application u -*@/%(I(u)) @6?/[ dans R est f.s.c.i. . []

Démons tration

Soit un—\G dans 9 faible.
Aloxs on a :
y = y(un)—t; = y(G) dans W(0,T) faible,

n

et donc  Cy — cy dans L?(0,T ; 2) faible.



On a alors

, N o
(2.3) lim |ley (©) - P, . o (ol 2 [ley- e, dCyIIﬁ p-p. t e (0,T) ;
a a

1'inégalité (2.3) porte sur des fonctions de L2(0,T) et a donc un sens .

Supposons en effet que (2.3) ne soit pas vraie, c'est-d-dire qu'il existe un en-
semble Il' de mesure non nulle, ol (2.3) n'es_t pas vérifiée. Alors on obtient :

(2.4) lim inf S |[|oy (8) - 2, Cyn(t)H; at < S ||c§ - P, C?H; de.
: I

I1 ad 1 ad
Mais l'application
2
v/ lloy- 2, oyl|2at
I, ad

est convexe continue de W(0,T) - R, donc f.s.c.i. et (2.4) est impossible.

Comme g est, par définition , une application croissante, s.c.i., on obtient :

. 2 . 2
lmg (|ley - P, oy ilp 2 g@infley - 2, cy [}
ad i ad
2z g(|]cy - P, Cy||z) p.p. t € (0,T).
ad
On en déduit immédiatement le résultat. O

Proposition 2.2

On_suppose 62/{ad borné dans@ . Alors le probléme (Pl) admet au moins une solu-
tion. [J '

Ce résultat est une conséquence de la proposition 2.1.

Remargue 2.1

On a pris ici zu(t) = ||Cyn(.,t) - PZ Cyu(.,t) | |;, mais en pratique, on peut choi-
ad

sir arbitrairement 'zu(t), sous réserve que zu(t) 2 0, zu(t) =0 si et seulement si

Cyu(.,t) € Zad et lim zu (t) 2 zu(t) p.p.t, lorsque u—u dans @?/{“. 0
n




Remarque 2.2

On peut également pour le probléme (P;) donner la formulation suivante : i(u)

peut s'écrire .

I(w = {t [ z (t) >0},
et (1) : .
: 2
Gp%%(u) = IIX || .
I(u) L2(0,T)

On retrouve donc un prcbléme de contrdle optimal avec observation de domaine et

on peut utiliser les techniques étudiées dans C. Saguez [7]. [

2"~ 2. Conditions nécessaires d'optimalité

Dans ce paragraphe, nous obtenons des conditions nécessaires d'optimalité par

rapport & une classe restreinte de contrdles.-

Soit u une solution du probléme (Pl) et E(u) = {t ¢ fo,r] ; Cy(ﬁ)(t) € zad}'

On considére le prcobléme de contrdle :

Min E(u),
(2.5)
"u E‘quad ; Cy(u)(t) € Zad' p.p. t € E(u).

Alors u est solution du probléme (2.5).

(1) On note XE la fonction caractéristique de l'ensenble E.
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On va écrire des conditions d'optimalité pour le prcobléme (2.5).

Si on introduit

Lu = Cy(u) (t),
K=1{z ¢ LZ(O,T;Z) ; 2(t) € Z_40 P-P- t¢ E(u},
le probléme (2.5) s'écrit : ' ‘

Min J(u),
(2.6)
u e Gz,{ad, Lu € K.

ILe probléme (2.6) est convexe. Les solutions u de (2.6) sont donc caractérisées

par la condition d'optimalité :

(2.7) AI(0) + 1oy () + IK(L(E))]:; 0 dans 9Y°'.
ad .

Sous les conditions

J(u) est continue en tout point,

K est d'intérieur non vide dans L"(0,T;2), 3 u e @aad ; Lu ¢ K,

une expression équivalente & (2.7) est donnée par :
(2.8) VIR + 91,5, (W + LI (LY) 30 dans I '.
{?/lad K

D'autres conditions peuvent &tre considérées .pour obtenir (2.8).

Remarque 2.3

Si J est nulle, (2.8) est trivialement vérifié. Dans ce cas, si on remplace E(u)

1 2 . .
par 5—] |u| IéM dans (2.5), la solution de (2.5) est encore solution de (Pl) (u n'est
pas nécessairement la solution de norme minimale) et (2.7), (2.‘8) sont alors non

triviaux. ]
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Remarque 2.4.

Les conditions (2.7), (2.8) n'expriment l'optimalité de u que pér rapport a la

classe restreinte des contrdles vérifiant Lu ¢ K. Elles sont donc incomplétes. [

2.3.1. Un probfeme négularnisé
Pour € > 0 On introduit le probléme régularisé suivant :

Minimiser JIE(U)'

(2.9)
€
“ €ésaad'
avec
~ T ‘
Jle(u) = J(u) +(J)’ ge(zu(t))dt-

La fonction gE : R »+ R, "approximation de g", vérifie les hypothéses suivantes :
(i) l'image de 9e est incluse dans [0,1].

(2.10) (ii) 9e est une fonction croissante we > 0.

(iii) gE(x) + g(x), ¥x ¢ IR, quand € » 0.

mmgm25

On peut prendre, par exemple :

x2
si x2>20,
_ €+X -
ge(x) =
0 sinon.

Alors J1€ est G-différentiable. La résolution numérique du probléme (2.9) peut

- donc s'effectuer avec des algorithmes du type gradient {ou métrique variable)
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avec projection [1], 0

Proposition 2.3

On suppose \a?/tad borné dans 6M . Alors le probléme (2.9)€ admet une solution u. .

Quand € > 0, toute valeur d'adhérence faible de {ue} est solution de (Pl) . ]

Démonstration

L'existence d'une solution s'cbtient comme dans la démonstration de la proposi-

tion 2.2.

Soit u une solution de (Pl) et U une valeur d'adhérence faible de {ue}. Notons

z(t) = zl-l(t), z(t) = zG(t), ze = zue(t). Il vient :
J(u) + é g, (2o (£))dt < J(u) + g g (z(t))dt,

avec (2.10 (iii)), on déduit :
~ T
lim suwp [J(u) + S g (z (t))at) < J, (),
€0 € 0 € € 1

et, puisque J est f.s.c.i.,

T
(2.11) J(u) + lim swp / g, (z. (t))at < J1<G).
€20 O

On va utiliser le fait que :

(2.12)  z(t) < lim inf z_(t), p.p. t e (0,T).
€0

Soit a > 0 et

A, = {t e (0,7) ; z_(t) < z(t) - al.

L'ensemble AOLE: est unique 4 un ensemble de mesure nulle prés et

(2.13) lim oMha ) =o.
€0 0E
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Orx
T T - T -
é‘ gs(zg(t))dt =,([)' ge(z.(t)-a)dt + _(IJ' [gs(ze(t)) - ge(z(t)—(x)]dt

d'od avec (2.10 (i) (ii))

T T .
g g (z (t))dt 2 é 9. (Z (t)-a)at - @%(Aas),

d'ol,quand € »+ 0, avec (2.10 (iii)) et (2.12)(2.13) .

T T
lim inf f g (z_ (t))dt =2 [ g(z(t)-o)dt.
e20 0 ¢ & 0

g étant s.c.i. on vérifie que 1l'inégalité ci-dessus est encore vraie avec a = 0,

ce qui joint & (2.11) donnele('ﬁ) < Jl(ﬁ). Donc u est solution de ). O

2,3.2. Expression du gradient du crnitérne du probleme négula)z,i/.sé

Soit Yo 1'état associé a uE et Az.i'isomoxphisme canonique de Z + 2'. On suppose
que gE': est uniformément bornée sur R et que C est une application de

. : ' 2 :
L2(0,T,V) > L2(0,T,Z)(ou L2(0,T,W)A'> L7(0,T,2) avec W = (V,H)e). Alors l'équation
parabolique rétrograde :

dap

U, A" (t)—c*A(C (t) P.( ) gt ‘A 2 '
-3 pu = 7 yu - _zad Cyu(t)) gE (zu(t)),dans L”(o,T,v )‘,

pu(T) = 0 dans H,

a une solution unique dans W(0,T) et on vérifie que J e est G-différentiable.

1
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De plus :
~ N T <%
<J! (u),w> = <J'(v) ,v> +f <Bp (t),w dt.
1 ’ ’ . (4
€ QU Y o ° Y

La condition nécessaire d'optimalité de (2.9)E s'écrit donc :

. T
<J! -
Jle(ut),v u

U

T _ * -
_.<J (ue),v uéz?{:f?[ + é <B pue(t),v(t) u“:(t)>u"U

Vv € é%lad‘

20,

2.3.3. Exemple 1

On considére 1l'éguation

dy _, Yy
aat—k 2=01
9x

3y
A ax(O,t) h(t) y(0,t),

9y
A at(1,t)

- h(t) y(1,t),
v(x,0) = yo(x).

h est la variable de contrdle, vérifiant hm <hz<s hM. On suppose que C est donnée
par : y - ylr et Zad = [eryzj

On a pris :

+.2 -2
zu(t) = fP [[(y-yz) J + (y-yy) ) Jat ,
z
ge(z) =iz -




- 15 -

Les données sont :

A 04,66 cal/cm/s/°C ,
o 1,216 cal/cm3/°C ,
yo(x) = 1100°C ,
T

=10 s ,
y, = 950 °c,
y, = 1000 °c ,

3 2

o= 5.107° cal/cm®x °C x s.

h
-2 2
hM = 4.10 cal/cm” x °C x s.

On obtient les résultats suivants :

T,h,
i
N
1100°C
\ , .
\\ . : _ Température au bord
. \ . T,
1000°¢ > = e —— -
4.10” - T T - =
- —
950°c — T
0,032
900°C
800°cC
¢Coefficient d'échange
0,11
700°C
0,006 i
o |- 0,005
5,103 - —- - —1
A " A I\ AN
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 7/

n°® Zone

On constate que le contréle optimal permet d'atteindre, en un pas de discrétisa- -
tion, la zone admissible et de s'y maintenir en autorisant un réchauffement juste

3.la limite supérieure de 1000°C.
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2.3.4. Exemple ?

soit @ = J10,1[ x Jo,100L.

On considére 1l'équation

2 )
%X._ E;X.= fix,t) + v(x,t), (x,t) € Q,
t 8x2 '

(2.14) y(0,t) =y(1,t) =0, ¥t e J0,100[,

0,

y(x,0)

avec

0 si t < 50,

f(x,t)
' 2 si t =50,

La solution de (2.1 ) sera notée y(v). Soit

Z.4= {z ¢ L2(0,1) i 2(x) <1, p.p. xe 10,1[}.

Yoy = v e t2(Q) ; vi(.,t) ¢ Z,4» P-P. t € 10,t[}.
v Ile propiéme est

Max ofp {t € (0,100) ; y(v,t) € K}«
(2.15) ’
vit) € 9 4 p.p. t e 10,100[.

On note.||.|| la norme de L2(0,1). Nous définissons le probléme régularisé

Min J
in p(v),

v e GQ(ad,

(2.16)
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avec

2
- (v)-P .
|y Zag vy |[|€ /¢

T
J (V) =S (i-e )at +
P 0

T

+o/ |lyvt) - B (yv,e)) ]| at,

N ad
ol € et p sont des petits paramétres ; € est diminué de maniére automatique lors

s . s -3 '

de la minimisation de 0,5 & 5.10 ~. Nous comparons le résultat avec la solution du
probléme :

T

Min S ||y(w,t) - P,
0 ad

(y(v, 0|2 at
(2.17)
v(t) ez ., p.p. t € (0,100).
' ad

La figure 1 représente 1'état et le contrdle solution de (2.17) ainsi que la

fonction d'erreur

e(t) = ||ly(v) - P,

yoy |].
ad .

La figure 2 représente l'estimation de la solution du probléme régularisé (2.16)

"2 . PP = P Py . . >
avec p = 10 °. La fonction d'erreur associée a (2.17) est représentée en pointilles.

On constate que l'uti;isation du probléme régularisé (2.16) permet d'obtenir un

contrdle meilleur (au sens de (2.15)) que celui qui est solution de (2.17).
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14.6

20.0 40 60.0 80.0 160.0

erreur S T

-s-sr
etat y(t,0.5)
O'OL—'—‘_'—T—.-\ T T ‘ T T
20.0 40.0 60.0 80.0 100.9
FIGURE 1
-{.0r (
controle u(t,e.5)
2.7F
’/
0.0 ¢
R S f 2.0 4.0 60.0 80.6  ° 100.0
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2 - 4. Application & un prcbléme de temps optimal

e o o o e - " " > " > — G — — —— —" 4 e Sun o e Pt e e B

On reprend les notations du paragraphe 1. On définit :
t(uw = suwp {t e [0,T] ; Cy (0) £ 2 4 P.P- O ¢ (0,m1,
On considére le probléme ;

min t(u),
(2.18)

w e Y,

Le probléme (2.18)est un probléme de type temps optimal, Zad étant la cible.
Nous allons voir comment les résultats précédents permettent d'obtenir de fagon
constructive une suite minimisante de (2.18) et donc une méthode numérique de ré-

solution.

Définition 2.1.

On appelle solution généralisée du probléme (2.18),un &lément u e@?[ad tel que,

étant donné t = {inf t(u), u eGZ[ad}, il existe une suite {u"} deC?lad telle que
u"—a u dans 9 faible et t(u") > T . O

Considérons la suite {tk,uk} générée comme suit :
0) Choisir u° €U g % =0, t° = t(u).

1) k = k+1,

Calculer uk, solution du ppobléme :

Max Gy%%(lk(u)),
u eé%lad

. k-1 '
od I, (u) = {t e (0,7 ; Cy (t) e zad}.
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2) & = Sup {t ¢ [O.tk_lj i Cy k(o) £ zad. p.p. O € (0,£)} .

u
Retour en 1). 0

Proposition 2.4

Toute valeur d'adhérence de la suite {uk} générée par l'algorithme précédent est

solution généralisée de (4.1). 0O

Démonstration

Il faut montrer que {uk} est une suite minimisante de (2.18), donc que tk + t. No-
‘tons que tk est décroissante, Si E = lim &> t-:‘, il existe u e@Mad tel que :
k-0

a=cfhhite (0,8 ;cyy(e) €3z} >0.

Or nécessairement tk+1 < tk - C)/%(Ik(u)) ; donc G/%(Ik(u)) + 0, et en particulier

a > @//é Ik(uk), vk > ko ; mais ceci est en contradiction avec la définition de

uk. -0

]

Remarque 2.6

On déduit de la proposition précédente, des méthodes numériques pour les problémes
de temps optimal. O

Remarque 2.7
On a un résultat du m2me type pour le prcbléme :

Max tl(u),
(2.19)
@)
u e Mad'

ol

t,(u) =sw {te (0,7} ; Cy (0) € 2 4 YO ¢ (0,t)}.

d

i)

Notons que (2.19) admet une solution. B
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3= MAXIMISATION DE LA LONGUEUR UTILISABLE

On étudie ici le probléme (P ) du paragraphe 1. On vérifie aisément qu'il existe
1,t‘. dans [0,T] tels que la quantité §(u) définie en (1.7) s'érrit §(u) = t,- t1

et que :
(3.1). Cy(u,t) € Zad’ p.p. t e (t1't2"
On notera :
T(w = {t,,t)e [0,T] ; S(u) = ty-t, et (3.1)]}.
Notons que si §(u) > 0, T(u) est un ensemble fini.

Proposition 3.1

L'application u + §(u) est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s) de

@M dans R. i}

Démonstration

Soit {u"} une suite d'Eléments de 9 tendant faiblement vers u. Soit (tn tn) € T(uh).
Il existe une sous-suite,encore indicée par n, telle que (6(u ), tl't ) tend vers

(S, tl' t2) avec § = t2-t1. Pour tout € > 0, il existe n € N tel que, si n > n, *

| Cy(un,t) € Z o p.p. t e[t1+E,t2—€] , ve =2 0. 0O
a ,

La proposition 3.1 permet d'obtenir des théorémes d'existence pour le probléme
(Pz). Ainsi :

Proposition 3.2

On_suppose 3 convexe, s.c.1. et 6&{ borné. Alors le prcbléme (Pz) admet au moins

une solution. 0
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3.2,1. Introduction

En reprenant .les méthodes du paragraphe 2 on peut exprimer 1l'optimalité 4'une
solution de‘(Pz) par rapport & une classe restreinte de contrfles. Le point de
vue adopté ici est différent. En supposant une régularité plus grande des don-
nées et de la solution optimale,on obtient des conditions d'optimalité plus pré-
clses. On étudie d'abord la différentiabilité de l'instant de passage & la fron-
tiére du convexe Zad, pulis on en déduit les conditions nécessaires d'optimal'ité.

3.2.2, vg@iemwaé de L'instant de passage & La frontidre du convexe Zad

Soit U, eé%let to € 10,7 tel que au voisinage de to, Cy(uo,t) € Zad si ts to .-
et Cy(uo,t) ¢ Zad
dans cette partie l'existence et la régularité de l'application qui, a v €é%l(voisin

si t > t° (on pourrait considérer le cas symétriqgue). On étudie
de ug) , fait correspondre un t(v) voisin de_to, tel que Cy(v,t(v)) € azad. Dans
le but d'exprimer les conditions d'optimalité,on va chercher des conditions suf-

fisantes pour que v * t(v) soit G~différentiable.

O suppose que t° € J0,T[ et (on note de la méme maniére la restriction &'une
fonction a4 valeurs dans [0,T] & un sous-ensemble de [0,T])

" 1
(3.20  J €>0; cylu,t) e C (t-e, t+c, 2).
Ceci est vérifié en particulier si
(3.3) Ja>0 ;£enl(t-a, t+o;V') et ue H (£ -0, t +a; U)
. . H o ’ o H . A ° ’ o 3 .

On fait les hypothé@ses suivantes :

1 3 1
C est telle que s1 y ¢ C (t-¢, t +€; H), alors z = Cy€ C (t -, t + €; 2).
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Ie convexe Zad vérifie .:

o

il existe une application continue ; : azad» 2' telle que :
pour tout h € 32,4, ||;(h) ||7 = 1 et il existe un voisinage @) (h) de

(3.3) .h dans Z et M_ > tels que :

| |g-n] |§ , ¥g € O)J(h) n azad‘

|<g = h, nh)>,| < u

L'hypothdse (3.5) apparait comme une hypothése de régularité sur azad' ;(h) étant

->
la normale & azad en h. On supposera que n est la normale extérieure.

Noto () = y(u_,t) n_=n(z (t)) et . o't >
o nsyc> yuo, N Cyo,no-nzoto e wo- ,noz.

dat
]
On suppose que :
(3.6)  w_=0.

Enfin on introduit

: 1
%1={ue@2,{;uen(to-a, t°+0L;U)},

@lest muni de sa norme naturelle, Soit B > 0, on note :
B 0,8 = {veY, ; 191 |, <8+
1
Theoréme 3.1.

Sous les hypothéses (3.2), (3.4), (3.5), (3.6) il existe B > 0 et Y > 0 tels que,
pour tout v e@al tel que ||v|| ay < B, le probléme
: 1

Trouver t € Jto-Y, to+Y[, tel que :
(3.7) '

y(uo + v,t) ¢ azad ,
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admot une solution unique notée t(v). L'application v + t(v) est G-différentiable
dans _Gggl(o,ﬁ) et :

at(u)

v dat,

1
(O),V)l =-;V__
©

< <B*p(t),v(t) >y

’

U

o9

j@ p ¢ LZ(O,T;V) est solution unique de :

T
<p, L >
Jo<p, Fo+ Ay

dt = < e
5 <Cy (to), n >

w! z,z' '

(3.8)
' vy ¢ W(0,T) ; y(0) =0 . [

Le théoréme est démontré par une succession de lemmes.,
Lemme 3,1

Sous les hypothéses du théorxéme 3.1, il existe € > 0 et c, >0 tels gue(l)

t-t | <e=> dlz (t), 32, 2 c,|t-t ]|,

Démonstration

Si g ¢ azad,on a

-
[z (t) - gll, 2 <z (&) - g, 0>, |
(3.9)
- -»> >
2 |<z°(t) -z (t), n >, | - |<Z(t°)-g. n, >

2! zl -

Par définition

zo(t)'— zo(té)

->
n?>,

<
w_ = 1lim r—— By
o

>
t to

donc il existe €, > 0 tel que, si [t-t | <€, ona:

|<z°(t) - zo(to)’;o>zl 2 %4wollt_to|'

(1) On note d(.,E) la distance & l'ensemble E.
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D'od avec (3.9),dont le dernier terme est minoré en utilisant (3.5)

Il existe £, > 0 et un voisinage @o de z (t)) dans 2, tels que :
(3.10) si |t—t°l < €y et g e 6]20 n azad,on a pour un Mo >0 :

1 2
[lage) = all, 2 % oyl fewe | - u [ly_ce - o] |2 .
D'autre part, soit c, = ZHg-i(to) ||, I1 existe €, >0 tel que, si |t-t<;|. <€, on a:
|z (t) - z (B)]], < c,lt-t_ |,

d'on

(3.11) [zo(e) = glly 2 |z e - all, - cylt-t_].

D'od avec (3.10), pour |t—to| <s3 = inf (81,62) et g € @Z)o n SZad, 1'iné&galité

(3.12) |z (t) - gll, 2 o(]t-t_|)

ol :
5 = ||z (e - all,,
lw_|

2

'6(0c)=max( OL—MO(Sz,(S—c o).

2

Les deux fonctions de o ci-dessus sont affines, la premiére est croissante et

1'autre décroissante. Elles sont égales pour

et

[¢2]
Q
o
]

2 2
m- (8§ + M §%) ~ Mo 87,
]wol - 2¢, MOG

lwo] + 2c2
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9.(01.) admet donc la minorante affine

e(ao) Iwo| - 2c) M $
Oyl = —55— & = =717 M) a,

En utilisant y et g, sous les hypothéses assurant (3.12), on cbtient :

|| « | 2 |w°| - 2¢, M°||z°(t°): - g||
2o(8) = gllg 2T + M_T1z_(€) - g[[)

2
|t-'t°] .

Soit B = inf (1/M, |w_|/(4c, M)). si ge Y n ok, ||z (t) - g|], sBet
|t-t°| < €5 on en dédult que

/ lw_|
o
(3.13) Mz = gll, 2 - It—tol ,
ce qui prouve le lemme. [J

lLemme 3,2

Sous les hypothéses du théoréme 3.1, il existe € > 0 et cy >0 tels g'ué si
t, € ]to-e, to+e[ vérifie Cy(u,ti) € azad, alors :

|t1-to| < c2||u-u°]|6u . D

Démonstration

On vérifie facilement que d(.,azad) est une fonction contractante donc
d(z(u ,t,),82, psa(z(ut,), 2 o + [[z(u,t,) - z(ut)|],.

81 2(u,t)) € Bzad, en utilisant le lemme 3.1 on en déduit que si |t1—t°| <gy e
c1|t-t°| < Hz(uo,tl) - z'(u,ti)llz.

le lemme se dédyit alors de la continuité de 1l'application u =+ z(u) de ‘5?,{ dans
C(0,T;z) et de (3.4). 0
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Lemme 3.3

Sous J_.res' hypothéses du théorxéme 3.1, 1l existe ¢ > 0 et B > 0 tel que, pour
tout v ¢ % (0,B), la relation :
1

(3.14) Cy(uo-f-v, tl)' € azad

admet une solution unique dans ]to-e, to+s[ - 0

Démonstration

' Supposons que wo > 0. (le cas L < 0 se traitant d'une maniére identique). Pour

tout € >0 il existe alors t1 et t:2 tels que to - € < t1 < to < t, < t°+e: et

2

- ' -
ad eﬂt z(t2) € 2 zad' L'application v + z(utv,t) étant conti

o
nue de@Zldans Z, et zad et Z-zad étant des ouverts de 2, on aura z(u+v,t1) € Za
et z(u+v,t2) € 2-2

tel que z(tl) € z

4

ag 98 que [v| I% est assez petit. Soit alors
t = sw {t e[tl,tzj t 2(u+v,t) ¢ Zad}.Nécessairement z(u+v,€) € a:zad et (3.14)

posséde donc une solution.

Vérifions maintenant l'unicité de la solution de (3.14). ‘Supposons que (3.14)

a deux solutions t1 et t2‘ D'aprés le lemme 3.2, en se restreignant & un voisi-
nage de O dans 9f, on peut imposer a t, et t, d'étre dans un intervalle du
type ]to-e, t°+e£. De plus l'application v + z(u+v,.) é&tant continue de 6&( dans
C(O,'I‘;,Z) /On a, en notant z(t) = z(utv,t) :

\

[z(t) - zo(tp)llz < [lzte) =z (e ], + ||z (e - zo(f‘o)”z

s c3||v||@?/{ + Ilzo(ti) - zo(to)HZ =1, 2,

3

Le lemme 3.2 et la continuité Ge zét) dans Z,impliquant donc qu'on peut impoéer
1l'appartenance de Z(ti) & un voisinage de zo(to) dans Z dé&s que v € @222, voisinage
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de 0 dans 9 . Ceci permet d'appliquer (3.5). Posons -1;1 = -r:(z(tl)), alors
‘ -+ 2
|<z(t)) - z(t,), n>| < M |[z(t) - z(t,) ||z

pour une constante Mo convenable. Si de plus v ¢ @ , bormné de Oal’ il existe
c, > 0 tel que : '

| |z(t1)‘ - 2(t) | |z < c4|t2-t1| .

Donc,avec le lemme 3.2, : S
[lz(t)) - 2t ]|, < 2¢c,e, ||v||@?/{ '

d'od, si ue 6223 n@ZZZ,I en posant Cg = 2 Cyo M
|<z(t)) - z(ty), n,>| < ||| |22/t

Divisons par Itl—t , avec le lemme 3.2, il vient

|

z(t,) - z(t,) c :
1 : 2 > 5
I< t1 - t2 ! n1>| s gllvil@/{'

> : ' '
L'hypothése de continuité de n dans (3.8) jointe au lemme 3.2 et & la régularité
de u~+ y(u,.) permettent de passer & la limite quand ||v||,)2/{ -+ 0, ce qui donne
|w | < 0, contraire & l'hypothése. [

L'application v -+ t{v) est donc définie univoquement dans un voisinage @224 de O

dans @7/{1 On est maintenant en mesure de prouver le théoréme 3.1.

Démons tration du théoréme 3.1

Pour étudier la G-différentiabilité, on pose u, = ug +0v, ol 00 € IR et
v 562,{1. Alors y(ua) = yo(uo) + 09, ol ¢ est solution de l'équatioxi linéaire :

%—(t) + A9 (t) = Bv(t), te JOo,T(,
(3.15)
2(0) = 0.
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Notons 2 = C¢. D'aprés les résultats précédents, il existe ao > 0 tel que si 0<]a°|
l'égquation (zo + 02)(t) € BZad admet, au voiginage de to’ une solution u-
nigque ta. Puisque (zo + 02) (t ) est alors dans un voisinage arbitrairement petit

de zo(to) dans 2 on peut écrire :
<tz ta2) (t) =z (£), B>] <M |[(z +a2)(t) - z (¢ )]]2
0 - o o' o (o) o o' o g !

poux Mo > 0 convenable. En divisant par |t1 - toL on obtient :

zo(ta) - Zo(to)

%

-> a
n>+
' Yo t -

-
< <2(t)), n>| s
(3.16)
2 .
llzo(ta? - zo(to)llz + o ||2(t )|'2)
Ita - tol . [ta-tor a’llz

< 2M (
[

Etudions d'abord le cas ol <2(to), ;o> = 0. Puisque 2 € Hl(O,T;H), il existe B > O
© tel que

2(t) 2(t) - 2(t)
n >| = l(

’ ’
ta to (o} ta to

| <
Passant 4 la limite dans (3.16) quand a =+ 0, il vient alors :

. o 2
Iwol < 2Mo li:*énf (TZZ:E;TQ]|Z(ta)IIZ)-

Puisque |w°| 20 et allz(to)llg + 0, ceci implique T;;??qi;r + 40, c'est & dire :
dt,, '

o (o = 0) =0.

-
Si au contraire (2(to), no)z # 0, on réécrit (3.16) sous la forme

o > a 2
(3.17) w, + e (@) + E;:E;-<z(ta), n>| s 2m TeoT allz(ta)IIz + e, ()

ou El(a) et Fz(a) sont des fonctions de o tendant vers zéro quand o -+ O .



On aobtient aloxs :

dtd Hl-t 1 >
(@ =0 =lim 2 =- —<z(t),n > .
o0 a o)

Cecl est encore vrai si <2(ta)’;;> = 0, d'aprés 1'étude pré&cédente de ce cas.

Donc :

dt(u) 1 >
& s, > ..—._< >
du (uo)'véQIfﬁll W 2(to)’no '

ol z est solution.de (3.15).

Vérifions que (3.8) a une solution unique. Soit ¢, 1l'application continue de
LZ(O,T;V') dans W(0,T) définie par :

b : £y

teile que
g% + Ay = f dans L2(0f$,V')a‘
y(0) =0

On vérifie que (3.8) équivaut & :

- >

<p, £> ) = <C¢$(f)(t ),n > ,
Z

%0, 7wz (0, 13v") o' o Z,zt,

Donc¢ (3.8) a une solutibn_uniqué p dans L2(O,T;V). Il vient alors

T
d 1
& gy T L st Wy,

d'ol ie résulfat. 0

3.2.3. Conduxom d' opwaaté dans Le cas d un contndle optimal nigulien

Soit u une solution de (P,) telle que :

d(u) = t2 - t1 ,
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avec y = yy vérifiant :
Cy(t) € zad, vt € [tl' t2] .
Nous utilisons l'espace fonctionnel (¢ > O donné ) :
oY € .4 - 2 a :
={v ¢ ; {s [Ha—t-v(t1 + t)llu + ||-&- V(t‘.2 + t')HU] dt < 4o

On fait les hypothéses suivantes

(3.18) t2 > t1 .
(3.19) - z(t) est de classe C1 sur [El—e, t-:1+e] et [Ez-e, Ez+€],
- by 8)
(3.20) Ge U et (u+ UyndY , est Gense dans T
Définis_sons :
o
n, = n(z(ti)) -1
= <d§ (t.) a > T .
Vi T Sae ‘M

Dans un premier temps, faisons l'hypothése :
3.21 Z(t) € 2 T, t
(3.21) z(t) € Z, g Vte ]tl, t2[.

Alors

Théoréme 3.2

On suppose 3 convexe, continue, G-différentiable. Sous les hypothéses (3.4)
et (3.5) et (3.18) & (3.21), et si w

1w2 # 0, u vérifie :

- T
(3.22) <J'(u), v_a%a,éa + é <B'B(t), v(t) - u(t)>y,, 8t 20, ¥ ey .,

\ = 2 :
o0 pe L (0,T,V) est solution unique de :
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e

- L), Aoy = i—é(tl);l - 3—— d(tz)’ﬁz dans ZJ(0,m;v"),

. dt
(3.23) 1 2
B(t) = 0 sur ]tz,T[.
Démonstration
Posons
, J(u) = J(u) + Ijq%. . Par définition de u, il vient, pour ¢ assez
petit ‘ad

J(u + v) - (tz(u +v) - tl(u + v)) 2 J(u) - (t2 - tl)'
pour tout v ¢ B ,(0,81),(t1(ﬁ +v), 1 =1, 2, étant définis de maniére unique

d'aprés le théoréme 3.1, En changeant v en Ov et en passant d4'la limite,on en @é-

5 duit, p étant solution de (3.23) :
. - T * - . - )
J(v) - J(u) + S <B'p(t), v(t) - u(t)> gy 8t =0, ¥v e By (U,ey) 0 Uy q

~
: 0 :

L'inégalité reste vraie pour tout v de é?/ n G%tad' et donc, d'aprés (3.20)

pour tout.v e@Q{ad. On en déduit (3.22). [

Etudions maintenant le cas od (3.20) n'est pas vérifiée. Si Ez > El' et si
W, ® 0 et W, # 0, on montre facilement avec (3.5) qu'il existe 21, EZ tels que :

(3.24) t1 < t1 < t2 < tZ'
- ° o~ ~ .
(3.25) y(u,t) e Zad si t e ]tl,tl[ ou t ¢ ]t2,t2[.

Notons

= {u c9; y(u,t) ¢ Z,q0 ¥t € [E,, £,0}.
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Alors si :

(3.26) @2,{1 n.’OZ{ad n 9{ est dense dans Gaad n &’

on a le résultat :

Théoréme 3.3

Sous les hypothéses (3.4), (3.5), (3.18) & (3.20) et (3.26), si J est convexe,
# 0, uvérifie :

continue, G-différentiable,, w

20 etw

1 2

_ 7 .
<3.(u), v—w@l-@a + f <B*§(t). v(it) - Tx(t:)>u,U dt 2 0, Vv ¢ %ad n@t’
) 0 !

ol p est solution de (3.21). 0

Démonstration

“

&
La démonstration est identique & celle du théoréme 3.2, la condition v e Jf servant
& imposer la relation &(v) = t,(v) - t, (V). 0

3 = 4. Méthode numérigque

La foné:tionnelle u + §(u) n'est pas continue ( & moins 4'imposer certaines con-
traintes sur l'état) et le choix 4'une méthode pour la résolution numérique du
probléme 2 n'est donc pas trivial. Voici une méthode fondée sur la régularisation

du probléme.

3.4.1. Une méthode de penalisation

Soit le probléme de contrdle suivant :

- le contrdle est (u,tl,tz) € jll x [O.sz:

- y(u) désigne la solution de (1.1). ’
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- 35 -

Le probléme est :

)

Mi? J, (0 - (t, - t) + J I, . (Cyu(t))dt ,
(3.27) , t ad

sous les contraintes u eé?[ad ; (tl’tZ) € [O,T]2 ’

ol IZ désigne la fonction indicatrice du convexe‘zad ,et le dernier terme du
ad '

critdre revient A imposer la contrainte Cy(u,t) € Zad p.p. t € [tl,tzl. Les pro-

blémes (Pz) et (3.27) sont donc éguivalents au sens ol

: .3 (,, &) € [0,7] (u,t,,t,) est
G } <o> “10 ©2 1’2 )
u solution de (P} <=>( o 1upion de (3.27) .

On a alors &(w) -‘Ez - El'

La formulation (3.27) suggére 1'approximation suivante : soit € > 0, on définit

le probléme :
. t
Min J(u) (t-t)+L-ﬁ|HI-P yiey (e ]2 at
n J(w - (%) = %) + 5 3_4 Yy z 9%
(3.27) 4 a

2
Pour simplifier l'étude on supposera que :
(3.28) %U,q est borné dans U .

Alors on a le résultat :

Théoxéme 3.4

(1) Pour € donné le prcbléme (3.27)e admet, sous l'hypothése {(3.28), au moins

une golution (us, tle' t2€)'

(1i1) guand g =+ 0, tqute vgleur d'adhérence faible de (us, tae' t2e>' soit (u,

£y Ez), est solution de (3.27). [
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Démonstration

(1) Une suite minimisante du probléme (3.27)_, (u, t?, tg) est bornée et il
existe donc <G,t1,t2) tel que :

st dans 9Y faible,

(£, €)) + (¢,,t,) dans =®2,

bone, pour n > n, et 0 > 0 "petit" avec yn =Y . on a:

u
t,~0 :n
2 : t)
;oo -p, )(cyn(t>|l:dt s/ |lt-p, )(cy“(t))||: at,
tlﬁx ad &n ad '

1

le terme de gauche étant f.s,c.i., i1 vient quand n =+ © ;

£ -0 ) £
(3.29) ;oo |-e, )(Cy“(t))llz at < lim inf S |[(1- P, (Cyn(t)II; at.
t1+a ad tn ad

1

Par continulté (3.29) reste également vraie pour ¢ = 0. On en déduit que le cri-
tdre du prcbléme (3.27)e est f.s.c.i. et que (E,tl,tz) est donc solution de (3.27)€.

(ii) (ut, tle' t2€') étant solution de (3.?6)5, on a facilement :
‘ t
1 %
Jlu) = (ty =t ) +5= [ |[(x-p

26 2
tie

2
) (Cy(u_,t)) | ]S at
ad € Z

3 Jl(ﬁ) - (E2-El).

od (4, t,, £,) est solution de (3.26).Quand € + 0,4l vient :

t

2e 2
Jolla-p, ey (]| 8t sc €,

u z 1"

t1 ad

€

pour ¢, > 0 convenable. Si (tls' tZe) -+ (tl'tz),on en déduit que pour tout o > 0,

tzua

M

t,

2
I - P, )ley (Nl e sc e,
1 ad
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et si u.—2uon en déduit que Cyu(t) € Zad' p.p. ¢t e‘[ti,tzl, d'ol la conclu-
sion. (]

Remarque 3.1

Ip critére de ('3.27)e est gne fonction continue de (u,tl,tz) et, dans le cas .oﬁ
C est 1'injection canonique de W(0,T) dans C(0,T,H),ce critére est mdme diffé-
rentiable, ce qul permet d'envisager la résolution numérique de (3'27)e par des
méthodes ¢lassiques (gradient avec projection). Dans ce dernier cas, les condi-

tions d'optimalité ont une forme trés simple.:

Proposition 3.3

Si (uc, :16‘, t2g) est solution de (3'27)&: » 81 2 =Het si Cest lv'injection cano-
nigque wW(0,T) - ¢(0,T,H) alors (ue., tls' t2€) vérifie les conditions nécessaires

] : .
d'optimalité (si t2€ > tie) :

ll(x-p, )ylu, tz)l|§=2€ sit,>T,
(3.30) ou ad
2 .
[(zx - Pzad) ylu, D[] s 2 sit,="T;
Q-2 ) ytu, ]2 =2 sit, >0,
(3.31) ou ad
2
[](x - pzad) y(ue,O)HH < 2 sit, =07
t2e
(3] (u) ,v-u ) +2 [ b, vit) - w (8>, ae 20, w e,
@?//@/t t € A a

le

oll P € W(0,T) est solution de :

dp.. ' :
€ * )
- —=(t) +Ap_(t) =X (t) X (y(u_,t) - P_ ylu,t)), t e [0,T]
- dt Te [tle' t2€] , . »s 2.4 € , .

pé(T) = 0,
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avec

1site [t1E' t2€] ’
(t) =

X
[tle’tzej 0 sinon.

Démonstration

La vérification est immédiate. [J

Les relations (3.29) et (3.30) é&tant simples, la minimisation de
t
J(tt)=J()-(t-t)+-1—-f2||(I P, )yl 12 at
gl@rtyrty) =3y (u 2~ Y)Y - Bp Jy(wti]ly
t1 ad '
4 u donné par rapport a (tl, t2) est aisée., Le prcbléme (3.27)6 peut donc &tre ré-
solu en alternant des pas de minimisation globale en (t1,t2) avec des pas de gra-
dlent avec projection sur u., Ceci évite de garder comme variable le triplet hé-

térogéne (u,tl,tz).
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