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RESUME

La détermination du champ ELectromagnétique en milieu conducteun

potarisable monodimensionned conduit a fa résolution d'un systéme integro=

differentiel faisant intewenin un opérateun de convolution en temps. Une

méthode de résolution numérique d'un tel probleme a e1% proposée dans [11,
[2]. Nous présentons ici un certain nombre de ndsultats théoniques destinés
a justiflen L'approche adopte dans Les diffénentes phases de L'approxima-
tion. Ces nésultats complitent ceux obtenus dans [1].

ABSTRACT

The determination of the electromagnetic field in a monodimensional
conductorn polarizable medium Leads to the mesolution 04 an Antegro-digferen-
ak system indudxﬁng a time convolution operatorn. A method of numerical
nesolution of such a problem was proposed in [11, [2]. We present here some
Zheoretical results in onden Zo justify the approach adopted Lin the digfferent
phases of approximation. These nesults complete those obtained <nm [17.

Mots Clés
Systeme integro-differentiel - Convolution - Polarisation electhomagnétique -

Thans gormation de Fourlien - Approximation par fractions rnationnelles.

Key Wonds
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NOTATIONS
Espaces Fonctionnels.
* Nous poserons :
P

i

lsp<+eo L

L 4 p
®R) f:R>C/ rflw)] do < +=

L+(]R) f:R~>C/sup |[Flw)] <+
welR
P p P . N
Nous désignerons par L (R), le sous espace de L (R), des fonctions 2
valeurs réelles et par lPGR+) le sous espace de lpﬂR), des fonctions

"causales”, c'est-a-dire & support dans R+. Enfin, nous poserons
P ot P+ P
U'®) =L°®mY) o ).
* Q= ]0,4=[ désignera le demi espace pour la variable d'espace X.
Sauf mention explicite du contraire, les notations (+,+) et |[|+] dési-

gneront respectivement le produit scalaire et la norme usuelle de L2 (n).

Transformation de Fourier.

P < . . sy
* Nous désignerons par é;g la transformation de Fourier définie sur

L2 (R) par :

L'(R) » 12 (R)
u(t) + U(w) = (Hu)(o)

telle que

Rappelons que

- éﬁ? est un opérateur linéeaire continu de L'{R) dans lmOR) ! Plus
précisément
Vuel'®) || &ull, < HuHLn
- ﬁz- se prolonge de manigdre unique en une isométrie, toujours notée éZ}
de L*(R) dans lui-méme.



0 - INTRODUCTION

Nous présentons ici gquelques résultats théoriques relatifs & un systéme

intégro-différentiel, & une dimension d'espace, du type. :

au

Hoag(Xst) + —g—;’;(x,t) =0 _ - =0 Xx20,t=0
t. au
o (X)v(x,t)+ fci(x,t-s)v(x,s) ds + ﬁ(x,t). =0 x=20,t=z0
: T
O ux,0) = UO(X) ‘ ' x =0
v(0,t) = o(t) t=0

Ces résultats ont pour but de justifier mathématiguement la méthode
d’approximation numérigue de ce probléme proposée dans [2] ol 1l'on s'inté-
resse & la propagation d'un champ électromagnétique (E(x,t), K(x,t)) dans
un milieu conducteur polarisable mono-dimensionnel.

Les hypothéses physigues sontcelles de la magnéto-tellurique [6], le
modele mathématique [3] découle des équations de Maxwell et se ram@ne au
systéme intégro-différentiel (0.1) ot u(x,t) = e(x,t) désigne 1'uni-
que composante du champ électrigue, V{X,t) ='h(x,t) désigne 1'unique compo-
sante du champ magnétigue, le demi—espace'm+modélisant le sous-sol conducteur

et X représentant la profondeur,



Remarquons que, si 1'on se place, non plus dans 1e'd0maihe'espace
temps, mais dans le domaine espace-fréquence, les équations du systéme se
simplifient. Plus précisément si nous introduisons

o+ U(X,0) 1la transformée de Fourier de t =+ u(x,t)

w »> V(X,w) 1a transformée de Fourier de t - v(X,t)

w + cl(x,m)'la transformée de Fourier de t - gl(x’t)

Alors les éguations s'écrivent simplement en posant

o(x,w) = o (x)-+ol(x,m)

oo

e U(x,0) 4 %YZ (x,w) = 0

. dU .

(0.2) o{%sw) V(x,0) + {(x,w) = 0
V(0,w) = ¢(w)

\

Dans le modéle des éguations de Maxwell en milieu conduteur polari-
sable, la fonction o(X,w) est la conductivité complexe du matériau. En
milieu non polarisable cette conductivité est réelle et indépendante de
la fréquence . La dépendance de o(X,w) en fonction de ® caractérise
donc la polarisabilité du milieu : la fonction (X,w) + o(X,w) est 4a
Lod de polanisation du matériau. Nous adopterons cette terminologie pour

le cas général du systéme (0.1).

Exemple : Une loi de polarisation intervenant fréguement en &lectro-
magnétique est la loi de Warbourg [ 7.

1»-x(>;) [i a%y]l/z

avec He( [1' = }1/2) >0



et, ay(x) =0
w.(x) = 0
21

\A(x)

La méthode d’approximation numérigue de (0.1) proposée dans [1], [2]
a péur but essentiel de s'affranchir du traitement numérigue, trés éouteux,
du terme de convelution en temps intervenant dans lss éguations, terme qui
est la source des difficultés mathématiques et numériques. liées & notre
probleme,

Cette méthode se décompose principalemént en trois étapes

(:) Approximation de la loi de polarisation exacte o(X,w) par une loi
de polarisation approchée ca(x,w) en somme de fractions rationnelles.
Cette premiére phase a pour effet de ramener le probléme & un systéme de

N+2 équations aux dérivées partielles d'ordre 1.

(:) Introduction de conditions aux limites artificielles & distance finie.

Cette phase a pour but de se ramener & un probléme posé& sur un domaine borné

[0,L], 1e probléme initial étant posé dans le demi espace [0, +w[ ;

(:) Discrétisation numérique par différences finies du systdme d'équations
aux dérivées partielles obtenu & 1'issue des phases (:) et (:)w

La justi?icafion de la phase (:), c'est-a-dire 1'étude de la conver- .
gence du schéma numérique adopté, est traitée en détail dans [21].

Nous proposcns ici d'appofter une justification des phases <:> et <:>.
Ce rapport pomporte guatre chapitres.

- - Le Chapitre 1 est consacré a 1'étude de l'opérateur de convelution
en temps. Il a pour but de définir une bonne classe de lois de polarisation
o{x,0) pour lesquelles le probléme (0.1) sera bien posé.

- Dans le chapitre 2, nous proposons une analyse mathématique sommaire
du probleme (0.1). Cette &tude est basée sur l’obtention d'estimations a
priori et utilise deg fagon essentielle les résultats du chapitre.1. Une

approche légérement différente est proposée dans [1].



- Le Chapitre 3 concerne essentiellsesment la justification de la phase
1 , c'est-a-dire l’'approximation de 1la loi de polérisation, dans le cas od
la loi exacte considérée est la loi de Warbourg. C'est ia partie la plus
originale du travail.

-~ Dans le chapitre 4 enfin, on s’'attache 3 la justification de 1'em-
ploi de conditions aux limites homogénes a distance finie "suffisamment”

grande.

Notons que la plupart des résultats obtenus dans ce travail se généra-
lisent sans probléme &8 plusieurs dimensions d'espace. Soulignons également
que 1°8tude de 1'approximation d'un loi de polarisation guelcongue par une
somme de fractions rationnelles simples présente un intérét théorique évi-
dent dans la mesure ol ce principe d'approximation peut-étre appliqué 3
toutes les &quations de la physiques dans lesquelles interviennent des
termes de mémoire, c'est-a-dire des opératsurs de convolution en temps

(polarisation, viscoélasticité, ... J.



f- ETUDE DES PROPRIETES DE L'OPERATEUR wo

Nous allons dans un premier temps nous affranchir de la dépendance
en espace des diverses fonctions intervenant dans notre probleme en -intro-

duisant un opérateur de convolution en temps ¢0 formellement dé&fini par :
1. - . + N - ds
(1.1) (0,0)(8) = ou(t) f 3(t-s) u(s)

. 0

1.1 - Etude de 1'opérateur ¢y

1.1.1 - Une bonne classe I (R) de Lods o(w)

Nous introduisons l'ensemble :

(1.2) Ew(lR) = {c :R-~+T /o vérifie (1.3), (1.4)}

. 400 .
(1.3) 3(0,,6,) ¢ Kixl'®) tg VuweR o) = o, +[ &,(t)e " dt
0

(1.4) 30, eR.tqg YueR He (olw) 20, >0.

P igté + ti d z
ropriétés des fonctions de Lw(Rl_

. ZwﬂR) est un sous ensemble de 1l'espace .CgﬂR) des fonctions conti-
e o]
nues et bornées & valeurs complexes,lui méme sous espace fermé de L (R).
* ~
En outre, si on pose o =o0_+ || o || alors :
- o 1 L10R+)

*
£0

ol &
LR
en outre,
Tim o(w) = o
wr +

. ZwﬂR) est un cbne, convexe et ouvert de CgﬂR)

° Toute fonction o de ZwGR) est uniformément minorée en module.

En effet,

. 5D 3
lo(w)| = Fhe(o(w)) 2 o,



* On peut remplacer la condition (1.4}, par la.condition suivante
{plus. forte) '

~

- (1.5) | o <0

Magey <%

On notera que si la fonction t - Si(t) est presgue partout positive

alors les deux conditions (1.4) et (1.5) sont égquivalentes

1.i.2 - L'oporatewn ¢ _

Nous considérons 1'application :

6, ¢ L°®) » L2R)

(1.6) Ulw) » V{w) = (9 U) (w)
|
11
|

tq¥weR Vv = oflw) Ulw)

THEOREME 1.1 -
q}U est un opérateur linéaire continu et coereif (donc inver—

(8tble et d'inverse continu) sur L*(R) et on a en outre :
(1.7) } ¥ Uel?R) o J|Ujf? s»rﬁ?e(;ﬁgu, ¥y = o] U|P

|

Démonstration du thdéoréme

.

La linéarité et la bijectivité de ¢O sont évidentes ainsi que la conti-

"~

nuité de ¢ _,
o

Soit alors U{w) dans L2(R). Posons
Vo= 4
v ¢OU
Nous avons donc H
V{w) = o(w) U(w)

0’ ob

I

gﬁm V(o) = ofw) Ju(w)|?
U{w) V(w) = 5w} {U{w)]?



En ajoutant membre & membre :
Fre(U(w) V(w) =Fe(o(w)) |Uw)|?
D'ol nous tirons, én utilisant les propriétés de o :
o, |U@)|* <F(Uw) TT@)) do < o*[U(w)]?

L'inégalité annoncée s’obtient alors simplement par intégration sur w

de e é +0, . B

COROLLAIRE 1.1

On a les majorations :

1o s (0,07t

~

¢;1 étant défini par :

Vo eR (§70)(w) =§-€%§-

1.1.3 - L'operateun ¢, dun LZ(R)
Nous pouvons définir 1'opérateur : |

by P L*R) ~ L2(R)

par

~

. ot
¢G-9/Z; qcboog

ce qui correspond au diagramme suivant :

’ L%4(R) -—-—-:EL—4> L3(R)
(1.8) & g ;)G fﬂ

U'R) ———Ze 1''R)

L'opérateur éﬁE €tant unitaire, on a immédiatement le :



THEOREME 1.2

est un opérateur linéaire continu et coercif sur

¥

. L2MR) et on a en outre les inégalités :

Vuel*®) ol ulf < He(o,u,u) < o¥|lup

o7 1l's (007"

En outre, des propriétés de la transformation de Fourier vis 3 vis

de la convolution, nous déduisons le

THEOREME 1.3

Pour tout u dans LZ(R), V=9 U est défini par :
t

f v(t) = o u(t) + J El(tms) u(s) ds

ao

Démonstration du théorsme

Le théoréme est une conséguence directe des deux résultats classiques

suivants :

@®  soit (F(t), g(t)) « B*(®R) xL2M), alors pour presque tout t rael,
la fonction :
s + f(t-s) g(s) est sommable et la convolée de f et g

défini :
efinie par oo

(fxg)(t) = S f(t-s) g(s) ds
vérifie :

fxg ¢ L*(R)
| fxg ]| SN i gl
L2(R) L'R) L*(R)

@  soit (f,g) ¢ L'R) xL*(R), (FEf(w), &#4(w)) leurs transformées de

Fourier respectives, alors :

Pt < L"®R), Fg < L2R)
. Q@Z(f*g) = ity
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Il suffit alors d'appliquer les propriétés @ et ®@ avec
F(t) =0, (t) et g(t) = u(t) dans L2(R). ]

COROLLAIRE 1.2

¢G applique de fagon bijective L2@) dans lui-méme.
En outre, ¢U applique 120R+) dans lui-méme et on a, pour
tout U dans lzﬂR+) on a :

(1.11) (95 u)(t) = 0u(t) + F § (t-s)u(s) ds

Démonstration du Corollairve -

* L’expression de . ¢Ou donnée dans 1'énoncé du théoréme 1.3 prouve

immédiatement, la fonction 01 et le scalaire oo étant réels, que
uU(t) e R =—> (¢Uu)(t) €eR

~

* La fonction 0, 6&tant réelle, o(w) vérifie :

Soit alors U dans L3*(R) et U =Zhi, nous avons :
U(-w) = Tw)
Par conséquent :
4 - &
o(-w o(w
Soit:encore
(851 U)(-u) = (6:%0) (w)
ce gui prouve que :

YteR (6 'u)(t) <R
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* Pour u dans 120R+), il suffit d'utiliser 1'expression obtenue dans
le théoréme 1.3 et de faire ¥ s < 0 'u(s) = 0 pour obtenir 1'expression

annencée. B

En conclusion, l'opérateur de convolution ¢d ainsi construit trans-
forme une fonction réelle an une fonction réelle et une fonction causale
en une fonction causale. De plus, la derniére formule montre que cet opé-
rateur est lui méme causal dans la mesure ol la valeur de ¢OU 3 1°'instant
t ne dépend gue des valeurs de U dans 1'intervalle [0,t]. C'est en met-
tant & profit cette prepriété gue que nous allons pouvoir définir ¢0, nan
plus sur L*(R) mais sur L2(0,T).

1.1.4 - Loptratewr ¢ sur L2(0,T)

Nous définissons donc maintenant :

¢_:  L%(0,T) » L2(0,T)
u - ¢Gu
tq zpcu(t) = o _u(t) +

(1.12)

51{%:-5) u(s) ds

O ot

En toute rigueur, 1'opérateur définl ci-dessus est 1'opérateur :
1.13 b o o=
C ) ¢U,s X1 © ¢U ° PT

avec

XT : LZOR) g LZ(O’T)
U > XqU = U
T [0,T]

(opérateur de troncature a {0,T] )

Ppi L20,T) ~ L2(R)

u > PTu

i

tg  (Ppuj(t)
(P7u)(C)

- {opérateur de prolongsment par 0},

u(t) ¥t e [0,T3
0 si t ¢ [0,T]

L




Nous confondrons, pour ne pas surcharger les notations, ¢o et

¢0 T Le résultat essentiel de ce paragraphe réside dans le :
. ; 4

THEOREME 1.4
L'opérateur 9, est linéaire, continu et coercif de L%(0,T)
dans lut méme. En outre on a les inégalités suivantes
* Pour toute fonetion u dans L%(0,T)
I |
(1.14) . o, |u(t)|idt s!’ ;u(t) u(t) dt < G*J ju(t)|? dt
R
-1 -1
el s (9))

Démonstration du théoréme

Tout résulte, bien entendu, de 1a démonstration des inégalités (1.14).
(On appligue alors Lax-Milgram) .
Soit alors u e L?(0,T). Construiscns la fonction u*(t) de LZ(R)

définie par :

u(t) si t e [0,T]

(1.15)

P Nt
| S o
* 3
—~ o~
ot
-
it 1]

Nous pesons alors

<
{i

2
(1.18) v ¢o“*€ L*(0,T)
6 u"e L2(0,T)

La fonction v*(t) n'est pas & support dans [0,T] mais, 1'opérateur

¢0 étant causal, on sait que

(1.17) ¥ te[0,T1 v¥(t)

v(t)
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Du théoréme 1.2 nous savons que les deux inégalités suivantes ont

lied :

+o0 +o0
(1.18) [u*(t) vi(t) dt = o*fiu*mg?-dt

4o +0
(1.19) [iv*(t)lzdt < (c*)zf]u*(t)!zdt

-0

" Or, gréce & {1.15) et {1.17]) nous savons que :

!

§ou(t) v(t) dt
)

ey
[uﬁt)v%t}dt=

J

o

Jletenr e = [ ey e

2 1

Par suite, de {1.18) on déduit immédiatement :

' fu(t}- vit) dt sc*j fult)|?dt
0 0

et de {1.18) on tire :

00
v(t)|2dt sf!v*(tnz < ()2 ju(ty|dt

ce qui prouve que 1'op€rateur ¢U est bien continu et coercif de L%(0,T)

" dans lui mBme et donc ach&ve la démonstration du théoréme. - B
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De la méme fagon, il est clair que.l’on peut établir le :

COROLLAIRE 1.3

Pour tout t e [0,T] et tout u dans L%*(0,T) on
a les deux inégalités de continuité et de coercivité

sutvantes :

IA

t t '
7 [o,u(s) |2 ds < (0*)% 1 lu(s)|? ds
0 ' 0o

t

é ¢du(s)u(s)ds

v

*

't
o, [ |u(s)|? ds
0

Pour terminer, signalons une propriété de 1'opérateur ¢g vis & vis

de 1'opérateur de dérivation par rapport au temps (Cette propriété s'établit

immediatement en raisonnant au sens des distributions].

THEOREME 1.5

Pour toute fonetion u dans H(0,T), on a L'égalité,
dans @0 (0,T) :

Fe6,0) =6 (34) + u(0) 5,

REMARQUE 1.1

L'égalité (1.15) a bien un sens puisque d'une part
H}(0,T) e»C%0,T), d'autre part o, € L*(0,T) ; par consé-
quent u(0) §. e @)'(0,T)

COROLLAIRE 1.4

St U appartient g HI(O,T) et vérifie u(0) =0
d d
Alors  gx(6,u) =9 (GH)

Pour achever 1'étude de 1'opérateur _¢O, nous allons donner guelques
résultats immédiats de continuité de ¢U par rapport & O, résultats gui
sont essentiels pour justifier la méthode d'approximation que nous anvisa-

geons ici,
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J1.1.5 - Continuité de 95 par napport . o

Nous munissons 1'ensemble ZwﬂR) d'une structure d'espace
[~-]
métrigue en induisant la distance définie par la norme de L (R) et nous

poserons :

¥(q . 0,) € I R)? g -0,ll, = Sup lo,(w)-0,(w)]

Nous nous intéressons donc & la continuité de 1'application :

o2 3R+ ZLE0.T))

e -+
¢O’

Le résultat est alors le suivant :

THEOREME 1.8

L'application ¢ est contractante de ZwﬂR) dans
(L0, T)), autrement dit :

O X S R LN

Démonstration du théoréme

Elle est tres simple. Le résultat est évident pour l'application
o] +,¢O. Il est donc vrai pour 1'application o + ¢o en tant qu'applica-
tion de ZwﬂR) dans GA(L2(R)) et on a donc :

* . * *
¥u « LZ(]R) _ H ¢O'1u -¢Q2u ” < H 0'1“02”00I|u*”

Il suffit alors de repremdre 1'argument de causalité utilisé pour

déemontrer le théordme 1.4 pour conclure.



Nous. pouvons également donner un resultat plus precms, intéressant

dans les applications pratiques

- THEOREME 1.7

Sott U une fonetion de L2(R) vérifiant :
supp Zu* 0 RY ¢ [w, s "]
Cavee  (w”, w, ) e ORj)? Alors on a l'estimation suivante :

+oo 4o
185 u(B)=v, u(t)]? dt slloo P 7 Ju(t)|?at
- 1 2

L(w_,0")

Nous pouvons alars maintenant -passer aux propriétés de 1'opérateur wg.

1.2 - Etude de 1'opérateur wc

1.2.1 - Une classe T(2; R) de Lois o(x,)

Nous introduiscns cette fois 1l'ensemble :

ZR) ={o: QxR0 /0 verirte (1.21), (1.22)}

3 (0,,0,) € L(@) x L™(2; L'RY)) telles que

o (x) > (o,) >0 p.p. X ¢ R
(1.21)

ot -iwt
* ¥Yuwe R o(xw) = o (x) + s oi(x,t)e dt
‘ 0

(1.22) jo, e ]R;L tq p.p. (X,w) e xR e@e(o(x,w')) 20, >0

Propriétés de 1’ensemble I{Q; R)

* I{(2 R) est un sous ensemble ouvert, connexe et conique de
L7(; COGR)) muni de la topologle induite par celle de L* (2xR). En

outre, on vérifie que si on pose
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* ‘ sl
o IlcmlILm%(Q) I cllle +

(2; L'R"))

Alors,

Il ol s

°(oxR)

» Toute fonction o de ZI(9Q; R) est uniformément minorée en module.
» La condition (1.22) est réalisée si on suppose que p.p. X € §

.Iiai(x’f)]k10R+) -0_(x) 2 a > 0.

1.2.2 - Définitions et propriltis de Vs
Nous définiésons 1'opérateur :

WU; L2(0,T;L2(Q)) ~ Lz(O,T;LZ(Q))
u(x,t) + v(x,t) = (WOU)(x:t)
(1.23)

. t _
tg  v(x,t) = o (x) u(x;t) + J ci(x,t-s) u(x,s) ds
0

Pour déduire les propriétés de 1°'opérateur wo de celles de ¢c’

il suffit de remarguer que :

* p.pe X € 8 | o(X,*) ¢ ZwﬂR)

* p.p. X e f2 (wUU)(X,°) = ¢G(X,') u(x,*)

Alors en utilisant les résultats du paragraphe 1.1 on démontre trés

facilement les théoremes suivants :

" THEOREME 1.8

~ L'opérateur wc est lindaire, continu et coercif de
L%(0,T;L%(Q)) dans lui mdme et pour tout u dans L%(0,T;
L2(Q)) et tout t dans [0,T], on a les indgalités :

t : t t
(1.23) o, S lu(s)]f 2ds </ (wou(s),u(s))ds s o s |lu(s)|P ds
o] 0 o]
t t R |
(1.24) (g )27 Huls)Fds< Sllwu(s)lF ds < (07)2/ |l u(s)|Pds
O , 0 0]
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THEOREME 1.9

Soit u dans - H1(0,T;L2(R)); alors on a Z'égalzté dans
.,Z'(O T; LZ(Q)) :

(1.25) Lo = () + 5,6 ® u(x,0)

En particulier, si u(x,0) = 0, alors on a 1'égalité dans
CL%(0,T;L2(R) : ' '

(1.26) (“’ ”) - ¥y ()

Enfin, pour énoncer un résultat de continuité de wd par rapport & la

loi de polarisation o, nous donnons & I(9; R) une structure d’espace

© )
métrigue en le munissant de la distance induite par celle de L (s L R)) :

“ 01-02”30. = ‘(x,ws):pgxm loi(x,W)'UQ(x,U))l

Et nous nous. intéressons donc & 1'application :

Vi IR R) ~ SB(L3(0,T5L2(R)))

o - UJG

Le.résultat est alors les suivant :

THEOEREME 1.10

L'application Y est une contraction de Z(2; R) dans
“(L2(0,T; L2(0)) |
(1.27) ¥ (01’ 02) € (%, R)Z “ w"i-w%” < ” 01_02” @

Enfin, il est .clair que'popr'tout o dans I(f23 R) 1’opérateur s
définit un opérateur linéaire, continu et coercif de LZGR+'L2( )) ‘dans
lui méme (il suffit de faire .t - +° dans (1. 23) et (1.24)) et on a bien

slr le résultat complémentaire suivant :
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ZHEOREME 1.11

soit u e L2RY; L2(R)) et U e L2@R; L2(R)) sa
transformée de Fourier par vapport au temps. 5%
supp U n]R+ e [w*,w*],' avec w, et W strictement positifs,
alors on a l'estimation :

*

Sy (e u(t)Fdt < [l oy-o, P
BELRCH Yo, | 1772 o, )

1.3 - Deux sous ensembles particuliers de Z(Q; R)

1.3.1 - L'ensemble des Lois de Warbounrg

Lfune des lois de polarisation les plus courantes en élec-

tromagnétisme est la loi de Warbourg donnée par :

(1.29) o{x,w} = o (X) -
© 1+ (1 2V
h UJC<X5
ol GO(X), A(x) et wc(x)' sont trois fonctions réelles strictement posi-

. 1/ ] 1/
tives et ol la fonction z + z? est définie par 69€6(22 )y > 0.
En remarguant que 1'on a 1'identité :

] W yi
1+)\.\| T)/z

.- = A+ (1-9) !
14 (i =% 1+(d a}‘i’-)gz
' C : c

Nous en déduisons que :

1-2
o(x,w) = o_(x) + 209190 ()

. w )
T+ (4 W)’/Z

(1.303 avec

g (x) = )\(x)oo(_x)
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On peut établir le :

THEOREME '1.12

Avec les hypothises :
. ‘]
*0< (o), = g (x) < (0, ) | P.p. X € 0
+ 1< A* < Ax) s 2" p.p: X e Q
PO, sm s (@ e xe
Alore la lot o définte par la fbrmule.(l.ZO) est dans
Z{2; R)

Démonstration du théorsme

‘@D Vérification de la propriétée (1.21)

Il suffit de calculer la transformée de Fourier inverse de 1a fanction

1
w > I'H 1w$?2

Pour cela il nous suffit d'uﬁiliser le

LEMME 1.1
Sott f(t) la fbnctioﬁ réelle, causale et positive définie
par : 4
+00
f(t) = ﬁ%- ﬁ% - 2e t ~/.e'szds ‘ si t>0
/T .
f(t) = <0

0 si t
Alors f est dans LIOR+) et vérifie :

[l £]] =1
®")

Ll

En outre saq transformée de Fourier est donnée par :
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Alors il est facile de déduire du lemme 1.1 et de l'expression (1.21)
1'égalité '
M .
o(x.w) = o_(x) + J[gi(x,t) e Wt 44
0

o0 la fonction EA(X,t) est donnée par :
T (xt) = mc(x)(1TA(x)) o (x)t) o, (x)

. N | N
Alors il est facile de voir que o, € Lm(Q; L'@R")) puisque 1'on a :

¥xekR {x;)] i-) E f
X 13,00l SN E RS

[}

(A(x)-1) g, (x)

Démonstration du Lemme 1.1

On trouvera dans [ 1 ] le calcul de f(t). Rappellons ici simple-
ment une &tude succints de la fonction F{t) -qui prouve que tette fonction

. +
est bien positive et intégrable sur R .

@®  Positivité de

g 400 52
-5 se>ds 1 -s? 1 -t
fe dS~/[———§~—:7E Se ds—me
vt t t
Donc,
N3 2
t -5 1
2e e " ds < wea
t
Par conséquent,
1 1 ,.t -2
f(t) == - - 28 e ds 20

vt

@ Comportement de f{t) au voisinage de 0
400

. t -2, . '
Comme im e 2 7 ds existe, ona 1.
>} o
t v
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f(t) = A + 0(1) quand t > 0
f(t) est donc bien intégrable au voisinage de 0.

®  Comportement de f(t) & 1'infini
+= ' 2
-g2 =3
fes ds=7ﬁseS ds

Effectuons alors une intégration par parties :

?_2 '
e S ds
% JT

Soit encore,

H
1
~——
Ny =
[$]
1
[72]
L—IN
L
Ny —
1]
wm ]
[N wn
N
=%
72}

+ ,
-s? 1 1

fe dS='-2-7,t—f-2-- Ez—ds

43

_52
TLds =
st

Une nouvelle intégration par parties fournit.

e _ o,
f-e-s. ds = 1 .e.;.t. - 3 .?_S__ ds
1/1—: 52 .Z t'é/z -2- T

Bonc finalement,

- or,

i
(7
o
w 1
17 ]
¥ N
o
7]
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En remarquant gue :

: T -s? o g2 - F 2 -t
j—e——-—ds- S€ ss-rl—— se”> dt=%§-—-—
A g4 + g5 t% t %

+
2 -
f‘es ds = 7 S Um g+ 0 ()

A partir de gquoi, on déduit le développement

f(t) = g g (14 0(3)

ce guil prouve gque F(t)} est bien intégrable au voisinage de 4

(@  Vérificstion de la propriété (1.22)

Pour ne pas surchargsr les notations, nous oublions la dépendance en

1

G(U.‘»} 2 ;\O’O + (1")\) GQ m
w

D'od 1l'on déduit éisément gue :
,’(D = - . _U;)_
Fe (alo) = dogr (1-3) o w(3)

ol le fonction Y(x) est dé&finie par :

Une rapide étude de la fonction X - Y(x) montre que, ¥ est une fonction

décroissante de X vérifiant

[ ${0) =1

it

me 9(x) = D
‘X-r-é-oo .
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et par conséquent
ot
¥xekR 0 <y(x) =1
Par suite, (1-A) étant négatif, il est facile d'en déduire que :

= 0
oO o

Q@e(d(w)) z Ao+ (1-2)
Donc, en revenant aux notations générales
He(o(x,w)) = o.(x) 2 (o), >0

La propriété (1.22) est donc vérifiée et le théoréme est ainsi démontré.

Nous avons donc prouvé l'incluéion :
ZW(Q;‘JR') c Z(Q; R)
si on note ZW(Q; R) 1’ensemble des lois de Warbourg définies par (1.28).

Ceci prouve gque certaines lois physigues rentremt dans le cadre des
conditions (1.21) et (1.22). De fagon plus générale, on peut témontrer que

les lois de type Cole-Cole définies par :

. 1+x i - Y
(1.31) o(x,w) = o _(x) OO ge)

o ) LW Y
1+(1—mcx)

vérifient les hypotheéses (1.21) et (1.22).

1.3.2 - L'ensemble des Lodis appnochéu
Conformément & la méthode d’approximation présentée dans
£ 2], nous introduisons un ensemble de lois du type :

. n bk(X)
(1.32) o(x,w) = o (x) + k; I+1ak(xjw
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ol les fonctions ak(x), bk(x) sont réelles et positives et sensées véri-

fier : (0, satisfaisant les hypothéses habituelles)

© 0 < (a), < a(x) < (3)7 < 4=

o b, (x) < bY < 4
{1.33) k k
N b (x)
s inf Jo (x)y+ I . - 0
(%,w) ka1 T (X)W

Remarquons gque avec 1'hypothése :
¥ k, bk(x) 20
La derniére proposition de (1.33) est vérifiée.

On voit gue les contraimtes de positivité sur ak(x) entrainent
que la fonction w = o(X,w) se prolonge en une fonction analytique dans le
demi plan Im(w)20 ce qui entraine que a(x,w) est bien la transformés
de Fourier d'une fonction causale. e

Nous désignerons par Za(Q; R}, l'ensemble des lois approchées du
type (1.32). Nous avons bien construit ainsi un sous ensemble de Za(Q;ER)

comme le prouve le

THEOREME 1.713

Avec les hypothéses (1.33), la lot o définie par la form
10.32) est dans  L(Q; R)

Démomstration .du théoréme

M  Vérification de la propriété (1.21)

C'est une conséquence directe du

LEMME 1.2

| On a Za'fbrmule :

S S
+o b {x) (X e b, (x)
;X e K¢ dt = K
'6 aklx) = _ 1+1ak X)w
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En corollaire on en déduit que.:

- .
a(x,0) = o (x) + [ T (xt)e 0t gt
) i T .
n b (x) 7 a(x)
. _on b ey
Gloe) = LR |

El(x,t) est bien évidemment dans Lw(Q;LlﬂR+)) puisque, pour tout

X dans Q :

1o, (x,)]| < I |by(x)]
1 L®Y) 7 k=1 k
D'od 1'on déduit-immédiatement :
~ . ‘ n *
o ll . sz b
T ®Y) ke S

@ Vérification de la propriété (1.22)

Il suffit d'scrire :

by (%)

45%%(0(X,w)) = 0,(x) +

La propriété est alors une conséquence de la propriété des fonctions

bk(x) et ak(x).

Rappelons que le pri

fait que 1’opérateur wo

B

incipal intéret de ces lois‘épprpchées réside dans 1le

associé, ordinairement non local, devant un opé-

rateur local. Le résultat précis est le suivant :

THEOREME 1,14

L'opérateur Y, associé d la lot (1.32) est encore
définie par :

‘w5 P L3(0,T5L%(9)) » L2(0,T;L%(q))

)
u(x,t) - wcu(x,t) = v(x,t)
avee ‘
fk(x,t)

v(x,t) = o_(x) u(x,t) + 2

k=1"
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0% vhaque fonetion fk(x,t) est l'unique solution de
1'équation différenticlle : -

of '
a, (x) ~a-fk- (x,t) + fk(x,tﬂ) = by (x) u(x,t)

f (x,0) = 0

Cette propriété est ume conséquence directe des propriétés de la

transformation de Fourier vis & vis de la dérivation par rapport au temps.
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- ANALYSE MATHEMATIQUE SOMMAIRE DU SYSTEME INTEGRO DIFFERENTIEL ASSOCIE

A UNE LOI DE POLARISATION o DANS 2(Q; R)

Etant donnée une loi de polarisatdon o dans Z(Q; EQ). nous nous

1nteressons donc au probléme :

Trouver : u(x;t) : xR +R
S v(x,t) : @ xRY -R

Bu oV - +
tqg u =0 (x,t) e x R
(2.1) | BT X -
ou - - +
YV + x =0 | (x,t) e x R
u(x,0) = uo(x) X €
v(0,t) = ¢(t) t eRt

On trouvera une étude mathématigue compléte de (2.1) dans [17]. Nous
allons nous contenter ici d'établir les résultats gqui. nous sont nécessaires
a la suite de 1’étude, avec les hypothéses m1n1males sur les données.

Dans un premler temps, nous allons nous 1nteresser & un probléme un
peu plus.général, avec second membre. Plus pr361sement, nous nous donnons :
(2.2 | U eL¥Q) «,

* ¢ e L*(0,T) ‘ .
* 9 € L*0,T;L2(R))

et nous considérons 1le probleme :

Trouver @ u(x,t) : Q x R >R
vix,t) = @ xRt >R

‘ L ou av - n "

co M (MR b eax R
wv+g§=g C (xt) cax B
u(x,0) = uo(x) X e

v(0,t) = ¢(t) t e R"
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2.1 - Existence et unicité de la solution pour les problémes (2.1) et (2,3)

21,1 - Notations et cadre fonctionnel

Nous introduisons 1°'espace fonctionnel :
.41 H(OT) = fu < L7(0,T5L2(0)) o L2(0,TsH (2))/ S ¢ L2q0, ;07
espace de Banach pour la norme

T

+ Jlu 1
W(0,T) (0,T;L%(Q)) L2(0,T;H(Q))

Dn»rappelle que :
(2.5) W(O,T) < CO(0,TsH™3(0))

(En revanche, H '(Q) n'étant pas le dual de H'(Q), - on n'a pas a priori
W(0,T) = C°(0,T;L2(q)). |

Et nous introduisons alors 1'espace produit :
(2.5) D6(0,T) = W(0,T) x L2(0,T;L2(g))
espace de Banach pour la norme :

+ vl

)| -
e o = 1oy 12 (0,T5L2 (@)

Nous cherchons 3 résoudre le probléme (3.,3) dans‘é%é . On notera que,
pour (u,v) dans i%f on ne peut pas a priori donner de sens & la condition

aux.limites : (au sens des traces)

v(0,t) = ¢(t)

Par contre, on peut lui donner un sens faible en donnant la définition

suivante pour une solution de (2.3)
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L&Eﬂ%ﬂjibm'g.l - On appelle solution de (2.3) tout couple (u,V)
dans E%é tel que l'on ait, dans @) (0,T) :

(2.7) VU e Q) gult) u)-(v(8), 2 4 u*(0) g(t) = O
g i, % i \ * ;U 4 *y R N
(2.8) Vvt e HUQ)  {uov{t), vT) + [5p(t), vT) = (alt), v)

REMARQUE 2.1

Cette définition est bien cohérente avec le probléme
initial. En effet 1 est facile de voir que les équativns
(2.7) et (2.8) se réinterprétent au sens des distributions

pay :
5 3 ' ‘ s -
L %% ~‘§§-= 0 dans iz(U,T;H Q)
pv-3 =g dame L2(0,TiLE(R))

En outre, si la fonction V est suffisamment régulidre

(par exemple v ¢ L2{0,T;H*(Q)) alors on a bien :
¥(0,t) = o{t) dams LZ2(0,T)

Enfin, la condition initiale. u(0) ='U, a bien un sens
grdce a (2.5) »

2.1.2 - Résultats d'existence et d'unicité - Estimations a PALORL
Nous allons établir le :

THEOREME 2.1

Avec les hypothéses (2.2), le probléme (2.3) admet wne
untque solution  {u,v) dans g&i (0,T) et on a en outre les

estimations suitvantes :

utl s lugl + cyll gl + ¢, oll + ¢,

Dy

[4(t)] dt



: T
I v“LZ(O,.T;L?(,Q))S Coll ugll + Coll gll + Cell ol + Cq L 18] dt

.
S HLz o titriayy © Coll toll ¥ Call oll+ Call ol 461, fect)] et

l-au

< C
l _B—:E'“LZ(O,T;H-I(Q)) 12””0“

+

.
Coglali+ ¢l 8l +C15£ lo(t)] dt

ou L'om a posé :

e |
g |l

i

Il ol
L2(0,T)

I gll

2(0,T;L2(R))

et ol les comstantes positives Ck ne dépendent que de Y, o,
. : ,
et O ‘

Démonstration du thdoréme

Le résultat d’existénce et d'unicité est formellement une conséquence
des estimations & priori. Nous. sllons nous contenter de donner le principe
de 1l'obtention de ces estimstieons, les celculs gui suivent pouvant se Jjusti-
fier entiérement grace & la régularité des salutions, Puis nous indiquerons
briévement comment la méthode de Galerkin permet de démontrer le résultat

d'existence.

CD Obtention des estimations a priori

Nous réecrivons les deux équations de (2.3)

(2.3)1 H 376 +—a-)-(- =0
: au
[2-3]2 u’g v + —e—s‘(- = g

Nous multiplions {3 33 par u, {3,3)2 par V et intégrons =n espacse
sur {l. Aprés sommation mnmbre a membre des deux égalités, nous obtenons

pour tout instant § dans {0,7T] :



bt Hu(s) P+ (w,v(s),v(5))+%s),u(s))+(v(5),2%5)) = (g(s) ¥(s))
Une intégration par parties en.espace fournit :
(GR(s), u(s)) + (v(s), S4(s)) + v(0,5) u(0,5)= 0
Soit/encore, compte tenu de la condition aux limites:
B(s), u(s)) + (v(s)s 2s)) + 6(s) u(0,s) = 0
Pér 6onséquent nous obtenons, ¥ s ¢ [0,T] :
54t Iu(s) P+ wyv(s)s vis)) - 6(s) u(0,s) = (g(s), v(s))
égalité que nous intégrons en temps entre ’0 et t

t , t
7 () 1 (egu(s), vis)) ds = § JluJp + 1 {g(s),v(s))ds +

O et

(s) u(0,s) ds

Or nous avons :
t .
L (yu(s), v(s)) ds =0,

v
Q

I vis)IF ds

t : .
}(f) o(5) u(0,5) ds | ()| [u(0,5)] ds
t
S (g(s), v(s)) ds|
0

IA

A}
O et Ot O e+

l g(s) Il 1} ves)]l ds
Ce dont nous déduisons 1'inégalité :
" t u ' t » t o
3 u®)iF+o, £ vis)IP s 5 [lulF+7 1e(s)] u(0,s)]ds +/ |lg(s)|| Iiv(s)Il ds.
0 °" 0 . 0
UtilisonS'alors le théoréme de traces :

+o0
P 2 2
u(0,5)[* = 2 1 5(x,s) u(x,s) dx < [ u(s)IF + | )|l

[u0,s) | = M us)Il + 1| 3%s) I
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Or gréce a [3.3] et & la continuité de W< an a :

AT ()1 + o, f Iv(s)IPds < 5 [l I + f [6(s)] lu(s)ll ds + f [9(s)] ]| 24

l 'fgﬂﬂﬂnﬂwﬁna

Or, d’'aprés 1l'inégalité de Cauchy-Schwartz et 1’'équation (3.3). , nous avons
. Y ; J 2

. g lo(s)] l‘a“( I ds < f M( )l s)ll ds + f v v(s) 1o(s)|ds

In

(g l6(s)]? ds} é’f lg(syf* as)e + {fw (s)pas) (gn by(s)fPas) ¥

A

@!¢wvdwﬁ(mm<m2@}o§ﬂ?1%$%mv ()1 dsy%

L]
S et

Il al(s)l] Ivis)]|lds < g, i g(s)g‘zds}jz ( v(s)IE ds}%

Introduisons alors :

- T
el = (6 lo(s)|* ds)h

4 T
nguexpmmmzam

Nous obtenons finalement pour tout t dans 0,77 :

. t . t 1,
(2.9) %HMHW+U*£uwasts%H%W4umn+Jumm5wwﬂfﬂr

t
WMYMH+éNBHHMﬂH$
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Utilisons alors les inégalifés :
Fall (f 1 v(s)IP ds) <5 7 [l v(s)IFF ds + L JlglP
0 : 0 ©

*

* t a, t ' *\2
loll (7 I v(s)IE ds)2 <5 F iR ds + L80°) o
0 . . 0 %%

ce qui nous donne, aprés avoir reporté dans (2.8) :
M ey g O © 2 u 2 1 2, (07)2 2, ¢
(z.10) 5 [lu(t) [P+ x é Iv(s)lIZds <5 Hlugli2+ 1lgll e ll+ = llgll2+ 1L [lo 12+ 7 lo(s)] llu(s)]d
: o % i 0

Donc en particulief.

* . t
)= s Hlugll® + < gl e+ 22 Nighze2 {&00ip + 2 1 Jo(s)| Jlucs)) e
* * o]

(2.11) T " * t
JUvis)ll2es < 2 fluglize 2 il ol 22 llglE+ (€92 loll2s 2 1 [4()] llu(s)f as
* * * * 0

Nous utilisons alors une version généralisée du Lemme de Gronwall

(qui s’établit de facgon classiquel.

LEMME 2.1

Soit F(t) wune fonction continue et positive définie sur
(0,71, m(t) ume fonction positive de L*(0,T), C une constante
strictement positive et o wun réel strictement compris entre 0

et 1 . On suppose que :

t
¥t e [0,T] F(t)sC+ 7 ms) F(s)* ds
0 |

Alors on a l'inégalité :

1

t
¥t [0,T]  F(t) < L%+ (1-a) J m(s) ds | T
0
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Appliquons ce lemme en faisant :

F(t) = | ut) P
m(t) = 2 ot)
¢ = uglP o+ g2 ol + 2 L1 o+ 2 gl 1o
@ =37
I1 vient :
Buwlp e bk o3 7 aes) as f’
D’ ol
futyf) s ck + Z m(s) ds

Et par conséguent, pour tout t dans [0,T]
A T
A 2 1 2 y *, 2 '1/ 1
22 @ s Hulie G Nslle sl el o™ %ol £ 7 o] e

C'est-8-dire la premiére estimation annoncée.

Ensuite on a, d'apres (2.11) :

—f

Solv(t))]? dt < IIU I+ 5 HQ|| lioll+ -—-z~IIQIl2+ ||¢l!2+ = fl¢ liIU(t)H

(]

inégalité dont on tire trés simplement la deuxi®me estimation sur
v]| en utilisant (2.12)

L2(0,T;L*(R?))

Par suite pour obtenir 1'estimation sur g% il suffit d'écrire :

3u

ax - Vg V*9

in

vl * gl

llax L2(0,T;L3(Q)) ’ L2(0,T;L%(2))



Enfin, pour obtenir 1'estimation sur %%;' il suffit d’utiliser le fait

- gue
;
= ¢ ZULA0,T;E2(0))5 LA(0,T3H ()
et que
. 8u _ 9V _ g
o3t T

(@  Existence de la solution

On utilise 1e procédé construstif de Galerkin en considérant une base

hilbertienne w, , W » Wy +.. de HY(Q) et on construit une solution

1 2, P n °
approchée (un, Vn) en résclvant le probléme approché suivant

Trouver :

1, (t) © [0,T] » L

u [Wls Wzs
v (t) : [0,T1>V,

[wl, Wos wee s wn]

cee wn]

vérifiant ;
YU eV dou (), u) - (v.(t), 39y 4 6(t) u*(0) = O
_eﬂ “a‘.En s \n 53’;} {

(2.13) du™

VeV (v (8)s V) + (g (), V) = (g(t), V)

= 2(0
un(O) =Ug.n € yn Ug.p ™ g dans L“(%)

On obtient alors les estimations a priori sur la solution approchée

(u_(t), vn(t)) puis on passe & la limite.

n!
Signalons que le probleme approché (2.13) n'est pas tout & fait de
‘ type classique. En effet, si on pose : '

un(t) = ui(t) Wj

=

1}
[N
n M=

(2.14)

i
[T e ==
[y

v, (t) vﬂ(t) Ws

.
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Alors en introduisant les vecteurs de “R"

[ Unét) (uJ(t))m 2n

V(8 = (v

1<j<n
(2.15)

1]

@n(t) (W (0)o(t ))1<an

.Gﬁ(t) -

i
~~
=
()
L 2
(=]
——~
ot
S
~—
[y
A
(%]
A
=

et les matrices carrées nxn suivantes :

An = ({T“(wi’ WJI >>1<J<n ; (symétrique définie positive)
1<J<n
(&)
Bn = ( X Wj) } 1<i<n (antisymétrigue)
: i<jsn
(o 25
Cn- (g‘(wq, X-)  1<i<n (antisymétrigue)
1<jgn

~1
8
]
ST
.,

(2.161}
¥ 1<j<n

Zl(t)=€:€jé El(x,t) W, (x) wJ.(x) dx });Sm € Ll(o,T)

/ - o_{x) wi(x) wj(x) dx ))1£i$n (symétrique définie positi

Alors le probléme approché (2.13) est équivalent au probléme suivant :

Trouver U (t) : [0,T] +R"
V. (t) : (0,77 > R"

solution systéme intégro-différentiel

dy :
A Mty =B V (£} +0_(t) = 0
(2.17) n dt nonves n )
.t
LoV (t) + /I (t-s) V,(s) ds +C U (t) = G, (t)




Loy
—~
[ew]
S
i
<
=
]
—
[~
€

avec

On le démontre aiors le :

LEMME 2.2

Le probléme approché (2.13) admet une solution et une seule :

¢ ou(t) e co(o,f;vn) n HY(0,T3V)

-

»vn(t) € CU(O,T;vn)

Démonstration du lemme :

Il suffit d'écrire le systéme intégro-différentiel sous forme intégrale :

t : t
An(Un()=Ug) = By [ Vyls) ds + 1 o(s) ds = 0
[Sn) £ t
Zwvn(t) + Cn Un(t) + é Ei(t—s) Vn(s) ds = é Gn(s) ds

On élimine Un(t) entre les deux équations ce gui est possible car la matrice

An est inversible :

-1 t -1 t
Un(t) = Uo + An’Bn 6 Vn(s) ds - An é ¢n(s) ds
D’ol 1'0n tire :
t t
Z, Vn(t) = [ Gn(s) ds + / Z,(t-s) V_ (s) ds
0 0 3 n

-1 t -1 t
-G (Uo A, é Vn(s) ds - A, é a(s))
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: ! : ,
L'idée consiste d'appliquer alors le théoréme du point fixe a 1'appli-
cation dans CO(O,TO; R")(0 < T, s T)

®: C°(0,T R") + ¢°(0,T_, R")
V(L] - ov(t)

t t
oV(t) = % % S G(s) ds = J I (t-s) V(s) ds%
0 0
- 2t Ju s ; V(s).ds Aty
‘ n{o " "ntng n

(o B

¢n(s) dsg

Il est alors facile de voir gue :

t .
& Vy(t)- oV (t) = z? L2 (85) (U, (5)Vy(5)) ds

11, E .
+ I CnAn Bn é (Vi{S)-Vz(S)) ds

D'ol 1’on déduit 1°estimations pour tout % e [0,8]

t .
[V ()= ()| < {227 (S |z, (s)lds) [V, ][,
- - ¢ L7(0,T,)

tomd -1 H Hy oy
¢ 1ETCAB T t i v, V1HL°°( )
Alors comme I (s) est dans LY(0,T), .on peut toujours choisir T  suffi-
1 _ 0
samment petit pour que :
T

0

-1 : “1n -1 1
| é |Z,(s)] ds + T, 1z, ChA B, <5

)
Auguel cas on déduit que :

¥ (VaY5) € CO0,T 5 R 'i|¢(”2;V1)HL”(o T )S'% ” v2~v1an(0 T,)
& sl g ' 0

Le théoréme du point fixe permet alors d'afflrmer que ¢ admet un

“peint fixe unique

0 L ph
Vﬁ eﬂC (OﬁTO,.R }
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Alors en posant :

t

I's - _1
U (t) =u, + At B 6 V. (s) ds - A~ é"’n(s)

n

On voit que Un € CO(O,TO;_Rn) n HI(O,TO;ng et que le couple (Un, Vn)
est bien solution de (Sn)  sur [O,TAJ '

Il suffit alors de réitérer le procédé, en prenant t = TO comme
nouvel instant initial, ce qui permet de prolonger la solution ainsi cons-

s

truite sur [To, ZTO] et ainsi de suite jusqu'a atteindre T. » a

~

Le passage & la limite et l’interprétatioﬁ de la condition initjiale se

font alors sans probléme ce qui achéve la démonstration du théoréme. 8
En partiéulier, pour le probléme (2.1) qui nous intéresse on a le

COROLLAIRE 2.1

Avee les hypothéses :

* ¢ e L%(0,T)
- u < L2(Q)
Le probléme (2.1) admet ume solution et une seule
(u(t), v(t)) dans P0,T) et on a les estimations :
(ou les constantes qui intervienment ne dépendent que de

*
H, O"*‘_,O )'

1ol ey Tl * Gl € g o(t)| dt
T L R R g j6(t) | dt
QU ' | : !
155002 g 7y0e gy Gl ol Gl ooy 7 o)) av
L : | T
U512 0 75y OOl oll * Cholbli+ gy 7 oo ot




- 47 -

De méme, les estimations obtenues prouvent que sous certaines hypo-
théses, les solutions peuvent 8tre prolongées pour tout t > 0 en solu-

tions globales. Plus précisément on a le :

COROLLAIRE 2.2

Avec les hypothéses :

e LIRY) n L2®R)

v ge LART ; L2(R))

Alors Ze probléme (2.1) admet une unique solution
gZobdZe vérifiant : .

cu(t) ¢ L°®T5 L3(2)) o L2RT;HY(Q))

. 4 2t
+ () e L RTHYR))

-« v(t) e LERT;L2(R))

En outre le caractére linéaire des &duations permet d'affirmer que si

on fait 1'hypothese

’ supp % n R < [w*,_w*l

(2.18)} ol ¢ désigne la transformée de Fourier de ¢ et ol

|

Alors si V(X,w) désigne la transformée de Fourier en temps de V(X,t)

_ A *
0< w <w <+
*
alors on a 44 on Auppose en outre que La donmne initiale u, es i Ldentique-
ment nulle alors on a
(2.18) supp V(x,w) < @ x [w_, 0]
I1 suffit de voir que si on pese en outre par U(X,w) 1a transformée

de Fourier en temps de U(x,t) ; pour tout w, le couple (U(xX,w), V(X,w))

est solution du probléme ;



(2.20)

o U(x,w) + g; (%) = u_(x)
T (X, 0)V(X,0)+ g% (x,w) = 0
V(0,u) = $(w)

Pour achever cette &tude préliminaire, donnons deux esxemples d’hypo-

theses gui permettent d'obtenir un résultat de régularité et de pouvoir

interpréter au sens des traces la condition aux limites.

Nous considérons les 2 groupes d’hypothéses :

(2.21)

(2.22)

¢ e HY(O0,T)

u =0

"
o

5(0)

(Condition de ragcord].

¢ ¢ H(0,T), o,  L*(0,T)

ou

o2 - 0
5;‘(le %) € L2 ()

ou
$(0) = -(c;1 75?)(0) {Condition de raccord).

REMARQUE 2.2.

* La condition (2.21) équivaut d considérer le probléme en
supposant que le milieu est initialement au repos. '

* L'hypothése (2.22) est vérifiée par toutes les lois de
polarisation de 1'ensemble Ea(Q;EU; en revanche elle n'est

pas vérifide par les lots de Warbourg

THEOREME. 2. 2

Avec les hypothéses (2.20) ou (2.21), l'unique solution du
probléme (2.1) vérifie :
+ u e WUT(0,T5L2(0)) n HY(0,T3HY(R)) n HZ(0,T3H™1(Q))
o v e L2(0,T3HY(R))  n HY(0,T;L%(R))
et on a en outre l'égalité :
V(0,t) = ¢(t) dans L*(0,7)
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Démonstration du Théoréme

Formellement, 1l suffit de raisonner sur les équations dérivées par

rapport aux temps, gui s'écrivent, compte tenu du théoréme 1.2

9%y . a2y 0
S A T T

IV 9%u  _ ~
Uo(38) * 3% = -uo® 9
ou
3Ll ) 1 3 = o]
3E(%0) = {53 {0 53)

av
3e(0:t) = ¢'(t)
On peut, en fait introduire (ﬂ, 0) unigue solution, au sens du

théoréme 2.3 , du probléme :

oBu L v _
Mgttt 0
y ou =1 3u0 ~ z 2
Yy V *+ =g = -0 = ® a, e L(0,T;L%(Q))
a(x,00 =+ 2 ( -lauo) L2(Q)
’ "1 3% ‘% B} ¢
v(0,t) = ¢'t) e L*(0,T)
On construit alors (u,v) par :
t ®
u(t) = u, + S u(s) ds
0
_ auo t
v(t) = -o_! -5+ / Vv(s) ds
D .

Vérifions alors, au moins formellement, gue (u, V) est bien la solution
du probleme :
-0n a :

3u , v
(5E*+ 55 (s) ds = 0

QS e

pou(t) - pa(0) + = (

O

(s) ds)_= 0

Qo
xlw



-La condition u(0) = u_ est immédiate par construction méme

o]
-Enfin on a:
t - auo
V(0,t) = é v(0,s) ds - (o} —2)(0)
t - auO
= L ets) ds - (@ 50)(0)
ou

"

o(t)
grace a la condition de raccord.

Ceci établit, formellement, le résultat annoncé. Une démonstration
rigoureuse s'obtient par exemple en raisonnant sur la solution approchée

Notons cependant que les conditions (2.21) et (2.22), notamment les
conditions de raccord, ne sont n&cessaires que pour obtenir la régularité
Jusgu’au bord.

On peut en fait montrer que, 3 1'instar de ce qui se passe pour 1’'égua-
tion de la chaleur, le systéme &tudié présente un effet "régularisant” a
1'intérisur.

Dans le cas d'un milieu homogéne, avec donnée initiele nulle, le
résultat est une conséquence immédiate d'une expression explicite de la
solution par transformation de Fourier en temps. On a plus précisément

le

THEOREME 2. 2bis

On suppose le milieu homogéne et on prend :

-
« ¢(t) € L%(0,T)

Alors la solution (u,v) du probléme de Cauchy vérifie :

YVe>0 ue Cm(O,T;H1(€,+w))
Ve>0 vecC(0,T;H (e,+))
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en paz:ticulier,' pour tout L > 0, on peut définir les
traces :

u (t) = u(L,t) « C7(0,T)

v (t) = v(L,t) e C7(0,T)

Démonstration du Théoréme :

Etant donné ¢(t) dans L%*(0,T) nous définissons 1la fonction

¢¥(t) telle que :

o7 (t) = o(t) si O<tsT
0¥ (t) = -6(2T ~ t) si T<te< 2l
$"(t) = 0 si t ¢ [0,2T]

de telle sorte que l'on a :

¢ (t) e LI®RTY n L2@®Y)
do

JoT(t) dt =0

‘+m .

5T e dt < e

~

~ v £ a. . * P . 2 .
d’'od 1l'on déduit que, si ¢ (w) désigne la transformée de Fourier de

¢(t) ona:

. * * .
Soit alors (u, v ), la solution globale, au sens du corollaire 2.2, du
probleme (2.1) associé aux données uO =0 et ¢*. On sait que les trans-

formées de Fourier en temps (U*, V*) de (u*, v*) sont solution du



systéme différentiél ordinaire :

.“ * dy?* :
Tuw U™ (X,w). + T (x;w) =0
L Cdu*

o(w)V (x,w) + T (x,w) =0

V*(0,0) = §*(w)
dont la soclution est donnée par :

X, “x - (i (.uo(m))l/2 X

Vix,w) = ¢ (w) e M .

2oy ¢ ~(wote) »

*
U™ (x,w) T

: 1
\ ol ﬂ%e(z/z) >0 lorsque z e €
Nous utilisons alers le :

LEMME 2.3

Soit »5(w) la fonction réelle et positive défini; par :
B = FRe((io(w)
alors on a les propriétés :
(1) w > o{w)

(77) ¥weR ow) 20 = (e

(1it) o(0) = o(0) L
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Démonstration du lemme :

(i) est une conséquence de la continuité de w -+ o(w)
{it) Posons o(w) = |o(w)|e L ORI 8(w) <
Avec les hypothéses sur o(w), on sait que :
lo(w)] < o
Helo(w) = o
Graphigquement, on vérifie alors immédiatement que :

[ 18(w)] = 0" < [0, 1

g
cos 6° < =
o
A
Im {o)
s* A , o{w) € zone hachurse
e
/N
—— s e - %’ N [ ..,§
TO, L @%3’ o)
\ 7
/'("I
-

-Par suite,

5w)| % = o(w) % cos (2udy

o{w) = olw) cos (-Szl) () (12508, 8w )
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Donc, o g g
x

* * *
o(w) 2 —-2-1 (L+cos ® )‘= - (1+ o_*)
(Z2¢)  résulte du fait que o(0) e R:

Nous avons alors,

40 400 N, 1/2
flv*(xsw)lz dx = [¢*(w)]? fe‘z‘“"(‘*’""’ x
£ . I .
Sl O
= v w
(w 5(w)) 2
Donc, ‘
| o ~ Y
V¥ (aw) | - e foll o -26us(w))
ey (w0 8w

L (e,+»)

De méme un calcul analogue donne

ot Yo .*
(noo(w)) ™ [o"(w) e

*
1S (0]
L2 (e, 40)

Compte tenu du fait que ¢*(D)' 0, on voit que :

.{.m .
¥peNl 5 (1P V(L0 |12 do <+
H! (€,4)

-0

ce qui prouve que, par transformation de Fourier inverse :

Vi(t) e CT(0, +o; Hi(e, +»))
De la méme fagon, on montre que :

U (t) & €T(0, +eo; Hl(é: +=))

€

~ Y,
-2luwo(w)1”? ¢
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Or, par causalité on a :

u(t) =u*(t) ¥ t e [0,T]

*

Vi(t) ¥ te 0,73

v(t)
Par conséguent 1l vient :

u(t) e C7(0,T;H! (e, +))

v(t) e C7(0,T;H (e, +))
ce qui achéve la démonstration du théoreéme. i}

On doit pouvoir étendre (mais c'est technigue!) ce résultat au cas

hétérogéne, lorsque la donnée initiale vérifie par exemple

Uy € H' (g, +) ¥e>0



2.2 - Continuité de la solution par rapport i o

Le corollaire 2.1 nous a permis- 'de construire une application :
U L2(Q) x L2(0,T) x (2 R) + 2¢0,T)

(uo’ ¢, o) +  (u,v)

(2.23}
ol (u,v) est l'unique solution du probléme associé aux données

(uys ¢5 0)

* La dépendance (UO, ¢) - (277(0, uo’.¢) est linéaire.
* La dépendance o - G%(T(G, ugs $) est nen linéaire.

. ; . . p) .
Le corollaire 2.1 prouve que l'application %lT est continue par
rapport a (uo, ¢); nous nous intéressons maintenant & la continuité de

é?lT par rapport & o.

THEOREME 2.3

¢ et u  Stant flmee dans L2(0,T) et L2{Q);
alors l'application & *‘2%%(0, U $) est localement
lipschitaienne de I(Q; R) dans §%Z(0,T}. Plus préei-
sément étant dornés - (0., 0,) dans E(Q; R)?, 71 existe

une constante positive  C(u, Tys Ugs ¢, T) telle que :

(2.24) ”@/{T(C}'quosqb)"62"{-{(0'19“09 qb) !L ES C(Uso‘l ’uo’(b’T) “Oj_“on!Lo

FE0,T)

Démonstration du théoréme

Posoné: (Ui, Vl)'= @b%(ol, an $)

(ups vp) = DUplo,s ug. ¢)
(u, v ) = (ulfug, v -v2)

1



Alors (U, V) est solution du probléme :

3U . oV
Wagtax = 0
~  3u
Vvt = (Y -y )y
01 9X 02 01 2
u(x,0) =0
V(x,t) =0

Autrement dit (E, V) est solution du probléme (2.3) avec :

Y= O

¢= 0

9= (v -y )v
o, ci) 2

Nous utilisons alors le théoréme (2.1) pour en déduire gue 1l'on a

donné 1l'estimation :

1@ D, e c o) L)

Or, nous savons grace au théoréme 1,10 que :

g1

L2(0,T;L2(Q)) ) wacznw

ci)v2lk2(O,T;E2(R))-

Posons alors,
4 C(“Q 019023 uO’ ¢, T) = Cl_(Us 01) “ V2
Nous obtenons alors bien 1'estimation annoncée.

Du théoréme 2.3 découle le :

< i

l

L2(0,T;L2(q))

L2(0,T;L2(Q))



COROLLAIRE 2.3

(2.25)

Sott O, une suite de I(Q; R) convergeant vers o
dans L(Q3; R). Nous posons :

(Un, Vn) =Q{T-(Gn’ uO’ ¢)
(U, V) =>6L(T(0 » uO’ (p)

o (U, ¢) est donné dans L2(Q) x L2(0,T). Alors (uysv,)
converge vers (u,v) dans %(O,T) et on a l'estimation
d’erreur :

IKUnsYn) - {uﬁv)lL < C(u, o, uos ¢, T) “ On'OIL

F0,T)



|
i
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t

IIT - JUSTIFICATION THEORIQUE DE L'APPROXIMATION DE LA LOI DE WARBOURG PAR

UNE SOMME DE FRACTIONS RATIONNELLES

3.1 -~ Introduction

Le principe d'approximation du probléme (2.3) proposé dans [ 2]

consiste, rappelons le, & remplacer la loi de polarisation o(X,w) de
Z{Q; R) par une loi de polarisation approchée ca(x,w) dans 1’'ensemble
Za(ﬂ; R} decrit au paragraphe 1,ce qui a pour principal effet de substi-
tuer a 1'opérateur de convolution wa, un opérateur différentiel an temps,
donc local, dont la discrétisation par différences finies permet de consti-
tuer une méthode performante d'intégration numérique dans le domaing sspace-
temps du probléme approché, (Cf. le théoréme 1.14).

D'un point de vue théorigue, cette approche se Justifie entiérement si
la loi de polarisation du probléme iritial o(x,w) appartient 3 1'adhérance
de Za(Q;.R) dans Z{Q; R). En effet si on suppose : '

- Z{9; R}
o« Za(Q; R}

Alors on peut trouver une suite Uﬂ dans Ea(Q; R) telle que

¢, * ¢ dans I(2; R)
On sait alors, d'aprés le théoréme que la solution du probiéme appro-
ché (un, vn) converga, dans f%é(O,T) vers la solution (u,v) du probléme
de départ et qu'on a une estimation d'erreur du type

H(ugs v )= (u,v) | Clo) Il o,-oll,

aom

Le but de ce paragraphe est de montrer que toute lei de Warbourg peut-
étre approchée par une suite o, d'éléments de Za(ﬂ; R) autrement dit de
prouver gu'on a 1'inclusion

) em—T D
2 (9 R) = I_{0; R)
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en fournissant un procédé constructif de la suite cn et en donnhant des

estimations précises de la différence o¢-0_.

3.2 - Approximation de la loi de Warbourg par une somme de fractions rationnell:

3.2.1 - Reduction du probleme & un probleme plus &imple

Il suffit de se ramener & 1'approximation de 1la Fonction :

1
w 1+(ie)%

En effet, si on fait 1'approximation

T falie) = 3 s
4 iw) = I —
+w), n kep lﬁ'&Ew

Alors 1l suffit de faire les approximations suivantes :

1 n By
: « 3 ——— e .
N W 1 ny . w :
1+ ?{@w} /2 k=1 1+ Ol,k "‘—("‘wc X)

Alors on approche la loi de Warbourg :

| 1+ (x) 1[6,%%7]5§
cr(x,m) =0,(x) A

e "[‘z»jwm]l/z,

par la loi approché

on(x,w)

0,(x) + [A(x)-11 o_(x) fn(_i. PRESL
. c

' n bk(x)
Ou(X) * k§1 I+1ak(x§w



avec E
0u(x) = A(X)o_(x)
by (%) = BKo_ (x)[}\(x) -1
3 (x) = a ﬁ c(_x)—1

On vérifie alors frés facilement que, compte tenu des hypothéses sur
les fonctions ‘Uo(x), A{X)s wc(x) la suite ¢ (x,w) ainszﬂfonstru1te appar-
tient bien & Za(Q; R). En outre, en posant f(Z) (1+2z 2)', avec
Gg?e(zM3 >0, on voit que 1'identits :

0, (%s0) = o_(x) [A(x)-11 m) - 0 ory)

© nous fournit la majoration :

ll op-all, = ) (-1 | £ |

avec .
IFf-fll = sup_ £, (1) - F(iw) |

ms

3.2.2 - Approximation de La fonction f(z) = “F%fi par une suite
de fractions rationnelles.

L'idée de base consiste & caractériser, pour tout 2z dans
C\R™, f(z) comme point fixe d'une application contractante : Y > o(y,z)
de type homographigue :

ot a(z), b(z), ¢(z), d(z) dépendent de fagon affine de la variable z,
puis d'appliguer la méthode des approximations successives en définissant

par récurrence la suite :

s

ln+i(2> = ¢(fn(Z}, Z)

i

Dans ce but posons y = f{z). Nous avons donc :

(1+/2Z)

1
y



— 2 = (1-%V 1-
— zy? = y? -2y #1
— ys2 = L
> zy~-y+2 ¥
- 1
> Y T ZHEEDy

Nous définissons

N
N
L]

(e

i

1
ne1(2) = 1T (2)

Nous allons alors

suite f (Z) décrit dans le

THEOREME 3.1

aveec en outre :

1
fn(O) = 1- T
240 |f (2)-F(2)]
ou , d(z)

Démonstration du Théoréme :

Elle est conséquence d’un résuitat

dans

alors la suite de fonctions

En particulier en tout z ¢ R

fn(z) par récurrence :

etabllr un premier résultat de convergence sur la

La suite fn(z) est donnée explicitement par la formuile :
|1 (T—y-l“"")
fn(z) = f(z) ¥z ¢ K
? 7 1
1- ( )

; f (Z) converge vers f(z)

- 2|z]",2 1-/Z]n 1
= 1+fz] 1+/z I-T¢(Z)]
- %2 (1g(2)] < 1)

général sur les suites hemographiques

€ dont un cas particulisr est le :



LEMME 3.1

—t

" Sotent (a,b,c,d) quatre nombres compZexes satisfatsant les

conditions suivantes :

(Z) 1'équation du second degré:
L{ct + d) = (ak + b)

admet deux racines distinctes 21 et %

TRy

(z7) ad - bc # 0

Nous désignons par V L'application

=.b_:_.£5 v (u# a)

c

Etant donné un complexe Uy vérifiant :
(375 u, ¢ (M (- & inem

(w(n) désignant le N itdré de )

Alors la sutte définie par récurrence par la formule :

avu_+ b
u =0

+1
R cu, + g

existe et vérifie :

]
=

) o 21 + d un - £

Uigg - %y CHy+d u -2

1
2

Ynera 7 1

Démonstration du Lemme :

- La condition (ii) entraine que -~ n'est pas solution de (i) et donc

que --% £ {21,22}.(iii] assure que la suite est parfaitement définie puis-

gue l'application Y n'est autre que l'application réciproque de 1'appli-

Olon
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au + b

cation u ~» U Fa’ qui est bijecﬁive de

Il reste & vérifier 1l'égalité

E\ (-2} dens €\ (2]

or,
ag, + b
1 =3
czl +d 1
Donc,
. g - aun +b azl + b

n+1 1 cu ¥ d B cr,+ d-

'(aun+b)(c£1+d)—(cun+d)(a21+b)

Soit encore tous calculs effectués :

ad-bc) Yn"%
cunia‘ c21+H

R ¢
Unsr™ %=

De la méme facon,

g = ad-bc Un7h,

u .
HE cun{H c22+d

Ccun+d) (021+d)

Il suffit de faire le guotient membre 3 membre de ces deux - Bgalités

pour conclure ce gui démontre le lemme.

£



Nous pouvons appliquer le lemme, pour tout : 2z # 0 ou 1 avec :

o0 0 oo
f
N
1
—

L'équation donnant les limites possibles de la suite fn(z) s'écrit :

(2 + (2-1)2)

1]
—

"
o

—> (z-1)22 + 20 - 1
équation dont on vérifie gue les dsux solutions sont données par

f(z)

PSS
[N
—
N
N
1]

1
1+/z2
1
1-/2

N
~—
il

g(z)

qui sont donc bien distinctes pour z #0 et 1 . Par conséquent en remarquant

gue :

1+/7
1-/2

]
]

ck, +d = (z-1) f(z) + 2

€L, +d = (z-1) g(z) + 2

i
it

Nous en déduisons que la suite fn(z) vérifie : -

Fraa (2)-F(2) (:7) fo(2)-F(2)
Fras(-0(2) ~\T2/ ¥, (2)g(2)

D'od, pour tout n dans N*

f(2)-f(z) ;-(1;¢; n f(z)
?nlzj-g(zj © NIz [1¢3)

Soit ericore- :

f (z)-f(z) _ {1_,3-} n+1
ﬂ#zﬁg&)" 1+77
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Par conséquent,

(1 -z 1- f')n+1

f(z) (1 - TT)“”) = f(2)-9(2) (172

D'od nous tirons 1'expression de fn(z) :

- (;-ﬁ):n
f(z) = f(z) x | — 122
1-VZ\n+3
L - (1775)

Et par suite, une expressionde "1'erreur”

1+ 1-vz
1-‘/E)n 1+/z
Wz \1- (5™

f(2)-f (2) = (

Soit fimalement :

1-vZ.n
vz wA)

f(z})- f (z
( ) = 1+/7 1- (1 /z)n+1

Alors, pour 2z # 0, la convergence de fn(z) vers f(z) est une conséquence
du : )

LEMME 3.2
Ty . _1-/z g
L'application z - ¢(z) = —= applique
1+/2

€\ {i R} dans le disque unité owvert :

={zel/ |z| <1}

Démonstration du lemme :

Nous savons que : ¥z e € \ {iR} <§@9(JE) > 0 . Nous pouvans

donc écrire :

VZ = x + iy avec x> 0



Alors,

[1+7Z]2 = (1+x)2 + y* =1+ X% + y2 4+ 2X
11-vZ|2 = (1-x)2 + y2 = 1+ x2 4+ y2 = 2x
Par conséguent comme X > 0
Il-‘/z_l2 - 1 - 4X < 1
o T
ce qui démontre le lemme. ' o ' B

Par conséquent pour tout z ¢ iR , en posant
" n
[f(z)-fn(z)l < 2]vz] ]¢(Z)l
[1+vz| 1-]¢(2)]
La convergence de fn(z) vers f(z) est donc exponentielle.

Pour z = 0, remarqguons que 1l'on a :

~ 1
A = Y ()
Par conséquent
F(0) =0 = f(0) =3
0 1 Z
_ . _ 1 _2
fl(O) =0 ==> fz(O) = ——3— =73
2
Et par récurrence :
TR — _ 1 _ n+l _ 1
WO =lrmr = @ w1 -
n+l

(On remarque gque l'on peut obtenir ce résultat gréce &

f (2)

un développement

0).

limité de 1'expression de ad voisinage de Z

Il s'agit maintenant de montrer que fn(z) peut s'écrire saus la forme
d'une somme de fractions rationnelles dont les pdles sont réels strictement

négatifs. C'est précisément 1'objet du
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Pour tout n, la fonetion z ~+ fn(z) se prolonge en
une fraction rationnelle admettant, suivant la parité de n,
la décomposition en éléments simples suivante :
n .
(2) fy(z) =~2— I —_—
2n+l k=1 14z cotg? 7niT.
n .
.. _ 2 2 1
(2) fonaf2)=oo—+ z ki

2n+l  2n+2 k=1 1+z'cotgm

Démonstration du théoréme :

En raisonnant par récurrence il est trés facile d'établir que f ( z)

est une fraction rationnelle. Plus précisément un smmple calcul montre que

si on introduit la famille de polynémes (Pn, Q ) de degré n, définie par

les relations de récurrence :

Pres(2) = (2-1) P (2) + 20 (2)
Qpag (2) = (2-1) Q(2) + 2P (2)
P(z) =0
Q(z) =2

Alors on a pour tout entier n

f2n

Pn-1(2)
@)=
n

Q,(2)

Fons1 (2)= 515y

Remarquons qu’en particulier

La partie entiére de f2n(z) est nulle

L . .
a partie entidre de f2n+1(z) est constante



?
[ 3Y
ut

H

(@  Recherche des pdles de fp(zl

. Sur 1'expression de f _{z) fournie par le théoréme, 11 est clair que

les p8les de fp(z) sont solutions de :

‘/él-/?) p+1 .

1+/Z
1+/Z2
ce qui nous dorne :
1-vZ _ w§+1 K=1,2, ..., p
+/z 2ikn
avec w§+1 = @ ptl

'

Soit encore, pour chaque valeur de k =1, 2, ..., p :

- ()

K 7
1+ wp+1
Or,
k k Kk
1- Woe1 (1 - mp+1)(l wp+1)
‘ - k —k k
1+ ©oiq 1+ Wit + Wnyq + lwp+1]2
k ’—'k k 2
- L- (wp+1'-wp+1) Iwp~t~1|
3 —k 13
1+ wp+14-mp+1 +]wp+1|2
Comme,
K .
}wp+1l =1
k . _ 2k
3 “’p+1 +\ wp+1 = 2 ¢os T
K = =2 sin 2kn

R T L



Il vient
k
1-w ,
—F2 =i g KT (p+1 #  2k)
l+w P :
p+1 .
Et par conséquent :
z = -tg? (X (p+1 #  2K)
P+ pHL 3

En récapitulant, compte tenu que tg(m-x) = -tgx, nous obtenons donc :

(3.10) B L A T Y

Les pdles de f2n+1(2) sont les n réels strictement négatifs :

k

— _eq2 ¢ kT
oner = THOT (=) &

2n+2

(3.11) P 1, 2, ..., n.

@  Recherche des zéros de fp(El

Des calculs absolument identiques aux précédents donnent

Les zéros de f2n_1(z) sont les (n-1) réels strictement négatifs :

kK _ 2 (km =
(3.12) 22n = - tg (?ﬁ) ‘k =1, 2, ... , n.

Les zéros de f2n+1(z) sont les N réels strictement négatifs :

k

3.
{(3.13) an+1

= -tg? (K1) k=-1,2, ..., n
. 2n+1
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(®  Ecriture des fractions rationnelles f2n(z) et f

De ce qui précéde on déduit qu’il existe deux constantes

Bn {qui sont nécessairement réelles d'aprés la relation de récurrence

entre fn et fh+1] telles gue :
n=1 :
2 km
k=,1(z+tg )
f(z) = An. - o
. kl;li (z+tg m)
%&(z+t 2 km
ﬁ A Zn¥)
f2n+1( ) = Bn n 2 _km
H (Z+tg m)

~
nl
[y

constantes encore caractérisées par :

A = lim x f_,_(x)
n Ko 2n
{B. .= Tim f (x)
L n yodoo | 2NHL
Or nous avons :
iy 1
g (X) =
2n+1 ,
- _2+(x-1)f2n(x)
X
xf, (X} =
2nt2 2+(x-1)f

an+1 (X)
-En passant & la limite dans ces égalités, il ,vient

1
n 2+A,,

=S
n+1
Bn



D'od 1'on déduit :
= +
A An 2

n+1

Comme AO = 0, on en déduit :

An = 2n
B = !
n 2(n+15

Par conséquent :

n-1
2 le'
, k_1(2+tg -zﬁ')
(3.14) f2n(z) = 2n ;
kT
L1 (24t prg)
n
km
L1 (249" 7as)

(3.15)  f,,4(2) = 5

-~
(f=E
-
N
+
d.
(o]
N
SIx
+13
o

en éléments simples

@  Décomposition de f2n(z) et Fonaq(2)

Il est clair que 1'on peut écrire :

f
o1

Fon(2) =
(3.16)

n
fone1(2) =z + T > k7

00 1'on rappelle que :

1]

fan(2)

Fanea(2). = P (zZ)



Les pbles de f sont tous simples, onh a donc :

2n
k
Ko Pr-1{Zop) K
2n ., 2n
Or,
. q,(z)

o(z) Pl (2)Q (2)
ia(2) = - :
n-1(2) Pn-1(2)
Comme,
. K _
g Qn(ZQni 0
{Ppag(2pp) #0
VoK
Il vient,
vk
ck oy Gplzpp)
h* (27,) = -
P-1(z5p)

D'od l'oh déduit finalement :

k _ 1
(3.17) r2n =
hy (z. )
2n*"2n

Or, d'aprés le théoréme 3.1,

Th—
-
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avec,
f(z) = 1+/z
o(2) = 12
- Posons alers, h(z) = f(z)-lA
) 1-¢(Z)2n+1 _ h(Z)' _ 2n+1
) h _ 1-¢(z )
an(2) = h(z) o)™ Tz )
Donc, d h( 2 2nt1
. d . (1 () 20
hon(2) dz ;(1-¢(z)2")§<1 #(2) )
- (2n+1) h(z)¢*(z)6(z)*"
1-p(z)°"
Or,
¢(ign)2n+1 = 1
Donc, h(zk )¢|(Zk )¢(zk )én
' K i 2 2 2n
in(e) = (eve TS
et par suite,
ko1 1 1+ ——)
2n+1 h(zgn)¢'(zlz<,,) ‘t’(zzn)2n

En remarquant que :



D' ol finalement,

: k
ko 1-0(z;,)
2n ~ kK /K
" 2n+1 h(22n)¢'(22n
‘
Lok 1065,)

=ty F@on)
o'z 5)

Or,
QJ(Z} = _};:i..;.
1+/z
0'(2) = -t
vz{1+/Z)?
7 oo
1-¢(z) = —=2
{(1+/2)
Bonc,
Lolz) . Lozp343)
¢'{z)
0'ol,
f(2)(1-9(2)) . _p,
o' (2)
Donc finalement il vient :
Kk km
- 22n ) 2tg? (?E?I)
(3.18) r2n = - =
2n+1 2n+l

Par conséguent, en reportant dans

2 km
£ (7Y = 2 g tg (2n+10
2n‘z) -
{2n+1)

k=1 z+tg? ?%gf



-y ey

Soit,

1 n 1
(3.7) f‘zn(z) = z K
2(2n+1) k=1 1l+z cotg?® Ve

iii) Cas de f2n+1 (z)_

Les calculs sont exactement les mémes, on a :

(3.19) rgm_l = = 1 X =2 tg? ( km )
h 2n+1(22n+1) 2n+2 2n+2
ce qui nous mene finalement & 1’expression :
: n
(3.8) . (2) = —— +-2 3 L -
2n+2  2n+2 k=1 14z cotg? (m)

ce gui achéve la démonstration du théoréme.

Pour terminer, nous établissons un résultat de convergence uniforme
de la fonction w » fn(iw) vers la fonction w + f(iw). Plus précisément
nous nous intéressons 3 13 suite des termes impairs f2n+1(z) pour laguelle

nous pouvons énoncer le résuyltat suivant

THEOREME 3.3

Pour tout z dans € et tout entier n on & la

relation : _
1y oy .
f2n+1(?) - f(?) = f(Z) - f2n+1(2)

et on a l'estimation :

‘ 1
¥ |z] <1, He(z) 2 0 fonea () = F(2)] < s
d'od 1l'on déduit em particulier :
sup |f, (2)-f(z)] = —
@%e(z)zo 2n+2



Démonstration du Théorvéme :

Introduisons : w(z) = %éég et posons

- I 7 - ¥
et (2) = Topg(2) - ¥(2)

grace au théoréme 3.2, on sait que :

: - .1 1-9(z)
(3.20) e, . (z) =
2n+1 14/% lnw(z)2n+2
Remarguons alors gue w(%} = =y{z) ; il vient :
€ (};) = V‘E- } 1‘1"’1{‘)(2)
2T T Tep(z) 2
Or,
1+ y9(z) = 1+ Lz . 2,
1-vZ 1-/7
L-y(z) = 1o 2L B2
1-v7 1-/Z
Par conséquent
7z (1+p(z)) = -(1-y(z))
Donc,
1 1 1-y(z)
€ (=} = - i (z)
2n+1 2 1477 lep(z) 272

ce guil établit la premiéres partie du théorame.
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De l'expression (3.20), on déduit encore gque :

2n+1 :
‘ 1 ' k
e, .. (2) = SOOI (w(2) - w,,,,)
2n+1 () (19(2) | oy 2n+2
k#En+a
k 2ikm
avec w = exp
: 2n+2 on+2
- Or,
k _ 1+/z k
W(z)-wppy, = 1z an2
1 k k
= ——(1l-uw + (1+w WZ)
1-77 2n+2 2n+2
Soit encore :
. k k
: 1+w 1-w
k - 2n+2 2n+2
M T V)
Won+2
k
1+w
= 22 (5 g kT
1-vz 2(n+1)
Par shite :
1-/7) 2"
€pnap(2) = — 8, .4(2)
: 2n+1 -1
k . km
avec 6, ;. (z) =¢T1I 1+w Z - it
: 2n+1 o ( 2n+.2)( -9 2(n+1))
k#n+d
" Or,
tq l2n2-k)m £ km
g L 8 )
w2n+é—k - k

w
2n42 n+2



Par conséquent, en regroupant deux & deux les termes conjugués, 1l vient :

. ' ’ n I k : k -1
Son(2) = (;EE [Bwppyp | (z4tg? E&;E;;o)

Or, pour tout 2z -vérifiant ofe(z) = 0, on a la minoration évidente :

"2 km
2n+41 2n+1

Donc,

n 3
k km o {~
18,040 (2)T € J TT Thtwl (2 tg2 =27 = 6, (0)
n+2 I keq oan+2 2(n+1) on

Or,..comme ¥{0) = 1, de (3.21) on tire que :
e, . (0) =26 (0)
2N+l 7 “onsgt
D' ot
8. (0) = —2_

antl 2n+2

Par conséquent :

, . , , 2
Vzel/HAelz)20 |6, (2)] s
an+l 2n+2
Donc,
’ 2n
18 one1 (2] 2. i
2n+2 H{1+/Z) (Y(z)+1)
Or,
7
(1+E) (1+p(z)) = 2 (32
1-vz
Donc,

1"/2[ ]1_‘/2 l2n

oy
{

le (z}] =
2n+l oan+2  1+/Z
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Or, pour |2| < 1, i1 est facile de voir que =
[1-/Z] < 1

Par conséguent :

1
Y |z|<1/ Re(z) 20 |e, . (2)] <« -1
2n+1 on+1
Comme d'autre part on a :
1
€ (0) =
2n+1 2n+2 -
€omes )| = le, , (2)]
n+1\2 2n+1

On en déduit immédiatement :

1
;93:{;)20(82"+1(2)I i 2n+2

Ce qu’'il fallait démontrer

REMARQUE 3.1

l'on a également :

1
Z2n+1

Folyeo a1 -

mats la démonstration est beaucoup plus délicate.
facile d'établir le résultat pour [z]
l'égalité :

fan(2)=F(@)| = 17, G)-ridy)

ce qui empéche de conclure.

Pour la suite des termes pairs, on peut conjecturer que

En fait 11 est

< 1, mais on n'a plus



Nous utilisons les théorémes 3.2 et 3.3 pour énoncer lé résultat gui

finalement nous intéresse

THEOREME 3.4

Lorsqu'on se restreint d 1'axe imaginaire om a les

lestimations suivantes :

() sup |f, . (iw)-f(iw)] = ——
weR 20 2(n+1)

(12)  Pour tout couple (w, s W) tel que :
0<w 2w <+
*

. * .
Il existe une constante afw,, w ) strictement plus

petite que 1, et une constante C(w*, w*) positive telle que

*, 2N+
w )

[ Fopag () =F(iw)| < Clu,, o) afo,,

Pour illustrer 1z convergence de la suite des -fonctions fn(w) nous
avons présenté sur la figure 3.1 les variations du module de la différence
Ien(iw)l = Ifn(iw) - f(iw)| en fonction de ® . Les courbes en trait plein
correspond aux valeurs impaires de n (n = 1,3,5) ; les courbes en poin-

tillé aux valeurs paires (n = 2,4,6). L’achelle en w est logarithmique.
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On voit clairement apparaitre la différence de comportement des

fonctions fn(iw) pour n pair et N impair. La 'symétrie des
courbes en trait plein pour n impair traduit 1'égalité

_ 1 o . ‘
l€2n+1(z)| = [82n+1(z)]. Pour n impair lei,uourbes w > |€2n(m)J
passent par un maximum relatif d'abcisse mn >1 . Les suites
W + !32n+1(m)] d'une part et @ » [€2n(m)] d'autre part, sont toujours
décroissantes. Pour |w| < 1, toute 1a suite ]En(w)] est décroissante.

Pour |w] > 1 elle est oscillante.

Pour compléter la figure 3.1 nous avons représenté le lien décrit
dans le plan complexe par en(im) guand @ varie. La figure 3.2 corres-
pond aux valeurs impaires de n. Toutes ces courbes sont rassemblées sur

ia figure13.4.
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3.2.3 - Application & L' approxdimation de La Lol de wanbou&g - Estimations

d' eveun
. . - ,
Posons ¢n(z) f2n+1\z)
Nous avons
n
- ?
Bp(2) = =% - 1 L 2
zn+2 k=1 1+z cotg 1) n+l
et on a an outre :
fop(Tw) = fHw}{ < [f, . (iw) - f(iw)]
_ i
2{n+1)
Seit encore
o -fll = S
U ¥ i .
2{n+1)
Par conséguent, introduisons is loi approchés
i - , " 3 w 3
Ol =0 (k) - Dxj-1)o, (x)e, (7 grsy)
C
(A(x)~1)oo{x} (A(X)-l)oo(x) n i
= O'OO(X - ’ - T e
= i W - 2 .
™ " kel I oy cote® Ty

Nous avons 1'estimation (Cf. paragraphe 3.2.1)

.y
” O'n-o'“oo < P_M

2{n+1)
Ce gui prouve bien gue
—— I(2; R)
o € Zafﬁ; R)

Et on sait, d'aprss le persgraphe 7, que si  {u,v) désigne la solution du

probleme de Cauchy (2.1} associé & ls loi de Warbourg 0 et si {un, vp)
. L]
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celle associée & la loi approchSe o. on a alors le :

n
THEOREME 3.5
Avec la seule hypothése ¢ e L?(0,T) on a L'estimation
d'erveur :
| o*(A*-1
I (v, )= (u,v) | s C(o) T2 =2)
J40,7) 2(n+1)

3.3 - Généralisation du résultat - Comjecture

D'un point de vue théorigue, 11 serait intéressant de pouvoir géné-
raliser le résultat d’approximation, établi de fagon constructive dans le
cas de la loi de Warbourg, & une classe beaucoup plus large de lois de pola-
risation. _

Notre conjecture -est que, dans le cas homogéne, toute loi de polari-
sation "admissible” peut-Btre approche en norme Lm, par une suite de lois
s'écrivant sous forme de sommes de fractions rationnelles.

Plus exactement, le résultat serait le suivant :

- Soit ZmﬂR) 1'ensemble des lois de polarisations "homogeénes” défini
au chapitre 1. '

- Soit Za wﬂR) 1"ensemble des lois de polarisations approchées homo-
’
génes défini par .

N b

k.
Z, (R) = {0 (w) =0, + I —m / (3.21), (3.22), (3.23)
30 2 k=1 l+iaw //



(3.21) 3 >0, b <R
(3.22) o, > 0
by
(3.23) inf o, +L >0
we R 1+ak2a32
CONJECTURE 3.1
est dense dans l'ensemble ZwﬂR)
Loo

L'ensemble I_ (R)
: 3,0
mint. d'une structuve d'espace métrique par la norme

Une démonstration ds cette conjecture, non constructive semble possible

par le biais du théoréme de Stone-Weierstrass.
Cette conjecture permeﬁtrait alors d'étandre le résultat d'approximation

ge pola-

-

c'est-d-dirs, pour lesguels la lol

aux milisux stratifiés,

risation o{xX,n} =z'écrit

1
-t
w
e
=

¥ X e [xi, xiﬂ‘i
Xg = 0 < Xy € evaannns
ou Gi(m) € ZmﬂR).

-

auxX lols de polarisation s'écrivant

o(xw) =3 (Grzy) G I,M)
C



IV - JUSTIFICATION THEORIQUE DE L'UTILISATION DE CONDITIONS AUX LIMITES A

DISTANCE FINIE POUR L'APPROXIMATION NUMERIQUE DU PROBLEME (2.3)

4.1 - Introduction

Le probléme (2.3) est posé dans un ouvert § = 10, +«[ non borné.

- La résolution numérique impose bien entendu de travailler dans un ouvert
borné QL = J0,LL . I1 faut alors, pour obtenir un probléme'bién posé, se
donner une condition aux.limités en x = L. L'éguation &tudiée étant du type
diffusion, il est bien connu que les solufions décroissent "assez vite” &
1"infini. Aussi est-il naturel d’'introduire les deux problémes "approchés”
sulvants, ot 1l'on impose soit 8 U , soit & Vv , d'&tre nul en X = L,L

étant choisi assez grand pour gue Supp u, < [O,L3.

B av,
u __t_" + _a._x_ =0 (X,t) € QL X ]O,T[
Yy * 755 =0 (x,t) € QL x J0,TC
(4.1) vL(O,t) = ¢(t) t e 10,TC
v (L,t) -0 t e 10,7
uL(x,O) = uo(x) X e
auL : avL
p-—é.{:_ + W =0 . (X,t) € QL X ]OsT[
auL
wde +';;— = 0 (x,t) € 9 x 10,TL
x N
(4.2) |v, (0,t) = ¢(t) t e 30,70
uL(L,t) =0 t e J0,TC
uL(x,O) = uo(x) X e @
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En toute rigueur, il faut tout d'abord, pour justifier
l'éeriture des problémes 4.1 et 4.2, définir wo comme opéra-
teur de L?(O,T;LZ(QL)) dans lut méme, ce qui se fait bien évidem—
ment sans probléme. '

Bien .sur toutes les propriétés de xpo, en tant qu'opérant

sur L2%2(0,T;L%(Q)) (coercivité, continuité, ... ete ...)

|restent vrai pour VY opérant sur LZ(O,T;LZ(:.-QL.))

L'étude de 1'existence et de 1'unicité des solutions des
problemes (4.1) et (4.2) s'effectue bien entendu comme pour le
probleme (2.3) et les estimations a priori obtenues sont exacte-
ment les mémes (au changement de { par SZL prés). Par consé-
quent, avec les hypothéses (2.2 ), le probléme (4.1) (respecti~
vement (4.2)) admet bien une solution faible et une seule

vérifiant :
sy e LP(0,T3HY(Q))) n Lm(O,T;LZ(QL))

s v e L2(0,T5L2(9)))

duy -
© g < L?(0,TsH 1(§2L))

La justification de 1'introduction des problémes (4.1) et (4.2) consiste a

-prouver que, dans un sens & préciser on a

uL + U guand L> + e
vp v guand L+ 4+ e
et si possible obtenir des estimations sur || uL-uH et HVL-V [l en fonction

de L.
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"C'est précisément 1'objet de ce chapitre ol nous nous restreindrons
toutefois, par souci de simplifier les calculs et les .démonstrations, au

cas trés simple suivant

o(w)
0

. i1 . <
(4.3) Le milieu est homogéne o(X,w)

* Le milieu est initielement au repos uo(x)

On psut conjecturer que la plupart des résultats obtenus peuvent se
généraliser lorsque par exemple, le milien est homogéne & partir d'une
certaine profondeur LO et la donnée‘initiale 2st & support compact ou &

décroissance suffisamment rapide & .1'infini.

4.2 - Etude du cas du probléme 4.1

Nous confondons ici dans la notation (u,v) la solution du
probléeme (2.3), dé&finie sur § x J10,T[, et sa restriction & RL x J0,TC.

Nous introduisons alors les fonctions définies sur QL x JO,T[ par :

i

u(x,t}~ui(x,t) ¥ (x,t) ¢ QL x J0,7L

v(x,t)-v, {x,t) ¥ %t ¢ 9 10,7C

U (x,t)
(4.4 | -

vL{x,t}
et nous désignons par VL(t) la fonction définie sur JO,T[ par

vL(t) = v{L,t)

(Nous savons (cf. Théordme 2.2 bis) que vL € Cm(O,T)i.Les équations

vérifiées par les fonctions u, et VL s’ écrivent alors
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wo';L +'2;%_\ =0
(4.6) VL-(O,t) = = 0

v (L,t) = v (1)

EL(x,O) = 0

La suite de la démonstration de la convergence de (EL, VL) vers 0

peut alors se décomposer en deux é&tapes :
@ Estimation de (uL,VLy‘ en fonction de VL(t)
@ Estimation de VL(%) en fonction de L et ¢

Premidre Etape : Estimation de (GL’VL) en fonction de vL

Dans ce paragraphe ”-I] et *»*) désigneront respectivement 1la

norme et le produit scalaire de LZ(QL)

LEMME 4.1
Avec 1'mypothése : V| e L2(0,T), on a les estimations sui-
vantes :
o Il o s C (I+/7) ||y, |
HILT(0,TiLE (R ) ! .
v, |l s C, (I+/7) ||v
: LZ(O,T;LZ(QL)) - 2 “ L”
oyl < Ly (WD) v
“TL(0,TiH (2))) 3 vl
Bu,
el s, (1) v




!
[974]
[V}

L}

ou les constantes Cl; CQ, 3 . 4

et o et ol l'on a posé :

o=l

Démonstration du Lemme

Réecrivons les 2 équations de (4.6)

3y, v
LoV
N Buy
[4-5)2 l Q)o_ VL % =0

Multiplions (4.831 par HL‘ (4.8)2 par QL puis intégrons sur QL. on

obtient alors aisément :

t )
(4.7) % Iy (t) P + o, J v (s)I? ds sf{VL(s)l GL(L,s) ds
0 0

Nous utilisons alors une version précise du théoréme de traces :

LEMME 4.2

|
Pour toute fonetion u dans H'10,L[, on a 1'inégalité :

. .
LIS e 25 U,

Soit PO le sous-espace des fonctions constantes de H!(J0,L[); Pg
1’orthogonal de P0 dans H'(J0,L[) gqui est encore le sous ensemble des

fonctions de moyenne nulle. Pour tout u dans H!(0,L), nous avons

u=u0+C

1 L
C=-[- éu-(x) dx

L
u0 € PO

C, et C, ne dépendent que de n
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uO gtant de moyenne nulle, il existe un point xo ou u s’annule et

0
par suite
_ L du0
Up(L) =2 1 ug(x) (%) dx
x .
0 .
d’' ol
2 2
lup(L)17 < Jlug 2,
H (O,L)
or,
ul? = flu Ji2 + L2g2
| H(o,L) °"Hi(o,L)
lu(L)[2 = (uO(L)#C)Z'S ZIUO(L)IZ + 2€2
<2luglir, v Lo
0 1 LZ
H (0,L)
2. 2
< Max (2, =) [Jul|
L? HI(O,
ce qui démontre le lemme. : B

Supposons L 2 1, alors
- . . du
G (L0)17 < 2 311 () ) +u—dy<t)n2§

~

Gl s Z{UE o0 + sk 012)
D'ol neus déduisons, d'aprés (4.7]

Mo t o~ t ~
BRI o, 1T 65 < 72 (Flvy(s)] 1T (5) 1os)

~

t du
+ Z (v lgE (s)1] as)
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Or,
du | du
: 1
VU s) ] Tlge () 1S 3 v ()2 + 5 lge(s)IP a>0
Don en déduisant,
t Y
!IVL” = é }VL t !2 dt) z,

il vient pour tout t dans [0,t], (o positif arbitraire) :

wllug (£)]]% + G*f 1 (s)]]? ds < —2- v Il 2+ ——f H-a— (s)[]* ds
_ 0

+m[1msn%mnu
: 0

Utilisons alors 1'équation (4.6]2, on en déduit, avec les propriétés de

WG, que :

t 3o t
uL 2 * ~ 2
[t s <@ [ e R
0 0
D'ol nous tirons finalement,
. . t
~ . ~ /? _ ~
%muW+onqmw¢szMW+ﬁ&ﬁﬁmmwu
. 0

: i
(4.8) 2 [ o] 1) | e
| )

o]
On choisit alors o de telle sorte que gg(o )2 = 7; , augquel cas on

obtient :

Sl (1F + = [ 1) % s o FlvlF+zZ[ eI 6
o] 0

On applique alors le lemme de G-onwall généralisé 2.1 pour obtenir 1'’estimation :

A

¥t e (0,73 ifaL(t)!i Cifi!VL‘l +J left}ldt)
. o

A
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Soit finalement,

u Il o < C(1+ M|
Yo,y L L
Reporﬁons cette inégalité dans (4.8). On.obtient, en faisant t =T.
(o} I 7
7 [ 1@l at s &2 ylr ¢, vz asm [ el a
0 0 -
D'old 1'on déduit aisémant :
S, < Cy (1) Ily, |
Yro,mitze)) b L

Il suffit alors de réutiliser les deux équations (4.8]1 et (4.8)2 pour

obtenir les deux derniéres estimations.

Dasuxiéme Etape : Estimation de VL(t) en fonction de L.

Nous donnons tout d'abord le résultat lorsque of(w) est une constante.

La fonction Vv est dans ce cas solution de 1'équation de la chaleur

3V 3%y
WO ~x - 35z =0

v(0,t) b(t)

dont la “sclution est donnée par : (on fait o = 1)

2

£ - X

v(L,t) = —L ./‘e H{E-s) ¢(s) ds
/o y Yt-s

En faisant x = L nous pouvons écrire :

VL=GL* ¢ L2
1 T I

G (t) =

'L : Vit




Nous utilisons alors 1'inégalité classigue :

|G, * ol| <||6G |l Holl
L 20,1y FLvo,) 12(0,T)
I1 nous suffit donc d'évaluer l]GLH
L}(0,T)
Or,
| T L2
T
“GL“ . = f Vﬂ'i"“f e dt
L (0,T) o T

t2
S:"[:.._
t
ce gui donne. .«
+°°. 3
-
= _L— i
16, VT J( o
L (0,T) T
I
D'od, en particulier lea majoration :
LZ
; 2t ,T.% . T
116y 1l , < s=ipz) e

L {0,T)
Ce qui nous fournit finalement 1'estimation (H-ll représente la norme dans
L2(0,T) ).
LZ
2L T . ¥ T
7 e lloll

1A

v, I

La décroissance de HVLI[ vers 0 est donc exponentielle par rapport
2

au parametre -— !
T

Dans le cas polarisable, on n'a pas d'expression explicite de la
solution élémentaire. Néanmoins 1'utilisation de la transformation de
Fourier en temps va permettre d'établir gue la convergence de V, vers

b

0 dans L?(0,T) est plus rapide gue toute puissance de — .

Lz
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LEMME 4.2
On fait les hypofhéses : (neN)
o
- ¥ jsnl s tdgt)dt=0
‘ 0
T n
. S ot ¢(t)dt #0
0 .
~Alors, pour tout entier k positif, on a l'estimation ; pour
L > Lo(.n,k) '
T n
TIPS T A PR Y 1
REMARQUE 4.1

T
Pour n=0, c'est-d-dire lorsque [ ¢o(t) dt # 0

. . . . 0
L'estimation obtenue s'éerit précisément :

T
L. 2k/2/77 I20’(0)]k+1/2 ULZ ]JLZ

Démonstration du Lemme :

Pour troncature & [0,T], on peut tout d'abord se ramener au cas ol
supp ¢ < [0,T] en effet si on pose :

<
*
——
Py
~
i

¢(t) si t e [0,T]

0 sityg[0,T]

©-
——
ct
St
[}

Alors si (u*(t), V*(t)) désigne la solution globale du probléme (2.3)

N

associé a la donnée ¢"(t) au bord, par causalité on a :



u*(t) = u(t) ¥ t e [0,T]

<
b
—~~
t
g
"

v(t) ¥t e[0,T]

*
Or, rappelons que les transformées de Fourier en temps U (x,w) et

V*(x,w) de u* et v© sont des fonctions réguliéres de qui {on

~

*
note ¢* la transformée de Fourier de b 3

*

s U* (x,0) + S (x0)= 0

s(w)V(x,0) + US(x,w) =0
V*(0.0) = 4" ()
‘D’ob nous tirons en particulier :
~ -('ipwo(uu))l’!2 X

V¥ (x,w) = ¢"(w) e
| avec ggée((fuwc(w))y&} >0

N ‘
En particulier pour X = L, nous pouvons écrire en posant VL(w) = V*(L,w) :

400 ‘ R 2l . - . 1/2
fwz“tv{w)sz du f 167 () 2| "2(Tmo@)) T gy

* : '
Or, comme VL(t) est une fonction réelle :

En outre, d'apres le théoréme de Planchersl :

+ dkv* 400
fl—d?%— (t)[? dt = f WPV () * do
o Zoo
‘Par conséguent:
o gk A “2(ipuo(w)) % L
lxﬁ (t)]* dt = 2 T&k;cb*{m)lﬂe | | du
0
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Or,
lexp - 2(iwo(0) 2 L| = exp - 2 Fe ( (iuu)o(w)')vz) L
Comme,
Fe (o)) = ()% Fe (tiown )
en posant,

5(w)| % = Fe ((io(w)) %)

I1 vient finalement,

+0 kVL +°°2 -Z(puﬁ(w))l/z L
(4.9) f l (t)]|? dt = 2f |¢@ dw

0 0

Rappelons que l'on a le :

LEMME 2.3

La fonction réelle et positive E(M) posséde les propriétés

sutvantes :

() w > S(w) est continue

(63)  VueR 3(w) 2 5, = (

(131) 5(0) = o(0) &2
2

Effectuons dans 1'intégrale (4.8), le changement de variable :

T = wy L?



Nous obtenons alors :

) 2K —20(-—; T
fl t)lzdt—2f|¢*(f>|2 L S
5 uL? (uL?) uL
Soit encore :
+o dkv* + o -20 (— 2)/2 1/2
(4.10) .I-| —-—-EL-(t)[2 dt = 22 ar | RS e uL dr
o (ut®) 0 ut

grace & un développement de Taylor de ¢* nous avons

~ n-1 7« d N nh%
Py =z Ty Lo 4O ey s e 0,13
j=0 4. jt nl dw
Dol nous déduisons :
n~1 jo= J n,
Hn A %) - oz £y £f - L L%
wo o j=0 duw? il nt  do
ar,
i
Jo s I
Lo (o) = L7 763 o) dt
dw Zr o

Par conséquent, avec les hypothéses

e ¥jsnl ety dt=0
0 .
T n

. ;ot" e(t) dt £ 0
0

0 pour t ¢ [0,TT

Nous avons; (on utilise le fait que  ¢(t)

T n
7 t" e(t) dt
0

R PN LICIRE
w0 w" /21 n!

{(4.141)

S T
SRLICI TP F "oty ot
F o]
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Or, d'aprés (4.10) nous avons :

g A 2Unek) -25(-L)k 7
2 (2) 2 ey fl (t)]2dt = f(“L 2n Dl e W
: dt
0

Or, graéce & (4.11) et aux propriétés de ,;(w) il vient :

-2Jo(-) |1
¥ T20 Tim (ELD)2M 4% Ly )
' Lortoo uL
T 2(nek) /7 [5(0)| % < %
: n - (s) T
=L} st dejr T e
Vet o (nt)?
2(n+k) -2]5 (-~ )1’2 20k -v2]o(0) [ Yer
uL uk® 1 2
* ]fb (——-l e lft¢t)dt,—-——-e
(n1)?
T T e — .
¢ L'R) ‘

Nous pouvons donc appliguer le théoréme de- Lebesgue et en déduire que :

T d1

.
© K % y o1

FuLz)2" T(_d_ﬁr )2 de o L1 ¢(t)dt“f°° V2lo(0)] % 1 g(nek)
0 dt’ pdid (n!)z 0

Or,

] 1 1 .
7 ~vZ |a(0)| o ot 2n+2k 1 T -/ 2n+2k
e

T dr = e u du

0



et,

+co +oo

-/u 2(n+k) -5 u(n+k)+1
‘f e u du = 2 Jﬁ e s ds = (un+uk+1)!
0 0
Par conséquent on en déduit que :
2 gky* | - } tNo(t) dt]?
(4.12) _[.;__X%_(t)lz dt n (un+ik+1) ! o ; S
at“ L+te  m(nt)? |20 | 20F2RH(uL2)?"

0

. *
I1 nous reste & utiliser alors le fait gue la fonction t > VL(t)

(v2]
est de classe C et vérifie, pour tout K

dkv*

L
—x (0) =0
dt

Par conséguent :

T f dkv
flv{f(t)!z dt < (321)“%} t—d—j;—mv dt

k]

0 \"0
En effet,
t *
vL(t) = [.§V (s) ds
s ds
D*ot
t *
PO t,( sy as
o s
(T iy
3 fi——L(s)lz ds
0 ds
Done,

T , b
flv{f(t)lz dt = {-—ﬁ-—-—L—{sHZ ds
: “0 . [4 ) .
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Il suffit alors de réitérer le procédé pour obtenir le résultat
annonce.

Or, d’aprés (4.12) on a, pour: L assez grand, soit L > Lo(n,k) :

| . 2
ok n
.j}d "L (gy)2at < Lanesken) (£ "t at) (T2 1
- 7] A Iy
gtk B A ELUTES R TO L

Par conséquent, on en tire :

! g} (L) dt}f ‘
¥k, f;v'(t”z dt < (#ntuk+1)! U5 S— A ( T )2k 12 .

0 L 2 m(nli)? |20(0) | MF2KFL 22 (uL2) 2"
c'est-a-dire 1'estimation annoncés dans 1I'énoncé du lemme. B

Nous rassemblons maintenant les résultats des lemmes 4.1 et 4.2 pour

énoncer le ":

THEOREME 4.1

Avec les hypothéses (4.3} et si on suppose :

T .
*¥Jsner st g(t) dt = 0
0
T n
. | St e(t) dt # 0
0

On a, pour tout entier K, Les estimations d'erveur suivantes pour
: ] p

Lz L (n,k)
.
stle(t) dt
/{En+5k+1)T 1 T k2 |
lu-u ll < G (1T S ! e ) lo .y
L (0,T5L2(5,)) 27 vm ol (ul?) uk2’ |20(0)|
- JOnFRETy T o (Fth(t) dty
5 “V"‘VL” ) < C1(1+Jf) 1_m+l+\+1 . 1 H )k 10 ﬂ+k+££

k7 ) - :
L (0,T5L2(e ) 22 JFnl ()2 Ny {20(0)]




”“'ULHLZ (0

du
15 - et

REMARQUE 4.2

T3HY(Q)))

YLy, T @)
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.
n

: t t) dt

< ¢ (1) YOI 1 T .k | ik+‘7|

3 M2 g ue2)?™ w2’ |a0(0)| M2

n
ST 1 T )k |/ te(t) dt
< G+ T) —¢m =t nFkE Y
Co2¥t /ol (ul?) na |25(0) |

Nous avons indiqué de fagon précise dans nos estimations

la mantére dont intervenaient L et T . Il apparaft claire-

\ment, ce qui était intuitivement évident, que pour une précision

donnée, lorsque l'on désire voir évoluer la solution sur une
période de temps plus élevde, il est nécessaire d'augmenter L.

Il est amusant de constater que, lorsque les premiers
moments de la dommée au bord ¢{(t) sont nuls, alors on gagne
des puissances de L* dans les estimations, sans que T <iInter—
vienne.,..

Enfin, il est bon de préeiser que les estimations portent

|sur des normes calculées sur taut le domaine de calcul et qu'il

serait également intéressant d'aboir des renseignements sur des

normes L% catoulées dans [0, LOJ, L, étant fizée !
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4,3 - Etude du cas du probléme 4.2

Nous allons voir gue les résultats sont notablement différents que

ceux obtenus pour le probléme 4.1 et gu'ils sont plus difficiles & obtenir.
Comme au paragraphe 4.2, nous introduisons les fonctions définies sur

e x 10,TL par :

L

EL(x,t) = u(x,t) - uL(x,t)

V) (36t) = v(x,t) - v (x,t)
et nous désignons par uL(t) la fonction définie sur J0,T[ par :

u (t) = u(L,t) e C7(0,T)

On vérifie alors aisément gue, en particulier :

(=%
m

L=(0,T5L2()) n L2(0,T;H‘(9L))

<
—
m

L2(0,T;L2(2,))

[
)

£ L2(0,T;H7 (9 )

(o8]
ot

et gue (GL, VL) est 1'unigue solution de :

ou u
L L _
Mot tax 0
T
Yo LT =0
vL(O,t) = 0
(4.13) :
UL(Lst) = u;_(t)
uL(x,O) =0




‘Comme précédemment, nous décomposons-la suite des calculs en deux

>étape§ (les notations du paragraphe 4.2 étant conservées) .

Premiere Etape : Estimation de (EL, VL) en fonction de ﬂL _
LEMME 4.3
Avec Z’hypothése u, ¢ HY(O,T), la solution G, v,) du
L L* L
probléme (4.13) vérifie les deux séries d'estimations suivantes
(les constantes ne dépendent que de u et 0O, et ||  repré-
sentent dans L2%(0,T) ).
() NGl e Tl g
— Py T L a
~ 1 2 1y
A sc, T/ il 1% ”
LZ(O,T;LZ(QL)) dat
u du
L y L
=z | o s C 1% 4=l
R CR LI
X
[ o Th L
L2(0,T5L2(2)) '
3V, ' du
L v L
= Il < C T [l
X0, Tl (m))
~ 1 du
(i) ||ug |l <c LAt
—= ot L2(0,T5L%())) 1 irial
~ y .duL
v H sC L®
du du; -
L ¥ L
=1l & <C L |
X L%(0,T5L2(R)) Eial
o, d
s | s o L% gl
L2(0,T5L2(%)) t
v, du
L Y. L
= <C' L7
“ X l Lz(O’T’LZ(QL)) 5 “_af-“
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Démonstration du Lemme :

Réécrivons les deux- éguatians du probléme (4,13)

au, oV
L L _ ,
T tsx = 0 [4'13)1
.U
tpg vL twx T 0 (4.13)2

@

-

On multiplie (4.13)1 par U et (4.43)2: par V¥, on obtient alors de
fagon classique 1'estimation

. t t
(4.14) -‘2{ ||5L(t,)|]2 + o*f H"\?L(s)]}Z ds < _[!UL(S)I. IVL(L,S)I ds
. 0

0

qui est toutefois insuffisante car on ne peut estimer la trace de VL E]
e = o
l'aide de HULH et HVLI.

@

Nous appliguons 1’opérateur wd & 1'éguation (4.13]1 en utilisant le
fait que le milieu est homogéne:

Nous obtenons ainsi :

oy g ~
Mg () + 3 (bvp) =0
Soit encore, compte tenu de [4.13]2
au, 32U,

a4,
Nous multiplions alors cette €quation par

3t et intéérons par rapport a
X sur QL :
30, 3, 3u U U
1 d L . L L o Ly an
7t I (01 + wu, 550 SED) = (Fte), 5eL.0)

Soit, aprés intégration en temps entre

0 et t utilisation de la coerci-
vité de wo

(4.18)




Or, comme VL est nulle en x=0 , en utilisant 1'équation (4.13),

mettant & profit le fait que le milieu est homogéne, il vient

oy | |
"ES("(O?S) = 0 ¥s e [0,T]

Nous pouvons alors fsire & ce niveau deux gstimations différentes :

auL Su! 92 L
* lgx(Lss)|® = 2 [ 5% (%:5) gz (%,s) ds
"0
D’ ol nous tirons :
,. kI 8%
(4.17) (b)) = /2 II (s)ll | =5=(s) I
a'GL L 82u, ‘
. —W(L,s = [W(X,S} ds
. 'o
D'ol nous tiraons :
B'GL uL
(4.18) (L) T < VTl (8} ]

D'ol nous tirons deux inégalités différentes :

(i) En utilisant (4.17) il vient, d'aprés (4.16)

' _ L4y ~
(6.18) 5 || L (8) [P + wo f I (s)|P ds < fz‘f () 155(s)
0 0 ‘

Or, nous avons 1'inégalité d’'Young, pour tout - o: positif :

p p!

Pa 1 b

ab < —_— :

ab sal gt T e
avec -:;+~F-}-,— =1

et en

1 82~ 1
7 1220 ods
oX



En outre, on vérifie aisément que :

L VY n nfz e L% (0,T)
(4.20) |
au
s » ”-“7' l‘ e L* (0,T)

Par conséguent, en appliquant Young avec :

o
n
=

-
0
Wl

= W——r(s |12

~

Yoo d U
b = f;ﬁ;(s)l =z () [[%

o
t

On obtient 1'inégalité :

~

4T<s>! I (s)H‘z n—a;(-z-nfz_Tn (s) I + l—d—(S)l/3 n Y

)|/

En reportant dans (4.19), ce qui est licite en vertu de (4.20), il vient :

t o t ~
au du 3%u
1 .
2l (01 + o, [ it (s ipes < Boa [ 5k (s)ip es 4
0 0
3z [ d”L. R LT
v [ e e @1
3%y, BUy
Or, comme yead ¢B(7ﬁ?); nous savons que :
t ~
) . , BUL_~ )
H o L) 6 5 (@) [ e as

0

Par conséquent en choisissant a tel que :

NI HO
&3 (O,*)z = ___zi
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On voit que 1'on aboutit &

ou Mo, ou du “ au 2
L L : L,y
0,21 Y (0)1F + 555 [ g (s < ¢ [ e I ) s
4 0 0
ol la constante C ne dépend que de W, O ot o,
En particulier :
/3

auL t_ d
¥V te 0,71 = (E) [ < 2cf 4
o]

D'aprés le lemme 2.1, appliqué avec o = %—, on déduit aisément que :
1oLy ¢ il
L™(0,T5L2(a)) L73(0,T)

Or, d'aprés 1'inégalité de Holder :

dut N du

L s L
l—==l] « < Tl
" %so,7) att

D'ol finalement,
au,

L y, i
(4.22) “jﬁr[l = C3 T njﬂfll

L7(0,T;5L2(e )

Par suite, en revenant & (4.21) en faisant t = T.

~

* 'S
- A H‘g{L‘(S)HZ ds < ”'af’H L 0.1y j |'a— (s)] % ds)
<o iz,
L700,T)

Et par conséquent,

~

L
=% |
L0, L)

A
N

CoIaLy ¢, T ISk
y gt L»'/:"(O,T)_ n dt
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Alors, en Utilisant 1’é&quation (4.13),, 11 vient :

~

1 : 1 du

L /2 L
(4.23) gl s CgTE |l
o, mz)) t

Mais, comme VL(O,S) =0 pour tout S, on a :

~

~ 1 dv
ERCOTER-AN TR OV KO

-

Donc en revenant 3 1'estimation initiale (4.14)

u N f o Ly
(4:20) ZB DI+, [T () ds = V2 | u ()] 1T, () 1% lipis) | as

Effectuons la majorafion :

lu (s)] 19, (s) 1) 7 u (s)ll/?- < ST + g3 sy ||T(5)” %

4 g
* R
Alors en choisissant o tel que %r = %, il vient :

S (61124 [nvL<s 112ds<3”fqu<s %t

Appliguons 1'inégalité de Holder (p =-% » p' = 3).

T ~ T T
(Jiu1™ 15 1% as) < ([ taesrzes) ([ i o et
0 0 0

Ce queé 1l'on peut écrire :

T ~
[ 4 v 2

Jlas)1” lig ()1 as < fluy )% a 5 12 0.7, L2a,)
0

dv
L% as

Donc, compte tenu de (4.23)

N 3'\7 2 2 du 2 4
jI ()1 Mg (51155 = ¢ 1% by 1%
0 : :



Alors, en reportant dans (4.24), on obtient facilement :

1o 1l <
S0, T ()

| HVL”_LZ(G,T;LZ(QL}) T

(ii) Nous utilisons maintenant (4.18}.

3u o
7 Nl (2012 + oy f s (s)]2 ds
. 0 :

Or,

‘ o

1 du d%u
L L
[ )] s s
0
| 320 3Uy

Soit encore, comme —oo- = WO(-gfﬂ

1 du B“U P
/J ae(s)| Iz ()]l ds = o Lo )f s ()1 2k + &
' 0

)

<, T/s u 1l n

]

Il

A

A

i
7 1% 15

vient :

t
1 du 52U
[ sl s (sl e
0

1 ¢ 92U Jo [+ du
oL’ ||-§X’2["'(S)”2d5+ E&“['Tt (s)]*ds
0 0

t, ~ 1 t

AH[
o

duL
"a'f* S IZ ds

*
Choisissaons alors o = - nous obtenocns :
Q(U*)ZL'52
E *,p du
1 2 Lo )* 4 L
3ot 0y + fn slzes < 2 MOk
O *
D’ol 1'on déduit les estimatiéns :
=1l o < € L2||l—=#ll
RN AT R
== | < ¢! L)l
et donc, grace a . l'équation {4.31}1
ggl 1 u
7 L
™ < “l=ell

L2(0,T5L2(2,))

Les deux derniéres estimstions s’obtiennant alors exactement comme au cas (i)

ce gqui achéve la démonstration du lemme.



d,
! TR tion e | ob 4
Deuxiéme Etape : Estimation de f[uLH EE,§%3E*” en fonction de L st ¢

Une nouvelle fois, nous allong &tablir, par tramsformation de
]

atd
Fourier en temps, que )lu!;[ et H~R¢~H' décroissent plus vite gue toute
A G
puissance de -~ ., De fagon plus précises nous avons le :
2 .
L..
LEMME 4.4

Avee les hypothéses (n e M)

T

L%

s ¥ joea-1 Stie(t) dt = O

Alors pour tout entier kK positif on a les esiimations :

pour L 2 LO{n,k}

T
Ju (| s @2y% /(T T %g%”mm T
e
Hdul- < (2 yOmmET o [Petnd oy
?{:‘. - id 526{0}1271"}"2?,-%-1!"2 2{(/ {ulz}n‘%ihzj 2.-

Démonstration du Lemme :

Nous reprenons les notations de la démonstration du lemma {4,2).
~ A ~
* i i \ B
Rappelons que ¢ {(w), U*(x,m) et ¥ (x,0) dé
i

’ — . . : i o * k!
de Fourier raspectives des fonctions (L),

signant les transformées
k{x,t}‘at Vkixﬁt}a
Rappelons gue :

5 A
% ={Tuwo{w)) “x

Viixw) = ¢"(w) e

et gue

e

. * . o
Tuw U (x,w) +-%§7 {X,0) = D



Par conséquent un rapide calcul donne :

1
-[iwo(w)] /zx

U (x0) = (L %E G¥y) e

TUw

Notons gue on a seulement :
x > U*(x,w) 6.1;1(1R_)
X+ U (x,0) ¢ L°(R)
Par conséquent, pouf tout x > 0
‘t - u*(x,tj'e CQOR) n LmﬂR)
(t - U (x,t) £ LZ(R)
En particulier, pour X =L, on a :

c®(0,7)

m

(ui_(t)
fu'_(a) = 0

Par contre, il vient :
Tiwo(w)] 2 x
.1/', A HWO {

1
o U (x0) = o T (%iuﬂ).) 2 6% (w) e

Donc, pour K 2 1, pour tout X > 0
dku* 0
t +-—CER- (xst) € C°(R) n L2(R)

Et on a 1e.théoréme de Plancherel
+oo k * 40

d U | {w)] 2k-1. ~ _'*]N( )ll/z ) L
g lde = 2 ) Ll (o250 e o 210 Fou B L,

0 ’ . o



Nous reprenons alors la méme démarche gue pour le lemme 4.2. Par le chan-

gement de variable T = w y L? on obtient :

d ¥ 2 T | (Tgf)l LT ’Z!Gc“Er)lﬁa T'-l/2 ok
]‘*7;Jt)l dt ( 2)2k gty [ o )2 e U 25 4
ul®) = .

Alors, en raisonnant comme au lemme (4.2), il est facile d'établir que,

avec les hypothéses faites on a:

dﬂ
*, T * T 2N
G =0 ()
et
(2 5 1900y Ty
we)t s ey me

T

<0
k
d y, * * 2n+2k ~/2To(0Y] 7
L 2 1 . A
j‘l"T(t”zdt ~ Tn?‘sé 2 ondok ;j‘tnd)(t)dt[z T e G
0 at L {ul=)

0 o
D'od 1'on tire, pour L suffisamment grand

k n 2
1d u*llz 20 |/t o(t)dt] (Lntui+1) |
n!}z '(UL2)2n+2k ‘20(0)|4n+4ﬁ+1

Il suffit alors d'utiliser les inégalités :

dku

T k -1 2
n-—k-n

by <

hu 117 < (5) u-k—nz

&3

pour conclure.

iy

2



En regroupant les lemmes 4.3 et 4.4 nous obtencns finalement les esti-

mations :

THEOREME 4.2

Avec les hypothéses {ne N)

. T .
« ¥ n1 g td g (t) dt =0
4]
Tn
K St (t) dt =0

Alors pour tout enmtier k > 0, on a, pour L 2 L (nsk) les estimations
T

| . |
Y v/ EmmEry T £ te(t) dt (T jk=

d'erreur suivantes :

- LB _
ol (0.,TsL3(8)) T |20(0) TR QK2 0T T
; t"o(t) dt i
[ v=v, || B A iz SV i PR
L Lw(O,T;L?(QL)) 2 |20(0)]2MH2KF 72 ZI‘fQ(uLz)"*'?a LL2
‘ 3( n
[ o A A L VA tolt) dt] oo,
ax X LZ(O,T;LZ(Q‘)) -3 520(0)l2n+2k+5@ Zk/Q(uLz)n+1 L2
T ‘
- R
LZ(G,T;LZ(QL)) [20(0)| 2 oKI20) 2 “L.Z
T
[k VL“ c ¢ 7/ (BnEnkEi) T I{ t"5(t) dt o )‘k-“i
X 09X LZ(O,T;LZ(QL)) 5 120(0)]2n+§k+96 2k72(uL21n+1 E
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= L‘/s v (unthk+1) T l'rt o(t dt] T)k-%

fu-u 1l o, s n kT, K Ty /
S0, () 1 29(0) |22 QRI2 T
| . |
v-v, I B TR A iz Tt P Y 2
L LZ(O,T,LZ(QL)) 2 [20(0H2n+2k+ 2 2 /Q(HLZ)n"' 72 ULZ
T
124 ﬂ” L Ll’/% v (bn+uk+1) l 'IE t! t)+dtf ( T )k-l
R RS l20(0) | 22K k720 s T
o T '
- du ' 1 ] I T k-1
ou _ L < L'/2 v {4n+uk+1) ! s t" ¢(t) d a
“3't 5t HLz(O,T,LZ(QL)) i |20(0)|2nf2k+72 k/7( 2>n+1 L2
S
12y aVL” TR A o Sy A A YOO ket
3x  ox 'L2(0,T; LZ(QL)) 5 |20(0)|2n+2k+/2 2&/2(uLz)n+1 L

ou toutes les comstantes qui interviennent ne dépendent que de u et o.



CONCLUSION

L'étude menée ici permet donc de définir une bonne classe de lois de
polarisation pour lesquelles le systéme des équations de Maxwell gn milieu
polarisable monodimensionnel est mathématiquement bhien posé. Ces hypothases
assurent la causalité, la continuité st la coercivité de 1l’opérateur de con-
volution ¢d apparaissant dans ces éqguations. Cette classe de lois de pola-
risation englobe notamment les lois de Warbourg, gqui apparaissent le plus
souvent dans la littérature ainsi gue les lois approchées s'écrivant sous la
forme d'une somme de fractions rationnelles simples. '

On a pu en outre, mettre en évidence un résultat de continuité de la
solution vis-a-vis de la loi de polarisation, puis on a pu démontrsr, par
un procédé constructif, que les lois de Warbourg étaient limites de suites
de lois approchées, pour lz bonne topologie. Ce résultat apporte une justi-
fication & la méthode d'approximation numérique proposée dans [1] [2].
Rappelons que la principale idée de cette méthode consiste & remplacer 1'opé-
rateur de convolution wc par un opérateur local pouvant se décomposer en
une série d'éguations différantielles linéaires du premier ordre en temps.

Le résultat obtenu ici présente surtout un intéret théorique. La suite de
lois approchées construite nfest surement pas optimale. Une méthode de déter-
mination d'une telle suite optimale a été proposée dans [1], [2].

Signalons enfin gue des estimations précises ont été obtenues pour jus-
tifier 1’emploi de conditions asux limites homogénes & distance finie (cha-
pitre 4) et gque la conjecture faite & la fin du chapitre 3 doit permettre de
généraliser le résultat d’approximation par fractions rationnelles & une treés

large famille de lois de polarisation.
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[21
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