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ALGORITHME OPTIMAL DE DECISION POUR L' EQUIVALENCE
DES GRAMMAIRES SIMPLES -

Didier CAUCAL

Abstract . We decide the syntactical equivalence for simple grammars by an algorithm increasing
the Korenjak-Hopcroft 's one but with a linear and optimal complexity .

Réaumé . On traite le probléme de I' équivalence des grammaires .aimplea par un algorithme

renforgant celui de Korenjak-Hopcroft mais de complexité linéaire et minimale .

1l Introduction

Un probléme important dans I' étude des langages algébriques , ‘langages engendrés par des

grammaires dites algébriques ou bien iangages reconnus par des automates 4 pile non déterministes [Ha
78] [Ho-Ul 79] , est la décidabilité de I' égalité de ces langages . Cette derniére est indécidable 4

moins de se restreindre & des classes de langages algébriques . Ce probléme reste ouvert en particulier
pour la classe (on compare les Iangageg d' une méme classe) des langages algébriques déterministes ou
de fagon similaire pour I' équivalence syntaxique (ou forte) des schémas récursifs monadiques [Fr 77]

Par contre , des algorithmes de décision existent notamment pour la classe des langages simples
[Ko-Ho 66] [Wo 73] [Ha-Ha-Ye 73] et pour la classe des langages LL(k [OI-Pn 77] [To 83] .

Une formulation axiomatique a été donnée [Co 83] .

informellement , ces algorithmes reposent sur la construction , pour toute paire de langages 4
comparer , d' un arbre fini , dit de transformation (ou de comparaison) , opérant directement sur les
paires de mots des non-terminaux des grammaires génératrices mises préalablement en forme normale
de Greibach . Le développement de I' arbre , dont la racine est la paire d' axiomes engendrant les deux
langages 4 comparer , s' effectue en paraliéle & I' aide de régles de transformation locales (on applique
une des transformations au label du noeud 4 développer pour obtenir ces descendants immédiats) et
valides (un noeud non terminat 4 un lébel équivalent si et seulement si tous ces descendants aussi ;
avec pou‘r label équivalent , une paire d' axiomes engendrant un méme langage) . Un noeud n' est plus
développable si son label est soit label d' un noeud déjd développé ou sojt d" équivalence trivialement

décidabie {paire réflexive ou si les langages engendrés se différencient dés une premiére tettre terminale)

- "CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE ° . INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE
(L.A.227) EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE
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L* apport de ce papier est de compléter ces algorithmes en adjoignant au développement de tout arbre

de transformation une condition plus forte d' arrét qui est celle de conséquence théciique [Hu 80] ¢

est & dire un noeud n' est plus développable si en plus son label est conséquence théorique des labels
des noeuds précédemment développés . Appliqué d la classe des grammaires simples , on montre que
la complexité de I' algorithme obtenu est optimale ou plus exactement , ce que I' on qualifie de critére
d* équivalence , que I' algorithme permet la détermination d' une borne minimale , entier dépendant
de caractéristiques des deux fangages simples déterministes & comparer , tel que les deux langages sont
&gaux si et seulement si tout facteur gauche , de taille inférieure 4 cet entier , d' un de ces langages
I' est de I' autre . Un tel résultat a &te deja approché de fagon combinatoire [Bu 73] . Cette méthode
est généralisable 4 la classe des grammaires LL(k) mais son domaine d' application reste & étudier . Des

travaux complémentaires portant sur les grammaires simples ont été présentés [Co 74] [Fr 76] .

Ce travail est exposé de fagon & ce qu' il n' y ait aucun acquis préalable . Le paragraphe 2 est celui
des préliminaires . On introduit toutes les notations et définitions nécessaires . Le paragraphe 3 présente
. I' algorithme de décision avec quelques exemples et le paragraphe 4 énonce le critére d' équivalence en
montrant son optimalité . Le paragraphe 5 prouve la validité de I' algorithme et enfin le paragraphe 6

évalue la complexité de I' algorihme ¢' est & dire vérifie le critére d' équivalence .
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2.1 Mots et langages

Soient Bl I' ensemble des entiers naturels et b, = N-{o0}
On pose pour i € N, [i] = {1, .,i} avec [0]=@
cad Vieb, [i] =si i<0 alors @ sinon {ijuli-1] is

Soit }.‘.* I'ensemble des mots de longueurs finies que I' on peut constituer ‘par concaténation d partir de
I' alphabet X '
:
cad. (L , . ) est le monoide libre engendré par I' ensemble L 4 I' aide de I'opération (de

concaténation) " ., On note 1 le neutre de L pour " . 1 est appelé le mot vide .

M lement de I constituant

x
Vu e L, on désigne par Iul la longueur du mot v et par u(i) le i
u.
cad. Vu e}Z*, lul =si u=1 alors 0 sinon 1+lv] avec (U= aveta € L) is
et Viedl,

L si iz0 ou wu=l1 .
u(i) = a si iz1 e Ivelr uzaveta € L
vi-1) si i>1 e IveL fu=zavetae L

OnnoteVie M, VueE",

u\i= Ju@-~.utul) si i € [1ul] o suffixe du mot u de longueur
1 sinon ful-i+1

On définit, pour u € &', FGU) = {vez* JAwe £ et u-= w} I' ensemble des facteurs
gauches (ou préfixes) du mot v , ’
On étend I' opération de concaténation aux langages sur I (parties de Z* ) par ;
A C R
VL,L ):*. L_L'={X-Y/X€LnyeL}

onpose L'=E E' cad E-{1}
0
et Vn2o, ™ - £ 5" ¢ ensemble des mots de longueur n+1 o0 L = {1}

FG (L) =UU€L FG(v)

On note P (A) I' ensemble des parties d" un ensemble A et Card (A) le nombre de ses éléments

ND PAPIER RECUPERE ET RECYCLE



2.2 Grammaires algebriques simples et réduites

On note pour R relation binaire
quelconque
Ker(R) = {x/ (xy)€R}
Im(AR) = {y/ Ax€A et (xy)ER]} image. de I' ensemble A par la relation R
sur un ensemble E quelconque (R C ExE)
Rn pour n € DI, défini inductivement par
Rg = {(x)/ x € E} noté aussi Idg qui est la relation d' identité sur E

et Vn 20,Rny = {(x2) €ExE /3 y € Eod(xy) €Ryet(yz) €R}

R* sa fermeture réflexive et transitive c.ad. R* = g Rn
- n#0
R = {(yx)/ xy) € R} la relation symétrique de R

et si + est une opération binaire interne sur €, on dit que

R est réguliére pour + & Va€E, V(x,y)éR (x:ay+a), (as+xasy) € R
R est stable pour + & {(x+s.y+t)/ xy), (st) € R} © R

R est simplifiable pour + &

V x+xy+y) € R si (xy) € R alors (x\y) € R
si (xy) € R alors (xy) € R

-é la fermeture de R par régularité pour + c.ad.
Vxy€E,x 3y © abeE,I xy)eR/

X = a#x'+b et y = a+y'sd

La relation binaire G est dite grammaire algébrique sur I' alphabet X, (dit ensemble des terminaux) si par
définition
) *
G est finie et Im(Ker(G),G) € (Ker(G) U L)

On pose N = Ker(G) dit ensemble des non-terminaux de la grammaire G

G est alors une relation binaire sur (ZUN)™ , et donc la fermeture de G par régularité pour I
opération de concaténation " est parfaitement définie
ie. VUV e (ZUN)", ugv e xye (LUN)*, 3w e/
U = XAY et V = XWY



On introduit

* .
WG.w = {uek '/ u 3 ul} te langage des (mots) terminaux engendré par G 4 partir de I'
axiome U € (EZUN)* oo édésigne (-é)*
cad. VU e (ZUN)™, LGY = Im({u}.%) n £*

On définit la relation d' équivélence (syntaxique) selon G, notée =5 ‘binaire sur (ZUN)* par :

Vuve (ZuN)*, us v & LW = LGY

On dit que G, grammaire algébrique sur l'.* , est
réduite & VA EN, LGA = @
d-libre & VA EN, 1 ¢ LGA
en forme normale de Greibach , notée FNG > Im(N.G) C L.N*
simple ¢ G esten FNG et VAEN, VacL, Card(Im({A},) N {a} N <1

On définit VU € (ZuN)™, mw = [inf{lvl/uveuGu} si LGw g
. ® sinon

Tg est un homomorphisme de ( (ZuN)*, . ) dans (BU{e} , + )
De plus . est L-libre & VYA €N , A >0
G est réduite & VA EN, G < ™

Comme en [Co 74] , 'TG est ‘appelée la valuation de G

Un langage I, sur Z est dit
algébrique <> 1 G grammaire algébrigue, 3 U € (LZUN)™ / L = LGY) ob N=KerG)
(algébrique) simple > il existe une grammaire (algébrique) siniple qui ,
' 4 partir d’ un axiome donné , engendre I,

préfixe ¢ Vuv €L, v g FGW) si u# v

On vérifiera les propriétés élémentaires suivantes :
toute grammaire en FNG est l-libre

tout langage algébrique ne contenant pas 1 peut étre engendré par une grammaire en FNG -

& partir d' une lettre non terminale
“tout langage simple est préfixe
pour toute grammaire G , =c est stable (et réguliére) pour ¥, *

pour toute grammaire G simple et réduite , =g est simplifiable pour . (ot 5.1 )

Comme , la décidabilité de I' égalité des langages simples est identique 4 celle de I' équivalence

{(syntaxique) selon toute grammaire simple et que de plus , on sait pour tout langage algébrique décider



s' il est vide ou non, on peut donc se restreindre 4 étudier EG pour G grammaire simple et réduite
Dorénavant , on note

G une grammaire algébrique simple et réduvite sur L avec N = Ker(G)

a b, .., h des éléments de L (lettres terminales)

i, b -, t des variables représentatives de Bl

UV, .,2Z des mots de 2" ou N:

AB ., T des éléments de N (lettres non terminales)

U, Vv, ..,Z des mots de (ZUN)*

@, B, .. des mots de N*

®, ¥ des éléments de N" xN~



2.3 Arbres

Soit A un ensemble , fini ou non, quelconque . Un A-arbre T est une fonction (partielle) de N:
dans A tels qﬁe H |
Dom(T") = Ker(T) appelé domaine de I' arbre {c,ad. son support) est plos par préfixe
ie. si uv € Dom(T) alors u € Dom(T)

tous les "fréres gauches" d' un noeud (élément du domaine) existent

i

cad Vi e M, , vieDom(T) = Vje [i-1], uj € Dom(T)

Si de plus , A est gradué ie A est un ensemble de fonctions munies d' une arité
cad. on adjoint 4 A, ensemble quelconque , une application , notée P et nommée arité ,
de A dans N
alors un A-arbre T vérifie en plus la condition
YueDomT,VieM,, vieDomT) « i€ [p(Twn]
autrement dit , le nombre de descendants immédiats de tout noeud est égal 4 I' arité de son

label (image par T du noeud)

Un arbre est dit fini si son domaine I' est . On introduit 1a taille I T I , et la havteur AT), d’' un
arbre fini comme étant respectivement la cardinalité , el la longueur maximale des éiéments (mots) ,

du domaine de I' arbre .

Cn désigne par T\u I‘e sous-arbre de T au noeud u (u € Dom(T)) défini par:

Dom(T\w) = {v € b} / uv € Dom(T)}
et Vv € Dom(T\uw, (T\u)W =Twv)

On note FKT) = {u€Dom(T)/ v ¢ Dom(T) } I' ensemble des noeuds terminaux (feuilles) de I' arbre
T

* . .
On désigne par S|y I' ordre lexicographique sur Bl induit par I' ordre naturel < sur B,
v=1
oux v # 1L et Ju(1) < v(1)
ou u()v(l) et u\2 Spex v\2

*x
Vuv €bl,, u S v &

avec oux pour le ou exclusif

® . *
On note <jgx I' ordre lexicographique strict sur B,



Exemple : Soit A 2 {a b, c} un ensemble non gradué
Notohs T le A-arbre de représentation

b/z\c
I'> a/\b

Dom(T) = {1, 1, 11, 2, 3, 31, 32} classé par ordre lexicographique et de

¢’ est & dire, défini par

labels associés {a, b, b, 8, ¢, &, b}
ona WTH=7,; dT)=2 ; FAT) = {1, 2 31, 32}

Le sous-arbre de T au noeud 3, T\3, a donc pour représentation

a/c\b



2.4 Transformations

Ce paragraphe n' est qu' une reprise des travaux de [Ha 78] et [Ha-Ha-Ye 73].
G étant une grammaire simple, on peut donc déf‘inir -

VaeN,VaeL,Raa = 8i 3 8 €N /(aB)ecC Mors a8 Sinon L Is
par commodité, on étend R en posant

VaeXZ, RLa) =a

On reprend , en les modifiant quelque peu , les deux transformations définies par Harrison , 4 savyoir

a) la transformation parali¢le gauche (la plus 4 gauche), notée TA , application de, N*xN*
dans P (N’xN') , définie pour a,8 € N* par

Ta @B = | sipour {AB} = {am,B} 3 a € £ / RA®) = 1 # R@B,a)
{ (Rlama\2 . a\2, RBM.a\2 . B\2)/ a€k et R(a(1),a)#L} sinon

Exemple : pour G = {(Aa), (AbB) , (Ba), (B,bA), (C.a)} que I' on représente par :
’ A~a+bB
B - a+ bA o {ab} C X e N= {ABC}
C =a
ona T, (AAABBB) = {(AABB), (BAAABB)}
TAAC) =@ car RAbD) = bB et R(Cb) = 1

G

‘Remarque : T, (L) = {(L,1)}

On étend I' opération T, sur P (N*xN*) par :

P si E=P ov F (@B EE/TpA (@B =P

u T si
@dee A (@,8) sinon

Ta (ou plus exactement son graphe) est une relation binaire sur P (N*xN™) et donc (T,)
n

VECN'xN". Ty ©) =

pour n € M, notée Tx . est parfaitement défini (cf. 2.2) .

Autrement dit , Tx_est I' application corﬁposant TA n fois .
Comme pour @, 8 € N* . Ta ({(@.8}) = T (@.B), on notera pour n € B

TR (@,8) 4 la place de TX ({ta.®})

b) la transformation de découpage gauche (le plus & gauéhe), notée TB , opérant
de N.N+ x N.N§ dans P(N*xN*) mais 'qui n' est pas une application ,
est définie V @,8 € N.N' per:
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{tan,B8h7) , (Y(@\2.8\2} si T (@) > T5 (BOY)

R0
avec (¥,1) € Tp(a(1),8(1)

(Ta B.@) "' si 75 (@) < 75 (BOY
@ sinon

Tg @8 =

Exemple : en prenant comme grammaire simple et réduite

A a+bAB + ¢
G B - aA + bBB + ¢cC
C—+a

]

Tg (BAAB) = (T; (ABBAN ' car 75 (A) =1 < 75 (B) = 2
{(aAB), (BAA)} car (LA) € Ty (AB)
On remarquera que TB (BAAB) = {(CAB), (BAC)} convient aussi

TgAC)=P car TA(AC)= P

On dit qu' une grammaire G est préfixe <& V A € N, L(G,A) est préfixe

Gest
Remarqug‘éréﬁxe & VYUE ()_‘,UN)"r , UG) est préfixe

toute grammaire simple est préfixe

On se dote de deux opérateurs

Div , dit de divergence, défini pour G grammaire quelconque par

min{lul / u € (LGY - LCGW) U

Vuyv e (LuN)*™, Divuw = (LG - LGW) } siuzgV
@ sinon

et qui posséde les propriétés suivantes

Vuve (EUN)*, U zgV < Diviuy) < o
DivU,V) = Div(V,U)

Vuvw e (ZuN)*, min ( Div(U,Y),Div(V,W)) € Div(U,W)

Vuvww € (ZuN)® 7w =g W
DIV(UV) + TgW) € Div(WUW'Y) et Div(UV) + W) € Div(UW,ywW")
Si G est préfixe alors les 2 inégalités sont des égalités

Divg , dit de divergence gauche; défini pour G grammaire préfixe par

. min{lul /v € (FG(LEGW) -FG(LGW)) U

Vuv e (LUN)™, DivgUV) = | (FG(LGW) - FG(LGW)) } siu gV
@  sinon



cad. & toute paire d' aidomes « engendrant une paire de langages préfixes distincts , Divg

associe la plus petite longueur des mots facteur gauche d' un des langages sans I' &tre de I

avtre |

- Divg est bien défini ie. YUV € (EZuN)*, u £g V> FG(LGW) # FG(LGW)
etde pius VUV € (EuN)™, Divguw € DivLY) T '
Divg posséde les mé&mes propriétés (énoncées ci-dessus) que Div excepté que

Yuvww € (ZuN)* /w =, W
1 € Divg(U,Y) € DivglUW,yW) < Divguy) + TzW) = Divg(WuW'V)

Les'proﬁﬁétés de Div et Divg sont étabties en 5.1

Pour T, étant la TA ou la TB transformation , on note
. Ker(T) e domaine de définition de T .
cad. ker(TA) = N* x N* et Ker(Tg) = N.N' x N.N'
on dit que
T est valide ¢ V (a,8) € Ker(T), (@ =5 BeTaB #P e TapB C =6 )
T est monotone ¢ V¥ (@,8) € Ker(M, ( @ Fg B etT@ B # P =

3 (@8 € T8 / Divtar,B7 < Div(a,B)

et on montre en 5.2 que T et Ty sont des transformations valides et monotones.



2.5 Réduction

On introduit ici une nouvelle opération , de réduction sur N’,‘N* d' un élément relativement 4 une
famille , qui nous permettra d' exprimer efficacement et aisément , pour toute grammaire simple et

réduite , I' arrét par conséquence théorique (cf. 1) .

, MVw@Ben, i@=1B
soit [[((N) ={ACNxN /@V@B (@B ed, la*asB*p}
‘ let 8" #

alors VA € H(N) » A est un systéme de réécriture canonique , ¢' est & dire noethérien et confluent
(la preuve est donnée en 5.3). '

A est noethérien signifie queA-o (ct. 22) n* admet pas de chaine infinie ou autrement dit que
I' on ne peut pas dériver indéfiniment & partir d' un élément de (LEUN)™ 4 I aide de Iy
e YU € (EUN)*. 3 ny> 0/ Im({u} .Y ) = p
ce qui implique que
VUe (EUN)",3 ula € (ZuN)* / u} ULA et Im({UlA},A-o )=9
UdA est appelé une A-forme normale de U

A est confluent veut dire que I' on peut trouver un mot commun dérivant par A de deux autres
mots si ces derniers dérivent par A d' un méme mot
ie. VU (ZuN)*,vu, v e Im({U},} )
IveIm({vhr) nim(ivh )
que I' on représente généralement & I' aide du diagramme suivant :
%Ua\"'

U, LV
A

Par conséquent , pour A systéme canonique , toute A-forme normale ULA de tout terme U

existe et est unique . (De plus , "E' est décidable) .
On peut alors définir une application , notée S, de réduction relativement & une “théorie" y
application de (N*XN*) x [I(N) dans N*xN*. par:
VO eNxN", VA €el(N),S@n = (@tALLA os @ = (a,8)

Exemple : I' opération de réduction appliquée & (A,CE) relativement &
A = {(AB), BCD), (ED)} € [[(N) donne S((ACE), A) = (CD,CD)

-12~



e

3 Algorithme
3.1 Présentation de I’ algorithme

Soit (a,8) € N*xn*_ L' algorithme de décision de (a,8) € EG est celui de la construction d' un
arbre sur N*xN* non gradué , dit arbre d' équivalence et noté Arbreq (@,8) € P( Dy x(N"xN™)

(graphe de I' arbre) , que I' on définit inductivement par ordre lexicogrébhique comme suit :’

Arbreg (a,8) = Const ( { (L(x.B)}, L, @)

o Const est une application de P ( B}x(N"xN") x By x [] (N) dans

P( Il:x(N*xN*)) qui a T, u, A [ désignant respectivement I' arbre , le noeud de I’
arbre en cours , le systéme de réécriture en cours] , associe Const(T, u, A) défini

dans I' ordre par les 5 régles suivantes :

remarque : on utilise le caractére + comme symbole'd‘ affectation

a) Si les deux éléments du label en cours sont de valuations différentes alors on s' arréte i.e.

(\4) + T(v)
Si Tg(\) # Tg (L) AMors T Is

b) On réduit le label en cours & I' aide du systéme courant et on le rajoute dans I' arbre (plus lisible)
si ¢' est un nouvel élément cad. '
(\LU) ~ S(TWA)
Si (M) # (A1) Alors Dom(T) « Dom(T) U {u1} ; Tuh « (\\uY; u « ut Is

¢) Si'le tabel en cours est réflexif alors son noeud est terminal et on passe au noeud suivant (ordre
lexicographique) s’ il y en a un cad. '
Si \' = U’ Alors
B+~ {veDomT/ v <V }

Si B=@ Mors T Sinon Const (T, IginB-A) I8
lex

d) Si les longueurs des deux mots (de non-terminaux) du label en cours sont au moins égales 4 2 alors
on essaye de découper ces mots & |' aide d' une Ty transformation . Si le découpége échoue alors on

s' arréte sinon on continue avec la ''paire découpée la plus 4 gauche" cad.

A

Si min(t X1, lul)y > 1 Alors
B +~ Tg (A4
Si B=® Aors T Sinon
Dom(T) « Dom(T) U {u1u2}
{TwW1), T2} «~ B en choisissant pour_T(u1) la paire (A(1),L(1)Y) si
?

-13-



Ta (\OD) 2 Tg (UX1) ou (N(1)Y Y1) sinon (avec ¥ € N* )
Const('T, v, A)

e) Si un des mots du label est de longueur au plus égale & 1, alors on essaye de faire un développement

en paralléle & I' aide d' une TA transformation . Si I' opération échoue alors on s' arréte sinon on

rajoute le label dans le systéme (de réécriture) courant et on passe au noeud développé fe plus & gauche

cad.
Si min(I\'1,1u'l) € 1 Alors

B~ Tah,u9 ,

Si B=@ WNors T Sinon
Dom(T) * Dom(T) U {u}. [Card(B)]
{T(u1), . ,T(u. Card(B)} *« B de disposition libre
S INl =1 Aoes A~AU {(\u)} Smon A-AU {(w\]} k
Const(T, ul, A)

ia

On montre (cf. 5.4) que
I' algorithme est bien défini et s' arréte toujours (Const ne "boucie” pas) ie. que I' algorithme

génére , pour tout couple de mots non terminaux , un arbre d' équivalence fini .

et que
Va B € N* , =g B & les feuilles de Arbreg (@,B8) sont toutes des paires réflexives

On remarquera que I’ algorithme peut étre traduit uniquement en terme de listes sans utiliser d' arbre

mais on perd la représentation graphique (arborescente) de I' algorithme .



3.2 Exemples

On représente les opérations TA , 'l‘B » S respectivement par une barre, une double barre et une fléche.
Les élémentj(d une symétrie prés) du systéme de réduction (réécriture) sbnt encadrés et numérotés par

ordre croissant d' apparition (c.ad. par ordre lexicographique).

Exemple 1 : on reprend un exempie de Korenjak-Hopcroft

Sy = aAC Sz"'lDE
G A ~* aB + bAB D ~ a + bDF
18 -=b . U E - bG
C-a F-b
G —a

L' algorithme appliqué 4 (S.l,sz) génére I’ arbre, ArbreG (81,82) , Suivant :

=
2[(A.DB) (BC,E)
Z N ¥
(88 (AB,DFB) FC.0)
(DBB,OFB), 5(c.G)

(D,D) }B/B,FB) (1,1)
AN N
EF) BB

(L1
Toutes les fevilles de I' arbre étant réfiexives, on a donc 81 = G 32

Exemple 2 : soit la grammaire simple et réduite suivante

G |s-°a+bs_TITS done Tg (8 = 1
T = &S + bTTIST g M=2

Arbre (ST,TS) = (ST,TS) _ .
@ // \\

(1,S8)
(,8) (STTTSS,TTTST) (SS,SS)

(S8SS55885,55588SSSS) d' ou ST =, LA

-15-
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Donnons encore deux eiemples mais pour lesquels il n' y a pas équivalence

Exemple 3 :
31 - a
32 - b
soit G |83 = aSs5 + bS,

S4 — aS3g * bS,
Sg quelconque (mais tel que G reste simple et réduite)

Arbreg; (S5,8,) = /Eﬁﬂk
(S456,5385) (54,8 »

(5455:5455)

La feuille non-réflexive (S,.Sz) indique que 83 G s4. On remarquera qu' en conséquence

8485 2 8385 mais pourtant cette paire a été réduite en une paire équivalente (réfiexive).

Exemple 4 :

31 - a

Sp b

S3 = a + bS4S5 * ¢Sy
G |54~ a+bsS3Sg + S
S5 = a + bSgS554S;
Sg = a + bS55¢53S,
S7 et 88 quelconques

e =
(LL) (5485558g) (SpSg)

(S455,:5,S¢)
77 =
(848,
N
(12) (8655545 25556535)
(863684328636348 )
(S S{/ S 8,5.S,S )
6" 6 4°2°¢ 4
(S s/) (s 5,8,8,)
656’ 4°1
// .
(S4Sy) 558, 5

Ainsi, 83 L7 34. On remarquera que I' on peut ajouter, av développement de I arbre, une

opération de simplification mais ceci ne diminue en rien la complexité de I' algorithme,
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4 Critére d' équivalence
4.1 Présentation du critére

La complexité de I' algorithme., liée 4 la taille de I' arbre d' équwalence ; est détermmée (comme déja\
indiqué par Korenjak-Hopcroft) en comparant pour tout couple d' axnomes (i.e. pour tout élément de

N* xN *) I' arbre fini d' équivalence avec I' arbre de transformation paralléle gauche qui est I' arbre ,
généralement infini , obtenu en développant uniquement par TA transformation | Cette comparaison
permet la connaissance d' une limite minimale sur la hauteur de I' arbre de dérivation paralléle gauche
, dépendant linéairement de caractéristiques de la grammaire et du couple d' axiomes‘ , aprés laquelle

it n" est plus nécessaire de développer pour décider de I' équivalence (des axiomes) .
Soient les caractéristiques , de la grammaire G , suivantes :

IGI = Card (N) Ia taille de G
VAEN, eA=max(Im{A},G)) -1
e

e=max (e(A)) ie e=max(ImNG)) -1
A€EN G

Le critere d' équivalence est le suivant :

min (TG (@), T (B)) +1 si T5 (@) # 75 (B)
(IGI-Ne + 1 si 7@ = 158, mn(lal,lB8l)=1,
IGI >2 ou e=0
Soient @, 8 € N" . Notons naglet2 si = BB, mintlallgl)=1,
IGl =2 et e#0
(IGI-1e + Tgla) + 1 si T5t@) = AR, min(lal, 181)>1,
_ IGI >2 ou e=0
e+ Tgla) + 2 si Tgl@) = (B, min(lai,l8l)> 1,
IGl =2 et e# 0

a=8 & (FG(LG®) N a8 = FG (LG.8) N £'®8 )

Remarque 1:V @, B8 € N . Pag & min(Tgla), BB) + (IGI.-1)e +2
Remarqug 2: Si on reprend les caractéristiques habituelles pour G, & savoir ;
r= ’7;0,‘ (ImNG)) -1
L= n};x (N) 2 1 car G est L-libre

on a

w
(]

+
-

L= (5 W) = mg;, m'nIm({A}.G)<max (e(A)+1)

de plus , par définition de ﬁ. » VAEN 1WA < i
et comme Té (@B) = 75 (@) + 75 (B) pour @B € N*
donc , par induction sur | @l pour @ € N , g € Llal



d'0d, Gétanten FNG, VA €N, e < £(max (Im({A}.Q) -1)
par conséquent , e < l(rr‘mlc (IMNG) - 1) = &r

ainsi, 0 S L -1€¢e < &r
il en résuvite que pour r =2, lal = |81 =1 et Tgla) = 15(8)

Ngg C2L(1G1 -1) +1 (+2 aulieude + 1 si IGI=2 et e#0)
qu' il faut comparer avec

[ ;G|(l"1)(l*3) de Korenjak-Hopcroft

216124+ de Wood

221G12 de Butzbach

On montre en 4.2 que , pour toute grammaire simple et réduite , LY est optimal V «,

B €N

- Remarque 3 : Ce critére devient préférable pour décider de I' équivalence des langages simples
De plus , il est adapté au traitement vectoriel puisqu' il revient & générer I' arbre de

transformation paralléle gauche de hauteur minimale pour la décision ., Cependant , ¢' est I'

algorithme qui , d' une part permet de valider le critére et , d' autre part est propre 4 une

généralisation ,
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4.2 Optimalité du critere

On établit I' optimalité du critére en montrant que pour toutes valeurs p, q, I, s des paramétres d'
expre?ssion, de n af ( lcl, e, Tgla), T5(8)) , on peut trouver ung grammaire G simple et réduite
et a B € (KerG)) / '

IGl =p,e=q, Tgl@)=r, TGA) =s et Divg(a,B) = "B

Bien entendu , I' optimalité dépend des paramétres choisis pour exprimer la limite .

L' optimalité de n @B Povr 75 (@) # T5(B) est établie par
Proposition 4.21 :
Vr 2> 0,V G grammaire simple et rédvite, 3 a, B € (Ker(G))* tels que
Tg (@) = r < T (B) et Divg(a,B) = min( T (@), Tg (B)) +1
Preuve : Comme G est réduite et L-libre, 3 A € Ker(G) / Tg (A = 1
il suffit donc de prendre @ = Alet 8= A”1 vu que

Divg(a, B8 T (A') + Divg(d,A) & apres 514
G

=r+1

min(Tg (@), Tg B)) +1

L' optimalité de n, o pour 75 (@) = Tg (B) , min( lal,1B81)=1et @ #5 B est obtenue par

Proposition 4.2.2 :
Vipq € (N,-{1})xN,3 G grammaire simple et réduite ,
I sekKeG),3 Te (Ker((}))’r avec Tg (S) = Tg () et S g T tels que
IGl =p,e=q et Divg(ST) = Si p>20ug=0 Alors (p-1)q+1 Simon q+2 Is

Remarque : le cas p = 1 est exclu car
si G est une grammaire simple et réduite / Card(Ker(G)) = 1

*
alors V a,8 € (Ker(G)) , @ Fg B & Tg (@) # Tg (B)
on est donc ramené au cas précédent

Preuve : i) Cas oU g = 0 : soit G une grammaire simple et rédvite / IGl =p2 2etq=0
cad. tels que Card(Ker(G)) = p et Im(Ker(G),G) € L
donc VA € Ker(G), Tg (A) =1 alors
VST €Ker(G), SFgT ¢ DivglSN =1 =(p-1)q + 1

ii)Cas ou p 2 2etq 2 1: soit Gp,q la grammaire de rep_résentatnon

e IA" - a+ z;An.y‘ pourn € [p-1]  iab e &
.'Ap-'a+

avec A € (Ker(G))x et IXl =g-120
ainsi , Ker(G) = {Aq - Ap} donc 1GI =p
deplus, Vn e [p] AY=1 = g =1Xl=q-1



—20_
donc Vne [p-1] eap=q et eAy=q-1 2 e=q
Posons S = Ay etT=A,. oOnabien 7 (S) = 75 M
Montrons, par induction sur p 2 2, que S #g T et Divg(S,T) = (p-1)q + 1

Si p = 2 Divg(S, T3 1 + Divg(AAp,\)

1+ T5 (A) + Divg(Ap, 1)

=q+1
z(p-1)q+1 donc S Eg T

Supposons la propriété vraie pour p 2 2 et montrons-ld pour p+1 = |G
Divg(S,T)= Divg(A;,A))  par définition de S et T
= 1 + Divg(AAgAAg)  par définition de A, et Ay
1+ 75 (A) + Divg(AxAy)
q + Divg(AxAg)

Soit G' la grammaire obtenue & partir de G en supprimant le non-terminal
Ay - cad Ker(G") = Ker(G)-{ Ay}
VAE€KerGY, Im({A},G") = Im({A},®)
G' est une grammaire qu et par hypothése de récurrence , on a
Ding.(A.‘,,As) ={p-1)g + 1
d' os , par définition de G', Ding(Az,Aa) = (p-1)g + 1
par conséquent , Divg(S,T) =q +(p-Tiq+1=pqg+1 et S #g T

la récurrence est établie et ii) par la méme occasion

iii) Cas o p= 2 et q # 1: soit Gq la grammaire de représentation
Ay = aAp + bAA,
Az = a + bAAg

avec \ € (Ker(G))* / M) =q-1
75A) =1 donc e =q

c ou ab € L

Posons S = Ay et T =AA, . On abien 75(s) = 75N
De plus , Divg(S,T) = 1 + Divg(AAp AAAD
= 1+ Tg(\) + T5lAy) + Divg(d,A))
=q+2

iv) i) 4 iii) é&tablissent la proposition 4.2.2 a
L' optimalité de NaB PoUr Tg (@) = Tg (B) , min(lal,181) > 1 et @ #g B est immediate & partir

de G de ii) ou iii) en prenant comme paire d' axiomes

(ASAL ATATYY o r2 1 et i€ {0}U[r]



5 Validité de 1' algorithme
5.1 Propriétés de Div et Divg

On se propose de véfifier les propriétés énoncées en 2.4 des opérateurs Div et Divg .

Les propriétés suivantes de Div sont &tablies pour G quelconque.
Propriété 5.1.1: y uv.w € (}'.:uN)“r , min‘(Div(U.V),Div(V,W)) € Diviuw)

Preuve : 5oit U =g W alors DiviUW) = @ d' oy I' inégalite
soit U #g W alors par définition de Div
soit 3 v € LGU - LGW) et lul = DiVUW)
‘ si v € LGY) alors u € LIGV) - LIGW)
donc Div(V,W) < lul = Div(Uw)
si v g LGV alors u € LG - LG
donc Div(U,V) € lul = Div(uw)
soit I u€eLCW-LGY et lul = Diviuw

cas symétrique au précédent

la propriété 51.1 est donc établie o

[

Propriété 5.1.2 : Vuvww e (EuN)* s w = W
DIVUY) + TgW) < DIVIWUWY) et Div(UV) + T5W) € Div(UW,VW)
Si G est préfixe alors Div(U,V) + T5(W) = DI (WU,W'V) = Div(UW,vw")

Preuve :
i) Montrons ;|ue Div(u,v) + T5(W) € DiV(WUW'V) ?
soit WU =g W'V alors DiVIWUW') = o et I' inégalité est vraie
soit WU #g W'V.. Par syhétrie, on limite {' étude 4
3 U € LGWU - LGWY) / lul = Div(WUW'V)
comme u € L(GWU) alors I u' € LIGW), u" € LG /v = v

mais u' € LIGW) et u=uu" ¢ LGWV) donc u" ¢ LGY)
par conséquent Div(UV) < lu"l = lul - lu'l < Diviuy) - T5W)

d' o0 i)

~ii) Montrons que Div(UV) + T5(W) < DiviUW,yw") 2

Se démontre .de fagon analogue 4 i)

-21-
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iii) Montrons que DIVIWU,W'V) € Div(U,V) + T5W) si G est préfixe ?
soit U=V ou LGW =@ alors Div(UV) + T5(W) = © d* o0 iii)
‘soit U #gV et LCW) # @ . Par symétrie, on peut se restreindre &
3 v e LG - LGV / lul = Divu W)
Comme L(GW) # §, on peut choisir un w € L(GW) / twl = 5W)
donc wu € L(G,WU) A
or W=.W donc w € LIGW) et lwl = 75(W)
de plus L(G,W" est préfixe et v ¢ L(G,V)
par conséquent wu ¢ L(G,W'V)
ainsi Div(WUW'V) € [wul = DiviU,V) + W

iii) est donc démontré

iv) On voit comme en iii) que Div(UW,VW") € Div(U,V) + T5W) si G est préfixe . En définitive , la
propriété 5.1.2 est entiérement démontrée a

On obtient alors le corollaire suivant

Pour toute grammaire G préfixe et réduite , =5 est simplifiable pour "

Les propriétés suivantes sont établies pour G préfixe,
Proprieté 513: ¥ uv € (ZUN)", U %5V & FG(LGW) # FG(LEGWY)

Preuve : ) Condition nécessaire : si U #g V alors
soit 3 u€eLGY /u g LGW
soit u ¢ FG(LG.V))
or u € LG C FG(LGW) donc FG(LGW) # FG(LGW)

soit u € FG(LIGV))

=
mais u ¢ LGV) 3aeL/uaeFa(LGW)

comme u € L(G\U) préfixe donc ua ¢ FG(L(G,U))
ainsi FG(LG.U)) # FG(LIGV))

soit 3 ue€LUCY) /u ¢ LG
cas symétrique au précédent
d' o0 i)

i) La condition suffisante étant triviale , la propriété 6,13 est donc établie o
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Propriéte 514 : VY uvww € (ZUN)*J/ W=, W

1 < DivgU,V) < Divg(UW,YW) € Divg(U,V) + TgW) = DivgWuU W'V}

Prevve :
D Montrons que Divg(UV) & Divg(UW,VW") ?
Si Uw = G VW' alors I' inégalité est triviale
Si Uw g5 VW' alors _
soit 3 u € FG(LGUW) - FG(LGYW)) / lul = Divguw,vw
si U € FG(LGY) A
comme u ¢ FG(L(GYW)) D FG(LGV))
alors Divg(UV) € lul = Divg(uw,yw"
si v ¢ FG(LG.W)
comme u € FG(L(G,UW))
alors 3 veLGW ,we FG(L(C.W)) - {1} fu=ww
soit v ¢ FG(LIGW))
or v € L(GU) CFG (LG.))
donc Divg(UV) € Ivl < lul = Divg(UW.vW")
soit v € FG(LIGW)
donc 3w ek / v € LGV)
si w# 1l
alors vwi(1) £ FG(LGU)) car v € LIGU) prétixe
de plus vw'(1) € FG(M C FG (L(G,Vi} donc
Divg(UV) € ITw'(1)} = Ivl+1 € lul = DivgUW,vw"
si w=U1 ie. v € LGV
or w € FG(LIGW)) = FG(LIGWY) car ws_ W

G
donc u = vw € FG (L(G,VW") exclu dans ce cas.

soit 3 v € FG(LIG,VW)) - FG(LIGUW)) / lul = Divg(uw,vw
cas symétrique auv précédent

d' o0 i)

ii) Montrons: que: Divg(UW,VyW") € Divg(U,v) + W) ?
Si USgV ou LGW) = @ alors Divg(U,v) + TG(W) =
d' ol " inégalité

Si 1 € LIGW) alors LIGW) = L(G.W') = {1} car G est préfixe
" on a donc. une: égalité

Si U%gV et L &LEW #*P alors par raison de symétrue, on peut se contenter d* étudier
le cas oU. ’

T u € FG(LUGW) - FG(LGV) / lul = DivgV)



Soit u ¢ FG(LIG,YWY)
comme u € FG(LGV)) € FG(L(G.UW))
alors Divg(Uw,vyW") € lul = Divg(u,V) € Divg(U,V) + W

Soit u € FG(LG.YW")

or ug FG(LIGV)) donc u # L ie. lul 21
posons alors u" fe facteur gauche de u de longueur lul-1
comme U =uw(lul) € FG(LG,U)) avec LIGU) préfixe

donc u' € FG(LGUY) - LG
de plus u' € FG(LG,V)) sinon DivguV) € luv'l = Divg(U,V) -1
mais v = vu(lul) € FG(LIG,YW)) - FG(LIGW))

donc 3 vy € FG(U) / u'y € LIGV)

et comme ¢' € FG(L(G,V)) avec L(G,V) préfixe
alors u' € LGV)

comme LGW) # @, prenons w € LGW) / Iwi

"

TG(W)

it 8" en suit que u'w € L(G,VYW) . De plus

soit u'w ¢ FG(L(G,uW))

donc DivgUW,VWH £ luwl < lul + lwli

Divg(U,V) + 75W)

soit u'w € FG(L(G,UW)) alors u'w ¢ L(G,UW) d' aprés les 2 cas suivants

uw € FG(LGV)) alors uw ¢ LIGUW) car L ¢ L(GW)
si uw ¢ FG(LGW)

si

en définitive, ii) est établie

x
alors 3 ww" € L'/ w=ww" et uw € L(GU)

de plus w # L car v ¢ LGV

donc Iw"l < Iwi = W) = w' ¢ LIGW)
alors u'w = u'ww" ¢ L(G,UW) préfixe
il en résulte que Divg(UW,VW") < lu'wl + 1 = Divg(U,V) + W

iii) Montrons que Divg(U,V) + T5(W) € Divg(WUW'V) ?

soit WU =g W'V alors Divg(WU,W'V) = @ et I' inégalité est vraie

soit WU ¥g WV,

Par symétrie, on limite I' étude &

3 v € FG(LEG,WU)) - FG(LGWV)) / lul = Divg(Wu,wV)

comme u ¢ FG(LIGWV)) , ona u ¢ FG(LIGW)) = FG (LIGW))
ainsi v € FG(LIG,WU)) - FG(LIGW)) ’

dou 3 U €ULUCW,U" € FG(LGUY) / u= yu"

mais o' € LIGW) et u = uu" ¢ FG(LIGWV))

donc u" ¢ FG(L(GV))

par conséquent DivgU,V) € lu"l =

d' ot

iiii)

lul - lvl < Divguy) - 5W)
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iv) Montrons que Divg(WUW'V) < Divg(U,V) + W ?
SOt U=GV ou LGW = P alors DivgUv) ¢ oW = @ d o i)
soit U ¥gV et LGW) # P . Par symétrie, on peut se restreindre &
3 v € FG(LGW) - FG(LUGV) / lul = DivgUy)
Comme WGW) # @, on peut choisir un w € L(GW) / Hwl = W)
donc wu € FG (L(G,WU))
De plus , W Eg W' donc w € L(GW") préfixe
or u ¢ FG(LIGY)) il 8" en suit que wu 4 FG(L(G,W'V))
Ainsi  Divg(Wuw'v) € Iwul :' Divg(u,v) + TG(W)

iv) est donc démontré
v) i) d iv) prouvent la proposition 5.1.4 o |
Propriéte '5.1_5: Yuvw e (ZuN)*, hin(Divg(U,V).Divg(V,W)) € Divg(U,w)
. la démonstration est simﬁilaire d celle de la proposition 5.1.1

Remarque :

Notons E = (ZUN)*/EG I' ensemble des classes d' équivalence sur (EUN)*  pour o

équivalence =g

dcey =
Div(U,u")
etposons VC,C € E, , 1 o0 UecCc,u ecC
dg(C,C") = ===
Divg(u,u"

alors d-et dg sont des distances ultra-métriques sur E , dites de divergence et de divergence

gauche



5.2 Validité et monotonicité des transformations TA et TB

Les définitions ont été données en 2.4

Proposition 5.21 : Les transformations TA et TB sont monotones

Preuve :i) T, est monotone ?
Prenons (Q,B) € Ker(Tp) = N* x N* / A Fg B et Tp@p) # @
et montrons que 3 (a',8) € Ta(@.B) / Div(er',8) < Div(a,8)
or a.B € N+ car
si a=1 alors B# 1 vwque a#g 8
et donc Tya@,B) = P ce qui est exclu
on voit de méme pour B8 = L

a #g B donc par raisons de symétrie, on peut se contenter d' étudier le cas oﬁ
3 v € LG -LUGHA / lul =Dima,B) (1)
comme G est simple (donc 1 libre) , v € WG,Q) , a# L
alors u# L et 3ty e N' / (aDu(DY) € G (D
donc R(@u(1)) = uM)Y (R a été définie en2.4)
dotv R(BuU(M) # L car Tp(@,B) # P
ie. 316 € N" / (BMuNB) € G (3)
(1), (2), (3) donnent u\2 € L(G,7(@\2) - L(G,6(8\2)
ie. Div(a"B8Y € tu\2l < lul = Divta,B) avec (a'8') = (7ra\2, 6(8\2)
de plus (@',8" € Ta(a,B) d' aprés (2) et (3)

d' oG i)

ii) Ty est monotone ?
Soit (@,8) € KerTp) = N.N' x N.N' / @ #g 8 et Tga,B8) # @
par symétrie, on peut supposer que TG(a(1)) 2 T5(B(1)
dov 3y €N / Te@.B) = { (am.Byy) , (v@\2,8\2)}
d' aprés la pr_opriété 512, ona
Div(a, BMY(a\2) = Div(aM , B()Y) + Tg(a\2)
Div(BMY(a\2), B) = Div(r(@\2 , B\2) + TgB(1)
de pius , d' aprés la propriété 5.1.1
min (Div(a , B()Y(a\2)) ,-Div(ﬁ(1)’)’(a\2) , B)) € Diva,fB)
il en résulte que

min (Div(a(N,B(1)Y ) +75(@\2) , Div(¥(@\2,8\2)+758(1) < DvaB) (1)
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or la\2l, I18MI 21 donc TBA\2) , (B > 0 car G est L libre (2

soit Div (@(M,B(NY) = @ ie. a() =g B()Y
alors (1) = Div(7(a@\2, B\2 + B € DiiaLB) (3)
de plus @ =5 BMY(@\2) et a #g B8 = B(INB\2
donc ¥(@\2 #g5 B\2 car G est préfixe et reduite
ie. Div(7(@\2, B\2) < = (3
(2,3, (4 donnent Div(¥(@\2, B\2) < Diva,B)

soit Div(¥(a@\2, B\2) = =
cas similaire au précédent

soit Div (a(,B(1)Y) < = et Div(¥(@\2, B\2) <
- Met( = min (Div(an,BMY) , Div(7@\2,8\2) < Diva.8)

dans tous les cas, ii) est satistait

i) i) et ii) valident la proposition 5.2.1 o

Proposition 522 : Les transformations TA et TB sont valides

Preuve :i) D' aprés 521, les transformations TA et TB étant monotones , il ne nous reste donc plus

qu' & vérifier la condition nécessaire de la validité des transformations, 4 ‘savoir

si T correspond & TA ou TB , V(a,B) € Ker(T) N EG , P #* TaB) C .=.G

ii) Condition nécessaire de la validité de TA ?
Prenons (a,8) € Ker(Tp) = N* x N* / « =g B
soit @ = B =1 etdonc Ta@B = {(L, 1)} d ov ii
soit a,B € N+
comme G est en FNG , on a donc .
UG, = U {a} .L(G7a@\2) = LGB = U_{b} .L(G.6,8B\2)
T (anay, Ly H(GYa(e\2) (6(1),b5t5e£ (G.Op8\2)
avec ab € L, ¥,,0,4 € N
or G est sirhple donc s (aayy) € G alors Y, est unique
de méme , g (B()bOL) € G alors O}, est unique _
ot {aek/ (unavy) €eCG)={bekLy (B(Mb6p) € G} note E
avec ¥ a € E, L(GYa@\2) = L(G.55(8\2))
et Ta@B = {(75(@\2,6,8\2) fa €E }

ainsi i) est démontré
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iii) Condition nécessaire de la validité de Tg ?
soit (@,8) € Ker(Tp) =N .N' x N.N' / a =48
on doit donc montrer , pour n' importe quel Tg(a,B) possible , que
@ # 1ga,p) C =g
par symétrie , on peut restreindre I' étude au cas o0 Tg(a(1) 2 T5(8(1)
or Tg(B(1) < car G est réduite
on peut donc réitérer i) Tg(B(1) fois pour obtenir
B ¢ 1368 Map c =, M
de pilus , par définition de TA et T
TA%68Mg p) = { (aa\2.818\2) / @.8) € TAT68M (a1 611)} (@
Mmet@ = @ ¢ 1,88 (a8
etdonc T,%BM gypy) N N*x {L} # @
d'ob Ty@B = { (anB)Y) . (Y@\2.8\2)} avec (7,1) € T,GEM (an)81)

(2 donne  (¥(@\2,8\2) € T,6B8Mq g
donc d' apres (1) Y(@\2 =4 B\2
¢ ob BMYV(@\2 =5 B par stabilite de =, pour "
alors a(Xa\2 =g BMY(@\2) car a =; B
par conséquent , (1) =g B(1)Y car =, est simplifiable pour ""

iii) est donc établie

iv) i} & iii} valident entierement la proposition 522



5.3 Canonicité des systémes de [[(N) .
On se propose de montrer que I' opérateur S (cf. 2.5 ) est bien défini et est calculable ¢ est & dire

Proposition 531: V A € [[(N) , A est noethérien et confluent

Preuve : Considérons un élément A quelconque de [J(N) non vide -
car si A =@ alors la proposition est triviale

"15(8) = Tglay (D)

a+a > S#8 (D2

a'#s (D3

donc V (S,a), (S"a" € A

soit % 1" endomorphisme sur (ZUN)™ deéfini sur LU N par
VUELUN '&\.‘U) =| a si (Ua) € A & un sens d' aprés (D2
' U sinon
% est appelée la régle de pleine substitution pour A ; elle posséde les 4 propriétés suivantes
* * '
P1 VUe (EuN) , U R

\
comme %. est un endomorphisme alors par induction sur fUl 2 0, il suffit de
montrer que P1 est vrai pour U € EUN
si U € LU (N-Ker(d)) alors B =U
si U» € Ker(d) alors (U,')A(U)) € A donc U A—. ')A(U)
d'ov P1
\"
'VA( )
comme} est transitive, une récurrence sur la longueur de la dérivation montre qu' il

. * * *
P2 VuvVve (LuN)", u;v = ')A(U);

suffit d' établir P2 pour U i v
or Upv & I xYe (ZUN)™, 3 @ €A/ U=XSY et V= Xay
donc % (U) = R OOR(SIHM = % Y, (V)

*
ainsi avec P1, ‘YA(U) ; ')A(X)')A(a)'yA(Y) = %(v)

ce qui vérifie P2
* n * n
P3 VUvVve (ZuN) ,Vn20, U2V = V= )
) A A A
par récurrence sur n 2 0
si n =0 alors P3 est triviale

si n=1 alors U A_. V eten reprenanf les notations de P2, on a

')A(U) = ‘)A(X)a%\(\’)

*
LIPS = - (§]
d' ou avec P1, V = Xay A ')A()
supposons P3 vrai pour n 2 1 et montrons le pour n+1
u}‘-"v > Awe (M) "/ Ul wet wov
donc d' aprés |' hypothése de récurrence. et le cas n = 1

* x. n(U)
VA W et W om



ainsi P2 et la transitivite de 2 donnent V} 3! n*+1y)

la récurrence est établie et P3 par la mé&me occasion
* m, . * n
= L U
P4 Vue (ZuN) ., Vmned, m<n n W ')A()

*
en utilisant P1 et la transitivité de ; » Une récurrence sur n-m 2 0 prouve P4

DY U VE(ZUN™, URV = W= M et IVl > lul 2

par induction sur la longueur de la dérivation
iV S €kKer(d),VaeN, s} @ > Viellal], ah#s 2

s} @ donc d' apres i) lal 21 et 75@) = T

soit lal =1 alors & # S d' aprés (D3)

lal
soit lal > 1 alors 7T5(9) = T5l@) = T 7t
i=0

or G est Llibre et réduite donc Vi e [lal]l, 7gain < 55®
ie. Vie [lal]l, at #s ‘

ii) est donc établi

Card(A)

VU e (EUN)T, 2O € (EU Nker)” 2

par induction sur Card(d) 21 2
si Card(A) = 1 alors iii) provient de ii)
si. ii)) estvrai VA € [I(N) / CardA) =n et n 2 1
alors montrons iii) pour A € [[(N) et Card(d) = n+1
d aprées P4 eti) Vs € (ZuN)™,

* n+1
S CE A A(s» € (LU (N-{S})) m
posons A'= A - {(S,, (S))}

par application de ' ii) ‘)‘ (S) z /X (%(S))

donc par hyp. d* induction , 'rA (S) € (LU (N-Ker(A'))) (2
(Met(2 = Vs e Kerd), % (S) € (LU (N—Ker(A)))

or ')A est un endomorphisme donc iii) est vrai pour n+1

I' induction est terminée

ili) est donc valide
wMVYU Ve (ZuN)*, U '“'C“"‘f‘m”v = Ivi > ul 2.

par récurrence sur- (U 2 1

lecas |Ul = 0 est exclu vu qu' au moins une réécriture porte sur U
pour {Ul =1 : de méme, il faut que Ue Ker(A)
il s'ensvitque IVI > lul
car sinon on peut extraire une suite de Card(A)+1 éléments de A

S. tels que
( ‘)o<i<card(A) 4

So=U,Vie€ [Card)] Si-1 2 5 . scard(A)A" v



donc 3 i, j € B / 0o%i<jSCard(d) et 5 = s,

et comme S, % S., on obtient une contradiction d' aprés ii)
1

e | )"’

d' o iv) pour IUI

supposons iv) vrai pour lUl =netn 2 1 et montrons iv) pour Ul = n+1
soient U' = U(1) et U"=U\2 donc U=UU", IUl =1, lU"| =n
mais 3 p, 0 <pLIUICard@) +1,3 V', V' € (ZUN)* / U'E* Vv et
u"} V' avec V =VV" et q =1+ |UICard@) -p ‘

soit p 2 Card(A) +1 alors d' aprés le cas précédent |IVv'l > Ul
or @ aprés i), Iv'l > lu"}
dov VI = dvii+ivel > twl+lurt = Jul

soit p € Card(A) alors q 2 JU"] Card(A) +1
donc |Vl > lu"l par hypothése de récurrence
et comme d'aprési) IV 2 Ul alors IVl > 1ul
ainsi iv) est vrai pour n+1 \

la récurrence est établie et iv) est démontré

v)'A est noethérien ?
notons k = Card(A) +1 . Montrons tout d' abord que

* * * k
VU Vv e (LuN) I B vz 'yA(U) (I 2

pour n la longueur de la dérivation de U en V

soit n € k

. n .
alors d' aprés P4, ')A"(U);; ')Ak(U) et d' aprés P3, V} ')A )

o . * k(U)
-
ce qui implique V A ')A

soit n > k
d aprés P3, V= %"U) ; de plus d' apres i, % () = . W)
or ::rprsk , A')A ; de plus aprs»nu,%( -'yA ]
' d* o0 V; %‘U)
(I) est donc établi
n
par conséquent, VU € (LuN)*, 3 ng 20/ Im({U},;U y=9
car sinon iv) implique que 3 n 20,3 v € (LuN)" /
k
n
us Vet Ivi > l‘)A(U)':
or d' aprés (Ideti) IVl £ I%(U)I ce qui donne une contradiction
en définitive , A est noethérien
v) A est confivent ?
x
Vue (SUN)* , Vu,ve m({u}, &)
m .., n,
Elm.neu/u; U et voV

donc " aprés P3 U' = ™) et v = 1."W)
onc d' aprés A’)}_\()e -A%\

' max(m,n) * : *
it en résulte avec P4 que AR € Im( {U'},A-') 0 im( {U'},A-°)

la confluence de A est donc vérifiée

remarque :



ta confluence de AA pouvait étre obtenu directement & I' aide du théoreme de

Knuth~Bendix (A n' admettant pas de paire critique d' aprés D2)

v) et vi) ont établis entierement la proposition o
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5.4 Caractéristiques de I’ algorithme

On se propose tout d' abord de montrer que I' algorithme est bien défini et qu' il construit toujours

un arbre fini .

Proposition §4.1 : soient @,8 € N*

Soient ug = L,A0=0, To= {(L(@BN]} I arbre réduit 4-(a,B)
alors Const(Tq Uy Ag) ‘est un arbre fini (non gradué) sur N* x N*

*Preuve :  On définit récursivement la suite ((Ti' u, Ai))i>0 » éventuellement infinie, de la fagon .

suivante

Pour (T v, A;) défini
Si Const appliqué & (Ti'"i-Ai) nécessite un nouvel appel & Const (Const est
réentrant) .
Alors ies nouveaux arguments de Const sont ( Tis1Yie1:Risq)

Sinop (Ti'"i-Ai) est le dernier élément de la suite

DVi2o0,si A existe alors A e [I(N) »
par récurrence suri 2 0
pour i = 0: A, existe et Ag=0P € IT(N)
supposons que A, existe et que A; € [[(N) alors montrons que At € [I(N)
soit Byyq = By € TI(N)
soit Ay # A; on a donc appliqué une TA transformation ¢’ est 4 dire
Pour (\\u0 = S(TiUDA;) () ‘ '
ona min(I NI 1ul) €1, 75009

RIGULIECREY
Bisg - B S fw,A9} sinon

TGW) ., N # 1 (2
1

3

(2 = min(t X', lu'l)=1
d' ob d" aprés (3) I élément de Ay - A; € N x N

{

donc avec (1) et (3) cet élément € (N - Ker(A)) x (N - Kerd))”
de plus par hypotheése A; € [I(N) et que B\ = Tu"
alors A,y € [I(N) par définition de [T(N)
la récurrence est établie
d' o0 i)
remarque : i) signifie, & des vérifications prés (laissées au lecteur), que
pour (T; u; A;) connu, on sait décider si ¢' est le dernier élément de la suite et

dans le cas contraire construire (Ti+1' Yisgs Bjeq)

i) La svite ((Tpupdy) )i>o estfinie ?
supposons que la suite ( (Ti""i-Ai) )i>0 soit infinie (I) '
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a) montrons pour n € N, si S(Tp)A,) ¢ IN* @ors3 m>n /Ay # A,

notons (A,i) = S(Tpp) A, )
donc Vijie[INI] , Vke [1ui] \j, i) € Ker(Ap) (1)
de plus \ # 4 et TGN = T
donc Jie [INI]/ Nid# uiet Vje [i-1] A = wep
alors par définition de Const , i-1 TB transformation(s) sont appliquée(s)
d'o0 S(T pUphAp) = (A\i.k\i) et Ap A, @

avec p = m+i-1 2 m

soit  min( AN\il, 1 g\il)=1
alors , d’ aprés (1), une TA transformation est appliquée
d' o0 avec (1) et (2)

A, - = {ON\iLe\i} si TANil =1
P+l By {\i,A\i} sinon
ainsi = p+1 > n convient pour a)
soit I ANil,bu\il 2 2
par symétrie, on peut supposer que Tg(\(i)) > TglALG)

d' aprés (1) (2 et (I), une Tg transformation est appliquée en up

et 39 €N / Tpeipiy) = ADLOD) avec Apsi = Ay
ainsi Ap+1 = A, ce qui donne avec (1)

S(Tps1Wpstd Apey) = (NGO, LOSNAY) £ A,
or Mi#/u(i) donc avec (I) Apsp - Ap = {S(Tp+1ps1h Apiy) }

ainsi m = p+2 > n convient pour a)
a) est donc vrai

blor, dapres(I), Vp2o0,3n2p / S(Tplvp) Ap) ¢ IN*
d'ov d'apresa), Vp20,3 m>p [/ %#Ap
et comme Vijebl, i< = Aj C A
aors Vp20,3m>py/y/ Card(Am) > Card(Ap)
par conséquent 3 q > 0 / Card(Aq) 2 Card(N)
ce qui donne une contradiction car d'aprés i) Aq € H(N)
d' o0 () est faux et donc ii) est démontré

iii) on peut noter d' aprés i) , n I' indice du dernier élément de la suite ((Tl, u;, A))|>0

alors Const(Tp, U, A,) est un arbre fini

de plus Const( Ty, u o Ag) = Const( T, U Ap)
il en résulte que la proposition 54.1 est établie a
Ainsi, Va8 € N*, ArbreG(a,ﬂ) existe et est un arbre fini

La décidabilité de =5 est donnée par



Proposition 542: V a.8 € N* | ¢ =68 © Vu€eFI(T) Tw € Iy* avec T = Arbreg(é.ﬁ)

On se propose d' établir deux lemmes avant de valider cette proposition

Lemme 1: V (2,8) € N* x N*, V A systéme canonique C =g

On dit alors que S est valide

Preuve du lemme 1 :
Comme A C =g et = G est compatible pour ", est stétrique et transitive
* .
alors A-' Cc =g
docha,BeN*,aEGalA et 8 =; BIA
dot a=g8 & aip =c BlA [
4 .

Lemme 2 : Soit A une relation non vide binaire sur N*

V(a8 e} »3 (@,8) € A / Diva',B8) < Div(a,B)

"'Preuve du lemme 2 : par induction sur la longueur de la dérivation

Si af-:-' B ie. a=p8 alors Divia,fB) = o

le lemme est alors vrai car A est non vide

Si s B oalors 3N, ueN,I@BYER/ a= ket B=rBL
donc d' aprés fa proposition 61.2, Di(@,B) = Div(@',8") + T5(\) + Tk
ainsi Div(a',8") € Div(a,B) avec (a8 € A

Supposons le lemme vrai ¥ (@,8) € ;D’ avec0 S m<n e n21
) et montrons le pour (@,8) € ::1 '
donc 3y €N/ apyetyhs
le cas précédent et I' hypothése d' induction nous autorisent 4 dire que
3 @y, (y8Y € A / Divma,y) € Div(a,Y) et DiV(Y",8) € Div(Y,8)

d' o0 d' aprés la proposition 5.1.1 min(Div(a',’y'),Div('y",B')) € Div(a,8)

L' induction ‘est donc terminée et le lemme 2 démontré a

Preuve de la proposition 54.2 :
Soient @,8 € N* . Notons T = ArbreG(a,B) et A le systéme de réécriture (final) obtenu

i) Condition nécessaire ;: & =5 B =2 VueFD, T € IN* ?
on montre, de fagon immédiate, que V v € Dom(T), T(v) € =5
par induction sur lul 2 0, en utilisant la condition nécessaire de la

validité de TA . TB et S (proposition 522 et lemme 1)

ii) Condition suffisante : (@ #g B8) et (V u € FT), Tw) € IN*) sont contradictoires ?
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NA'EG¢¢
car sinon A € =, et comme V u € FT), T(u) € =5

alors de fagon analogue 4 i), par induction sur d(T) - lul 2 0,
en utilisant la condition suffisante de la validité de TA R TB , S
on obtient V u € Dom(T) , T(u) € =g
donc T(1) = (a,B) € =5 exclu par hypothése d' ou a)
YV (\u) € A-=5,3 (\'u) € A / DiviA.u) < Divi\u) ?
b1) (A\,4) € A donc
U= 3:::; {v € Dom(T) / TV € {1, M)} } existe

alors, d' aprés |' algorithme, une TA transformation a été appliquée en u

dod @ # Taw=0u ¢ =3

et comme TA est monotone (proposition 5.21) alors

3 ieb, / ui € Dom(T) et Div(Twi)) < Divi\,u) < o

b2) Montrons V u € Dom(T) / T(u) ¢ =g
3 () € A / DiV(ALL) € DMIT(W)) 2
par induction sur d(T\u) 2 1 (T\u désigne le sous-arbre de T en u)

d(T\v) = 0 est exclu car V v € FT), T(v) € IN* et Tw ¢ =4
pour d(T\u) = 1: comme T(u) ¢ = et ImFAT),T) C Iy*
et que de plus TA et TB sont des transformations valides
alors seul I' opérateur de simplification S est applicable en u
et donc T(u) = (\,U) se simplifie en (A 8A,LLLA) avec LLIA = N IA
d' o0 d' aprés la proposition 5.1.1
min (Div(\, A $A),Div(iL, L A)) € Divik,u) < o
par symétrie de A\ et & , on peut supposer que
DivIA A LAY € Divih,u) <
par conséquent d' aprés le lemme 2 b2) est vrai si d(T\v) = 1 avec

T ¢ =4

supposons b2) vrai V u € Dom(T) / T ¢ =g et d(T\u) < n
pour n 2 1 et soit u € Dom(T) / Tw ¢ =g et d(T\v) = n+1
alors montrons I (A" L") € A / Div(ALU) € DIMT()) ? (I)
soit u est développé par une TA ou TB transformation, monotone
= 3i €N, /vi € Dom(T) et DiM(T(ui)) < Div(T(W)) < e (1)
alors T ¢ =; et d(Twi)) < n
I' hypothése de récurrence est applicable & T(ui)
il 8" en suit que 3 (A" € A / Div(A,u) € Div(Tewi)) (2
(1) et (2) donnent (I)

soit u est développé par S (relativement 4 un systéme dont les



iii)

éléments sont des labels dont les noeuds .précéden't U par ordre
lexicographique)
alors pour T() = (A\, &) , T(u1) = (ASA,LLLA) :
si DivIA AL 4R) < Div(A, L)
par hypothése d' induction , on obtient (I) »

si Div(A 4ALL3R) > DiviA, ) (1)
alors d' aprés la proposition §1.1, on a

min (Div(\ $A,4 4 A),Div(A $A,M)Div(L $A,1)) < Div(A, 1)
ce qui donne avec (1)
min ( Div\ $A,A),0iv(i 4A)) € DivA ) <
par symétrie de A et i, on peut supposer que
Div(A\, A 1A) € Div(\,u) < o
' "d" o0 d' aprés le lemme 2 , on obtient le (AU € A
satisfaisant (1)
(I) est donc toujours vérifié
I' induction est terminée et b2) est donc démontré
b1} et b2) établissent immédiatement b)
© aletb) > I (\u) €A/ DviA\u €0
on a aboutit 4 une éontrédiction et ii) est donc établi

i) et ii) ont démontré ta proposition 54.2 o
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& Validité du critere
»

Lo validation s’ effectue en trois étapes
tout d' abord, on se dote d' un outil d' évaluation, relation binaire sur P (N*xN*) , dit de
comparaison par TA transformation
ensuite, on montre 4 I' aide de trois caractéristiques, combien colte I' application de chacun des
trois opérateurs TA . TB + 8 de construction de I° arbre ¢ équivalence

enfin, on évalue I' arbre d' & vivalence, ¢’ est & dire on le compare 4 celuj obtenu uniquement
q

par TA transformation (arbre de transformation paraliéle gauche)

6.1  Outil d' évaluation

On définit la relation binaire 3 sur P (N*xN*) par
VABCN'*xN", A% B & s 3n €M /TAR =P alors THB) = @
On dit alors que A est comparable par T, transformation & B
On rappelle que T, a éte défini en 2.4
Le lecteur s' assurera que
Vag eN', ovgap= | ® s @a=58
inf {n/ TA(@,B) = 2} sinon
en déduira que
Po VA B € P(N"xN*) - . A3 B > min (Divg ®) < min (Divg &)
( ) - {9} %5 &in, (Oivg &in, (Oivg
et vérifiera que »G posséde les propriétés élémentaires suiventes

21 >>G est un pré-ordre ie. est réflexive et tranazitive

P2 ( ) © () etméme

C * x
P(N"xN")-{9)
VABCN'xN" et A#@ siB*@ ,AC B = A¥%B
P3 g est réguliere pour U e, _
VABCCENXN",A3%B = (AUQ) 3% (B U C)
P4 5 est stable pour U e, ,
VABA B CNxN ,si A% BetA B aors AUA 3, B UB’
Ps (P(EG) x P(N*XN*)) c (»G) par condition nécessaire de la validité de Ty

Remarque : si P1 est vraie alors P3 & Pa
6.2 cvaluation des opérateurs
Pour A comparable par Ty transformation 4 B, eévaluer un opérateur consiste & rechercher le

nombre de TA transformation(s) qu' il faut appliquer & B pour que I' application de I' opérateur & A lui

soit comparable (par Ty transformation) .
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On étend la valuation 7z sur N*, \* par

VageN, 78 = mn { 5,758}

Caracténsthue 1: évaluation de TA

Soient A, B € P(N*XN*) . Soient mn € N / m € n
A 3B 2 TIR % B

Preuve :
soit Viedl, TA(TAA) # @
m
donc Tp(p) C = G
d' ou la caractéristique est vraie d' aprés Ps

soit 320/ TA(TAA) =@ ie Th™A) =90
or itm Sitn et TA@) =P dobd To(A) =P
mais A 3 B donc TA'B =0 e TA(TAB)) = @

la caractéristique 1 est donc prouvée o

Caractéristique 2 : évaluation de g

soit @ =(a,B) € Ker(lg) = N.N' x N.N' / Tl = 75(8)

T5(@)-75(¥)
alors V¥ € T@B), 1< ¥ < 5@ et (¥} 3 Ta®

Preuve
soit Tg(a,B) = @ auquel cas la caractéristique est triviale

soit To(a,8) # @
on peut suppbser, par symétrie de @ et 8, que Tg(a(1) 2 TG(8(1)
donc, par définition de Tg, on a '
19 eN / (.0 e 1,768 g 81
et Tg@.B) = { (aBy) , (v@\2.8\2)}
donc 1 € Tg(a(,B()Y) € T € Tga) = @)
1 € g (7@\2,8\2) € 15(8\2 € 158 = gD

d' aprés PO, il nous reste 4 montrer que
Divg(@,8) € Divg(Y(a\2.8\2 + @) - T5(7(@\2,8\2) (I1)
et Divg(a,8) € Divg(a(1),8(1)Y) + Tg@) - Tg(a(1),8(1)7) (12

) 0 e TABBMgmypan et T8N < (@) donnent
Y(@\2,6\2 € 7,768 q g)
par conséquent Divg(@,B8) < Divg(¥(@\2,8\2 + 7B (1)
et comme  Tg(B(1) = B - BB\ = @) - BB\
on obtient (I1) ‘

ii) d' aprés la proposition 514, on a
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Divg(a,8(1)¥(a\2)) € Divg(a(1),8(1)y) + Bla\2 (2
et Divg(B(1)7(@\ 2,8) = Divg(¥(a\ 2,8\ 2 + BB (3
() et (3 = Divg(a,8) < Divg(B()Y(a\ 2.8)
d' oy Divg(a,f) = min(Divg(a,8),Divg(B(1)y(a\ 2),8)
ainsi d' aprés la proposition 515 , Divg(@,B) < Divg(a,B(1)¥(a\ 2)
ce qui donne avec (2 Divg(a,B) € Divg(a(1),8(1)y) + Ba\2
et comme Bla\2) = T5l@) -Tgla() = P - am)
(I12) est valide

i) i) et ii) établissent entierement la caractéristique 2 m)

Caractéristique 3 ;
soient ® € N'xN" et A € [[(N)
alors {s(®n} > s AU {®}

Freuve : i) On se propose d' établir un résultat plus général, 4 savoir
soit A une relation binaire quelconque sur N*
on étend o sur N*xN* par
V(@B), (@.8) € N*xN* .
(a.B) A-'(a'.ﬂ') si et seulement si
(a;a’ et 8=20") oux (a= a et B:B')
montrons alors que
VOO eNxN", = & > (&) 3 {(®)ua (D) »
par induction sur la longueur de la dérivation
§ OO e D=0 aors (O} C (D) UA
@’ ou (I) d' aprés P2
si @ =(apB) Y @' = ('8 alors par symétrie de a et 8,
on peut supposer que o 7&' et B=p2
or @ & 3 \ueNet(ry)ea ua’ /
Q=AY et a'=\y'u
donc d' aprés la proposition 5.1.4
Divg(a,a) = Divg(YLL, Vi) + T(\)
> Divg(YLY'l) > Divg(y,y"
ainsi - min(Divg(,8),Divg(Y,¥") & min(Divg(a,B8),Divg(a, &)
d' aprés 515 et B8 = 8 i vient
min(Divg(2,8),Divg(¥,¥") € Divg(er',B) = Divg(a', 8"
d"ou d' aprés Po {@'} % {®} ua
S (Destvai V&, ¢NxN" /DD detn>
alors montrons (I) pour @, @ € N*xN* avec @ <! Ly
donc I Q¢ eNxN /d)'—' o" et d')"‘—"d"
par hypothése d' induction et d' aprés le cas précédent, on obtient
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{o°} 3 (P} UA et {®} 3 {0} un
P1 et P3 donnent {@'} 2 {®} UA c estd dire (I)

I' induction est terminée et (I) est donc vraie /

* * *
i) pour A € [[(N) , V® € N xN", ® > SA)
donc " aprés ) S®A) 3 {®} UA
par conséquent,. la caractéristique 3 est validée a

6.3 Evaluation de I’ arbre d’ équivalence

Pour T un arbre d' équivalence et A € [I(N) la théorie (finale) associée , on note

Noeud(A) = {u € Dom(T)/ T(v) € A U alet vy <iex U, TV ¢ {'x-m)}u{'r(u)}'1 }
éinsi, Noeud(A) est I' ensemble des noeuds de T qui ont été développés par T, transformation

et pour u € Dom(T)

Ay = {TM € A/ v S v} = {TM/ v Sjex U et v € Noeud(d)}
= {uv € Dom(T)/ V w € FGv-{Lv} , uw ¢ Noeud(A) }

D, est donc I' ensemble des noeuds de T que I' on peut obtenir par développement 4 partir

o
c
1

de u jusqu” & ce que I' on rencontre des feuilles ou des noeuds de A

Préalablement, on présente deux lemmes d' évaluation de sous-arbres partiels de T
L' évaluation de tout sous-arbre partiel de T dont les noeuds ont été obtenus par Tg et S opérations,

est donnée par

lemme 1: i -
Soit u € Dom(T) - Noeud(A) T T T
VveDy, TGTW € TTwW) et {Tw} 25 Ta(Ay U {TW})

Preuve : Par induction sur lvl-lul 20 o0 u € Dom(T) - Noeud(R) et v € Dy,

si Ivli-lul =0 alors u=v caru € FG(v)

le lemme 1 est alors évident

si Ivl-lul =1
comme u ¢ Noeud(A), v est obtenu & partir de u soit par simplification

4 I' aide de A, . soit par TB transformation , ¢' est 4 dire

soit T(v) = S(T(u,A,)
donc TG(T(V) = TG(TwW) car ¥ (A\i) € A, Tg(\) = Tk
et d' aprés la caractéristique 3, {Tw} = {S(T(L)AY} p A, U {7}

soit T(v) € Tg(T(u)

donc d' aprés la caractéristique 2 , Té(T(v)) < (TwW) et .

TG T(W)- Tg(TV)
{TW} 3 TATWY



or { Tw} % Ay U {T(w)} o apres P2
d' oU le lemme 1 ¢ aprés la caractéristique 1 et P1

le lemme est donc vrai pour Ivi-|yl = 1
supposons que le lemme soit vrai

V u € Dom(T)-Noeudd) , ¥ v € D, / Ivi-lul =n et n > 1
alors montrons le pour u € Dom(T)-Noeud(A) et v € Dy / lvi-lul = n#1

. +
comme Ivi-lul 22 et veD, ona v=uv avec i € B,etv e b,
il 8" en suit que v € Dy; et ui ¢ Noeud(@)

I' hypothése d' induction est applicable & IvI-luil = n g ou

T6(TWiN- 75(TvV)
GTW) € (Twi) et {Tw} 2 Ta(Ay U {Twi}) m

de plus ui € D, - Noeud(A) et luil-lul =1 donc en appliquant le cas précédent

’{P(T(u))— Te{Twi)
TG(TWi) < TG(TW) et {Twid} 3 Ta(A, U {Tw}) 2

or Ayj = Ay car ui ¢ Noeudd) et T(T(v) < T5(TM) d' aprés (1) et (2
To( T~ T(T(ui)
done (2, P3,P2 = A, U {Twi} 3 Ta(A, U {Tw}) @

d' o6 (1, (3), la caractéristique 1 et la transitivité de 2, donnent le lemme

I' induction est terminée et par la méme occasion le lemme 1 démontré (m)

On peut évaluer maintenant tout sous-arbre partiel de T dont aucun noeud interne (non-terminal), autre

que la ragine, est noeud de A 4 I' aide de

lemme 2: Soit u € Noeud(R)
e+1-T5(T(v)
VveD,, Tw <e+1 et {Tw) % TaAy
Presve: VY u € Dom(T),
Dy = {v} U {ui € Noeud(A)/ i € Bl,} U {v € Dyi/i € N, et vi € Dom(T)-Noeud(a) }
donc pour v € D, . on ales 3 cas suivants
soit v=u
or u € NoeudA) donc TH(T(V) € £ £ e+t
de plus T(w) € A, U A’
donc d' aprés P2 et par symétrie de Ta, {TwW)} > Ay
- d' o0 le lemme d* aprés la caractéristique 1 et la transitivité de »G
soit v = ui € Noeud(A) avec i € M,
U € Noeud(A) donc v est obtenu 4 partir de u par Tp transformation donc
TGTv) S e et T(v) € TA(T(uY)
d' oU le lemme d' aprés la caractéristique 1 et la transitivité de »G
soit v € Dyi et vi € Dom(T) - Noeud(A)
alors par application du lemme 1, on a TG(TW) € 75(Twi)
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To(T Wi 75TV
et {TW} 3 TA(AU,U{T(Ul)}) §))

comme u € Noeud(d) donc Tu(TWwiN € e (2
d' ot e+t-TH(T(V) 2 1
de plus T(ui) € TA(T(U) car u € Noeud(@d)
et A, = A, car ui ¢ Noeudd)
il s en suit que A, U {T(i} »G Ay U TA(Tw) »G TAA)

d' oU le lemme en utilisant (1) (2, la caracféristique 1 et la transitivité de »G

dans tous les cas , le lemme 2 est vérifié o

Proposition 63.1 :
Soient @, 8 € N* / min(lal,181) =1
Notons T = ArbreG(a,B) et A le systéme de réécriture (final) obtenu

éo, eCard(d) + 1-Tg(T())
alors Vu € Dom(T), {TwW} > TA(a )

Preuve : si Dom(T) est réduit & {1} alors la proposition est triviale

si Dom(T) # {1}
alors 1 € Noeud(d)

Notons Vi € [Card(d)] , u;lei
lexicographique

jéme élément de Noeud(A) pour |I' ordre

et montrons par induction sur i € [ Card(A)] que

ei + 1-7g(TW))
Vu € Dy, , {Tw} 3 Ta@.8) (n 2

pour i=1, u;j=1 et A = {(a®} (ov {Bm} si1t=181K lal)

e+1-T(Tw)
donc d' aprés le lemme 2, Vu € Du1 . {TW} 3 Ta@.8)

¢ est & dire (]) pour i=1

si (I)estvrai Vje€ [i] avec1 € i < card(d)

alors montrons que (I) est vrai pour i+1
e-Tg (T(u))+1
d" aprés le lemme 2, Vu € Du o {T(u)} % TA(Au 4))

or VVEAuiﬂ.ale[]/VeDu

donc par hypothése d' induction
ej + 1-T5(Tv)

Vveny,, .3ieli] / {Tw} 3 Taad
mais Vv € Noeud(d), Tg(Tw) 2

. ei .
d' ou d' aprés la caractéristique 1, Au. ; »G TA(a,B) 2
S
d' o0 (1), (2) donnent () pour i+1
I' induction est terminde et (I) est établi

comme Dom(T) = eN U D on en déduit finalement la proposition €631
. u ENoeu
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On peut maintenant établir une premiére partie du critére d' équivalence
Proposition 63.2 Soient @, 8 € N* / a #g 8

Si Tgla) # 75(B) alors Divg(a,B) < min(T5(a), T5(8) + 1
Si Tg(a) = 5B et min(lal,lB1)=1 alors

Dng(d,B)( e+2 silGl =2 et e#0
(IGl-1e+1 si Gl > 2 ovu e=z0

Preuve :
i) Cas o0 Tgl@) # T3(8)
on peut par raison de symétrie supposer que Tgla) < T5(8)
prenons un v € LG.Q) / lul = z(@
soit u ¢ FG(LG,B)) donc Divg(a,B) < lul = min(Tg(a), T5(8»
soit u € FG(LG.A))
oru ¢ LGA car tul < T5(8)
donc 3 a€ XL/ uvae€FG(LGA)
mais va ¢ FG (L(G,@)) car G est préfixe et u € L(G,a)
donc Divg(a,B) & lual = min(T5(@), 75(8) + 1

la proposition 63.2 est donc vraie dans le cas o0 Tgz(@) # T5(8)

iiyCas o0 Tga)= T5B), @ Bg B, min(lal,lBl)=1
posons v =<inf {u € FT) / T(u) g IN*}
X

le

Tal TN
Montrons que To(TV) =@ (1) 2

notons (A, L) = ‘T(v) . On a alors les 3 cas suivants
soit Tg(A) # Tg(i) d'od (1) d apres i)
soit T(A) = Tgu) et min(l X1,lul)=1
alors par construction algorithmique une Ty, transformation
n' est pas applicable e, TATV)Y = @ d' ou (1)
soit TG(A) = TG() et minCI X1, bul) > 1

alors par construction algorithmique une TB transformation

(T
n' est pas applicable e, TA(T(v)) =@ douv (1)

dans tous les cas, (1) est établi

comme Tgla) = T5(B8) et A #Fg B alors I1GI 2 2

de plus, on peut considérer que A # D ete 2 1 car sinon Divg(a,B) = 1 d' ou la proposition
or d' aprés le lemme 2 V u € Dom(T), Tg(T(w) € e + 1

donc la proposition 63.1 donne eCard(a) +1-Tg(T(v)
{TW]} 34 Taa.®
par conséquent avec (1) et par définition de 3, , on obtient
eCard(p) +2
Tata,8) =@ ie. Divg(a,B) € eCardh) + 2 (2

mais par définition de [I(N) ., CardA) € 1G] - 1
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il nous reste donc & montrer, pour établir entiérement la proposition 63.2, que

Si Card(A) = 1GI-1 2 2 alors Divg(a,B) K e(IGI-1) +1 (3 2

prenons u = max Noeud(A). On.a alors les 2 cas suivants
lex
soit v ¢ Dy donc 3 w € Noeud(A>-{u} /v € D,

e ( Card(A)-1) +1- T5(T(V)
d' o0 {Tw} 2 Tala,B) d' aprés (I) de 63.1

il en résulte avec (1) que Divg(@,B) < e(CardA)-1) +2 € e(1GI-1) +1
soit v € Dy ‘

or d' aprés (I) de la proposition 63.1 et la caractéristique 1, on a
e ( Card(A)-1) +2-75(T()
TA(T(W) 3 Ta(@.8) @
notons A ' élément <-1e Ker(G)-Ker(A)
alors V& € TATW), SO € {A} x{A}"
donc VO € TATW) , S@A) € IN* o bien est une paire d' éléments
de valuation différente - ‘
mais V (A1) € A Tg(\) = Tgi) donc T(v) € Tp(T(u)
par conséquent , avec (1) et (4) on a _
Divg(e,B) € e (Card(A)-1) + 3 + T5(T(W) - Tg(TWN -
mais u € Noeud(A) donc Tg(T(W) > 1
de plus T(v) € TA(T(u)) donc TG(T(V) < e
soit TG(T() = 1 alors T() € N x N et donc Tg(T(v) € e-1
d' o0 TG(T(V))-TG(TW) < e-2
soit TG(T(W) 2.2 alors Tg(T(VI-T5(T(W) € e-2
dans tous les cas , Tg(T(V)-TG(T(w) < e-2 donc Divg(a,B) € e(1GI-1)

. +1
(3) est donc établie

i) en définitive i) et ii)' établissent entiérement la proposition 6.3.2 fa)

Proposition 633
Soient @, 8 € N* / Tla)= 158, a ¥GB,min(la|;|B|) >

alors Divg(a,8) € gla) + (IGl-e si IGI >2 ov e=0
' Tgla@) + (1G1-1e + 1 sinon

Preuve : Montrons I' inégalité par induction sur min(lal,l 81) > 1
avec @, B €N, T = 5B, a #g B

pour min(lal,1B1)=1 Ile résultat est donné par la proposition 6.3.2

supposons I' inégalité vraie pour min(lal,1B81l)=n avecn 2 1, 5@ = 58 et
@ #g B alors montrons 14 pour min(la!,181)=n +1 avec TGl = 5B et a g B
on peut par raison de symétrie supposer que Tgla(1) 2 B



)
soit Ta(@,8) = @ alors Divg(@,B) & B € Tg(a)

1B ‘ 6B
soit Ta(a,B) # @ donc TA(@(N,B(1) # P et e # 0

alors une Tp transformation est applicable en (@,8)

. TB(B(1)
ie. 3y eN / (v.1) € Taan,B8(1)
et Ta@./ = { (an,B8Y),(v@\2,8\2)}

et d' aprés la caractéristique 2
Divg(@,8) K Divg(a(1),8(1)Y) + Tgl@) - Tgla(N,B(1)Y) (1)
Divg(a,8) < Divg(¥(a\2,8\2 + T5(8) - TzY@\2.8\2 (2
si Tglam) # 15(B1)Y) |
(M et632 = Divga,B) < Tgla) +1 .
si TBlY(a\2) # T5(8\2) alors on voit de méme avec (2)
si Tgla) = GBMY) et T(v(@\2) = 15(8\2  alors (1) et
deviennent Divg(a,B) € Divg(a(1),8(1)Y) (3)
Divg(c,8) € Divg(¥(a@\2,8\2 + 5811 (4)
posons k = Si IGI > 2 Alors 1 Sinon 2 Is
soit (1) Fg B(1)Y alors d' aprés la proposition 63.2 et 3)
Divg(a,B) € (IGI-1)e + k + THa\2
d' ob Divg(e,8) & (IGI-1)e + k-1 + Tz(a)
soit (1) =g B(1)Y donc Y(@\2 #g B\2 car Tg est valide
I' hypothése d' induction et (4) donnent
Divg(a,B) € (IGI-1)e + k-1 + T5B\2) + T8
le. Divg(a,B) < (1GI-1)e + k-1 + Tz@)
dans tous les cas , I' inégalité est satistaite

I' induction est terminée et la proposition 6.3.3 établie o

2



Conclusions

De nombreux travaux portent sur I' aigorithme de Kofenjak—Hopcroft (ou un dérivé) et doivent
donc é&tre réanalysés sous un angle nouveau . .

De plus, comme déjd indiqué dans I' introduction , cette méthode est généralisable 4 d* autres
algorithmes de décision .

Enfin et surtout , outre I' optimisation d' algorithmes existants , " I' arrét par conséquence
théorique' devrait permettre d' entrebailler Ia.vieille porte de la décidabilité de I' égalité des

langages algébriques déterministes .
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