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RESUME

La propagation d'ondes élastiques guidées par la surface
libre d'un cylindre, de section arbitraire, est formulée comme un
probléme de valeurs propres pour un opérateur auto adjoint non
borné.

Nous montrons l'existence d'une suite de valeurs propres,
dont les deux premieres existent pour toutes valeur du nombre
d'onde, alors que les autres ne se propagent gqu'au dela d'un
certain "nombre d'onde seuil". Nous montrons également gque pour
tout nombre d'onde fixé, il n'existe gqu'un nombre fini de modes.

ABSTRACT

The propagation of elastic surface waves, guided by the
stress free surface of a cylinder of general cross section is
formulated as an eigenvalue problem for an unbounded seif adjoint
operator.

We prove the existence of a hierarchy of guided modes. Two
of them propagate for any value of the wave number, whereas all
the others only exist beyond a "“threshold wave number". For any
fixed value of the wave number, there only exist a finite number

of modes.
MOTS CLES
Ondes guidées =~ Ondes élastiques - Opérateur auto-adjoint -
Principe du Min-Max.
KEY WORDS
Elastic surface waves +~ Self adjoint operator - Min-Max

Principle.



INTRODUCTION

L'existence d'une onde se propageant i la surface libre d'un demi espace
€lastique est connue depuis les travaux de Lord Rayleigh ([20]) en 1885. Les
propriétés de cette onde, capitale en seismologie ont &té &tudiées par de
nombreux auteurs (en particulier MIKLOWITZ [15], ACHENBACH [2] et les références

de ces ouvrages).

De fagon générale, une onde de surface est guidée par la surface libre dfun

-

corps , et son amplitude décroit exponentiellement avec la distance 3 la surface.

Une idée naturelle est de s'intéresser 3 l'existence de telles ondes &
l'extérieur d'une cavité cylindrique plongée dans un milieu infini, élastique et
homogéne. Le cas d'une cavité de section circulaire a été étudié par BIOT [5]
qui s'est intéressé 3 la propagation du mode axisymétrique. Toujours dans le cas
circulaire, MINDLIN [16] a &tabli que la vitesse de tout mode guidé s'approche de
la vitesse de l'onde de Rayleigh 3 haute fréquence. L'étude compléte du guide
circulaire n'a &té réalisée que récemment par BOSTROM et al. [6], qui ont ﬁis
en évidence l'existence d'une suite de modes propres. Chacun de ces modes, i
1'exception d'un mode de flexion (voir partie I), posséde une fréquence de

coupure en degd@ de laquelle il ne se propage pas.

Dans le cas d'un guide de section quelconque, nous pouvons citer WILSON et
MORISSON [23] pour une analyse & haute fréquence, et &également l'article de
BURDEN [7]. Ce dernier propose une méthode de calcul valable pour une géométrie
quelconque. Il généralise qualitativement les résultats obtenus dans le cas du
cercle. Certains problémes inhérents au calcul numérique ne sont pas résolus
par ces travaux. En particulier, le comportement 3 basse fréquence des modes, et

l'existence ou non d'une fréquence de coupures pour chaque mode n'est pas éclaircie.

Dans ce travail, notre but est d'é&tudier, sur un plan théorique, ces modes

guidés. Nous &tablirons leur existence et discuterons leurs propriétés.




Contrairement aux calculs menés par les mécaniciens (par ex. BURDEN [7] ), nous
considérerons le nombre d'onde fix&, et considérerons la fréquence comme inconnue.
Cette méme démarche a &té adoptée par BAMBERGER et BONNET [3,4] dans 1'étude des
modes guidés d'ume fibre optique. Nous montrerons alors que le probléme se
raméne & la détermination des valeurs propres d'un opérateur autoadjoint, non
borné (et a résolvante non compacte). L'outil essentiel de ce travail est

naturellement la théorie spectrale des opérateurs autoadjoints.

Si les phénoménes de guide d'ondes jouent un rdle important dans d'autres
domaines de la physique (tout particuliérement dans les fibres optiques), il
convient de signaler que les ondes de surface sont un ph&noméne spécifique 2
1'élastodynamique. Dans les autres domaines de la physique, les ondes ne peuvent
étre guidées que par des hétérogénéités, ce qui se traduit par des variations de

coefficients dans les équationms.

En effet, dans le cas des fibres optiques (cf. par ex. MARCUSE [14]), 1le
guidage ne peut avoir lieu que si 1'indice du coeur est supérieur 3 celui de
la gaine; il est donc provoqué par un contraste de coefficients. Le probléme que
nous posons est un probléme extérieur, en milieu homogéne, avec condition de
type Neumann (contrainte normale nulle sur le bord). Il est facile de vérifier que
le probléme correspondant pour 1'opérateur de Laplace, ou pour le systéme de
Maxwell, n'admet pas de solutions qui soit de carré sommable. Enfin, et nous
reviendrons sur ce point, c'est bien la condition de surface libre qui rend

possible le guidage : le méme probléme avec déplacements nuls sur le bord (bord

encastré), n'admet pas d'ondes guidées.

Cet article est organisé de la fagon suivante : dans la premiére partie, nous
présentons le modéle physique et les principales notations. Nous donnons une

description plus compl&te du guide circulaire dans la seconde partie.

Dans une troisi&me partie, nous donnerons au probléme un cadre mathématique
adapté. Nous donnerons différentes expressions de la forme bilinéaire associée

d 1'opérateur de 1'élastodynamique, ainsi que ses principales propriéiés.



Nous &tudierons le spectre de cet opérateur dans la quatriéme partie. Nous
y rappelons les principales notions de théorie spectrale dont mous aurons besoin.
Nous déterminerons alors le spectre essentiel de l'opérateur et donnerons un

encadrement des valeurs propres.

Les résultats les plus importants de 1'étude se trouvent dans la cinquiéme
partie : nous caractérisons les valeurs propres par le principe du Min-Max, et

mettons en &vidence leurs seuils d'apparition.

Ces seuils sont étudiés dans la sixiéme partie, ol nous montrons qu'ils
croissent indéfiniment, et qu'ils sont solutionsd'un probléme de valeurs propres

généralisé.

Enfin, dans une septi&me partie, nous donnerons quelques &léments concernant

le comportement 3 haute fréquence des modes propres.

I - POSITION DU PROBLEME

s 1z 2 - ~ 3 L .
Nous considérons un ouvert 0 c R”, borné et régulier, et le complémentaire de

6 noté Q.

Notons I = 3Q 1la frontiére de {, que nous supposons de classe Cl. Cette
hypoth&se est sans doute loin d'&tre optimale, et nous indiquerons sur chaque

résultat s'il nous semble possible de l'affaiblir.

D'autre part, nous ferons l'hypoth&se suivante :
- chaque composante connexe de ( est simplement connexe, ce qui équivaut, 0
étant borné, & Q connexe. Nous reviendrons ultérieurement sur cette hypothése,
dont on verra qu'elle n'est pas aussi artificielle qu'il y parait. Signalons

simplement qu'elle vise & exclure la situation suivante :

Ici les problémes intérieur et

extérieur sont découplés.




Elle autorise, par contre les cas ol l'obstacle 0 ne serait pas connexe;

par exemple, la situation suivante :

En réalité, 0 est la trace dans le plan (xl,xz) d'un cylindre 0 xR C1R3

de génératrices paralléles 2 0x,

———— .

I Q

-a

: [ 4 _ |
N\ g \Propaschon ) i
X -




REGULARITE DE L'OUVERT § - AVERTISSEMENT AU LECTEUR

Dans toute la suite, nous supposerons que l'ouvert { vérifie 1'hypothése

minimale suivante :

.

- @ est un ouvert lipschitzien localement d'un seul c6té de sa frontiére (T).

Mathématiquement, cela peut se traduire de la maniére suivante (la frontiére
(') é&tant compacte) : ([113,[251)

- I1 existe (n+l) ouverts {QO’QI"‘*’Qn} tels que :

- Qj est borné pour 1 < j <n

-Qc QO v (u Qj) s Q. nT=@¢;TTc v Q

j=1 0

-T.=Tn Qj peut se représenter dans un certain systéme d'axes é%%

1lié. 3 Qj (c'est-a-dire apré&s translation et rotation) par :

PJ = {(xl9x2) /x2 = fj(x]) s le| < aJ}

ol la fonction fj(xl) appartient 3 l'espace Wl’wGR) (ce qui tra-
duit que la frontiérg T est lipschitzienne) telle que fj(O) = 0.

(Un tel choix est toujours possible gridce 3 une translation)

- L'ouvert Q. eut se représenter, dans le repére local 5%. ar :
j P P p 3 P

Qj n Q= {(x,x,) / x, > fj(xl) , ]x1| < aj}

(ce qui traduit le fait que § est localement d'un seul c6té de T)

Nous dirons que la famille ﬁg%;,fj,aj} définit un systéme de cartes

1<j<n
locales pour £.

Nous illustrons sur la figure ci-dessous les notions introduites plus haut.







De fagon plus générale, nous dirons que (pour k 2 1) :

k . .
~ 1l'ouvert  est de classe C (par morceaux) si chacune des fonctions

fj(xl) est de classe Ck (par morceaux) sur IR;

- l'ouvert Q est localement de classe Ck si 1'une au moins des fonctions

fj(x]) est de classe Ck.

Remargues :

Lorsque l'ouvert est de classe Cl, on peut toujours se ramener (moyennant

une translation et une rotation convenables) au cas ol
£.(0) = £1(0) =0 .
J J )

Un ouvert de classe C1 ne peut présenter de coins. Par contre, un ouvert

) 00 . . :
localement de classe C  autorise l'existence de coins.

3 ) -
Avertissement au lecteur

Dans la suite, et nous pensons essentiellement au chapitre 5, nous indi-
querons avant 1'énoncé de chaque résultat la régularité requise pour 1'ouvert
2. Nous ferons pour cela référence aux définitions précisées ci-dessus. Les
hypothéses que nous indiquerons ne sont sans doute pas optimales mais néanmoins
physiquement raisonnables. Ce sont les hypothéses pour lesquelles nous savons

démontrer le résultat.

Nous nous plagons dans les hypoth&ses de 1'Elastodynamique linéaire, dans
un milieu homogéne et isotrope. Ce milieu est caractérisé par ces coefficients
de Lamé ) et u , et sa densité p. (p,A,Uu) sont des constantes strictement
positives. Nous définissons &galement les vitesses :

VP = (A%égbl/z : vitesse des ondes P

(1.1)

Vs = (%01/2 : vitesse des ondes S




Rappelons également que, 3 partir des coefficients de Lamé A et 1y, on

définit le coefficient de Poisson :

\):-_)\-——
2 (A+u)

< . . ]

Vv ne dépend que du rapport VS/VP et reste compris,strictement, entre 0 et 7
Dans la suite, nous supposerons le cylindre extérieur QxR occupé par

le matériau élastique, le cylindre intérieur ( xR é&tant composé de vide.

X = (xl,xz,x3) désignera le point courant de ]R3 =]R2 XIR et x = (xl,xz) celui

de R”. Pour tout x dans §, on définira alors le vecteur déplacement de la

particule matérielle occupant la position (x,x3) a8 1l'instant t par :
U(x),%,,%4,t) = (U) (X} 5%9,%3,8) Uy (X 5%y ,%4,1) ,Us (%) ,X,,%4,t)).

Nous considérons des champs de déplacements de la forme :

i(wt-Bx.)
. ~ 3 .
Uj(xl’XZ’XB’t) = uj(x],xz) e j=1,2,3

qui représente un champ harmonique en temps, de pulsation w, se propageant dans
la direction x5 avec le nombre RB. Une telle onde se propage avec la vitesse

de phase :

<t
"
™I|E

et son amplitude u est invariante le long des génératrices du cylindre (nmous

supposons R réel).

A un tel champ de déplacement est associé un tenseur des déformations, EB(G)

du, ou
B o~ _ 1,99 2 .
Ei_’](u) = Z(E ‘a—;) 1 1,2,3
j i
| B 2y o o8 e w
(1.3) ej3(u) = e5; (u) = 5(5;— - igu.) i=1,2
353(3) = - iSE3




Le tenseur des contraintes correspondant, 08(3) est 1i6 32 P (@) par la

loi de Hooke :
(1.4) cij(u) A tr e (u)(Sij + 2u eij(u)

Enfin, les &quations du mouvement s'écrivent :

1855, (@) = - o W’T, i=1,2,3.

2 30..(W)
(1.5) y X3 -

X .
J J

1

Nous cherchons des champs qui vérifient la condition de surface libre sur T:
(1.6) 88(3).n =0 sur T.

Nous dirons qu'une solution de (1.5) avec les conditions aux limites (1.6)

est un "'mode guidé" si elle vérifie :
~ 2 - .
(1.7) {Q \uj(xl,xz)l dx dx, < & j=1,2,3.

Cette condition signifie physiquement que les déplacements restent essentiel-

lement concentrés au voisinage de la surface Tx R de l'obstacle.

Nous voyons que la recherche des modes guidés apparalt comme un probléme de
valeurs propres wz paramétré par B. Les couples (B,w) pour lesquels il
existe U solution de (1.5), (1.6) ne sont pas quelconques. Ils doivent
vérifier une "relation de dispersion'". Nous verrons qu'il est possible de formuler
le probléme de fagon 3 le faire apparaitre comme un probléme de valeurs propres

classique.

Tout d'abord nous allons nous ramener & un probléme portant sur des fonctions

3 valeurs réelles. Nous écrivons les &quations du mouvement en déplacements :

-u AUy 4 “3251 - O‘*“)ail(g:i * 2:2 - iuy) = p‘”zal

~ 2~ g B4 duy ~

(1.8) ~u bu, + WBTu, w-(A+u>ax2(axl + 3%, - 1Buy) = pw'u,
~ 2~ . 3;1 an . o 2~
=W Buy + uBTuy = (A+p) (-iB) (a—x—l + 3;; - iBuy) = pwiug
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ainsi que les conditiomns aux limites :

gu, ou . Bu) du, du,
Mgz, ", ~ 184) ¥ B Y UGt gn, = 0
1 2 1 2 1
du,  du, Bu;  au, N Y
(1.9) U(s;; + SETDHX + (A(s;: + 5;; - 1Bu3 + 2y s;;)nz =0
3u, N 3u -
U(s;T - 18u1)nl + U(SEZ - 1Bu2)n2 =0 .

Nous définissons la fonction u par :
up =y, u, = u, uy = iug .

Les équatioms (1.3), (1.4), (1.8) et (1.9) se réédcrivent alors, en définissant

les fonctions eB(u) et OB(U)

ou, Ju.
B = ]_ __E _J. 1 =
Eij(u) z(ax. + 3X-) 1,] = 1,2
. J 1
ou
B - B 1.3 -
ej5(u) = e3i(u) = 2(axi + Buy) i=1,2
B8 = -
533(u) = - Bu,
B .\ _ : 8
Gij(u) A tr(e (u))(Sij + 2u eij(u)
du ou
o 2 _ \ 0 1 2 _ 2
uAu] + UB ul (A"'U/ axl(axl axz Bu3) = m ul
2 g U By
(1.10) -uAu2 + up u2 - (A+u)3;565;7 sz Bu3) pw u,
'L\Au + ]JSZU - (A+u) 6 (i‘.ll + -ai - Bu ) = wzu
3 3 ox; ~ x, 3/ T Pwly

i o, 3u? du, Bul 3u2
Moy Ty T B B g gy = 0
1 2 1 2 1
ou ou du ou ou
1 2 i 2 . 2
1.11 —— —< —_— L - . =
( ) u(axz + axl)nI + (A(axl + =, Bu3) + 2u 3x2)u2 0
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3u3 8u3
u@5§; + Bul)n1 + u(5;5-+ Buz)n2 =0 ..

Bien slir, 1'intérét de cette transformation est que tous les coefficients

de ces équations sont réels. Nous pouvons donc nous ramener 3 des fonctions a

valeurs réelles.

IT - LE GUIDE CIRCULAIRE

Dans le cas oll 1a section droite du cylindre est un cercle de rayon a, le
probléme se traite de mani&re semi-analytique. Il a é&té.résolu par BOSTROM et

BURDEN' [6], et nous rappelons ici les résultats.

Dans ce cas, £ = {x e]R2,|x| > a} et il est naturel de passer en coordonnées

polaires (r,6)

Les calculs sont simplifiés par un passage en potentiels. Nous cherchons u

de la forme :

~

u = grad ¢ + rot

<

~

. ¥ . - . N .
ol les potentiels ¢ et { satisfont des Bquations d'onde & pulsation w :
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2

~ 2~
P $-we=0

- v% 23+ g% v
(2.1) N

2 5 2 .23
- VS Ay + B VS wl— w

<

~

Suivant MIKLOWITZ ([15], p.215), nous &crivons le potentiel vecteur $ sous

-

3 . » ~ * 3 ->
une forme qui fait jouer un rdle particulier 3 1'axe ey !

5 o~ > o~

¥ = vey + rot(n e3)
avec

-2 T - -0
(2.2)

- Vg Aﬁ + n2 Vg ﬁ - wzﬁ =0 .

-

Le probléme est ainsi ramené 3 trois &quations scalaires découplées en ¢,

Y et n. Le couplage n'intervient que par 1'intermédiaire des conditions aux

limites.

Suivant toujours MIKLOWITZ [15], nous cherchons les potentiels sous la

forme :
$(r,8) = ¢(r) cos(nd)
Y(r,8) = y(r)sin(n)
n(r,8) = n(r)cos(nd)

Nous introduisons les quantités adimensionnelles :

2,2 2 2 14,2
203 |4 = —
( ) K 1 -V /VP : OLS = ] Y /Vs

(]
w
]
Q

n

de sorte que :
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2 2
62 _ w2 Ko
V2 32
P
(2.4)
2 Kzaz
82 W S
V2 a2 )
S

Notons que 2 et a2 ne sont pas supposés positifs. Nous verrons qu'il ne
que ayp s P PP

peut y avoir de valeurs propres que s'ils sont effectivement positifs.

Les &quatioms (2.1) et (2.2) s'écrivent alors :

2 2 2
—dJ—l_d_g B—— ZK_ =
2 r dr * 2 ¢ *+a 2 ¢ 0
dr r a
2 2 2
d 1d 2 K
I e B e A R
dr b a
2 2 2
-8n_1ldn n 2K .
L2 Tdr *Zntag—5n=0.
r r a

On reconnalit trois équations de Bessel, dont nous discutons les solutions
‘ . 2 2 .
selon le signe de op et og :

- Si 82 Vg < w2 (c'est-a-dire ag < 0, et donc a% < 0) ce sont des

fonctions de Bessel Jn et Yn dont aucune n'est dans LZ(Q). Il n'y a
donc pas de solutions dans ce cas.

- S1 82 Vg > wz, c'est-a-dire que ag > 0, et donc og et a, sont réels.
Les équations (2.5) sont en fait des équations de Bessel modifiées, dont
la seule solution de carré sommable est, 3 une constante prés, la fonction

Kn (fonction de Bessel modifiée).

Nous nous plagons donc dans la suite de ce paragraphe dans ce deuxiéme cas.

Nous avons alors :

$(r)

(2.6) v (x)

N
A Kylop K )

r
B Kn(OLS K E)

r
C Kn(OLS K E)

n(r)



A, B et
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C sont 3 constantes déterminées par les conditions aux limites. On

peut montrer que les conditions de surface libre s'écrivent, en potentiels :

(2.7)

O+ 2u)¢"(a) + A(% ¢'(a) - 1;; o(a) - 8%(a))
+ EE @) + k(@) =0
-u(% ¢'(a) - i% y(a) + Baﬁ n'(a)) + ua(-:—r(‘- rlz 0(r))
L TEG Y ) ve( —:—2- neNI___ = 0

g @ + By@ - 2 0@ - Ed Le e

ST "
dr* 2 N r=a '

En remplagant dans (2.7) ¢ , Y et n par leurs expressions dans (2.6),

nous obtenons un systéme linéaire homogéne en A, B, C. Notant Mn(B,w) la

matrice correspondante, nous obtenons (au moins en principe) 1'équation de

dispersion (w est 1'inconnue, 8 le paramétré)

(2.8)

det Mn(B;w) =0 0 < wx< BVS .

A notre connaissance, cette équation a &té établie pour la premidre fois

par MINDLIN [16], et &galement par BOSTROM et BURDEN [6]. Dans chacun des

trois cas, la fagon de mener les calculs, et la présentation des résultats,

différent.

Le courage nous a manqué pour vérifier la cohérence des 3 approches.

Toutefois, la cohérence des résultats nous a semblé un signe suffisant.

Nous donnons les expressions des &éléments de la matrice Mn’ que 1l'on

obtient & partir de (2.6) et (2.7), au prix de quelques (!) manipulations.
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K (0.,K) K (0,K)
M® = (1+a2)K (a.K) + 20227 | pe-1) AP
11 s’ n\%p P a.K 2
P (ocPK)
K (@.K) K .(a.K)
M = 2 az((n_l) n S _ _n+l 8 )
12 S 2 a.K
(asK) S
_ K . (aK)
M7, = 20 ((1+ a(-1) ‘;)xn(aSK) + “;’K Sy
: (aSK) S
K . (a.K) K_(0.K)
P
AR B e
P (aPK)
_ K (a K)
2.9) | M3, = -l +£‘.§I‘.‘_;K (a.K) + 2 LS 7,
n S oK
(aSK) S
K (@.K) K_ . .(0.K)
MD, = -2nag((n-1) 2 52 - “ZIKS 5
(asK) S
K_(a.K)
n _ n' P _
n Kn(aSK)
M3y = mag —o ¢
S
K (0 K)
n _ 2 n' S _
M3z = (hrog) (n g = Koy (050

L'étude rigoureuse de cette équation transcendante est loin d'étre &vidente.
Toutefois, comme ce cas particulier vise essentiellement & illustrer 1'&tude
générale qui suit, nous ménerons cette &tude sur deux plans :

- sur un plan numérique, pour obtenir une description compléte des courbes
B> w(B);

- du point de vue asymptotique, c'est-3-dire & haute fréquence oli nous compléterons

les résultats de MINDLIN [16] (voir aussi MORISSON [171,[23]).

Notons au passage que 1'équation (2.8) se simplifie quand n = 0. En effet,

dans ce cas, le potentiel <y = 0, ainsi que la composante du déplacement ug-
La relation de dispersion s'écrit :
2 opK KO(aPK) 9 9 K Ko(aSK)

2 _ 2 2_2
(2.10) (K™ + C(.S) —W-j— 4 K _TI—TOTS—K)_- = ZGP(K G.S)

qui est la relation de dispersion donnée par BIOT [5]. Au changement de
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fonctions (KO,KI).» (JO,JI) prés,elle a la méme forme que 1'équation de Pochammer
qui régit le probléme intérieur (cf. MIKLOWITZ [15]). En fait, comme nous

allons le voir, le cas particulier intéressant est, non pas n = 0, mais n = |,

L'étude numérique de 1'équation (2.8) donne des résultats en parfait accord
avec ceux présentés par BOSTROM et BURDEN [6]. Pour chaque n # !, il existe
une valeur B;, que nous appelons le n-iéme seuil, telle que :

- pour R< B;, (2.8) n'admet pas de solution
- pour B2 B;, (2.8) admet une unique solution wn(B) qui posséde les propriétés
suivantes :

*

*
. wn(Bn) = VB,

la fonction B - wn(B)/B est décroissante
- limw (B)/B=Vy, ; ¥n

B-»oo

oil VR est la vitesse de 1l'onde de Rayleigh pour le demi-espace.

Comme nous 1'avons signalé, la valeur n = | est exceptionnelle. Le mode
correspondant existe pour toute valeur de B. Ses autres propriétés sont les
mémes que dans le cas général. BOSTROM et BURDEN [6] donnent une explication

heuristique de 1'existence, ou non d'un seuil.

Nous présentons sur la figure 1 les courbes de dispersion correspondant
aux premiers modes, pour Vv = 0.3, et sur la figure 2 nous indiquons comment
varient les seuils B; en fonction de v pour ces modes. On retrouve sur ces
courbes les propriétés indiquées plus haut, et on constate &galement que 1'espa-

cement des seuils devient régulier pour n grand.
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La plupart de ces résultats ne sont pas démontrés rigoureusement. Les

principaux seront, comme on le verra, des conséquences de 1'Btude générale.

Nous pouvons par contre démontrer le dernier point mentionné plus haut (la

convergence des vitesses vers la vitesse de Rayleigh). Nous montrerons &galement

.
Q11 MATI A AT
“u wvaals pour (=4 184 ==212

1'exictonce d'un ceuil qui tend vers +o quand
n tend vers +wo, (e dernier point est important car il nous sera utile pour

établir le résultat correspondant dans le cas d'une géométrie quelconque.



19

Proposition 2.1

¥ nelN, il existe K, = B8, tel que pour B> B, 1'équation des modes

guidés admet une solution unique :
_.n
w = wp(Ba)

qui vérifie :

wp (Ba)
lim ~££———— = VR .

Démonstration

Nous partons des formules (2.9), en développant la fonction Kn pour K

grand. On sait (cf. ABRAMOWITZ et STEGUN [1]) que :
Kn(x) ~ /“/ZX e X X > o ,

Un développement asymptotique de la relation de dispersion est

3 .

" —(a,+2a.)K
det M® ~ a§<—g—-—3)”2 e I S [(1+a§)2-4apas] )
8aPasK

En revenant aux variables primitives, il vient :

2 2 2
@.11) @ -Tn?oaa - Ly L
Vs Vs p

On retrouve pour chaque n 1'équation de Rayleigh. Ceci avait &té &tabli

pour la premiére fois par MINDLIN [16].

Pour conclure, nous utilisons le théoréme des fonctions implicites. Nous

notons G la fonction de Rayleigh :

2 2 2

cw) = 2 - In?-sa - Lyli2 o S Ty12
v \ A
S S P

Il est bien connu (cf. JOLY [12]) que 1'équation
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G(V) =0 ve oyl

admet une racine unique, notée VR dans 1l'intervalle ]O,VS[ et que de plus

1
G (Vr) # 0.
Le théoréme des fonctions implicites peut donc s'appliquer.

L'étude du développement de w;(Ba)/B en fonction de %- est délicate.
BOSTROM et BURDEN [6] ont montré que le premier terme du développement en ‘%

était indépendant de n et les racines se séparaient & l'ordre 2 en % .

Nous ne savons démontrer que partiellement le résultat complémentaire du
précédent, c'est-a-dire que nous pouvons démontrer l'existence d'un seuil
seulement si n est assez grand. Pourtant, il suffira d'établir le méme

résultat dans le cas d'une géométrie quelconque.

Proposition 2.2

I1 existe n, > 0 et C> 0 indépendants de B et de w tels que pour
n2mn, et B < Cn, 1'équation (2.8) n'admet pas de solution.
Nous passons des variables (w,R) aux variables. (V,B) (V = % est la
nouvelle inconnue) et &crivons différemment la relation de dispersion (2.8)
en divisant les lignes de Mn par des coefficients non nuls convenables. Nous

introduisons la fonction Sn :

Kn(Z)

z K (z)

Sn(Z) =
n+1

Nous avons donc l‘équivalencé :
(2.12) det Mn(w,B) =0 0 <wc< BVS'¢=9 det Cn(B,V) =0 0<vy< VS

ol la matrice Cn(B,V) est donnée par :
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c® = g%0 + aé) + 2n(a-1)38_(Bap) + 2
C?z = 2n[ (n-1)S_(Bag) - 1]
c®, = 2{1 + [8%? + n(n-1)Is_(Ba)}
13 S n S
C.. = 2n{l - (n—l)Sn(BaP)}
(2.13) | c® = -{2 + [g%% + 2n(n-1)15_(Ba.)}
. 22 s n(Fog
c3, = 20{l = (@=1)5_(Bag)}
C,, = 2{nSn(BaP) -1}

C3p = n S (Bag)

3, = (Ivadns_(Bag) = 11+

Le calcul montre les deux identités

f
o

¥ n, ¥ B, det Cn(B,O) =

|
o

¥n, ¥V, det Cn(O,V) =

En outre, les fonctions C?j sont paires par rapport 3 C et B et réguliéres

en V=0 et B =0, de telle sorte que
~ _ 11
(2.14) Fn(B,V) = —BTV—Z det Cn(B,V)

reste une fonction réguliére pour B =0 et V ¢ [O,VSJ.

Pour des raisons techniques naturelles, nous sommes conduits & effectuer un

changement de variable, en posant :

B=nx
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et 3 introduire la fonction F, définie par :
1 ~
(2.15) FGE,X,V) = Fn(nx,V) .
Ce changement de variable est exploitable dans la mesure ol le comportement

asymptotique des fonctions Kn(nx) pour n grand est connu explicitement.
On a en effet (cf. ABRAMOWITZ et STEGUN [1]) :

M 172 M 1
K (nz) = ) z;:;i;r7z (1 +0())
) 2,174
Kimz) = -2 e Utz (o ody)
oi n est défini par :
2,1/2 z

n=({+ 2% + Log ( ) .

1 + (1+zz)l/2

En utilisant alors la relation de récurrence

K, (nz) = % K_(az) - K!(2)

on a alors accés au développement de Kn+l(nz) et par suite 3 celui de Sn(nz)

(2.16) Sn(nz) =

8~

1 1
(I + 0=
]-+;l+z n

B

On vérifie alors aisément que, 2 5 et V fixés, les coefficients C?j de
la matrice C admettent une limite finie quand n + +» de telle sorte que la
fonction FG%,X,V) se prolonge par continuité en F(0,x,V) , x> 0, V ¢ [O,Vs].
Par suite, si nous continuifions la variable %- que nous appelons désormais ¢,

nous définissons une fonction :
F(e,x,V) eel0,]1, x20, Ve [O,Vs]

qui posséde les propriétés suivantes (nous utilisons les propriétés d'analycité
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des fonctions K, par rapport &4 V, vqir OLVER [19]) :
00
. F(.y.,.) est C pour €> 0, Ve ]O,VS{ , x2 0
. F est continue sur [0,1] x [0,+o[ X{O,V83

Un développement limité, utilisant (2.16), quand € -+ O permet de montrer que

F(0,0,V) = 16(-’5 - —12-> =Fy< 0.
Vp Vg

Soit alors M> 0. La fonction F &tant continue sur le compact [0,1] x [0,M] x
[O,Vs] y est donc uniformément continue. Il existe donc a > 0 et € > 0,

tels que :

IF, |
—

¥velO,vgl] e<a et x<C =|F(e,x,V)-F(0,0,V) | <

En particulier :

F

e<a et x<C ¥Ve [O,VS] F(e,x,V) < ?? <0

.

et par conséquent, en revenant aux variables initiales, nous avomns donc :

o 18
ng =EG) +1 et Bs<Cn>¥Vel0V], Figo"M <0.

Or, 1'équation de dispersion (2.8) est, par construction (et grice i (2.12),

(2.14), (2.15)) équivalente & 1'équation :

(2.17) F( ,%,v) =0 Ve [O,VSJ

g~

(2.8) n'a donc pas de solutions pour n 2 n, et B < Cn. O

Corollaire 2.1

Pour tout B, le nombre de solutions de 1'&quation (2.8) est fini.

Remarque 2.1

Nous définirons, au paragraphe 5, deux familles de seuil :

- les seuils inférieurs, en dec¢a desquels le probléme n'a jamais de solutionm,
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- les seuils supérieurs, au del2 desquels il existe toujours des solutionms.

Le comportement pour n grand de ces seuils fera l'objet de la sixiéme partie.
Notons que la proposition 2.2 entraine le résultat le plus "fort" c'est-a-dire
que les seuils inférieurs vont 2 1'infini avec n. C'est a fortiori vrai pour

les seuils supérieurs. 0

La proposition 2.2 montre que les seuils croissent au moins proportionnellement

-~

@ n. Nous voulons donner un argument heuristique qui permet de penser que ce

résultat est sans doute optimal.

. * P PR
Pour cela nous admettons que les seuils Bn sont caractérisés par la condition :

.

(2.18)  -w (B)) = B Vg .

. . * . .
Nous savons en fait seulement que si Bn est un seuil, alors (2.18) a lieu.

En portant cette condition dans (2.8), nous obtenons ce que nous pouvons appeler

(de fagon abusive) 1'équation des seuils. Nous &crivons cette équation en

posant :
2 *
= (1 - XE)l/2 x_ = o 2
& V2 ’ n n
P
ngx K (ngx ) (2+3/n)x4 + 2x2
(2.19) 1 n n n’ _ n n
' n K (n gx) 1 4 2(2+3/n) 2 )
n+l n TO-T7ny xn + o = xn+&

'l-l/n2

Nous développons les deux membres de cette équation pour n grand, il vient

(2.20) x2 - 2x4+2x2
1+ (+gx®) 12 3872 4 axPeg
On vérifie aisément que, pour tout ge [0,I1[, cette €quation limite

admet une unique solution positive xg. Comme & la proposition 2.1, le théoréme

des fonctions implicites montre qu'il existe n, tel que pour n 2 n,, 1'Equation

(2.19) admet une racine unique X vérifiant

lim X, =x
n>co g
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Donc, sous réserve que (2.18) caractérise bien les seuils, nous avons

*
a~nmn
Bn x

et les seuils sont asymptotiquement proportionnels 3 n. La figure 3 représente

la variation de la "pente" x, en fonction du coefficient de Poisson V.

114. 00
g o7
7. 20
5 B2
3.e0 T
2. 02 2. 13 8. 25 2. 38 2. 58
[ COEFF, _POTSSON |
PENTE_DES_SEUILS
FIGURE_3
I.NRTIA tern.ident.120/10/66




Dans la suite de ce travail, nous allons généraliser ces résultats au cas
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d'une géométrie quelconque.

ITT - FORMULATION MATHEMATIQUE

ITI.1 - Formulation variationnelle du probléme

Nous revenons maintenant au probléme général :

P(8,w)

(3.1)

(3.2)

Trouver u(x],xz) = (ul(x],xz);uz(x],xz);u3(x],x2))

j |ui12dx < @

oW

1=]

solution de :

2 .
o B - B - 2 P
_E e oij(u) B oi3(u) Spw oug i=1,2,3
J=1 773
oB(u).n = 0

oB(u) etant défini par (1.4).
Nous posons :
verl@3, 1-12@3

2,

et pour (u,v) eV
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(u,v) =2 &2 P u;v.dx ( |.| est la norme associée)
(3.3) N
a(B,u,v) = izj 5 cfj(u).efj(u)dx
a(B,u,v) peut s'exprimer en fonction des déplacements :
(3.4) a(B,u,v) = f A tr eB(u) tr eBév) dax +2 . [om eB.(u) E?.(v)dx .
’ e 2 : . Q ij ij

i,]

Le probléme P(B,w) admet la formulation variationnelle suivante :
(3.5)
a(B,u,v) = wz(u,v) ¥veV.

De facon usuelle, & a(B) est associé un opérateur A(B), dont le

domaine D(A(B)) est dense dans V (cf. REED-SIMON [21]).Nous avons la :

Proposition 3.1

A(B) est un opérateur autoadjoint et positif dans H. Le domaine de 1'opérateur

A(B) est :

DAGR)) = {u e V 035w « LZ(Q),j=I,Z;Oi3(u) e L2();i=1,2,3 }

.9
'OX.,
J

et nous avons, pour u € D(A(B))

{
3

[ ne B

327 0, = B, () i=1,2,3 .

(A(B)u)i == | ] i3

1
P

L'égalité (3.5) se réécrit donc :

(3.6)  A®u =0’y ; ue DAB))

qui apparait bien comme un probléme de valeurs propres pour A(B).
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Nous pouvons préciser le programme &bauché au I. Il s'agit d'étudier le
g g

spectre de A(B), ce qui peut se décomposer en 3 &tapes principales :

- = donner un encadrement a priori des valeurs propres,

- déterminer le spectre essentiel de A(B), et montrer qu'il ne contient pas
de valeurs propres ,

- caractériser les valeurs propres de A(B) grace au principe de Min-Max.

(Toutes les notions introduites ici, spectre - spectre essentiel - principe du

Min-Max, sont rappelées au début de la partie 4).

Pour ces différentes &tapes, nous utiliserons différentes expressions de la
forme bilin&aire a(B). Naturellement, la premiére de ces expressions est (3.4)

que nous développons, en posant :

a(B,u,v) = Ac(Bsu,v) + u b(Bsu,v)
aul 3u2
c(Biu,v) = LQ d1vBu d1vBV'dX(d1v8u = 5;? + 5;; - Su3)
ou, ov ou, ov
) - 1Y) 2 V2 2
b(Bu,v) =2 [g (Bxl' 5%, | %, 9%, B ugvg)dx
(3.7) P 3 3 3
! Yy oY V)
* LR (5;; * Bx])(axz * Bx])dx
du ov

3
+ &2 (5;; + B U])(§§T + B vl)dx

8v3
+ IQ (3;_ + B u2)(§;; + B vz)dx .

Nous utiliserons également le développement de a(B,u,v) selon les puissances

de B. Nous posons :

a(B,u,v) Bzvg(u,v) + ao(u,v) + Bal(u,v) + Bzaz(u,v)

(3.8)

to(u,V) + Btl(U,v) + B2t2(u,v) .

Nous verrons que le nombre BZV§ joue mn rdle important dans la suite de
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1'étude. Ce point est 1ié au fait que le spectre de 1' opérateur "dans tout
1'espace"” (en 1'absence d'obstacle) est 1'intervalle [B V ;#o[  (nous reviendrons
sur ce point au § 2). La technique mathématique utilisée con51ste 3 considérer
A(B) comme une perturbation de cet opérateur dans tout 1'espace, faisant

apparaitre le terme BZVE]VIZ. C'est 1'objet de la

Proposition 3.2

Nous avons la décomposition

2

¥ (u,v) € V7, b(Bsu,v) = g Ln uv + d(B3u,v) + p(B;su,v)

oli les formes quadratiques d(B) et p(B) sont données par :

. aul 8u3 2 au2 Bu
dBsuw) = 2 fo (g - 5717+ 2 g IW -1
(3.9) !
. au Buz 9 Bu )
Chlay e fy Al s lr“d"

(iiEO) p(B;u,u) = 28 IT (uln1 + uznz)u3dy

Démonstration

Pour simplifier la pré&sentation, nous la donnerons sur 1'expression de la
forme quadratique. Le point de dé&part est bien entendu (3.7). Nous transformons
les deux derniéres intégrales par une intégration par parties. Par exemple, pour
la premiére d'entre elles :

du du

32 2 2 3
Jo g, lFax + 87 Jg Juy[7ax + 28 19“1551"‘1"

ou
1
[ dx + 8 IQ |u | 24x - 28 fQ uy 5;; dx

ou
3 2
fQ lﬁ—l- + Bul l dx

fq |a

+

28 fr ujugn,dy .

Aprés avoir effectué la méme transformation sur la seconde intégrale, nous

réécrivons b(Bj3u,u)
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u ou
T 2, 23,
b(B8su,u) = fQ ‘axz + axl | dx + '[S'l (lax ‘ + |3 I
+ 82 fg <!u112 + qu 7+ oy ®yax
Bul
(3.11) +2 &z‘ ! dx + 7; N |“3‘ dx -28 [o uy X, dx
- du ou
' 2,2 B 2 2
+ 2 f{,‘, Ig—;;z-‘ dX+TjQ ‘u3| dx-28f9 u3-3_;{;dx
+ 28 fT us(un; + uyn,)dy
soit encore :
du du du
A L, 2 =1
b(B;u,u) fQ]axz + axl |“dx + i& (|ax | + ‘ale )dx
ou
(3.12) + 2 &2 13 - %-u3|2dx + 2 jhisgf-— g-u3|2dx
+ g2 &2 (|ull2 + |u2|2 + |u3|2)dx + 28 fr uy(uyn +uyn,)dy O

Remarques 3.1

= Comme nous le verrons ultérieurement, cette décomposition fait apparaitre

p(B) comme une perturbation compacte de la forme d(B).

- Dans tout l'espace (c'est-3-dire en 1'absence d'obstacle), la méme démonstration

montre que :
(3.13)  b(Bsu,v) = d(Bsu,v) + B2 [ uvodx .
C'est cette remarque qui permet de montrer que 1'opérateur correspondant a un °

spectre continu qui est 1l'intervalle [szv§,+w(. I1 ne posséde donc pas de

valeurs propres.

- De méme, si dans (3.1), la condition de surface libre o(u).n = 0 est

remplacée par une condition "déplacements nuls" : u = 0 sur I, le terme de bord
P



disparait et la décomposition (3.13) a lieu, entrainant une fois de plus

1'absence de valeurs propres.

Dans l'étude des Max-Min, une forme légérement différente de cette décompo-
g

sition nous sera utile :

Corollaire 3.1

Nous pouvons écrire :

¥ u e V, a(Bsu,u) BZVé lul2 + p(Bsu,u) + by(Bsu,u) + by (Bsu,u) +

+

bz(B;u,u)

ol p(B) a été définie en (3.10) et

Ju ou ou ou
_ 1 2,2 1,2 .22
bO(B,u,u) = ) é} ‘SET + 5;;] dx + 2y jb (l§§7| + ‘ale )dx
du ou
1 2,2
+ u jQ lg + E‘ dx
2 aul 3u2
by (Bsu,u) = Q) [f | Bug | ax -2 [ =, * =, (Buy)dx]
. 2
by (Bsu,u) = u [o [Vuy|odx .
Démonstration

Nous reprenons les calculs de la proposition 3.2, en nous arré@tant & 341

Nous développons également la forme c(B)

3u1 Suz 2 2 2 aul ou
c(Bsu,u) = A '[Q lgx-l— + 'EI dx + )\i,zB ‘u3[ dx - 2)\19 (3

2
—;T'+ 5;;)(8u3)dx

en regroupant ces deux égalités, nous obtenons la décomposition. 0

Remarque 3.2

On reconnait dans bo(B) la forme bilinéaire de 1'élasticité 2D.
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I111.3 - Propriétés de la forme bilinéaire

Nous donnons dans ce paragraphe quelques résultats qui nous seront utiles

par la suite, sur la forme bilinéaire.

Nous avons tout d'abord un résultat de coercivité :

Théoreme 3.1

Il existe une constante Yo > 0, me dépendant que de l'ouvert Q, telle

que :

2,2
Iv|®.

(3.14) ¥veV, a(B;v,v) 2 YOBZVS
A

Démonstration

Il s'agit ici d'une inégalité de Korn généralisée. Remarquons que puisque

c(Bsv,v) 2 0, il suffit d'établir 1'inégalité :
¥veV b(Bsv,v) 2 Y032lV|g

ol Ivlo désigne la (vraie) norme dans LZ(Q).

Nous adapterons 3 notre cas la démonstration que donne NITSCHE [18] de
1'inégalité de Korn classique. Elle consiste & construire un prolongement
convenable de v 3 tout 1l'espace, qui préserve le temseur des déformationms.

La démonstration va donc s'appuyer sur 1'inégalité dans tout 1'espace. Pour
cela, nous notons b la forme bilin&aire définie par la méme expression que b,

-

les intégrales &tant &tendues 3 tout 1'espace :

- 3 8, 2
bBuw,w) = L [, feli(w|ax .
i,j=1 R J
Lemme 3.1
vue R ®), basu,w 2 82 [ jullax .
_L ]R"
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Démonstration

I1 suffit de reprendre les calculs de la proposition 2.2. Comme nous
1'avons noté 3 la remarque 2.1, le terme de bord disparait, et nous avons

simplement
5(B3u,u) = B N lu|? + d(B3u,u)
oli d(B) est une forme positive.
L'inégalité en découle immédiatement.
Nous décomposons la suite de la démonstration en plusieurs étépes. Nous
considérerons d'abord le cas de domaines particuliers, pour lesquels nous

établissons 1l'existence de prolongements convenables. Nous en dé&duisons

1'inégalité pour ces domaines particuliers, enfin nous en d&duisons le cas

général. La démonstration que nous donnons ici est valable si l'ouvert Q est

de classe Cl (voir Remarque 3.2).

Les domaines particuliers que nous considérons sont du type :

R
Q, =1{x-= (XI’XZ) 5 Xy > f(x]) , Ix| < R}
oi R est un réel fixé, et f une fonction de classe C] vérifiant :

£@0) =£'(0) =0,

b
7

AN
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Nous décomposons BQE en BQE = TR ] TO, avec
FO = {(xl,xz),x2 = f(xl) , |x] <R}

et nous posons

=
il

SUP{ ‘f|(xl)l ’(xl ’xz) € Ql}.}
et
o} .

<
[}

1,-R.3
{uen @), u!rR =

Par la suite, nous adopterons la notation :

3

B 2 0= I f IeiBj(v) Pax v e n'(@3
’ v,-_l

3 ov.

2 2 1,..3

IVVIO’Q = ) z.-l jQ l—a?;—-l dx v € H (Q) .

’

Nous avons le

Lemme 3.2

Il existe un opérateur de prolongement Pe eéZiV,HIGR2)3) vérifiant :

R

IEB(P u)
R
-+

B
sc, lef@]| . +c, K |Vul
R2 1 ok 2

] "4

0,0

Cl’ C2 désignant deux constantes numériques.

Démonstration

Nous prolongeons tout d'abord les fonctions au domaine :

§§ = {(xl,xz) y Xy > f(xl)}

par un simple prolongement par O.
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I1 suffit ensuite de définir PRu = u dans QS = c 95 , lorsque u est

. L e . L ~ R
une fonction réguliére (on sait déjid que u = u dans Q+).

Pour cela, nous donnons v,8 > 0 , (a,b,p,q) € R4 dont le choix sera

spécifié ultérieurement. Pour X, < f(xl), le < R, nous posons :

U, (%) = aul(xp,x,) + bu (x, ,%,) i=1ous3
(3.15)
a (x,,x,) = puY(x X,) + qué(x X )
27172 27172 2 71072

oli, de fagon générale, ¢a est le prolongement de ¢ tel que :
(3.16) d)a(xl,xz) = 0(x),£(x)) + a(f(x))-(x,)) (pour a > 0)
Tout d'abord nous avons :

(3.17) jQR 6% e »x,) |Pdx ax, = = IQR |3 x),x,) |Pdx,dx,
o .

- + .

c'est-3-dire que nous savons par (3.15) et (3.17) contrdler la norme L2 de u

par celle de u avec une constante indépendante de f.

Il s'agit maintenant d'assurer la continuité de PRu 3 travers l'interface

3.18) | a+mb
P+gq

L} It
[ St

: B~ B B
Enfin, nous voulons contrdler e£"(u) par €"(u) ol les fonctions Eij(u)

sont des prolongements de egj(u) définis de maniére analogue que les prolongements

uj donnés en (3.15) i savoir :

) .
(3.19) b Gryuxy) = ACEHT @y uxy) + Bl )

ol, suivant le couple (i,j) nous aurons :
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(A,B) = (a,b) pour (i,j) = (1,1),(1,3),(3,1),(3,3)
(3.20) (a,B) = (p’Q) pour (ivj) = (1’2),(2’1>’(233)’(392)

(A,B) = (=yp,~6q) pour (i,j) = (2,2)

. . . 2 B~ 2
Bien entendu, on peut & nouveau estimer la norme L° de eij(u) dans R~ par

celle de sfj(u) dans Q; 3 1'aide de constantes indépendantes de f. Soit :

G.21)  |B.(w | <c leb. | :
1] OJRZ - ij O,Q;

Nous remarquons alors que pour X, < f(xl) :

3% _ 8,0 ' 9 &
axl 5;;) + (I + a)f (xl)(5§;

3% 3¢.a
Frol a(séé) .

Puis, nous calculons successivement les composantes de EB(u)

5% sl A
@ =taa—L4p
RS axl Bxl Exl
ou du du du
= a(—1h)Y SN DL Y 1Y _1,6
a(ax]) + b(axl) f (xl)[a(l+Y)(8x2) +b(1+5)(ax2) ]
B B

ell(ﬁ) = e (W + £ (x))v

oli v,; est une fonction qui vérifie :
du
(3.22 2 1
) ‘Vlll R SC(a,b,'Y,G) |§;l R
0,0 2 0,0

+
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u, Bu du du Bu,
2 s .
2@ =g = ya(———)Y <Sb(—--)6 (—)Y + Qg
du Bu

+ £1(x )u»(w)(-—)Y + q(1+48) <——-> %
Si nous chéisissons :
(3.23) p = -Yya q = =6b
nous poﬁvons écrire

~
258 @) = 2681(11) s £ &)Y,

et grace 3 (3.17), Vo1 vérifie 1l'estimation :

v, 2|
(3.24) v < C(P,q,5Y,6) [7—
- 2l 0k ;0,08

ou
c2eB @ = 2 6 = aled 17 ¢ pled @2°
X 1 31 31
Bu Bu

+ £'(x)[a(l+y) <——>Y + b(1+a><—) 8

B~
= 2€3l(u) + f'(xl)v31

oll V3 vérifie une estimation du type (3.19) avec C(a,b,Y,0)
du au au
B (X)) = 2 + 8o, = ~ya(—)Y - &b(— Y S
2832(‘1) ax + 6“2 = Ya( ) 6b( + B(Puz + quz)

1

avec le choix (3.23), nous avons simplement :
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B (%) = 2681
2e5, @) = 2¢5, (W)
~ ~ NS
. Enfin, €5, @) = 8%, = €& (u) .

Donc, si nous pouvons choisir (a,b,p,q,Y,8) vérifiant (3.18) et (3.23),

nous aurons é€tabli que pour x, < f(xl)
B 2y - BT ' B
(3.25) eij(u) Eij(u) + f (xl)vij

avec

]2
J 0,07

2
|

<C |Vu
+
O,QR

| v
Par suite, en regroupant (3.21) et (3.25), le résultat sera &tabli. Or, compte

tenu de (3.23), (3.18) se réécrit :

a+b=1

Ya + &b = -1

Ce systéme en a et b admet une solution unique dés que Y # §. Nous

fixons donc vy, 8§, y> 0, §> 0, vy # §. Nous en déduisons a et b, puis p et
q par (3.23). Notons simplement que pour Y = §, (3.15) se réduit au prolon-
gement par reflexion classique. Nous voyons que ce prolongement ne suffit pas

pour établir notre résultat. g

Puisque nous avons fait 1'hypothése £'(0) = 0, le nombre K tend vers 0
avec R. Si R est choisi suffisamment petit (ce qui sera le cas pour la fin

de la démonstration), nous pouvons rendre K < l/(ZCz).

Lemme 3.3

Sous les hypothéses du lemme 2.2, et si K est suffisamment petit, alors

(3.14) est vrai dans QE.




39

Démonstration

Nous distinguons les composantes transverses et longitudinales de v en

notant :
v = (vl,vz,v3) = (;,v3) .

Par définition de PR, et grdce au lemme 2.1, nous avons :

3.26) g2 lv]? _<2c? |Bw)? L r2cE R wE L s 202 K2 wa]? .
R 1 R 2 0 QR 2 3 0 QR
»y it >+ e
Pour majorer le dernier terme, nous é&crivons :
ov ov
3,2 3 2 2 2
I3 = b - B vyl 2871yl
(3.27) J J
=2 |s§3<v)|2 + 2 g? |VJ.|2 j=1,2

En ce qui concerne le terme ]VGI, la démonstration de NITSCHE [18] montre que pour
des domaines QE,‘avec K suffisamment petit, nous avons 1l'inégalité de

Korn en dimension 2, sous la forme :

-2 2 2
(3.28) | V¥ | < Cy z Ieij(v)l R

0,05 i,j=1 0,08

ol C3 est une constante numérique.

'Reportant les deux derniéres inégalités dans (3.26), nous obtenons :

B2Iv|? o s2ct2c, &P |+ ackkB?5)?
0,a} 0,8 2 0,08
LIS LS L
et si 202K < 1, nous obtenons (3.14), avec Yo = I-4C§K2. O

Fin de la démonstration du théoréme 3.1

Nous considérons maintenant le cas général d'un domaine §, de frontiére

I' = 82 de classe C].
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Nous recouvrons 90 par des boules Bv’ v=1,...,N centrées sur df, et
nous notons Qv =0Qn Bv' A des rotations et des translatiomns prés, Qv est
un domaine du type considéré aux lemmes 3.2 et 3.3. Puisque ces transformations
sont des isométries, elles laissent invariant ISB(v)lo Q Quitte 3 augmenter
2
<1,
ZKv !

Un tel choix est possible car la frontidre I est compacte. D'autre part, nous

le nombre N de boules, nous pouvons supposer que, pour tout v, 2C

considérons un ouvert QO cc 2, de fagon que g et les Qv v=l,...,N soient

un recouvrement de

Nous associons & ce recouvrement une partition de 1'unité ¢v’ v= 0,...,N

avec

0O
%, € CO(Qv)
supp Qv < 6, =0 sur BQv/SQ
¢, =1
vV
et nous notons u, = ¢vq, v =20,...,N, de sorte que u =3 u.
v

Aprés prolongement par 0, nous appliquons le lemme 3.1 2 u,, et nous
obtenons :

~
w
8]
~-
™
-~
[
o
~
v
™
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Les fonctions U,V 2 1 vérifient les hypothé&ses du lemme 3.2 (en particulier,

elles sont nulles sur la partie circulaire de la frontidére). Par conséquent,

3300 wva1, [fapl?zcplinl?

= 14pr2p2
avec Cv =1 4C2Kv .

En regroupant ces inégalités, il vient :

?lut?<cz lefwpl? . c=inf (,0) .
Y

A%

-
Pour conclure, il ne reste plus qu'ad écrire : pour i,j = 1,2 :

0¢ 09
B - B 1 v —
eij(“v) ¢y, Eij(“) + 5(u, * Uy Bxi)

i ox.
J
et pour j = 1,2 :
9o
B - B v
€53(uy) = ¢, e53(uw) + uy 3
ce qui donne :

(3.31) |e8(uv)l s cCleBy| + [u)

En regroupant (3.29), (3.30) et (3.31), nous obtenons le théoréme pour 8

assez grand, et donc finalement pour tout B. 0

Remarque 3.2

De la méme fagon que dans la démonstration de NITSCHE [18], ce résultat

s'éterd au cas de domaines polygonaux, ou lipschitziens.

Une conséquence immédiate du théor@me 3.1 est le résultat suivant, que nous

utiliserons dans 1'étude des seuils.
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Corollaire 3.2

I1 existe une constante Y, > 0, indépendante de B, telle que :
¥veV, [Vv|2 <y, a(B;v,v) .
0,27 "1

Démonstration

Il suffit, ici aussi, de prouver :
1By 12 2 ¢ |w)?
puisque nous avons
a(B;v,v) = 2u |f@)|? .

Nous reprenons les notations, et la technique du lemme 3.3. Nous majorons

|vv,| par :
<2 |e?3(v)|2 + 282 |5)2 j=1,2
et |V | par 1'inégalité de Korn en 2D :
-2 2 -2, 1512
|ve |© < c,( 2 |ei.(v)1 + V]9 .
. b
i,3=1

Ces deux inégalités donnent :

|Vv|2 < C(IEB(V)lz + Bzivlz) .

Le théoréme 3.1 nous permet précisément de majorer le deuxiéme terme du second

membre par le premier, ce qui achéve la preuve du corollaire. a

Le dernier résultat nous permettra, au paragraphe suivant, de caractériser

le spectre essentiel de A(B). C'est un résultat de compacité.
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Théoréme 3.2

La forme bilinéaire p(B) est compacte dans V, c'est-d-dire que toute suite
u telle que ]|unllv soit bornée, il est possible d'extraire une sous-suite

(encore notée un) telle que

p(Bsu ,u ) converge.

Démonstration

Soit u vérifiant 1'hypoth&se du théoréme. Par continuité de 1'application

Hl/z(r)3. La frontiére T é&tant com-

trace Yo» la suite Youn est bornée dans
pacte, il est possible d'extraire de u ~une sous~suite telle que You, con-
verge dans LZ(T)3. Par ailleurs :

PBsug,ug) = 28(apYg(ug) 3¥glug)y) 5 % 28(ayYg(u)pTo(up)y)

ey T

IV - ETUDE DU SPECTRE DE A(R)

L'objet de ce paragraphe est de décrire le spectre de A(B), au moins
en partie. Plus précisément, nous obtiendrons tout d'abord un encadrement a
priori des valeurs propres; par une technique de perturbation, nous déterminerons
également le spectre essentiel de A(B). Nous dé&duirons de ces deux ré&sultats
que notre opérateur ne posséde pas de valeurs propres plongées dans le spectre
essentiel. Le principe de Min-Max nous donne alors une caractérisation des
valeurs propres. L'étude de ces valeurs propres fera l'objet d'une é&tude

détaillée au § 5.

Avant de développer ce programme, nous rappelons quelques définitions et

résultats standards, de théorie spectrale.
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- IV.1 - RAPPELS DE THEORIE SPECTRALE

Les définitions suivantes sont bien connues (cf. par exemple DAUTRAY-LIONS [9]1;
DUNFORD-SCHWARTZ [10]; REED-SIMON [211}; SCHECHTER [22]). Comme elles ne sont

pas universelles, nous avons préféré les regrouper.
- Le spectre de A(B) est
o(A(R)) = {z ¢ €, A(B) - 21 n'admet pas d'inverse borné}

Comme A(B) est autoadjoint, o(A(B)) c R. .

= Une valeur propre est un nombre A tel que A(B) - AI n'est pas injectif.

L'ensemble des valeurs propres constitue le spectre ponctuel de A(B).

- Le spectre discret est l'ensemble des valeurs propres isolées dans le spectre,
et de multiplicité finie.

Ae o (A(B)) si et seulement si :

disc

-3 &> 0, Ine,A*el n o(A(R)) = {A}

- dim{y,A(B)Y = Ay} <

- Le spectre essentiel cess(A(B)) est le complémentaire du précédent dans

o(A(R)).

Nous utiliserons les caractérisations suivantes :

- Ae 0(A(B)) si et seulement si il existe une suite u € D(A(B)), telle que

lunl =]
(4.1)
lim |A(B)un - Aun‘ =0 .

n->0
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- Ae oess(A(B)) si et seulement si on ne peut pas trouver de suite u

vérifiant (4.1) et contenant une sous-suite fortement convergente dans H.

La caractérisation des valeurs propres repose, comme nous. l'avons annoncé,
sur le principe du Min-Max, qui généralise aux opérateurs autoadjoints un
résultat bien connu pour les matrices symétriques. L'énoncé que nous en donnons

provient de REED-SIMON [21]. Nous définissons le quotient de Rayleigh de A(B)

¥ v e D(A(B)) : R(B,v) = (A(B)Z’V) ’
v#0 |VI

Cette définition a en fait un senms pour v ¢ V et par densité de D(A(R))

dans et continuité de a(B), nous définissons

(4.2) R(B,v) = (L(ls)l—‘z"i Vvev.
v

Nous définissons ensuite, pour m = 1,2,...

(4.3) s (B) = sup inf R(w)
T
Vie..V velv,...v. ]
1 m-1 1 m-]
veV

oli nous notons
1 . N
[vl,...,vm] = {v e V,(v,vi) =0, ¥i<m

I1 est bien connu que, de fagon générale, la suite" sm(B) est croissante au

sens large et bornée par la borne inférieure du spectre essentiel de A(R)
sl(B) < 5y(B) s ... <5 (B) ... < inf cess(A(B))

Plus précisément, on sait que la suite sm(e) converge vers la borne inférieure

O*(B) du spectre essentiel de A(B) :

lim s_(8) = o, (8)
m>co

Le principe du Min-Max permet de caractériser les valeurs de A{R) qui sont

strictement inférieures 3 cette borne inférieure. L'énoncé précis est le suivant
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Principe de Min-Max

Pour chaque m, l'alternative suivante a lieu :

1) A(B) posséde m valeurs propres (compte tenu des multiplicités)
strictement plus petites que la borne inférieure du spectre essentiel, et
sm(s) est la m-iéme de ces valeurs propres.

2) sm(B) est la borne inférieure du spectre essentiel et dans ce cas :

-¥n2m, s (B) = sp(B) = inf[oess(A(B))]

. A(B) a au plus m-1 valeurs propres (compte tenu des multiplicités)

plus petites que sm(B).
Une caractérisation équivalente des nombres sm(B) est donnée par :

(4.4) s_(B) = inf sup R(R,v)
o V_cv veV
m m

dlmwm=m v#0

IV.2 - Encadrement des valeurs propres de A(g)

Nous faisons 1'hypoth&se que l'ouvert ( est de classe Cl.

Proposition 4.1

Toute valeur propre de A(B) vérifie la double inégalitd :

202 2 22
(4.5) YoB Vg < w° = BV

ol Yy est la constante définie au théoréme 3.1.
4

Démonstration

. 2
S1 "~ est valeur propre et u un vecteur propre correspondant, alors,

multipliant par u 1'équation :

A(B)u = wzu
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et intégrant, il vient
_ 2
a(Bsu,u) = w(u,u) .
La premiére inégalité est alors une conséquence immédiate du théoréme 3.1.

Pour démontrer la seconde, nous introduisons lesquantités :

ou, -
3
_——Bu
3x2 2
du du ou
8 _ 3 B 1,2
rot™u = | Bu; - T div'u — t 5t Bu3
1 1 2
fuy o
Bxl X,

A partir des équations en déplacement (1.10), on montre que ces quantités

vérifient les équations :
u(ArotBu - BzrotBu) = - pwzrotBu

(4.6)

2.. B

(A+ 2u)(AdivBu - Bzdivsu) = - pw-divu

Supposons que 1'in&galité ne soit pas vérifiée :

82V§ < w2 .

Nous avons donc :

2
ArotBu = (62 - Qf)rotsu .

VS
I1 résulte alors du théoréme de Rellich (cf. [31]) que, pour R tel que :

B(O,R) o 0

alors : rottu=0 , |x|>R.
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alors : rot™u = 0 , |x| >R .

B

Par ailleurs, de la premilre &quation (4.6), nous tirons que rot u est analytique
dans (. Comme elle est nulle & 1'ext&rieur de la boule B(O,R), et que nous

supposons § connexe, nous en déduisons :

4.7) rotsu =0 dans {

Nous écrivons cette identité sur la frontidre, ce qui est possible si celle-

ci est régulidre (dans ce cas on sait que D(A(R)) = HZ(Q)3). Nous en déduisons :
R - B =
(rot u)] n, (rot u)2 n, = 0
ce qui se réécrit :

3u3
Tn ~ Bluyn +wmny) =0 .

Par ailleurs, nous réécrivons la 3-8me condition aux limites (1.11) sous

la forme :

du
e + B(u]nl + uznz) =0 .

Avec ces deux identité&s, nous obtenons :
ou

3 _
on

(4.8)

De (4.7), nous dé&duisons

du, du, 82\13 82u3 )
Blg * %, ~ Buy) = —= + —= - B°u,
3 Z dx] dx2
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et en reportant dans la troisiéme équation en déplacements (1.10), une
équation vérifiée par ug
2 2.2 2 _

- VP Au3 + (B VP w )u3 =0 dans 2
(4.9)

du
30

n

0

Nous distinguons 3 cas :

2.,2 2 2.2
BVs<w <SVP,

(4.9) est un probléme coercif. Donc u, = 0 dans Q.
62V§ < w2 :

nous concluons par le théoréme de Rellich comme précédemment.

- le cas limite oii w2 = szvﬁ :

u; est une fonction harmonique, mais le probléme

-Au3 =0 dans
ou

) =0 sur T
on

n'admet pas de solution u, dans L2(Q) puisque { est non borné.

Dans tous les cas, nous voyons que ug = 0 dans § et donc, griace a (4

nous concluons que :
U =u, = 0 dans Q,

et finalement wz n'est pas valeur propre.

7)),
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Remarque 4.1

Lorsque { n'est pas comnexe, 1'argument de prolongement unique ne

s'applique plus.

On notera que 1l'inégalité w2 2 YOBZV§ reste valable si § est seulement
lipschitzien puisqu'elle est une conséquence du résultat de coercivité donné

au théoréme 3.1.

IV.3 - Détermination du spectre essentiel de A(B)

Un théoréme bien connu de Weyl exprime que le spectre essentiel "reste
invariant par perturbation compacte". Nous allons faire apparaitre notre
opérateur comme une perturbation de 1'opérateur "dans tout 1'espace" (c'est-a-dire
défini par la méme expression formelle, mais en 1'absence de cavité). La

perturbation étant localisée sur la frontiére sera compacte.

Nous ne pouvons pas appliquer directement le théorme de Weyl puisque 1'opé-
rateur A(B) et 1l'opérateur "dans tout 1'espace" agissent sur des fonctions
définies sur des ouverts différents. En fait, nous pourrons facilement adapter
la démonstration, en construisant explicitement des suites vérifiant le critdre

4.1).

Dans tout 1'espace, on montre aisément (par transformation de Fourier) que le
spectre de 1l'opérateur est réduit 3 son spectre essentiel, et est tout l'intervalle

{82V§,+m[. Nous montrons donc le

Théoréme 4.1

Le spectre essentiel Og

S(A(B)) est :

S

2.2
Opss (A(B)) = [BV, 4ol
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Démonstration

Nous prouvons séparément les deux inclusions :

. 2.2
I : Opge (A(8)) © [BV,+eef
. 2.2
Soit donc A € o(A(B)) , A < B VS.
Par hypothése, il existe une suite u” ¢ D(A(R))

A(B)un - pt o= v, 0O dans H
(4.10) .
Iunl =1 .

Pour montrer que A n'appartient pas au spectre essentiel cess(A(B)), il nous

suffit d'extraire de u'™ une sous-suite convergeant fortement dans H. Pour

cela nous extrairons tout d'abord une sous-suite convergeant faiblement dans V
et utiliserons le résultat de compacité &tabli au théoréme 3.2 pour conclure.

Multiplions la premiére &galité de (4.10) par u® (scalairement dans H).
(4.11)  a(gsu™d™) = (w ,dY) + A2

Comme ‘u“[ =1 et w_  converge vers 0, a(B;u”,u™) est bornée, donc par le

. n -
corollaire 3.2, u  est bornée dans V.

-

. . . n
Quitte 3 extraire une sous—suite, que nous noterons encore u , NOUs avons
1'existence de u ¢ V tel que

U —~—u dans V faible
(4.12)
ueau dans H faible .

Nous pouvons passer 3 la limite dans :

a(B;un,v) - A(un,v) + 0 ¥VveV
'n—)-m
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pour obtenir :

(4.13) a(Bsu,v) = A(u,v) ¥velV

d'ol résulte

(4.14) u e D(A(R)) et A(RB)u = Au .
Pour prouver la convergence des normes, nous repartons de (4.11), q;i donne :

(4.15)  a@Bsu™u™) - 4 ]2 4.0,

La proposition 2.2 nous donne une décomposition de a(B;.,.) que nous écrivons :

a(B;v,v) = Ac(B;v,v) + pd(B3v,v) + up(B;v,v) + 82V§'|V|2
= e(B;v,v) + up(B;v,v) + Bz‘fglvl2
e(B) étant une forme bilinéaire positive et continue sur V.
Nous ré&écrivomns (4.15)
(4.16)  e(Bsu™u™) + (H2-0)|uP|? + p(B3utu®) » 0
et aussi (4.13)

4.17)  eBu,u) + BVE-M|ul? + upBiu,u) = 0 .

' . n Py -
D" autre part, puisque u est bornée dans V, nous savons que, d'aprds le
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' . . < n
théoréme 3.2, nous pouvons en extraire une sous—suite (toujours notée u )
telle que p(B;un,un) converge vers p(B;u,u). En soustrayant (4.17) de )

2,2
(4.16), nous voyons que si nous posons : q,(B;v,v) = e(B;v,v) + (B"Vg = Nvl®,

alors

qA(B;un,Un)'+ qA(B;u,u) quand n > 4o ,
Par conséquent, puisque
n
qA(B;u‘Un,u—un) = qA(B;u,u) + qA(B;un,un) - 2qA(B;u,u )

et puisque ZqA(B;u,un) converge vers ZqA(B;u,u) d'aprés la convergence

faible de un, nous obtenons :
lim qA(B;u-un;u—un) =0
n+o

2.2 2 2.2 ,
ce qui entraine, comme q,(B;v,v) 2 (B"Vg - MDIv]]|® et BVg-A>0:

1im|u—unw2 =0
o

C'est la convergence forte.
I1 : [82V2, 4l < o _(A(B))
L S ess

Nous allons dans ce cas construire explicitement une suite réguliére. Pour
obtenir cette suite, l'idée de base est de raisonner comme si nous étions dans
tout 1l'espace, oli nous savons que l'onde S forme une fonction propre générali-

s€e. Il suffit ensuite de tronquer convenablement cette fonction.

o . s2..2 P
Plus précisément, si A > B VS’ nous pouvons écrire :

o= viE® + [k keR k= (k,k)
et nous définissons la fonction :
8
= 1 ikx
us(k) T2 172 0 e
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qui correspond 3 une onde SH.
Au sens des distributions, nous avons 1l'identité
(4.18) A(B) (ug(k)) = A us(k) .

Bien entendu, cette fonction n'est pas dans D(A(R)). Nous introduisons donc une

suite tronquante wn(r), possédant les propriétés suivantes :

¥y € O ®Y)
(4.19) wn(r) =0 si r > n+l
Y (r) =1 si r<n

V() € [0,1) ¥ r 20

||wn||2’wsc ¥

b

/
i
)
] ]
'& : i e LN r
+ . = >
N mei




Nous introduisons la suite de fonctioms :

2.1/2

(4.20) ¢ (x;,%y) = V([ (x;-2m) %4511 %)

qui vérifie les propriétés suivantes :

()




(4.21)
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H ¢n e [0,1]

supp Vo < Q

||¢n|12’msc ¥ n

Enfin, nous posons :

(4.22)

~

puisque

Pour

voisinage

(4.23)

ol

Py, 8

premiéres

un = Cn¢n uS(k)

ou C_~ est choisi de fagon que :

[un|H = ]

u, est 3 support dans un disque de rayon n+l, il est clair que :

n assez grand, supp u N 0 = ¢ , donc en particulier u, est nul au

de (0. Donc u e D(A(B)). De plus,
AB) u, = 0, A ug(k) + P, (0 ,D% )

est un polyndme homogéne de degré 1 en D¢n et D2¢n, dérivées

et secondes de ¢n, dont les coefficients sont major&s par K(|k|+B)

(K désignant une constante positive).

Donc,

d'aprés (4.18) et (4.23),



59

1/2

lA(B)un - Xun| < K‘Cn(l + 82 + Ik‘z) l|¢n|‘2,m

et d'autre part :
supp (A(B)u = du ) = Q ~ (mes Q = I (2n+1))
Par conséquent :
2 2 2 2
la®yu_ = du |y < KenoCo (1 + 87 + |k|) o, 12,00
P 1 . -
comme |]¢n|}2’m est borné, et C_~ —, il en résulte : .
lim [A(B)u - Au |, =0 .
>0
Enfin, puisque le support de u ~part a 1'infini,

(4.24) un__aO faiblement .

Comme nous avons imposé \un\H =1, u ne peut avoir de sous-suite convergeant

fortement. Donc X € oess(A(B)). B

V - ETUDE DES MAX-MIN. EXISTENCE DES MODES GUIDES

Ce paragraphe achéve 1'étude spectrale de l'opérateur A(B) par la mise en
gévidence de ses valeurs propres. Le principe du Min-Max (cf. § 4.1)4en donne
une caractérisation abstraite. Il nous reste & étudier les nombres sm(B)
définis en (4.3), et 3 déterminer 3 quelles conditions ils vérifient 1'inégalité :

s (8 < 822 = inf o___(A(B))" .
m S ess

s

Ce seront alors des valeurs propres.
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Nous montrons que, pour tout m, sm(B) devient plus petit que Bng si B
est assez grand. Ceci définit un nombre B;, le m—iéme seuil, au deld duquel

A(B) admet m valeurs propres (comptées avec leur multiplicité).

. . N * *
Nous pouvons préciser ce résultat, en montrant qu'en fait 81 = 82,
c'est-3~dire que pour toute valeur de B, A(B) admet 2 valeurs propres SJ(B)

et 32(8).

V.1 - Etude générale des sm(§l

Rappelons que nous avons (cf. (4.2), (4.3))

. (Bsv,v)
s (S) = inf (sup ..a__’..’_)
o V_cV veV (v,v)
m m

dimV_=m v#0
m

Il est naturel de faire apparaitre la quantité a(B;v,v) - 62V§|v|2. Pour cela,
nous utilisons la décomposition &tablie au corollaire 3.2, que nous réécrivons
de la fagon suivante :
(5 l) a(B- 2 2 2 = . . A . .

. su,v) = BV |v]T = p(B;v,v) + by (B3v,v) + by (B3v,v) + b, (B;v,v)

avec

P(B;v,v) = 2u [L(vin) + v,n,) (Bvy)dy

ov ov ov ov
. = ——l— —2 2 ’_l' 2 —2 2
ov ov
6.2 oy gk e g2l e
2 1

2 2 Bvl avz
bl(S;V:V) = (A+pu) {LQ | B V3‘ dx + 2 &? (EEZ + 5;?)(Bv3)dx }

L o/n. S S K v 8 12_1--
92\93 »V) H JQ IVV3| ua
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Nous avons la

Proposition 5.1

Pour tout m e'N*, il existe un nombre B; > 0, appelé m—iéme seuil, tel que :
* 2.2
¥ B> Bm Sm(B) <B VS

Démonstration

Bien évidemment, la proposition revient 2 démontrer :

a(8;v,v)-8%v2|v|?

2

inf sup <0.

Vch VeVu_l | v |

dim Vm=m v#0

I1 suffit donc d'exhiber un sous-espace de V, de dimension m, soit Vm, pour

lequel
(5.3 ¥vevy, a®v,) - 8y <o,

Les expressions des formes bilinéaires dams (5.2) nous suggérent d'effectuer

le changement d'échelle : wy = 8v3 , ¢'est-d-dire d'introduire 1'opérateur IS :

(5.4) 1, :| t2@3 -+ 123
(v_l ;Vz ’V3) > (VJ ’V2,BV3)

On constate alors que :
2 ~
a(B;v,v) - B Vé\Vl2 = a(B;1gv,Iv)

ce qui définit Z(B). Nous décomposons a(B8) comme a(R)

(5.5 A(Bsw,w) = BGw,w) + byGu,w) + B Gww) + 2B, (W)

B

avec
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Pw,w) = 2y fr(w]nl + w2n2)w3dy

2 Bwl sz
(5.6) 'Bl(w,w) = (A+u) fr lw3‘ dx + 2(\+2u) IQ (‘5-}—(; + —ax—lw3dx

~ 2
b, (w,w) =} fQ IVW3| dx

et b, n'a pas changé puisqu'elle ne dépend que de v et vy

0
I1 nous suffit donc maintenant d'exhiber un espace Wm, de dimension m,

vérifiant :
(5.7) ¥weW , aBw,w) < 0

et le sous-espace Vm =1 Wm vérifiera (5.3).

1/8
I1 importe de remarquer que dans la décomposition (5.5), b, ne dépend que
de v oet wy, P ne dépend de Wy que par ses valeurs sur la frontiére, El

est indépendant de Vwy, et que le seul terme qui fasse intervenir B est 32.

o s ~ 2 &
D'aprés la proposition 3.2, nous savons que la somme b0 + b1 + 1/B8 b2 est
positive. Le seul terme sur lequel nous puissions jouer pour rendre a
négative est p. En nous appuyant sur ces remarques, nous procéderons de la fagon

suivante.

Nous fixons une fois pour toute v, et w,, puis nous choisissons V3
de fagon 3 rendre p négative. Puisque b, est indépendant de Wy, un facteur
d'homothétie sur la valeur de cette fonction suffit & rendre b0+5 négative.
Pour que la norme L2 de Wy n'augmente pas simultanément, nous prolongeons
L a4 Q sur une "largeur' de plus en plus restreinte, de sorte que b0+5+§1
reste négative. Bien entendu, nous perdons alors tout contrdle sur la norme de
Vwg, mais en choisissant B suffisamment grand, nous rendrons le dernier terme

négligeable, et nous aurons vérifié (5.7).

Passons 3 la mise en oeuvre de ce programme. Nous nous donnons tout d'abord
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m vecteurs dans HI/Z(T), soit gl...gm, que nous choisissons orthonormaux dans
1 (r)

. i3 _
(5.8) Jr g~ g dy Gij

Avec nos hypoth&ses sur la régularité de T (que l'on peut ici affaiblir),
les fonctions nlgi et n2g1 sont dans HI/Z(T) (n = (n],nz) désigne la normale
sortante & T, que nous choisissons unitaire). Nous pouvons donc relever ces
fonctions dans H](Q), et nous notons P un rel&vement, fixé une fois pour
toutes. Nous aurons en outre besoin du lemme technique suivant, que nous

admettons provisoirement :

Lemme 5.2
Etant donné ¢ > 0, il existe un opérateur de relévement :
p. : /2 > 8@ verifiant

supp P g « Q= {x ¢ Q,d(x,T) < ¢}

1/2
¥geH / Ty, |P€g|0,Q < C /e |g\0’r

-

Nous nous donnons ensuite deux paramétres : 1 destiné 3 tendre vers 1l'infini
et & (bien entendu destiné & tendre vers O0!). En augmentant n, nous
rendrons b0+5 négatif, tandis que ¢ nous permettra de contrdler la norme

de Wq. Nous définissons les fonctions w; e i=l,...,n par :
9

i
(WU,E)

; P(nj gh) j=1,2

(5.9)

(wr";,e)3 = nPE(gi)

Notons tout de suite que (w:L ) et (w1 ) sont indépendants de n et €.
n,e’l n,e’2



Puisque les gl

systéme libre de V.

dimension n de V, soit

sont indépendants dans LZ(T), les w-
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forment un
’

Elles définissent donc une base d'un sous-espace de

Wm. S1 w e W, ,nous notons

m .
~ 1 ~
W= X w..w s w. ¢ R
. 1 1
i=] ns€
~ . n s -
et nous notons w 1le vecteur de R associeé.

b0 définit une forme

correspondre une matrice

D'autre part, nous

whoogwt o)
UsE TI,E

et la matrice associée i

n assez grand, la forme

quadratique sur W d laquelle nous pouvons faire

Q, qui sera indépendante de 1 et ¢g.

avomns

un [0 + (g'n))n,lgldy

unéij

p est unl, gradce 3 (5.8). 8i donc nous choisissons

b0+§ peut &tre rendue négative, c'est-a-dire:

(5:100 3y >0, boGw,w + Fuw < - v, vl

~

En ce qui concerne
| By (v, w) |

Si maintenant

hp * wyly s

bl’ nous avons pour w ¢ V @

< (>\+u)lw3|(2) * 22 vyl Qwly + fwy, 1)) .

|w|, ¢ &tant indépendante de ¢. De méme :

2 oo~ - m .
lwslg s CZ 19,13 2t 0,02 =152 (zn? I gD D)
i=1 =1 i=1 ©
2~ oo i ~
cn’e W% (z el p = ce|W?
i=] '
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C ne dépendant que de m et de n (qui est maintenant fixé), nous en dé&duisons

a1 B ww]| s c e!/? |52

Par conséquent :
bo(w,w) + ;(w,w) + gl(w,w) < (-yn + C 81/2) [;|2

et nous choisissons, par exemple, € = (Yn/ZC)Z, de sorte que

v
~ 2
- B2

IA

bo(w,W) + plw,w) + 3i (w,w)

Nous avons donc maintenant fixé

3

|Vw3|0. Nous devons donc jouer sur B pour contrdler 1/82 Ez(w,w)

m .
— 1B,6w] < S |52 (T |9 ) 2 59%5)_ 1912 .

Pour B assez grand, nous aurons bien :
|2

a(Bw,w) < - 6, (n:€,B) lw|< <0

pour un certain dm(n,e,e) > 0.

Pour conclure, donnons une démonstration comnstructive du lemme 5.2.

Démonstration du lemme 5.2

Nous démontrons tout d'abord le lemme lorsque l'ouvert  est défini par :

Q= {(x,y) e R? / y 2 £(x)}
de frontiére :

= {(x,£f(x)) , x ¢ R}

et €. Nous n'avons aucun contrdle sur
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Nous faisons sur f 1'hypothése
],

feW’> ®) .

Pour construire notre opérateur PE, nous introduisons l'application :
2

o : Q>R = {(x,y), y 2 0}

(x,y) > (x,y~£(x)) = &(x,y)
Notons que ¢ est inversible avec :

-1

" (x,y) = (x,y+£(x))

et que la Jacobien de ¢ est égal & | en tout point de § de telle sorte que

1l'opérateur
J: 2@ + LZGRE)
vix,y) > (Iv) (x,y) = v(®(x,y))
est une isométrie inversible de LZ(Q) dans LZGRE).
De plus, pour vV dans LZGRE)
@Dy = veT @) = FayrE)

Remarquons en outre que :

VG = B2 - £ @Fx,y-£00)

%(Jv(x"y)) -g—;’;(x,y-f(X))
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ce qui montre que J applique continuement HI(Q) dans HIGRE) avec

1171 <ca o+ |£]] 0 -
Q(H1 @) ,8' ®%)) b

De la méme maniére, on montre que J—l applique continuement HIORE) dans

HI(Q) avec

—1 ‘
N IQ sc o+ {f], ) -
@ @?),n @) 1

En deuxiéme lieu, nous construisons un opérateur de relévement :

o 1 2
R, : BHOT®) ~ HORY)

5 (%) » RE$ (x ,}’)

oli, en utilisant la transformation de Fourier partielle damns la direction x

(V(x,y) + ¥(k,y))

A . _ .
R ge,y) = o Sl tre)) y € 10,el
R G(x,y) =0 y2 €

(Remarquons que dans la bande {0 < y < ¢}, RSE n'est autre que la solution de
A(R€$) = 0, avec -(R€$)(x,0) = $(x) et (R€$)(x,g) = 0). Nous avons

~ 2 - € 2 dk

REIZ , = 1802 (f en’(|K| y-e))dy)———

OR, R 0 ch®lkle

Or, un simple calcul montre que
€ .2 1
J en®lk|(y-e)dk = ez + ) .
0

La fonction x - l/chzx(l/2 + sh2x/4x) eést uniformément bornée sur IR, par

conséquent :
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2 ~ 12 2
|R€¢lOJR25§C€ %R | (k)| “dk = Ce|¢|0JR
+

Pour conclure, nous introduisons 1'opérateur :
I: Hl/ZGR)_+ HI/Z(T)
V(x) > Iv(M) = V(x) en M= (x,£(x))

qui est linéaire et continu de HZGR) dans HI/Z(P) par définition méme de

HI/Z(F) (cf. [11]1). En outre, le caractére lipschitzien de f entrafine
€galement que I est linaire continu (d'inverse continu) de LZGR) dans
2 .

L™(T') et que :

i

l <c |l£]],
Z alwy ;L2 Is

-1
| |1 IQ sc llf]], .
@) ;Lim) 1,

Alors, il est facile de vérifier que 1'opérateur

! -
PE =J o RE ol

1

convient pour notre ouvert { considéré. Pour achever la démonstration, il
suffit de raisonner comme au théoréme 3.1, 3 1'aide d'une partition de 1'unité

et de cartes locales du type y = f(x). g

Nous pouvons joindre la proposition 5.1 au théoreme 4.1 pour énoncer, grice

au principe du Max-Min (voir § 4.1), le :

°

Théoréme 5.1

Il existe B; > 0, tel que pour B8 > B;, 1'opérateur A(R) admet m
valeurs propres qui sont les nombres SJ(B)"”’Sm(B)’ comptées avec leur

multiplicité.

La relation de dispersion caractdrisant les valeurs propres de A(B) est donc :
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w ()% = s (8
(5.12)
2.2
sm(e) < B VS .

La proposition 5.1 définit en réalité deux nombres

80 = sup(8_ ¥ B s B , s (B) = BVE)

m

A

(5.13)
g% = inf{8_ ¥ B> B , s (8) < 87VE).

. 0 * . .
Les deux suites Bm et Bm- sont clairement toutes deux crolssantes au sens

large.
0 . s ey s ems * . . L. .
Sm est le m~iéme seuil inférieur et Bm le m-iéme seuil supérieur. Bien
entendu,
0 *
0 < <
< Bm Sm.

Nous ne savons pas dire si cette inégalité& est une &galité. L'é&tude numérique
de la relation de dispersion du guide circulaire laisse penser que c'est

effectivement le cas pour cette géométrie particuliére.

Nous pouvons affiner le résultat du théoréme 5.1 en démontrant que deux modes

se propagent pour toute valeur de R, ce qui revient 3 exprimer que :

*

*
(5.14) By =By = 0.
De fagon équivalente, nous avons la :

Proposition 5.2

Pour tout B> O,

s, (8) < g7V

2.2
32(6) <R VS .
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Démonstration

Remarquons tout d'abord qu'il suffit de démontrer la proposition pour sz(B),
puisque 1l'on sait déji que SI(B) < sz(B). Nous utiliserons la méme définition
de 82(8) qu'a la proposition 4.1. Nous devons donc exhiber un espace V, de

dimension 2 tel que :
2.,2 2
VB,VVEVz s a(B;V9V)<Bvslvl ‘

Nous utiliserons une fois de plus de fagon essentielle la proposition 3.2,

Nous &crivons :
2,2 | 12
a(B3v,v) = BVs [ v]® = p(B;v,v) + qy(B;v,v) + q;(Biv,v)

oi p(B) est donné par (3.10) et

2 2 2,
95 (B3v,v) = (A+u) fQ B |vy|fax + y jQ |9vy | “dx
3”1 avz 5 - Bvl sz )
(5:15)- | q;(Bsv,v) = (A+2p) jﬂlgﬁ + Kz-l dx + 2u fo l,ax—2 + 'ax_l‘ dx
ov ov
- 1 2,2
2(}\'4'2].1) fQ l~a§2— + '5'};' dx .

Puisque la proposition 3.2 nous dit que qg+q, est une forme positive, notre

ressource est encore une fois de jouer sur p.

Il est bien comnnu par les mécaniciens que les modes sont "d'autant pius
guidés que B est grand". A la limite, si un mode guidé doit exister pour
B+ 0, la fonction correspondant doit tendre vers une constante. Raisonnant
comme si v et v, Etaient constantes le terme ql(v ,v) disparait. Si, de
plus vy est fix&e, nous pouvons jouer sur les valeurs de vy et v, pour

rendre P+q; négatif.

Une fois de plus, nous nous donnons R et n deux paramétres réels et
nous fixons &galement R, > 0, de sorte que 0 < B(O,R,) -(0, rappelons le, est

1'obstacle).
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Nous considérons une fonction Vps égale a 1 sur B(O,Ro), nulle pour lxl > R,
et que nous raccordons continiment de fagon 3 minimiser le gradient de Ve
De fagon classique (cf. BAMBERGER-BONNET [3]), cela correspond & prendre vp

radiale et :

. _ Log r/R
(5.16) RO <r <R: VR(I‘) m

de sorte que :

1

" R
2
(5.17) Vv, | rdr = > o .
. JRo l Rl Log R7R0 Rooo

Nous fixons ensuite un relé&vement dans HI(Q) de n, et ny, soit 51 et 32.

Nous considérons le sous—espace V2 de V :
Vy={veV .3 (Y)»Yy) € R® , v = (Y Vg3,V 5 Y V) # Y,vy)}
c'est donc un sous-espace de dimension 2.
Pour v ¢ V2, nous réécrivons les différentes formes quadratiques :
p(B;v,v) = - 2uBn [ (yjm1 + v,m,) (v n; + y,m,)dy

2 - -2 - - 12
9o (Bsv,v) = (A+2y) LQ B ‘Y1v1+yzv2| dx + u IQ |yle1+y2Vv2| dx

(5.18) v v v v
R R 2 2 R R 2
(B3v,v) = A IY _—+ Y ———I dx + 2un j |Y —t Y ___4 dx
9 fﬂ 1 ox 2 9%, q M1 3%, 2 x|

BVR ov.

. R, = =
20008 [ () 5=t Y, x5, V1 * V2V
Q 1

2
|

+

ov ov.
2 VR R2
2un” IQ ] Im + Yzlale ) dx .

<

Nous choisissons n assez grand pour que la forme bilin&aire QO(B)+pl(B)

soit négative sur V2. Notons que cette forme est indépendante du choix de R.

Ensuite, nous majorons q,
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lql(v,v)| <C |VvR|2 Vyﬁ + yg .

Grace 2 (5.17), il suffit de prendre R assez grand pour que Py (B)+q, (B)+q, (B)

reste négative, ce qui achéve la démonstration. 0

Notons que pour &tendre la démonstration au cas oli 1'ouvert ! est seule-
ment supposé localement C2, il suffit de remplacer les relévements ;l et ;2
de n; et n, par des relévements de ¢nl et ¢n2 ol ¢ désigne une fonction

réguliére & support dans la partie C2 de la frontidre et positive. 0

VI - ETUDE DES SEUILS

"L'objet de ce paragraphe est de montrer que les seuils définis précédemment
tendent vers 1'infini avec m. En particulier, pour chaque valeur de B8,
1'opérateur A(B) n'a qu'un nombre fini de valeurs propres. Il suffirait de
montrer que les seuils inférieurs Bg tendent vers 1'infini, toutefois le
résultat plus faible sur les seuils supérieurs est plus simple, et nous

‘1'établirons tout d'abord.

Les deux propriétés sont une conséquence d'un résultat de comparaison entre

les valeurs propres de A(B) pour des domaines §} différents.

VI.1 - Un résultat de comparaison

Il utilise une partition de Q en deux ouverts, et la décomposition

correspondante des espaces fonctionnels. Nous introduisons donc :
Q= Ql U, , 9 nQ, = ¢
2 3 1 3 .
H. =1L . . = H . H. =1,2 .
i (QJ) ’ VJ (QJ) < 3 J=i,

Dans la suite, nous identifierons tout &lément de Hj avec son prolongement 3

$2. par 0 (qui est dans H).
Ceci permet d'écrire

(6.1) Hjcu et H=H @H,
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mais par contre, on n'a pas : V., ¢ V (les fonctions prolongées par 0 mne sont

pas a priori dans V), et l'on a seulement

(6.2) Vc V1 ® V2 .

En décomposant les intégrales sur Q] et 92’ on voit que

]

¥veH,v=v +v, : lv|? = |v1|2 + |v2|2

et

n

¥veV,v VvV, i a(B;v,v) = al(B;vl,vl) + aZ(B;VZ’VZ)

a, et a, é&tant les formes bilin&aires définies par la méme expression que a,
les intégrales é&tant prises sur Ql et 92 au lieu de . Enfin, notons que
pour (p,q) dans ]N2

(6.3) HY x B} < BP9,

Nous avons tout d'abord besoin d'un simple lemme technique :

L_emme 6.1

Soit F wun sous-espace vectoriel de H

Lo L L
(Vl ® V2) nF = (V] nF)e (V2 nF) .

L'orthogonalité &tant a prendre par rapport au produit scalaire de H.

ot

Démonstration

Soit X € (VIQVZ) n Fl. Nous écrivons :

X = X+X, s xj € Vj et (x,p) =0 ¥ peF.

~Décomposant p = Py + Py s pj € Hj’ nous avons donc :
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(xl’pl) + (xzspz) + (Xl,pz) + (Xz,pl) =0 ¥pePF.
Mais, par la définition du produit scalaire, nous avons :
(x1,p9) = (x5,p;) = 0 (supports disjoints)
dés que Xy € Hy , py € Hy , xy € Hy , p| € K
Reste donc

(XI,D]) o+ (xzypz) =0 ¥peF.

Choisissant successivement p = p. ¢ Hj nF, il vient

J
(x;,01) = (%5,0)) =0 ¥p eFnH ;¥p,cFnH
Par conséquent

1 . 1
Xy € V] nF H x, € V2 nF

= 1 L
et X x1+x2 € (V1 nF) + (V2 n F~)

D'autre part, la somme est directe car la somme V.8V, 1'est.

1772

Réciproquement, soit

X =x +x, s xj € Vj nF

et soit p e F,

Alors,
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et xe (V, 8V n F*. . 0

Nous définissons maintenant les nombres si(B) correspondant 3 la partition
de QQ:
. sV.,V.
aJ (B’VJ) J)

(6.4) sg(B) = sup inf 5

L
FeH? 1 vjernF |Vj|

Nous identifions ici tout élément (VI’VZ""’Vm) de H® au sous-espace de
dimension m engendré par {vl,...,vm}. Autrement dit, un E€lément F quelconque
de H® désigne un sous-espace de H de dimension m.

Nous avons la :

Proposition 6.1

2 . 1 2
¥ (prq)e N, Min(s (8) , s (B)) < s, (B)
Démonstration
Nous suivons ici une démarche due & COURANT et HILBERT [8] (cf. Thm VI 4,
p. 409).

Nous introduisons encore quelques notations. Tout d'abord :

a; (Bsvy,vy)+a, (B;v,,v,)

*

s_(B) = sup inf

m 1 2 2
peg~1 Ve (V,8V,)nF [v 1%+ fvyl

Puisque 1'inf. du quotient de Rayleigh de s;(B) est pris sur un espace plus

grand que pour sm(B) (cf. (6.2)), nous avons
(6.4)  s2(B) < s_(B)

De méme, soit :
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2, (Bsvy,vy)+a, (Bsv,vy)

* %
s (B) = sup inf ( ) .
ptq 1 2 2
Feli}xH) ve (V;8Vy)nF lvy 1%+ 1v, |
dimF=p+q-1
Cette fois, en comparant s;:q(B) et s;+q(8), c'est un sup que l'on prend sur

un espace plus grand (cf. (6.3)) :

*

a®

* %
(6.5) _ sp+q(8) <s
En joignant (6.4) et (6.5), nous obtenons :

(6.6) Sprg(B) < 5, (B

Pour démontrer la proposition, il nous suffit de prouver que :

*

. 1 2 *
(6.7) Mln(SP(B),Sq(B)) < Sp+q(8)

Grdce au lemme 6.1, nous avons de plus :

a] (B;vl ’VI )"’az(B;VZ 9V2)

* %
s_. (B) = sup [ inf ]
P*q 1 2 2
FeHPxnd MRMULE vy 1%+ vyl
1772 v Fl
dimF=p+q-1  '2€720F)

ol nous avons noté F = (Fl,Fz) s F1 € H? s F2 ¢ HP s F? désignant 1l'orthogonal
de F, dans H..
J J

Notons alors, pour Fj c Hj

a-(e;v'gv')
(6.8) r;(F;) = inf S RN R A

v-eV.nFﬁ |V-

j=1,2 .
J ] JI

N

Il est immédiat que, pour (VI’VZ) € V1 n F]
2, (Biv,,v)) + a,(B5v,,v,) 2 1 (Fy) |v, |2 + 1, (F,) |v, |2
1Y 7107 2372722720 = M1V 1/ 22221020

2 Min(r) (F)),z,(F,)) (|v) |**]v,|%)
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et par conséquent, en passant 3 l'inf (sur VlnFT x V2nF$)

a, (B;v,,v,)+a, (B;v,,v,)
ing AL 2 P22 in(r, (F))5r, (Fy))
VsV, |2
1

v 12 + v, 12

puis en passant au sup sur (FI’FZ)

(6.9) s (B) 2 sup Min(r) (F|);1,(F))) -
1°2

Nous nous donnons maintenant € > 0. Il existe deux sous-espaces

FT et F; tels que (voir (6.4))

s,(B) < T (F)) + ¢
2(8) < 1, (Fy) +
Sq _r2 2 € .
Nous en déduisonms :
Min(s] (8)3s5(B)) € € + Min(r; (F)) 57, (Fy))

et donc, gréce 3 (6.9)

: 1 2 *k
Min(s ;8 e+ s
(s, (8352 (B) g ®
Ceci étant vrai pour tout ¢, nous en déduisons (6.7), puis la proposition. il

VI.2 - Comportement des seuils supérieurs

En combinant la proposition précédente avec 1'étude du guide circulaire
(proposition 2.2), nous pouvons montrer facilement que les seuils supérieurs

tendent vers l'infini avec m.
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Théoréme 6.1

Pour tout B> 0, le nombre N(B) de valeurs propres de 1'opérgteur A(B)
est fini.

Démonstration

Pour appliquer la proposition précédente, nous fixons R > 0, tel que

B(O,R) > CS?. Nous choisissons alors :

Q, = R7\B(O,R) et =0\,

Démonstration

D'aprés le résultat de comparaison, nous avons

¥u, ¥ B s, (8) 2 Min(sh(B),s2(8)) .

Or nous savons que :

- Dans le cas du guide circulaire le nombre des valeurs propres est fini

pour tout £ (cf. coroilaire 2.i ). Par conséquent :
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su(®) = 8°V2  pour m > M (8) .

. Les si(B) sont les valeurs propres d'un probléme elliptique intérieur.

Nous savons donc que sﬁ(B) tend vers +x lorsque m ~ +». En particulief :
2 2.2
s (B) > B Vg pour m > M, (B) .

Posons alors M(B) = Max(Ml(B),Mz(S)), nous avons ainsi :

¥ m>M@®) Min(s)(®),s2(8)) = 8%v2 .
Par conséquent :

2

¥o > M@B) s, (8) = BV

ce qui montre que le nombre N(B) des valeurs propres de A(B) est inférieur

a 2M(B). . 0

Corollaire 6.1

. *
lim Bm = 40
l m> oo

Démonstration

. * . .
Supposons le résultat faux. Comme la suite Bm est croissante, elle aurait

o . . *
_ une limite, soit B .

Si B =2 é*, alors ¥m, B 2 B; et A(R) admet au moins m valeurs propres,
donc une -infinité, ce qui contredit le thé&oréme 6.1. O
Remarque :

. o s . *
Le corollaire 6.1 ne précise pas comment le seuil Bm tend vers + o,
Notre conjecture est que leur croissance est asymptotiquement proportionnelle

i m, comme c'est le cas pour le guide circulaire, au moins lorsque la

frontiére (I') est suffisamment réguliére.

VI.3. Comportement des seuils inférieurs

Nous montrons que ceux-ci tendent €galement vers +w, Bien que ceci entraine




80

le résultat précédent, nous avons préféré séparer les deux démonstrations, le

premier résultat &tant plus simple.

Nous utiliserons ici enmcore le résultat de comparaison (proposition 6.1),
et nous montrerons que l'on peut rendre les valeurs propres du probléme
intérieur (correspondant au 92 du théoréme 6.2) uniformément grands. Pour ce

faire, nous avons besoin d'estimer la dérivée de ces nombres.

Nous reprenons la décomposition du théoréme 6.1 et les notations de la
proposition 6.1. 'Nous nous int&ressons aux valeurs propres de 1'opérateur AZ(B)
qui correspond 3 un probléme intérieur, et est donc 3 résolvante compacte.

On sait alors que ses valeurs propres sont exactement obtenues par le principe

de Max-Min (cf. DAUTRAY-LIONS [9]), ce sont donc les nombres si(s) (voir 6.4).

Lemme 6.2

Les nombres si(B) sont dérivables presque-partout et leur dérivée vérifie :

2
ds
2 1/2
610 g2 sc6l® v n o8
Démonstration

La famille d'opérateurs AZ(B) est visiblement holomorphe en B. La déri-

vabilité de sm(B) découle alors des résultats de KATO [13].

Pour établir (6.10), nous suivrons la méthode de BAMBERGER-BONNET [3]. Nous

décomposons a2(8) de la méme fagon qu'en (3.8)
a,(B;v,v) = tg(v,V) + B tf(v,V) + g? tf(v,V)

d'olt immédiatement :

°

(6.11)  a,(B5v,v) = a,(Biv,v) = (B-8") [ £)(v,v)+(B+8") t2(v,v) 1.

On vérifie aisément sur (3.8) qu'il existe une constante C, ne dépendant que

.
ues ct du domaine Ql, telle que :
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(6.12) tf(v,v)

IA

clvvl , v, ¥velV
L (Ql) L (Ql)
2

2
t,(v,v)
2 t*(q))

A

c |vi
et par l'analogue du corollaire (3.1) :
2
(6.13) | vv| 2 < C az(B;v,v)
L (Ql)

Reportant (6.12) et (6.13) dans (6.11), il vient :

a,(B;v,v) = a,(B';v,v) < C IB-B'I([a?_({:B;v,v)]v]/2 | vl g * |B+B'|\V122 D
L (Ql) L (Ql)
Nous raisonnons alors comme dans [ 3 ] pour obtenir :
2
ds
2l s cs2@' 8y 0

Notons une fois de plus que la constante C ne dépend que du domaine Qz et

des constantes mécaniques. Elle est indépendante de m.

Théoréme 6.2

lim 60 = + o,
m
m>co

Démonstration

. . 0 L .
Nous raisonnons par 1l'absurde, en supposant la suite Bm bornée. Puisqu'elle
est croissante, elle converge, et nous notons f sa limite. Nous avons alors

la propriété suivante :

(6.14) (¥e> 0, ¥MeN,3 e IBe, Brel tel qué card{m,s_(8) < szvg} >M).

En effet, ¢ et M &tant fixés, il existe NO tel que Bg > B -g, et comme la
’ 0

suite Bg est croissante, si N1 = Max(M,NO), alors
80 > E—e et N, 2 M.,
N 1
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Par définition de 83 y 11 existe B ¢ ]Bg ,E[ tel que
1 1

2,2
= (B) < 877

et donc également, puisque sm(B) est croissante en m :
2.2
sy(B) < B Vg
ce qui prouve (6.14).

En utilisant le résultat de comparaison et 1'inégalité différentielle (6.10),

nous allons prouver que (6.14) est en fait impossible.

I1 suffit de s'intéresser aux valeurs de B ¢ [B~£,B+c], que nous noterons

pour simplifier B ¢ [(B)»8,3.

Lemme 6.3

11 existe des constantes C, C' telles que
2 2 2 1
(6.15) ¥ 8¢ [B),8,], s;(B) 2 5(8) +CB”+C
1 B B

Démonstration

Nous parlons de 1'inégalité (6.10). Comme g varie dans un compact, il

est commode de 1'affaiblir en

I CAO RN S N

Cette inégalité différentielle s'intégre en :

2| /o2 (8)+8, = /2848, | < cla-))

d'ol en particulier :
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2 2
V/sm(8)+82 2 ‘/;m(81)+82 - C(B_Bl)
et (6.15) s'en déduit aisément. g
Fin de la démonstration du théoréme 6.2.

Les valeurs propres si(e) du probléme intérieur tendent vers 1'infini
avec m. Un nombre § &tant fixé, il est possible de choisir M(S) de fagon

que, pour m 2 M(S), le second membre de (6.15) soit 2 S. Donc :
(6.16) ¥S,3 M(S) , m2M(S) > ¥ B¢ (B,,8,) si(B) 285 .

Nous utilisons maintenant la proposition 2.2

I1 existe M, tel que, pour m 2 M, on ait :

1,0 2.2
Sm(s) = B VS ¥ B € [81,82]

(c'est une conséquence de la proposition 2.2 car £ varie dans un compact).

Si maintenant nous choisissons S 2 Bgvg , m 2 Max(Ml,M(S)), et utilisons

la proposition 6.1, nous obtenons :
. 1 2 2.2
s, (8) = Min(s_(8),s_(B)) = B°Vg ¥ 8¢ [B),B,] .

Donc, pour tout £ dams [81,82], A(B) admet moins de 2m valeurs propres,

ce qui contredit (6.14) si 2m = M . ad

VI.4. L'équation des seuils

Nous montrons dans ce paragraphe que les seuils sont solutions d'un probléme
de valeurs propres généralisé. Comme nous ne saurons pas dire si les seules

solutions de ce probléme sont les seuils, il ne s'agit pas d'une caractérisation.

Le principe du Min-Max ne permet pas de détailler le cas "w(B) = B VS". Nous

ménerons donc une étude directe, inspirée de BAMBERGER-BONNET [3]. Nous posons :
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(6.17)  q(B;u,v) = a(B;u,v) - 82V§(u,V) ¥ (u,v) e V.
Utilisant la proposition (3.2), nous avons :
q(Bsu,v) = e(B;u,v) + up(B;u,v)

au] Suz 2
e(B;u,V) = A J‘ Isi—- + K - Busl dx +
Q 1 2

u u
1 2 2 2
s e fulf e ] 2o Bu|?
(6.18) 2 1 2 2
du ou ou
1 2,2
*u [ gt dx 4 p <| I b 2|2)ax
sz axl 0 Bx X,

p(Bsu,v) = 28 | (u]nl + uyn,)u, dy
T

(p(B) a &té définie en (3.10)).
Nous voyons qu'en fait q(B) est définie sur un espace plus grand que V,

& savoir 1l'espace :

Bu.
W(B> = {(ul ’uz)u3) € LIOC(Q) ’(_}_:.— = u3) € L2(Q)’ i = 1,2
(6.19) N
(ai + 33) 1% (@) Tu, e L2@) )
ox, " Ox € ’ Uz €

Suivant [3], nous dirons que u est une fonction propre généralisée pour

la valeur propre Bzvg si et seulement si le probléme :
ueW® ,u#0
(6.20)

qBsu,v) =0 ¥y eV

admet une solution.
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Nous dirons également que B est solution de 1'&quation des seuils s'il
existe une fonction propre généralisée pour 82V§. Cette définition est justi-

fige par 1le :

Théoréme 6.3

. * 0 . - . .
Les seuils Bm et Bm sont solutions de 1'&quation des seuils.

Démonstration

Nous traitons tout d'abord le cas des seuils supérieurs. Nous considérons une

suite Bn telle que

n *
8" > B
TS

P * n
Par définition de Bm’ sm(Bn) est, pour tout n, valeur propre de A(B ).
Nous notons u" un vecteur propre correspondant, que nous normalisons par la

condition ':
(6.21) W, =1
L)

(un tel choix est possible car pour une valeur propre, nous savons que
p(B;u”,u™) # 0).

Nous avons donc :
(6.22)  a(u",v) = s (BH@W V) ¥veV.
Prenons dans cette Egalité v = u™. Nous obtenons :

e(®™u,u) = (s (BM=BH V) [u)? - up(gPu®,u®)

Nous avons vu au chapitre 4 que toute valeur propre vérifie
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n n2 .2
s (B < (BT Vg
nous en déduisons, gradce & Cauchy-Schwartz :

6.23)  e®MuuM <y W2 g,
L)

Les quantité&s suivantes sont donc bornées :

Bui 8
| === - & u;] i=1,2
ox 2 3 LZ(Q)
n n
_ai + Eﬁ,
X X 2()
(6.24)
| vu3]|
312 ()
[u®| ) par hypothése.
L°()

Nous n'avons pas de résultat de convergence dans tout 1'ouvert . Nous

passerons par des résultats locaux.
Nous considérons donc un ouvert du type :
QR =Q n B(O,R) R>0.

Nous avons tout d'abord le résultat suivant, dont la démonstration est

classique (cf. [9])

Si T ¢ aQR, mes(l’) > 0, alors

(6.25) (|u3|§ + |Vu3|22 1/2
L (QR)

P 1 P -
définit sur H (Q,) une ncrme &quivalente 3 sa norme usuelle.

)

Par conséquent, la suite ug reste bornée dans HI(QR), et donc en fait,

. . 1
il existe Uy e Hloc(Q)
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1

u3-—-\u3 dans Hloc(Q) faible
u? —u dans L2 ) fort
3 3 loc ‘

Par conséquent, les suites :

n n n n
aul auZ aul + 3“2 |un| Iun|
Bxl ’ axz ’ Sx] axl ’ 1'r 2'T

restent bornées dans LZ(QR). Pour en déduire la convergence locale de u?,

ug, nous adaptons (6.25) au cas "élastique'.
Nous notons u = (u,,u,) € HI(Q )2
1772 R

5y = (B
e (Q) (Eij(u))i,j=l,2 .

Lemme 6.4

Soit QR un ouvert borné, T c QQR, mes(T') > 0 ; la quantité
-2 - 2 1/2
(T 9 + e (@] 9 ) /
L () L% (@p)

définit une norme sur H](QR), équivalente 3 la norme usuelle de HI(QR).

b

Démonstration

Grdce 2 1'in8galité de Korn, il nous suffit de vérifier 1l'existence d'une

constante C > 0, telle que :

- 1 -2 - 2

vie H (), 8], <C (le@®|°, + |8
L (@) L% (@g)

De fagon classique, nous raisonnons par 1l'absurde, en supposant l'existence

d'une suite oGP € HI(Q), telle que :

lapl 2 =1
(6.25)" L™ () .
o2 _p;2
le@|%,  + |EPp s

1
L% () P
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Il existe u ¢ HI(QR), tel que
P dams B(Ry) .
Hl/

Par continuité des traces, ﬁplr-Aﬁfr dans 2(I"), et puisque QQR est

compacte :
| +T|, dans 12(3Q) fort .
T T
Bien entendu :
P > © dans LZ(QR) fort.

Passant alors 3 la limite :

(6.26) e(@ =0

Les deux derniéres conditions entrainent U =0 (c(i) = 0 entrainent que U
est un déplacement rigide, et ﬁIT =013 =0). Ceci contredit évidemmert
= 1.

|G|

’ =
L7 ()
Suite de la démonstration du théoréme 6.4
Grace au lemme 6.4, nous avons la convergence faible dans h (QR)2 de

loc
n.n 1 P .
(ul’UZ) vers (ul,uz) € Hloc(QR). Comme précé&demment :

n n 2
(ul,uz) > (ul,uz) dans Lloc(QR) fort .
Enfin, par continuité des traces et compacité de la frontiére,

un|r > u|P dans L2(P) fort, et donc |u|r =1,
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Par ailleurs, nous déduisons de (6.24) les convergences faibles de :

Bul Bn n Bui ; 2
praiti el -5 Y3 (i=1,2) dans L°(2) faible
(6.27) : ‘
du ou du ou
1 + 2 —_ 2 + l ”" " "
sz ox axl sz
V“g—‘vu:; " " "

Nous pouvons passer & la limite dans (6.22), pour obtenir :

u e W(B)
* *2 _ 2 =
a(Bm;u,v) = Bm Vs (u,v) ¥v EEZXQ)
c'est-&-dire :
q(B;,u,v) =0 ¥vwv €£ZX§)3

cette égalité étant en fait vraie pour Vv ¢ V, par densité. De plus, u # 0,
puisque ]u]r =1,
Ceci prouve que 8; vérifie 1'@quation des seuils.
3

La démonstration pour B; est analogue. En effet, par définition de Bg,

il existe € > 0, tel que
0,0 2 .2
¥ B e ]Bm,Bm+€[ > Sm(B) <8 VS .

On comstruit la suite A" dans ]Bg,Bm+e[, et la démonstration est la méme

que pour B; (ef. [3D).
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Il semble que ce résultat ne soit pas optimal.

suggérée par au moins deux indications

Cette remarque nous est

- dans le cas du guide circulaire (cf. Chapitre 2), il est possible de

calculer les déplacements, au moins pour le cas

que dans ce cas, les d&placements

B

lorsque

u, et u,

1

tend vers le seuil, alors que la composante

et reste méme exponentiellement décroissante.

€té possible de prouver que la camposante

iy

n = 0. On peut vérifier
perdent leur caractére L2
ug reste dans

2

du champ reste dans L°.

Ceci est di a4 la condition supplémentaire div H = 0 .

Ceci nous conduit & penser que, dans notre cas, le méme résultat peut étre

. s qs 2 s s ~
vrai; c'est~3-dire que U3 € L7(R). Dans ces conditions, 1l'espace ol se trouvent

les fonctions propres généralisées serait :

ﬁ'= {(ﬁ;u3) e L

2
loc

@3, @ ¢ 2@ ;

espace qui est plus "sympathique"” que W(R).

Remarque 6.2

ug e HI(Q) }

A

L

Pour atténuer la remarque précédente, nous pouvons nous ramener 3 un espace

fixe, par le simple changement de fonction inconnue.

u =

3 = Bug .

L'espace limite est alors :

N~~~ 2
W= {(ul,u2’u3) € LlOC(Q) s (

~

ou.
1~ 2 .
_ax.l - F Uy e L) i=1,2
1
?u, Ju
=+ =212, v e12@ )
ax2 axl 3

2

Pour le probléme des fibres optiques, traité par BAMBERGER-BONNET [3], i1 a
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et le probléme limite est :

e W
(6.28)
@ = - glz- J VT, ¥R
avec
~ o~ du, 332 v v, .
q(u,v) = A fg(§§;'+ e T U3) (5;; 5%, - vy) dx
3u v 3u av
1 1 ~ 1 1 ~ 1 ~ 2 1 ~
+ 2y fQ[(gq-ju:;) (a_xl"f"3)+(a_xz"7"3) (‘5;{; 7 V3)Jdx
(6.29) ~ ~ ~ ~
Bul 8u2 avl av2
+p IQ (axz + axl) (axz axl)dx
+u fF (Elnl + Eznz);s + (;lnl + ;2n2)33 dy .

Cette formulation fait apparaitre (6.26) comme un probléme de valeurs propres

généralisé, posé sur un espace indépendant de B. : 0

o

VIT - COMPORTEMENT A HAUTE FREQUENCE DES VITESSES

mm(B)

Au chapitre 2, nous avons montré la convergence des vitesses Vm(B) = 5
vers la vitesse de 1l'onde de Rayleigh, dans le cas oi § &tait 1'extérieur d'un

disque.

Nous pensons que ce résultat est général, au moins dans le cas ol 1' ouvert
est régulier. Cette conjecture s'appuie sur des travaux de MORRISON et WILSON
[171,[23] qui se sont intéressés & la propagation 3 haute fréquence le long des
génératrices d'un cylindre. Effectuant un développement asymptotique des vitesses
(2 haute fréquence), ils ont vérifié que le premier terme de ce développement
était solution de 1'équation de Rayleigh (2.11). Leur calcul suppose 1'ouvert
de classe C2. Dans un esprit trés différent, LAGASSE [24] a envisagé le cas
d'un diédre. Un calcul par &léments finis 1'a amené 2 conclure 2 1'existence

d'ondes se propageant le long de la "ligne de créte", et dont 1'énergie est
pag g
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confinée dans un voisinage du coin. La vitesse de telles ondes, qui sont non

dispersives, serait strictement inférieure 3 la vitesse de Rayleigh.

La démonstration de ces conjectures fera 1l'objet d'un travail ultérieur.
Nous voulons donner ici des résultats partiels, c'est-a-dire que nous montrerons
que si B est assez grand, la vitesse des ondes guidées devient plus petite

que VR.

Nous distinguerons les cas ol 1'ouvert contient une partie réguliére, en un
sens 3@ préciser, et celui oli la frontiére comporte un coin. Dans le premier cas,
1'idée consiste a tronquer convenablement 1'onde de Rayleigh, alors que dans le

second, nous utiliserons les champs mis en &vidence par LAGASSE [24],[29].

VII.1 - Rappels sur les propriétés de 1'onde de Rayleigh

Nous aurons besoin, par la suite, d'un certain nombre de ces propriétés.
I1 nous a semblé commode de les rappeler, et de fixer ainsi les notationms.

Nous suivons 1'exposition de JOLY [12].
Nous considérons dans 'RZ le demi-plan :
RZ = {(x,,x,) 0}
. XyrXq) 5 Xy >

et nous nous intéressons au probléme de 1'élastodynamique en 2 dimensions. Nous

cherchons des champs :

~ i(sz-UJt) ~ _
u(xz,x3,t) = u(x3) e , us= (uz,u3) .

Ici encore, nous cherchons des ondes guidées par la surface, c'est-i-dire dont

1'amplitude est concentrée au voisinage du bord :
~ 1 2
ue H@®R) ..

Bien évidemment, il s'agit encore d'un probléme de valeurs propres pour la

forme bilinéaire a(R) :
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© du
3BED = A [ |2+ buyl? axy 2uj <|d3|2 + 82]u, | Pyax
0o 3
(7.1) o du
2 2
+ U f l——3 + Bu3l dx3
7.2) 3,89 =@  ¥TeH®) .

On montre que ce probléme admet une unique valeur propre mR(B) = VR B

ol V¥_ est la racine de 1'@quation de Rayleigh :

R
2 2 2
@ -2 -4 - 2 o S EH12
V2 V2 V2
S S P

comprise entre 0 et VS'

o Nous notons uR la fonction propre correspondante, normalisée par
/ p[uRI2 dx, = 1, dont 1'expression est (cf. JOLY [12])

0

2

-Bax v -Ba.X
uR(x)='C VEB (e 1’:‘}-r(—-}}——l)e 83)
273 2 2
ZVS
(7.3)
2
v -Bo.,X -Bo..X
R P S
By = vF (1 -Re T3 53
3Y3 3 2
yAY
S
C2 et C3 désigﬁlnt des constantes indépendantes de B, et :
2 2
A 2oy -k
P 2 S *
Vp Vs

Avec la normalisation que nous avons choisie :

(1.4 E@,u800 = 8% V2
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VII.2 - Cas d'un ouvert régulier . v

Nous supposerons que l'ouvert  contient une partie QO de la forme :
(7.5) 8y = {(x,x) x| <a x, > £(x))}
a é&tant un réel positif donné, et f une fonction :

£fecl(C-a,al) , £(0) = £'(0) =0 .

A QCZ

-----4p

NN

Cette hypothése exclut la situation suivante :

AT
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mais cette restriction peut &tre levée, en tronquant les fonctions dans la
direction Xy puisque pour R grand, l'onde de Rayleigh se concentre au

voisinage de la surface.

Nous gardons donc 1'hypothése (7.5).

Nous nous restreignons & des champs de forme particulié&re : soit

¢ € Hé(—a,a) fixée. Nous considéronms :
(7.6)  ulx;,x,) = 6(x;) (0,ub(x -f(x,)),ubx,~£(x,)))
' 1°%2 17 HEaup Xy mh X)) ugdx,y=ix)
Donnons tout d'abord 1'expression de a(B;u,u) pour un tel champ.

Lemme 7.1

Pour u domné par (7.6), ¢ ¢ Hé(-a,a) :

a a
au,0) = 823/ Jolfaxp + () [o'|? axp
-a -a
a 2 2 au®
(7.7) () elT £ Tax)) ||
- a2

4 R duR
-2f ] OlxO" (xDE G Nu . T (x4)dx, dx,
R -a 3

Démonstration

C'est un simple calcul. Remplagant u par 1l'expression (7.6) dans (3.7),
il vient :

R

2 99 g2
a(Bsu,u) = A fQ |6 (x;) | la?z- + Buy|® (x,mf(x)))dx,dx,
0 .
2 @50 4 g
+ 2y fQ LICIN [l'&;z"i + B Jug]®] (ey-£(x)))dx, dx,
0
R
du
2 ,%Y3 R,2
+u IQ [o(x,) ] |E§;'+ Bu,| ™ (xy-f(x)))dx dx,

0
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9 R 2
g I 00 Gyt dxyaxy

3 R 2
+ U IQO |§§T (¢(xl)u3(x2—f(xl))| dx dx, .

Developpons 1'avant-dernidre intégrale, par exemple.
PP g P

L}
L]

Ig%; [¢(x1)ul§(x2-f(xl))]|2

6" ey (ymE (x))) = G DE" (1)) (up) ' (xy=£(x,)) |

2

n

o7 x| fup et 2+ Jot |2 2 e |2 6y eyt )|
tet R,,. R
- 2066 £") ()0 (W) 'WE I GmE (x))

Nous effectuons ensuite dans chacune des intégrales le changement de

variables (XI’XZ) > (xl,xz-f(xl)), et utilisons le théoréme de Fubini.

a
On reconnait en factéur de [ |¢|

32V§ » en vertu de (7.4). -a

2 la quantité z(s;uR,uR), qui vaut

a
De méme, [uR!Z, qui vaut 1, est en facteur de | |¢'|2 .
-a

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le :

Théoréme 7.1

Soit Vm(B) = wm(B)/B la vitesse de propagation du m-&me mode.

lim sup Vm(s) <V

B0

R

Démonstration

Nous devons démontrer que, pour ¢ > 0 fixé,
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puisque, pour R 2 B;, sp(B) = wm(B)Z. Nous utiliserons pour cela la caracté-

risation (4.4) de sm(B) comme Min-Max.

sm(B) = Inf Sup fﬁﬁiﬁ%ﬁl .
V_cv veV |v]
m m

dim V. =m v#0
m

Nous nous restreindrons 3 des champs de la forme (7.6), et c'est donc par

l'intermédiaire de ¢ que nous définissons 1'espace Vm’

Nous pouvons jouer sur deux paramétres : a, que nous choisissons aussi petit

que possible, et B qui doit tendre vers 1l'infini.
Nous nous donnons maintenant m fonctions (¢l,...,¢m) € Hé(-a,a), et notons :
¢m(a) = vect (¢l,...,¢m) .
Puis nous notons. Vm(a) 1'espace :
Vm(a) = {u définis par (7.6), ¢ ¢ ¢m(a)} .

Pour calculer le quotient de Rayleigh associé a un élément de Vm(a),

nous utilisons le lemme 7.1 et le fait que

jul = |¢|
LZ(QO) Lz(-a,a)

. R P - c . . o
puisque u a €té choisie normalis€e. Nous majorons la derniére intégrale par

Cauchy-Schwartz, et il vient :

R
a(Biu,u) < V2 + 1 . 1 du 2 . 2
I N — q(a;d,¢)x— |_| sup If (x )l
|u|2 kg’ g2 3 L’ @®") |x]|sa :
R
+ 2 % Q(a;¢,¢)l/2 x %-[%%—I sup |f'(x])l .

3 L20R+) % |<a
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Nous posons :
a 12
Iy 1et]” ax,

a 2
La | ¢ | dx,

q(as¢,¢) =

2

q(as;¢,¢) est la forme bilin&aire qui correspond a l'opérateur - > Sur
1 1
HO(-a,a).

Remarquons que 1l'on peut écrire :

R
(7.8) 28w 2l g9,/ 4 LSy sup  |£'(x))] 72
2 y2 R B B %y 5 o |x, |<a :
B“ |u] 12®,) x|
Pour alléger les notations, posons :
1/2
Q@ = sup  ala;0,0)!’
¢e¢m(a)
(7.9)
n(a) = sup  |[£'(x))] .
|x,|<a
Puisque nous supposons £'(0) = 0, nous avons
lim n(a) = 0 .
a0
(7.8) donne donc :
. ) . 9
sup - 2B cvRarlo@ ¢ 1, @)
ueV (a) B lu| 3L°R,)

et par conséquent :

R
(7100 W28 = Vg +[5 Q) + 5 |3 n(@1? .

31®R)
Nous utilisons maintenant les propriétés de 1l'onde de Rayleigh, c'est-a-dire
(7.3).

Il existe C > 0, tel que :
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R
——g“ ) <CB
*3 LR,
de sorte que
2 2 1 2

Va(B)T = Y+ Cg Q(a) + Cn(a))

€ étant domé nous fixons ay > 0 tel que :
1
C n(a) < waE Vac<a,

Nous avons alors

..

VR4 G Qlag) + g

IA

2
(7.11) v, (8

Nous choisissons ensuite gm(e) de fagon que :

1

B2 B e) » 5 Q@ =5 &
Par conséquent
BB () >V (B Vs 4 D

Remarque 7.1

Ce résultat fournit bien évidemment une nouvelle démonstration de la

proposition 5.1.

VII.3 - Cas d'un ouvert contenant un coin

Nous voulons montrer dans ce paragraphe qu'il ne sera pas possible, en
général, d'améliorer le résultat précédent, c'est-id~dire que 1'inégalité du

théoréme 7.1 peut &tre stricte.

Nous nous basons pour cela sur des calculs effectués par LAGASSE ([24],[29])
qui mettent en évidence l'existence d'une onde guidée par le coin d'un di&dre
(pourvu que l'angle de celui-ci soit suffisamment aigu), et dont la vitesse est

-

strictement inférieure & la vitesse de Rayleigh.
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Les calculs de LAGASSE sont évidemment effectués sur un domaine borné,
mais le caractére guidé de 1'onde est clair, de méme que sa décroissance rapide
vers l'intérieur du diddre. Par ailleurs, un argument physique simple montre
qu'une onde se propageant dans un di2dre infini doit &tre non dispersive,

puisque celui-ci ne poss&de pas de longueur caractéristique.

Enfin, comme nous l'avons noté, la propagation n'est possible que si

l'angle du diddre est inférieur 3 un angle critique, soit ;- Il semble que

6, = 90°, mais nous n'avons pas d'argument pour le justifier.

Fixons les notations- pour décrire le champ construit par LAGASSE, et nous

nous plagons dans le cas B = 1.

O

Nous notons DL le diédre de sommet 0, d'angle 8, et

D, =D n B(O,R)

~

DL contient le domaine du calcul numérique.

Nous notons également a; et éL les formes bilinéaires définies comme

-

en 3.4 sur H](DL)3 et sur VL respectivement, ou

{7 = {u e I(T\
L 19 < o
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-~

LAGASSE a construit une fonction ﬁL, telle que si Al est la premiére

valeur propre du probléme posé sur ﬁL :

40,88
1 - . |2
|4, |

(c'est une conséquence du principe du Min-Max et de ce que 1'espace d'approxi-

mation utilisé est un espace d'éléments finis conformes).

Le résultat établi est essentiellement :

a0
_T,i_l-'[—z—_ < VR .

Comme la fonction ﬁL est nulle sur aﬁL n {|x|=R}, son prolongement par O,
soit u;, est dans HI(DL), de sorte que si nous notons :

,_ mupu) G068

VL

2
lug | o |

alors VL < VR.

D'autre part, par construction, supp u, < B(0,R).

L

Nous considérons maintenant le cas ol la frontire T posséde un coin :

Nous notons £ sa "longueur" .
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Nous avons alors le :

Théoréme 7.2

Sous 1'hypothése 6 < 61, alors

lim sup VI(B) < VR .

Démonstration

Introduisons 1'opérateur I

B :

IB u(x) = u(Bx)

et considérons la fonction ug = IB u prolongée par 0 & 1l'extérieur du

diédre.
Pour B assez grand, nous aurons supp uB c B(0,%) et donc uB € HI(Q).

I1 est immédiat de vérifier que :

de sorte que

1 a(B’uB’UB) _ a-L(l ’uL’uL) 2

2

= V < ¥

2 2 2 L R °
8" |8l Ll

|u

Donc, toujours par le principe de Min-Max : si R est assez grand, nous avons :

2
wy (B)
) ~ 22 2
7 = V(BT sV <V
B
d'ol : iim sup VI(B) < VL < Vg

R0

3
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Remarques
. I1 semble que 61 = % .

. LAGASSE et al. [29] ont également étudié les modes supérieurs , pour
lesquels il semble que la propagation ne soit possible qu'au dessous

d'un angle em, tel que

La démonstration précédente pourrait se généraliser. 0

CONCLUSION

Nous avons décrit dans ce travail un modéle de propagation d'ondes de
surface élastiques & 1'extérieur d'une cavité cylindrique de sectiom arbitraire.
Nous avons montré 1'existence d'une famille de tels modes. Nous savons que
deux d'entre eux possédent un nombre d'onde de coupure nul, alors que chacun des
autres modes ne se propage qu'au deld d'un nombre d'onde minimal, que nous )
appelons le seuil. Nous savons enfin que pour chaque nombre d'oﬁde, seul un

nombre fini de modes peut se propager.

Cette &tude &tait un premier pas en vue de la description des phénoménes
d'onde de surface. Nous envisageons des prolongements dans différentes direc-

tions :

- Tout d'abord, nous désirons compléter 1'&tude & haute fréquence Ebauchée
au chapitre 7. Nous cherchons 3 confirmer les calculs de MORISSON [17],[23] dans
le cas d'un ouvert régulier, d'une part, de LAGASSE [24] dans le cas d'un coin
d'autre part. Citons &galement des travaux dus 3 KELLER-KARAL [27] et
ROSENFELD-KELLER [28] permettant d'obtenir un développement asymptotique &
haute fréquence. Il nous semble que 1'approche rigoureuse de ce probléme passe
par une représentation intégrale des modes guidés. Une telle représentation
fournit en outre une méthode numérique pour le calcul de ces modes, s'ingpirant de

celle suivie par ZIANI et DEVYS [29] pour une fibre optique.
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~ Nous nous intéressons ensuite i des guides d'ondes plus généraux. Un
cas particuliérement important en vue des applications est celui des guides
topographiques, utilisés dans la fabrication des lignes 2 retard (cf. LAGASSE
and al. [30]).

Un exemple simple est présent& sur la figure ci-dessous :

'///////////}////////

La principale difficulté de ce probléme vient de ce que c'est "une per-

turbation du demi-espace"”, tandis que le cas que nous avons étudié &tait "une

perturbation de 1'espace entier". En particulier, la vitesse V joue le rdle

R
de VS dans notre étude, et il n'apparait pas évident de la faire intervenir

dans 1'expression de la forme bilinéaire. DERMENJIAN et GUILLOT [32] ont é&tudié
la diffraction d'ondes €lastiques dans un demi espace perturbé quand la pertur-
bation est & support compact. Ils ont donné des propriétés des valeurs propres
sans toutefois s'intéresser & leur existence effective. Le cas que nous envi-
sageons n'est plus une perturbation compacte, et il faudrait &tendre et préciser

ces résultats.

~ Enfin, une généralisation réside dans 1'&tude de matériaux anisotropes,
ou transversalement isotropes. Ce probléme semble plus difficile. La propaga-
tion d'une onde de Rayleigh dans un demi espace transversalement isotrope, dans
. .

un plan paralléle & la surface libre, a été &étudié par GUILLOT [33].

I1 nous semble que le cas le plus simple est celui d'un milieu isotrope
dans un plan perpendiculaire aux génératrices du cylindre. Ce serait un premier

Pas pour l'étude des phénoménes piezo-&lectriques (cf. AULD [26]).
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