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Résume:

La généralisation de termes est la notion duale de 1'unification. Contrairement a 1'unification,
elle a été tres peu étudiée, essentiellement par [Reynolds 70], [Plotkin 70]et [Huet 76] , et
uniquement sur les termes sans théor ie équationnelle. La généralisation de termes trouve des
applications dans la compilation de systémes de régles de réécriture, dans 1'induction et
1'apprentissage automatique [Pottier 89]. .

On étudie ici 1a généralisation de termes dans une théorie équationnelle, d'abord dans le cas
général, puis dans les deux cas de la théorie triviale et des théories Associatives—
Commutatives, ou on propose des systémes de régles d'inférence rendant la généralisation
effective (cf [Boudet + Contejean 88] pour un travail similaire sur 1'unification AC) . On
détaille ensuite le cas Associatif-Commutatif, pour y donner trois algorithmes de
généralisation , dont deux s'appliquent & des cas particuliers, améliorant le systeme

d'inférence de généralisation.

Abstract:

Terms generalization is the dual notion of terms unification. Few authors have studied it,
principally [Reynolds 70], [Plotkin 70]et [Huet 761 , and only in the case of terms without
equationnal theory. Terms generalization applies to compilation of terms rewriting systems,
and to automatic induction and learning [Pottier 89).

We study here generalization of terms in equationnal theory, first in general case, and next in
the two cases of trivial theory and of Associative-Commutative theories, where we propose
two systems of inference rules which mecanize generalization (cf [Boudet + Contejean 88] for
a similar work on AC unification). Finally we study in details the AC case, with three

generalization algorithms (two applies to particular cases), which optimize the generalization
system.



A. INTRODUCTION.

. Notations. ﬂéIjndjgn&

T(F,¥), 'algébre des termes sur F un ensemble gradué de fonctions au plus dénombrable (la
graduation est donnée par 1'arité), et ¥ un ensemble infini dénombrable de variables.

On utilisera les notations et définitions classiques [Huet 8Q], avec quelques précisions:
Une subtitution o est notée {[X1>t1].....[Xn>tp]}.

Son support , qui est fini, est Sup(o) = {XeV tel que X=X} Elle est plate si les t; sont des
variables, et c’est un penommage si elle est bijective.

On dit que o est un renommage sur un terme t si sa restriction a Yar(t) est injective et &
valeurs dans V.

La taille d'un terme est le nombre (avec répétitions éventuelles) de fonctions qui y
apparaissent. On la note Itl. On a latl > It , avec égalité si g est plate.

2 @: 2 ]. !. ! ! l !I . .
’ !o ]] .
2 ] Dl[- -!- . ( —I <)

Les substitutions définissent un préordre sur T par

t<t' <= 30 ,0t=t.

On dit alors que t est "plus général” que t'.

Ce préordre induit un ordre < partiel sur T = T/R ou R est la relation d'équivalence sur T
définie par t R t' ssi t>t' et t<t'. T est appelé 1'ensemble des termes quotients. |1 n'est autre
que 1'ensemble des classes d'équivalence de termes égaux a un renommage des variables pres.
Les é1éments de T sont notés T. Un renommage est plat donc on peut définir la taille d'un terme
quotient , par 1ti=Itl.

2.2, Définition: (renE(T), <g):
Soit maintenant E une théorie équationnelle sur T , i.e. un ensemble d'équations entre termes.
E définit une congruence sur T, notée ~f. Les classes de ~f sont notées E(t), leur ensemble

E(T) (= T/=g). Les subtitutions donnent un préordre <g défini par

tgt < 30, ot=gt,

Ce préordre définit un ordre partiel <g sur T/Rg, o0 t Rp t' <= tgpt et 12t




On note renE(t) laclasse de t modulo R, et renE(T) T'ensemble quotient T/Rg.

Remarquons que si E est vide , alors renE(T) = T, et leurs ordres se confondent.

2.3.. Définition: généralisations principales,

On appelle généralisation principale de renk(t) et renE(t") tout minorant commun a ces deux
termes, maximal parmi ces minorants communs.

L'ensemble des généralisations principales de renE(t) et renE(t') est noté renE(t) ArenE(t’)

Par abus de langage, sirenE(t) € renE(t])ArenE(t2), t seraappelé aussi généralisation
principale de ty et t2.

Le but de 1a généralisation est ici 1'étude de renE(t) ArenE(t'). C'est le probléme dual de
l'unification dans une théorie équationnells, qui consiste a déterminer les majorants
minimaux de deux termes de rent(T).



B. CAS E = &: GENERALISATION DANS T.

Si E est vide, alors renE(T) = T, et leurs ordres se confondent.
On rappslle (et on en redémontre certains) quelques résultats de [Huet 76] et [Huet 80].

(i) Les minorants de t sont en nombre fini, et calculables (< est donc bien fondé).

(i1) Deux é1éments t et t' de T ont une unique généralisation principale, notée TAT"
(iii) Soitc =a A b, et u €0cc(c) alors Cju= Ay Abjy.-
(iv) Deux termes de T ayant un majorant commun admettent une borne supérieure (qui

correspond a un unificateur principal).

Preuve:

(i) par récurrence sur II:
si I11=0, teY donc t n‘a que lui-méme comme minorant.

sinon t = faj - fa; dénote f(ay ,...,ap) fétant d'aritén -
les minorants de t'sont soit X —i.e. V - soit des termes de 1a forme Tb;, avec Vi, bi<a;

Lemme :

soient f d'arité n, (1;) n termes quotients,
alors {fb tel que Vi bj = tj} est fini.

Preuve du lsmme:
On abj=tj <= bj = rjtj, rj renommage sur t;. On peut choisir les t; disjoints (i.e.
sans variables communes) . On peut alors définir r telle que Vi rtj=ritjetonafb; =
r_ftT Seule la classe de rftj importe donc on peut choisir r a valeurs dans un sous-
ensemble fixe de V. De méme on peut choisir les variables des t; dans un sous-
ensemble fini de Y. 11 n'y a alors )
qu'un nombre fini de choix pour r, donc leé fﬁsont en nbmbre fini, CQFD.
On a lajl<Itl donc, par hypothése de récurrence, les minorants des aj sont en nombre fini.
Or Vi bj<aj donc les n-uplets (b q ,...,.by) sont en nombre fini, d'ot , d'aprés le lemmel, le
nombre fini des fbj.

La calculabilité de ces minorants découle clairement de cette preuve.



(ii) et (ii1):
On peut en trouver la preuve dans [Huet 76]. L'existence de la généralisation principale
de deux termes, ainsi que sa contruction sont apparues dans [Reynolds 70] et [Plotkin

70).
Yoici une définition constructive d'un terme t = g(ty, tp) vérifiant 1= 1) A 15 tirée de

[Huet 80]:
On se donne une bijection ¢ entre T x T et ¥ (tous deux infinis dénombrables):
- sitje Youty € Youty etty n'ont pas méme racine, g(ty,t2) = ¢(ty,t0).
- sity = faj, tp = Tbj, alors t = fc;, o Vi, ¢j = glaj,bj).
La définition constructive de 1a génératisation principale donne un algorithme , en
calculant ¢ par une liste d'instanciation des variables introduites incrémentale et globale.
Cet algorithme est linéaire en la somme des tailles des termes de départ.

(iv)
Comme < est bien fondé, 1'ensemble des majorants de t et t', qui est non vide, a au moins
un é1ément minimal (Zorn). 11 est unique et minore tous les majorants de T et U puisque
deux termes ont toujours une borne inférieure (ii). C'est donc 1a borne supérieure de t et

t.

Nous reprenons maintenant, et 1'étendons, une idée proposée par J.P.Jouannaud

[Jouannaud 88]. Elle consiste a voir la généralisation de termes comme 1'utilisation de régles
d'inférences, en s'inspirant de ce qui a été fait similairement pour le filtrage et 1'unification,

AC ou non [Boudet + Contejean 88].

Les deux problémes de la généralisation en théorie triviale et en théorie AC seront envisagés
sous cet angle.

2. Définiti

Un probléme de généralisation G | S est constitué d'un terme G, et d'une suite d'équations S de la

forme u =, v, ou x est une variable de 6, qui représente une généralisation provisoire de u et v.

3. Le systéme d'inférence de qgénéralisation SG

Calculer la généralisation principale de deux termes u et v consiste a partir du probléme
xlu=y,veta appliquer les régles d'inférences suivantes (ol x,y,z sont des variables, u,v,

des termes, f une fonction n-aire):



Glfuy..Uup=x TV1..Vy, S
{Ix->fz..zn]} 6l Uy =21 Vi, sUn=2nVp, S

RG:

ou Tes z;j sont des nouvelles variables toutes distinctes.

Glu=xv,u=yv,S
{[x->yl}6lu=yv,$S

RG2:

On notera G| S => G'| S' 1e passage d'un probléme de généralisation a un autre par 1'une de ces

régles.

4. Définiti

Une solution de G | S est un triplet de substitutions (t,0,0) tel que pour toute équation u =, v de S,

ohaotx=uetptx=v.

X est donc une généralisation, pas forcément principale, de u et v.

S. lemme ;

Soient G}S = G'|S".

()6<@G.

(i1) Si (t,0,0) et (T’, o', @') sont des solutions respectives de ces problémes,

alors g16=0't'G'etptG=9g'1T'G".

(i11) Pour toute (t,0,0) solutionde G| S , il existe (t', 0°, p') solution de G' | §', telle que TG<T'G'.

Preuve:

(i) est clair,

Deux cas se présentent, selon la régle utilisée.

Régle RG :
(ii) Ona 6’ = {[x —» fzy...z3]} 6. Par hypothése, ona Vi, o't j= uj, et 0Tx =
fuy...up, donc il est clair que 016 = g’ T'G'. La deuxiéme assertion est similaire.
(i1i) ona otx = fuy..u,, 6 TX = fvy...v,, donc
soit tx est unevariabley,etalors T = 1, 0'=0 U {[z; = u;].....[2, = up 1},
o=oU{[z) > v1]....[zn = vy} conviennent,
soit Tx = fwy..wy, et U = T U {[2) > w;],...[2n > wp]}, 0" = 0, @' = p conviennent.

Reégle RG:
(i1) est immédiate.
(ii1) N suffitdeprendre T’ =1 ,0' =0, 0 = p.

Cnh aalors le



. Théorame:

Par le systéme SG, le probléme x | u = v a une unique forme normale G | S (& un renommage de G

prés), et G est la généralisation principale de U et V.

Preuve:
Par (i) et (ii) du lemme précédent, les réécritures de x | u = , v par S6 donnent une

suite strictement croissante de généralisations de u et v. Comme ces généralisations
sont en nombre fini (cf B.1.(i)), cette suite est finie. Soit 6 | S une forme normale de x |
u = x v. Soit Gen la généralisation principale de U et v, avec 6Gen = u, pGen = v.
Considérons la solution ({[x — Gen], o, o) de x | u =y v. Par itération le long des
applications des régles de SG du (iii) du lemme précédent, on obtient donc Gen < TG, ou
T est un renommage (pour toute solution (t, 0, p)de G|S, T est un renommage, car
sinon on peut clairement appliquer une des deux régles Ry ou R2). Or G < Gen, donc G =

Gen , et G est donc la généralisation principale de U et v .CQFD.

Calculer la généralisation principale de deux termes guotients U et v revient a calculer une

forme normale quelconque du probléme x | u = , v par le systéme SG.

8. Comparaison avec la méthode de G.Huet (cf 1. preuve):

La régle RG; fait en fait le travail de 1a bijection de Tx T dans V de Huet, mais elle fait plus:

elle permet de factoriser la généralisation de couples de sous-termes apparaissant plusieurs
fois dans les deux termes de départ aux mémes occurrences. La généralisation par SG sera
donc plus rapide si les termes & généraliser ont des sous—-termes répétés aux mémes
occurrences. Elle pourra en revanche étre plus lente sinon, la bijection de Huet évitant
parfois de conserver de.-nombreuses variables avec les mémes instanciations, méme si la
méthode de Huet est un cas particulier d'application de SG avec un contrdle des régles
favorisant la régle RG,. Une implémentation de SG devrait permettre de trancher.



C. CAS GENERAL, THEORIES A CLASSES
FINIES, THEORIES ALGEBRIQUES.

(i) E(t) = EQ@t) out=1 => renE(t) = renk(t)
(ii) E(1) est finie = les minorants de renE(t) sont en nombre fini,
renE(t) contient 1, et est formée de 1a réunion d'un nombre fini de classes T,

Preuve:
(1) E(U=E(t') <= t=pt' = otapot'>pt'~ft, o étant la subtitution identité
=>renE(t)=renk(t).
t=1 =3p renommage , pt=t' =pt=¢t’ =>renE(t)=renE(t").
(i1) renE(t)<renE(t) <= 30, ot'~pt <=>30,t", ot'=t"€E(1). Pour t"€E(t) fixé lest” tels que
30, ot'=t" sont en nombre fini (2. Proposition B.1.(i)). Or T = ' = renE(t) = renE(t),
donc les classes renE(t') de tels t' sont aussi en nombre fini. Or E(1) est finie , et le
résultat est obtenu.
(i) prouve que renE(t) contient 1.
t'erenE(t) = 30, t", ot'=t"€E(t). Fixons t". Les t" sont alors en nombre fini (Proposition
B.1.(i)). Comme les t* le sont aussi, les t' sont donc en nombre fini. Comme de plus
t'erenE(t) =renE(t) = rent(t') D t', renE(t) est donc réunion d'un nombre fini de classes
t.

o Théori 3 ¢l fini
Une théorie E est dite "a classe finies "si les classes d'équivalence E(t) sont toutes finies.

21 p ition:

Supposons E & classes finies . Alors renE(t) A renE(t’) est fini et non vide.

Preuve: grace a 1a proposition 1.(ii) i1 suffit de constater que renE(X) est 1'é1ément minimal
de renk(T).

Lorsque E est a classes finies énumérables, on sait tester 1'ordre <g, donc on dispose d'un
algorithme trivial de détermination des généralisations principales, par énumération des
minorants . Mais cet algorithme est de complexité rédhibitoire, par exemple lorque les
classes de E sont de cardinal exponentiel en la taille de leurs éléments (cas des théories

Associatives-Commutatives). En D. on propose trois algorithmes efficaces de calcul des



généralisations principales dans le cas Associatif—-Commutatif, et un systdme d'inférence
réalisant 1a généralisation de termes en théorie AC.

3. Théories algébrigues,

E est constituée par des axiomes de commutativité et/ou d'associativité et/ou d'élément
neutre et/ou d'idempotence de certaines fonctions de F. L'idempotence ou 1'élément neutre
rendent les classes infinies.

On a alors la difficulté suivante:

3 1. Théoréme:;

Soient F = {f,g,a,b}, a,b constantes, f et g binaires, et E= {(f(X,X)=X),(g(X,X)=X)}.
Alors i1 existe deux termes de renE(T) ayant une infinité de généralisations principales.

Preuve:
Soient t=f(a,b), t'=g(a,b), X et Y des variables de v,
ty=f(g(a,x) g(Y,b))
to=g(f(a,Y),f(X,b))
soient s la substitution {[X—a],[Y—>b]} et s'={[X—>b],[Y—a]}
soit gg=t2
et pour n21, gn= gty f(ty,0n-1))
alors pour tout n>1, sgn= t, et s'gy=~ t' (donc renE(gy) est un minorant de renE(t) et
renE(t)).
Sinzm, il estclair que renE(gy) et renE(gy,) sont incomparables par < et renk(gy,) est
maximal parmi les minorants de renE(t) et renE(t") (car si on substitue X par autre
chose que a dans gy, les simplifications conduisant & t ne peuvent avoir lieu).
En résumé les renE(g,), n>1 forment une infinité de généralisations principales de
rent(t) et renk(t").

Une conséquence de ceci est qu'il peut y avoir une infinité de généralisations principales de

deux formules booléennes (si on écarte la distributivité des connecteurs logiques).



D. GENERALISATION ASSOCIATIYE-
COMMUTATIVE.

On propose un systéme de régles d'inférence (du type du systéme SG de B.) rendant effective
la généralisation AC.

Puis , aprés une étude des termes AC et du filtrage de ces termes, on propose trois
algorithmes de généralisation complétant ce systéme d'inférence:

- le premier est 1'algorithme général déterminant les généralisations principales de

deux termes, ou d'un nombre fini de termes.

- le second est plus rapide , mais se limite a chercher les généralisations maximales

parmi les généralisations linéaires de deux termes (resp. d'un nombre fini de ter mes).

- le troisiéme traite le cas des termes de la forme f(x1,...,xp), ou f est associative
commutative, et les x; sont des variables. i1 provient d'une étude qu'on méne des
semi-groupes de (IN*, +), ou on propose quelques résultats sur le test d'appartenance a
de tels semi-groupes. '

Les algorithmes proposés ont été écrits en Le_Lisp sur Macintosh SE et sur le Gould de
I'INRIA Sophia Antipolis. Le systéme d'inférence n'a pas encore été implémenté. En annexe on
donne des exemples d'éxécutions (les temps sont ceux de Le_Lisp compilé par le compilateur
Complice sur le Gould de 1'INRIA Sohh'ia Antipolis) ﬁxontrant I'efficacité et les limites des

trois algorithmes décrits.



P

1, Préliminaires;

On étudie ici les termes Associatifs—Commutatifs, leur filtrage, et on donne des propriétés
limitatives sur leurs généralisations. Ce qui concerne le filtrage AC et les limitations sur la
généralisation AC peut 8tre sauté en premiére lecture.

La théorie équationnelle E qu'on considére est donc constituée des axiomes de commutativité

et d'associativité de certaines fonctions binaires de F (dites "fonctions AC*, dont 'ensemble
est noté Fae). Les classes E(1) sont alors finies, bien qu'ayant de nombreux éléments. Par

exemple , si fest AC, Taclasse E(f(ay, f(ap, ..., f(a,_1, ay)..)) @ (%Q:%. éléments. Les
n-1)!

résultats de C.2. sur les théories a classes finies s'appliquent donc ici, en particulier deux
termes de renE(T) ont un nombre fini non nul de généralisations principales. On a quelques
propriétés spécifiques:

L1 P 18

a. renE(t) est la réunion des " ol t' parcourt E(1).
b.renE(t) est 1a réunion des E(t') ou t' parcourt T
c.t' € renE(t) <= 3 p renommage sur t' tel que ot' € E(t).

d. les termes de renE(t) ont tous 1a méme taille.

1.2. Notations,

La congruence engendrée par E est ici notée sqa: 1t aqs t <= E(1) = E(L).
Le préordre <g est noté <ac: t <ao t' <= 30, Ot =y 1.
Une substitution est représentée par un ensemble de substitutions élémentairés ([x > a] ol x
est une variable et a est un terme AC).
Deux termes t et t' tels que renE(t) = renE(t’) sont dits "équivalents modulo AC et
renommage”: |

renE(t) = renE(t') <= t <q t' et t' <40 t <= 3 0 renommage, pt ~yg t'.

Une classe E(t) est appelée "terme AC".

En considérant les fonctions AC comme des fonctions & nombre variable d'arguments
(supérieur & 2), sans ordre sur les arguments, on représente généralement un terme AC par
une forme canonique [Hullot 80], [Le Chenadec 83 ]qui permet de décider =4c. Celaconsiste @
“applatir" un terme de racine AC (ses arguments n'ont alors plus la méme racine que le terme:
ainsi f(a,f(b,c)) donne (a,b,c)), & ordonner ses arguments mis eux aussi sous forme canonique
(par un ordre total sur les collections - ou multi-ensembles - ), puis a regrouper les




arguments égaux. Par exemple , si f est AC et g non AC, et si t = f(g(a,b) ,f(f(b,a) b)), E(t) est

représenté par la forme canonique de t: f(a',b2,g(a,b) }).
On notera alors un terme AC de racine f AC par f al ul  anun, oy par fa4 , les aj sont des

termes AC différents deux a deux, les u; des entiers naturels non nuls , a le vecteur (ay ,...,ap)

et u le vecteur (uq,...,up). Par extension, le terme falUl ... anU" ou tous les uj sont nuls

sauf uk qui est égal @ 1, dénote alors le terme ak.

1.3, Filtrage AC,

Le probléme du filtrage AC est de trouver , étant donnés deux termes t et t', une ou les
substitutions o telles que ot =4, t' (une suffit si on veut simplement tester t <4c 1').
Différents algorithmes existent, qui ont commun d'utiliser les formes canoniques AC et la
résolution d'équations diophantiennes linéaires (par exemple [Hullot 80], [Le Chenadec 83]. On
en propose un similaire, avec une amélioration nouvelle qui utilise une condition nécessaire au
filtrage portant sur 1'appartenance a un semi-groupe de (IN*,+), notion développée par la suite
pour la généralisation AC au §5.

a. Définition:

Les substitutions 01,..., On sont "ac-compatibles “ ssi V X€ Y, 01(X) =q0 ... =55 0p(X).

b. Propositions:
Soient E(t) = fa! et E(') = fbY deux termes AC, 0l f est AC, u = (Uq,....Up), etV = (vq,...vq):

bl.

t <o t
<=ilexiste L =(\ij) une matrice de Mq p(IN), sans colonne nulle, et il existed ,...,.0p des
substitutions ac-compatibles, vérifiant:

-~ Lu=v

- Vi, 0jaj 2ae TDIATT | bghdi

Preuve: dans [Hullot 80]

On peut ici remarquer que si aj n'est pas une variable, alors on doit avoir Zj )\]-,- = 1, et ainsi
si \gj = 1, by etaj ont méme racine. Ce qui permet de limiter 1e nombre des matrices L
candidates, parmi celles qui n‘ont pas de colonne nulle, et qui vérifient Lu = v.
b2.Corollaire:



si t est lingaire (i.e. chague variable de t n'a qu'une seule occurrence) :

t o

<=ilexiste L =(Xij) une matrice de Mg p(IN), sans colonne nulle vérifiant:
- Lu=v

~ Vi, 8) <a TDINTT .. bghdi

Dans ce cas , 1'ac-compatibilité des substitutions de b1. est triviale.

c. Condition nécessaire:
Avec les notations précédentes, il est immédiat que:

t<ac t' = Vj, v appartient au semi-groupe de (IN*,+) engendré par les uy,...,Up.

L'utilisation de cette condition nécessaire constitue 1'originalité de notre algorithme, et son

test efficace est décrit au §S.

d. Algorithme:

On utilise 4 fonctions, qui ont les caractéristiques suivantes:
- MATRICES(a,u,b,v) : donne toutes les matrices L = (\jj) sans colonne nulle vérifiant Lu=v

et siaj € V, il existe un unique k tel que Aj = 1, et by et aj ont méme racine.

- FILTRE(t,') : donne toutes les subtitutions o telles que ot aac t'

- FILTREL((1, '), ..., (t,, ') : donne toutes les substitutions o vérifiant pour tout i, ot; =ge
t.

~ TEST (u,v) : teste quelques conditions nécessaires a 'existence d'une matrice L sans colonne
nulle telle que Lu = v (qui sont données au §5, et qui comprennent la condition nécessaire c.
précédente) |

La fonction MATRICE est réalisée par un algorithme proche de celui qu‘on exposera au §5
(décision de 1'ordre < sur les partitions d'entiers).
Les algorithmes de FILTRE et FILTREL sont les suivants:



FILTRE(t,1):
siteV,rendre {{[t— t']}}
si tet U n'ont pas méme racine , rendre &
sit=gay..ap,t' =gby .. by, 00gest nonAC,
rendre FILTREL((ay, by).....(an, bp))
sit=1fal,t' = oY, 00 festAC: u = (uy.....up), v = (Vy,..¥q)
si TEST(u,v) = faux, rendre &
sinon soient LM = MATRICES(a,u,b,v)

et LSUB = & dans
pour chaque matrice L = ()qj) de LM:

soit Vi, ¢y = fb1A1i  bgrdi dans
LSUB := LSUB U FILTREL ((ay, ¢1), ..., (p, ¢p))
rendre LSUB.

FILTREL((t] ), (tn: ')
soit LSUB1 := FILTRE (t9,t'¢)
si LSUB1 = &, rendre & '
sinonsin = 1,rendre LSUB1
sinon soit LSUB2 = FILTREL((t,t'2), ..., (ty, t'n)) dans

rendre U {oUo', ouo’ € LSUB2 et o' ac-compatible avec a}.
0 € LSUB1

Remarque: nous avons choisi dans FILTREL de ne pas propager les substitutions de FILTRE (t,
ty)sur (ta,t'2), ... . (tq, '), pour éviter des calculs de mise sous forme canonique AC des

termes substitués, qui peuvent étre colteux.

Rappelons que deux termes renE(t) et renE(t') de renE(T) ont un nombre fini non nul de
généralisations principales, dont 'ensemb]le est noté renE(t) A renE(t’). Pour les calculer, le
premier algorithme qui vient & 'esprit est de déterminer les minorants de rent(t) (qui sont en
nombre fini), d'éliminer ceux qui ne minorent pas renE(t') (par tests de filtrage AC), puis de ne
garder que ceux qui ne sont inférieurs a aucun autre (toujours par filtrage AC). Cet
algorithme est impraticable, les minorants d'un terme AC méme simple étant trop nombreux :
par exemple le terme renE(f(X, f(X,...,f(X, X)...)) , ou X apparait n fois, aP(1) +... + P(n)
minorants dans renE(T), o P(m) est le nhombre dé partitions de 1'entier m, i.e. 1e nombre de
solutions de 1'équation Xy + 2X2 + ... + MXp = M.



On est alors conduit & effectuer de trop nombreux tests de filtrage AC, opération la plus
codteuse, avec 1'unification AC, dans la manipulation de termes AC.
La propriété suivante donne la trame d'un autre algorithme:

a.Propriété:

renE(t]) A renE(t2) est constitué des éléments maximaux de 1'ensemble

{ renE(t) [T =Ty AT, Vi=1.2, ¥y e Yy }

Presuve: nous aurons besoin d'un lemme:
Lemme:

Vit gt=t': renE(t) = renE(t') <= o est un renommage sur t.

Preuve du lemme:

La condition suffisante résulte de la propriété 1.1.c.

Condition nécessaire: tous les termes de renE(t) ont méme taille et méme nombre de variables.
Donc si g n'est pas un renommage sur t, t' est de taille strictement inférieure a celle de t, ou
bien a moins de variables, et donc renE(t)=renE(t').

Revenons a la propriété;

[ suffit de montrer renE(t)€renE(t]) A rent(tp) = t=t'| Ao , 00 t'1€E(t1) et t'o€E(to).

I est clair que renE(1)€renE(ty)ArenE(tp) = 3ty ,t'p, I<U 1 AT, Vi tj€E(Yy).

Supposons que ot=t', g n'étant pas un renommage sur t (i.e. t<¥), avec T<T AT .

Alors Vi, renE(t')grenE(t'j)=renE(t;), et renE(t)<renE(t') (par le Lemme et car
renE(t)<renE(t) ),

donc renE(t)¢ renE(t) ArenE(tp). Etainsi t=1' AT, .

L'algorithme qui en découle est le suivant: on calcule les classes E(11) et E(t2), puis I'ensemble
{ renE(t") [T =Ty AT, Vi=1,2, ' =pc b } dont on calcule les 6léments maximaux par

filtrage AC. Cet algorithme est meilleur, mais est encore inutilisable, du fait de la taille des
classes E(1).

Avant de proposer des algorithmes de généralisation AC plus efficaces et utilisables, nous
donnons quelques remarques et propriétés sur la complexité de la généralisation AC et sur
I'existence éventuelle d'algorithmes qui soient récursifs sur la structure des termes, comme
c'est le cas avec la théorie triviale .

Pour alléger les notations, dans 1a suite on appellera “généralisation AC" aussi bien un élément
renE(t) de renE(ty) A renE(ty), que le terme t ou le terme AC E(t). On cherchera alors des

représentants dans T ou dans E(T) des généralisations principales de deux termes.

b. Remarque:




Les généralisations AC n‘ont pas forcément la méme taille (nombre de symboles fonctionnels)
Exemple: sifest AC, Tes termes AC f aab et f ab’b’ ont deux généralisations AC,
qui sont f aXY et f XXY, de tailles 2 et 1 respectivement.

c. Proposition (nombre de généralisations AC):

Le nombre de généralisations AC est exponentiel en 1a taille des termes de départ.

Preuve: .
soient f une fonction AC, ty = faab, to = f acc, et h une fonction n-aire

soit gg = faZY et gy = f XXY les deux généralisations AC de tq et to.

soit t = h(gj1, ... , Gjn), 0< k< 2M=-1, (iy,...,iy) étant Y'écriture binaire de k.

Alors les ty sont les généralisations AC de t' = h(ty,....,t1) et t'p = h(tp,...,tp), et sont au
nombre de 2N.

On a donc , pour tout n =1, deux termes de taille 4n+1 qui ont 2N généralisations AC.

La propritété 1.4.a. permet de majorer le nombre de généralisations AC de t et t' par #E(1) .
#E(1') (on note #E le cardinal d'un ensemble E). On montre facilement que

-2N
#EQ) < ((itllt- 12))| , oU [|t]l est 1a taille de t en comptant aussi les variables. Ainsi

2
(2n-2)1

#renE(t) A renE(t) < )] ) ,oln = sup {Il. It'll}. ceFp

On va maintenant présenter trois algorithmes de généralisation AC utilisables en pratique,

T'un pour les termes décrits en d1. , les autres généraux.

d. Etude du lien généralisations d'un terme <-> généralisations des sous-

termes: théorémes de structures.

d1. Premier cas: généralisations de deux termes de méme racine non AC.
Soient ty =fay..apetto =Tby... by avec f non AC. |1 est clair qu'un minorant non variable

detiettpalaformefcy ..cp.

Théoréme 1:
renE(fc;) € renE(t1)ArenE(t2) n'entraine pas Vi, renE(c;)€renk(a;j) ArenE(b;)

(contrairement a la théorie triviale E=2), A
mais implique que Vi, 3a'j€E(a;), Ib’j€E(b;), tels que cj=a'jAb';.

Preuvs:
- un contre-exemple montre la premiére assertion:
t1=fg(aab)glaac),to=fg(a a b’)gla' b'b'),avec gAC.
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alors les généralisations principales sont
tz3=fg(XXY)g(XZT)
t4=fg(XXY)g(ZZT)
ts=Tg(XY 2y g(XYT)
te=fa(XYZ) g(YYT)
onarenE(g(aab))Arent(g(a' a' b))=renE(g(aac))ArenE(g(a b’ b))={renE(g(X X Y))}
mais si fci= tz, renE(c2)=renE(g(X Z T))€rent(glaac)) ArenE(gla' b’ b*)).
- seconde assertion: d'aprés la propriété 1.4.a. on a fcj=fa'jATb';, avec les conditions données
sur les a'j et b'y.
On adonc V1, cj=a'jAb'; (cf généralisation en théorie triviale)
CQFD.
On n‘a donc pas de calcul directement récursif sur la structure des termes possible de

I'ensemble des généralisations principales. Par contre:

Théoréme 2:

Soient ¢ ,...,.cpy des termes sans variables communes et f non AC.

Si Vi, renE(c;) €rent(aj) ArenE(bj), alors il existe dy ,... dy tels que Vi renE(d;) =renE(c;) et
renk(fd;) € renE(fa;) ArenE(fb;).

Preuve:

OnaVi, 304,14, 0ici€E(a;), et Tici€E(b;). Les c; sont disjoints donc on peut prolonger les i et T
en g et T telles que Vi ocij€E(a;), et tci€E(by). Or TEF 4, donc ofci€E(fa;) et Tfci€E(fb;), dou
renE(fc;) est un minorant de renE(fa;) et renE(fb;). Donc il existe fd; tel que
renE(fc;)<rent(fd;)€ renE(faj) ArenE(fb;). Mais alors, comme fgF a0, Vi,
renE(ci)<renE(dj)<rent(e;) et renf(ci)<renE(d;)< renk(by).

Donc , comme Vi renE(c;) €renE(a;) ArenE(b;), pour tout i, renE(c;)=renE(d;).

CQFD.

On peut donc déterminer une généralisation principale de renE(t) et renE(t’) a partir de
généralisations principales de leurs premiers sous-termes.

d2. Deuxidéme cas : généralisation de deux termes de méme racine AC.

11 est clair qu'une généralisation AC de ces termes a la forme fcV.

Notons < la relation définie sur les vecteurs d'entiers par ug v <= 3 L une matrice d'entiers
naturels, sans colonne nulle, telle que Lu = v. On verra au §5 que , modulo 1'ordre des
coefficients de u et v, < est une relation d'ordre, et que deux vecteurs ont un hombre fini non
nul de minorants communs maximaux, qu'on note uAv. On a clairement t1 <act2 => u < v (cf
§1.3.b.).
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Théoréme 3;
On suppose que a , b et ¢ sont des vecteurs de variables distinctes. Alors:
()t Sgoto <> ugy

(i) renE(fcW)erenE(fa¥) ArenE(bY) <= we UAV .

Preuve: elle résulte du lemme:

Lemme: soit a et b des vecteurs de variables distinctes,

alors renE(fa¥ ) € renE(fbY ) <= ugy,

Preuve: )

La condition nécessaire vient de 1a propriété 1.3.b1. Inversement cette propriété donne la
définition des substitutions (alors ac-compatibles car de supports disjoints) , qui réalisent
renE(fa!) < renE(fbY).

On étudiera en détail au §S. la généralisation AC de telles termes, qui se raméne donc au
calcul de uAv,
Ce théoréme ne se généralise pas:

Théoréme 4:
renE(fc¥)erenE(fa¥) ArenE(fbY) n'implique pas we UAY .

Preuve:

un contre-exemple:

11 = fbaa et t2 = f acc ont deux généralisations principales

qui sont f aXY et f XXY. Dans le cas de lavpremiére, onaw =(1,1,1)etu=v=(1,2), donc UAYV =
{u}, et w & uAv.

CQFD.

En conclusion, ces théorémes interdisent 1'existence d'algorithmes de généralisation AC
directement récursifs sur la structure des termes.



Dans ce qui suit tous les termes seront des termes AC.
De maniére similaire au cas de la théor ie triviale, on définit un systéme de régles d'inférence ,

appelé SGAC constitué des régles suivantes (ou f, g sont des fonctions, x,y,z des variables,
6,a,b,u,v des termes AC, A,A*,B,B",C des collections de termes AC non vides):

G|fAA' = BB, S
{[x> fy2])6[fA=, B , 1A =, 18", 5

RGAC, : ou f est AC, y et z de nouvelles variables.

G I ga]...an = x gb].;.bn, S
{[x - guy...un]}6 |2y = g1 D14y 8 = yn b, S
ou g est n-aire non AC, Uy,...,Un de nouvelles variables.

RGAC:

Glu=yv,u=yv,$S
{[x>yl}l6lu=yv,S

RGACs:

La notion de solution est 1a méme que pour la théorie triviale (B.).
On a alors les deux lemmes suivants:

2.1, lemme:

(1) SiG|S = 0'] 5", alors G <4 G', et si (T,0,0) et (T, 0’ p') sont des solutions respectives de ces

probléemes, 016G = 0'TU'0' et pTG = 0'T'G".

(1) Soitx |u= v ==* G|S. Pour toute solution (T, 0, o) de G | S ou T n'est pas un renommage sur

G, itexiste G'| S et une solution (T, 0', 0') de 6'| S, telsque 6|S = G'| S et 16 = TG,

Preuve:
(i) 6 <4 G €5t clair pour chaque régle. Prouvons le reste de 1'assertion pour chaque
regle.
Regle RGAC|:ona 0't'6' = o' T'{[x —» fyz]}6 = o1{[x ~ fAA']}G = 016, de méme pour la
seconde assertion.
Régle RGAC2: 0n a 0't'G" = 0" T'{[x - gy;..Un]}6 = 0T{[x - ga;...3,]}6 = 016, de méme
pour 1a seconde assertion.
Régle RGAC3: 0na g't'6" = 0'T'{[x —» yY]}6 = 0T{[x - u]}6 = 0 TG, de méme pour la
seconde assertion.
(ii) Tt n'est pas un renommage, donc un au moins des trois cas suivants se présente:
1. 11 existe deux variables de G, x et y avec Tx = Y=z
alors RGACzs'applique et T' = T, 0' = g, p' = p conviennent.

2. Il existe une variable x de G avec TX = gcy...Cp:
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alors RGAC; s'applique et T = T U {{y; = ¢4].....[un = 4]}, 0" = 0, 0" = p conviennent.
3. 11 existe une variable x de G avec tx = fcC: .
alors RGAC, s'appliqueet T' = T U {[y - ¢],[z> fC]}, 0’ = 0, 0’ = p Conviennent.

2.2, lLemme:

Soit x|u=,v =" G|S.

(i) G est une généralisation AC de u et v.

(1) il n‘existe pas de suite infiniex |u=yv=> .. = G|S = ...

Preuve:
(i) Le (i) du lemme précédent appliqué a chaque réécriture par SGAC prouve que 6 est
une généralisation AC de u et v.
(i1) Le (i) du lemme précédent montre que les généralisations obtenues lors de ces
réécritures forment une suite strictement croissante de généralisations AC de u et v.
Celles—ci étant en nombre fini (cf D.1.), la suite de réécriture ne peut étre infinie.

On aalors le |

2.3, Théorame:
Toutes les généralisations AC principales G de u et v sont (modulo renommage) des formes
normales de x | u = 4 v.

Preuve:
Soit Gen une généralisation AC principale de u et v.
I existe alors une solution ({[x — Gen]}, 0q, pg) au probléme x | u = 4 v. On itére alors
le (i1) du lemme 2.1. jusqu'a obtenir x| u = , v =* G| S avec une solution (T, 0, p) oU T
est un renommage. On a alors Gen = 1G. G est de plus une forme normale, car sinon ((i)

du lemme 2.2.) i1 existerait une généralisation AC de u et v strictement supérieure.

2.4._Conclusion:

11 est clair que chaque régle d'inférence n'a qu'un nombre fini de fagons de s'appliquer a un
probléme. Avec le (ii) du lemme 2.2. on en déduit que les formes normales par SGAC d'un
probleéme X | u = x v sont en nombre fini. Les généralisations AC principales de u et v sont
alors les éléments maximaux pdur <ac des formes normales de X | u = x v par SGAC.

SOAC:

Dans les trois paragraphes qui vont suivre, on va décrire trois algorithmes de généralisation
AC, le premier étant spécifique a une certaine classe de termes AC simples, les deux derniers
correspondant & une optimisation du systéme d'inférence SGAC utilisé avec deux stratégies
particuliéres d'application des régles d'inférences.



3, GENERALISATION AC. CAS GENERAL.

On propose ici un algorithme de calcul des généralisations AC de deux termes AC quelconques,
dont on montrera qu'il peut étre vu comme une utilisation du systéme SGAC avec une stratégie
particuliére d'application de ses régles d'inférence, et ou la régle RGAC, est quelque peu
modifiée.

On définit d'abord quelques notions essentielles pour la suite.

3.1, Collections. b-correspondances et a-correspondances.
a.Def:

unhe collection d'un ensemble E est une application ¢ de E dans IN.

Son cardinal est || = ¥, c(x) , et elle est dite vide si |c| = 0. Si c(x) =0 on notera x € ¢. On
x€E

définit naturellement 1'inclusion, la différence, 1'intersection, et 1'inclusion de collections de E
par:
-cC ¢ <> VxeE,c(x) <c'(x) (cestalors une "sous-collection de c*).
-Vx€E, (c-¢')(x) = sup {0, c(x) - ¢'(x)}
(c A ) (x) = inf{c(x) ,c'(x)}
(cUc) (x) = c(x) + c'(x).

Dans la suite E sera fini, et on notera plutdt une collection ¢ de E par ¢ = (a;) 1 gign 0 (8))jey
ou encore (a;), i.e. une suite finie d'éléments de E , ol c(x) est le nombre de a; égaux a x.
b.Def:

une partition d'une collection c est une collection p de sous—collections de ¢ telle que
c= Y c.

c'ep
c.
Soient A et B deux collections de deux ensembles E et F.
cl1.Définition (b-correspondance).
Une b-correspondance de A et B (b-corr en abrégé) est une collection de couples ((A; Bidiey

tels que (Aj)je et (Bj)je sont des partitions de A et B respectivement.

Exemple:

A=(aa,b), B = (c,c,d.d)
A1=(a,a) A2= (b),

B 1= (c,d,d) Bo=(c)




c2. Définition (a—correspondance): -

soit b = ((Aj,B{))jey une b-corr de A et B:
b est une a-corr de A et B < VieJ, inf{JAjl,IBjl} = 1

Exemple:

La b-correspondance de 1'exemple c1. n'est pas une a~-corr. En voici une:

A B
( N PN
a’ ™ EH—B
A NG
4 c

c¢3. Définition et propriété:

On définit un ordre < sur les b-corr de A et B par 1a fermeture transitive de la relation R

suivante: bR b’ <= |b-b]=1.Sib<b',alors b’ peut étre vu comme un raffinement de b.

Une a-correspondance de A et B est alors une b-corr maximale pour cet ordre.
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La notion de a-correspondance est la base de notre algorithme de généralisation AC. Elle est
d'une certaine maniére nécessaire et suffisante a la généralisation AC comme on le montrera
au §3.2.d.

d. Calcul de a-corr. ‘

La détermination des a-corr de deux collections ne pose pas de probléme particuh‘er: On
propose un algorithme en Annexe 4. Le nhombre de a-corr est éxponentiel en la taille des
collections. Si on appelle na-corr{n,m) le nhombredes a-corr de [1;n]et [1;m], ona:
na-corr(1,1) =1

na-corr(2,2) = 2

na-corr(3,3) = 15

na-corr(4,4) = 184

na-corr(5,5) = 2945

na-corr(n,m) est plus grand que le nombre de surjections de [ 1;n]sur [ 1;m] (n>m), et plus petit
que 2NM,

2.2, Algorithme de géndéralisation AC.

a.Princips:

soient t et t' deux termes AC:

1. on construit récursivement un ensembie G(t,t') de minorants communsatett quiala
propriété de contenir les généralisations principales de t et t'. Cela & partir des a-corr de t et
t" et de leurs sous-termes.

2. Par des tests de filtrage AC on détermine les é1éments maximaux de G(t,t') ol on a
auparavant éliminé des répétitions de termes égaux modulo renommage de variables.

3. Ces é1éments maximaux constituent toutes las généralisations AC de t et t'.

b. Théoréme de construction des généralisations AC .



Soit une bijection ¢ entre E(T) x E(T) et V.
Soient ty et t2 deux termes AC.
On définit par induction 1'ensemble G(t1,12) :
-sity €Y,out2 € V,outq et t2 n'ont pas méme racine, 6(11,t2) = {p(t1,t2)}
- sity =gay..an et t2 = gby...by avec g non AC,
6(t1.t2) = {gcq..cn| Vi, cj € 6(ai, b))}
~-sity =fAetty = 1B ou fest AC,

6(t1,12) = U { f(cy.....60) | Vi, ¢4 € G(fA;,1B}) }

((Ai,Bi))KKn a-corr deAetB

Alors:
Les 818ments maximeaux pour €ac de G(t1 . tz) sont exactement les

généralisations AC ds t, st t2.
De plus il existe des cas ol les éléments de 0(t1 . t2) sont exactemsent lss

généralisations AC de tI et t2.

Afin de prouver ce théoréme, nous aurons besoin de quelques propriétés .

c. Filtrage AC.

On notera fA un terme AC, ol f est AC et A est une coHecti’on de termes AC. Si JA| = 1, fA
désignera 1'unique terme de A.

On a alors clairement:

Proposition:

soit A = (aj)jey . t= A, t' = fB deux termes AC avec f AC,

alors
0t 250 t' <> 3 (Bj)jey une partition de B telle que Vi€, 0aj =4 1B

d. Minorants communs et b-corr:
Soient 1= 1A, 1o =B , 1= 1C, ol f est AC, C = (c{)j¢y . alors
t <oty ett <actp <> Ibuneb-corrdeAet B, b= ((A{,Bj)iey .
301,00, telles que Vied, 01Cj =5 TAj, 02Cj =4 1B
Ainsi, avec ces notations:

Proposition:

renE(t) € renE(ty) A renE(tp) = b est unea-corr de A et B.

Preuve: supposons ue b n'est pas une a-corr de A et B: alors il existe 1,
avec |A;| >1 et IB]I >1. 0r la racine de ¢} ne peut étre f, donc c) est une variable. Soient X et



Y deux nouvelles variables (n‘apparaissant pas dans t , ty , to), x et y telsque Aj= (x) U A" et
By= (y) U B}, etd=1XY.

Alors t<ae t' = 1€ «C1-1dC) 4y - Cp BV Uy, U e to.

Eneffetsio’y = {[X,x],[Y, A} Uoretop ={[X,y], [Y. B} U0y,

alors ¥i=1,2 0'itj =50 tj.

Donc renE(t) n'est pas un minorant maximal de renE(t ) et renE(ty) .

CQfD.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 3.2.b.
Preuve du théoréme 3.2.b:

Lemme:

(i) les é1éments de G(11,t2) sont des minorants de t et to pour <ae.
(i1) soit Min'(ty,t2) = {EQ) [T =T A Ty, ') sqoty U mpeto )
alors V t € Min'(ty,t2), 3 0 plate, gt € 6(t},tp)

Preuve du lemme:

(1) Soient 0 ¢ et 02 définies par Va,b € E(T), 01 (¢(a,b)) =a, 02(y(a,b)) = b.

Montrons par induction que Vt € G(17,t2), 01t =50ty 6t 0ot =4 to.

-sity €Y,outy €V, outyetty n'ont pasméme racine, c'est clair car G(ty,to) = {9ty ,12)}
- sity=gay...apetto = gby...by, avec g non AC:

soitt€ 6(ty,1): t = gey..cp, Vici € G(aj,by)

par hypothése d'induction on a Vi, 01Cj a4 @j, 02C; =4 bj donc aussi

01t a0ty et oot =50 to, cafd.

-sity =fAet tp = 1B, avec T AC:

t € G(tq 1) est de laforme f(cy ... .cp) OU Vi ¢j € G(1A;,B4) (cf définition de 6(t,t')). Par
hypothése d'induction on-a Vi, 01¢j agg TAj, 02Cj ~a¢ 1B donc aussi 0 1t g 1y €t 0ot =q6 1o,
cqfd.

Ainsi les éléments de G(11,t2) sont des minorants de t{ et to pour <qc.

(i1) on montre par induction 1'hypothése suivante:

EeMin'(t,12), =T 1A Ty ') xgety Vo =g to, O1t=t'1, O2t=t'2

=> 51 0 est définie par o(X) = ¢(01(X),02(X)) alors E(at)e G(i1,t2)

- Sity et t2n'ont pas méme racine ou si 1'un des deux est une variable, Min'(tq t2)={E(X)}, donc
o(t) = ¢(ty,t2) € 6(11,12) , CQFD.

- $ity=gay...ap et ty = gby...b, avec g non AC:

alorst=gcy...cp, 01t = ga'1..ap,02t=gb'y .. b'n, avec Vi, a'j ~ac 8j, b'j ~a¢ b,
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Alors Vi, cj=a'j A b'j,01ci=a'j, 02¢i = b'j, donc par hypothése d'induction, on a E(aci) €
G6(aj,bj), et donc E(ot)e G(1y,t2), CQFD.

-sity =fAetty = 1B, avec f AC:

I est clair qu'il existe une a-corr ((Aj,Bi)) 1gigndeA et B telle le terme t de I'hypothése
vérifie:

E(Y) = E(f(c1,..1cn—1.cn)...)) , avec Vi, E(cq) € Min'(fAj, 1B{), E(01¢i) = fAj, E(02¢{) = 1Bj,. Par
hypothése d'induction, Vi, E(acj) € G(aj,bi), et donc E(at)€ G(t1,t2), CQFD.

Le lemme est donc démontré.

Revenons au théoréme:

comme Min'(t,t') contient toutes les généralisations principales de t et t' (propriété 1.4.a.)
alors G(t,t') aussi, et le premier résultat en découle .

L'exemple suivant illustre 1e deuxiéme résultat.

CQFD. '

e. Un exempls montrant la nécessité du calcul de toutes les a-corr pour la
généralisation AC:

Cet exemple montre que d'une certaine maniére la notion de a-correspondance est nécessaire
et suffisante & la généralisation AC.

Soient fA et 1B deux termes AC, ou f est AC, A et B deux collections de termes de racines
differente de f, les termes de A ayant des racines différentes de celles des termes de B.

Soit ACORR(A,B) = { ((Ajj,Bji))Igigk]- , 1<j<n} I'ensemble de toutes les a-corr de A et B.
Soit g une fonction d'arité 1 + \i\su(b€ACORR( A,B];: Ibl).

Soient t =g( fA, fAy1,..., 1A ki fAnta., fAnkn)

et t=g(fB, B v B1K s 2 B0, ankn)

Soient Vj,i, Xjj = ¢(fAjj, 1Bj1)

etVr, 1grgn, tr = g( Xp1 .. Xrkp X110 X1kq oo s X0t e, Xnkn)

alors les renE(tr) sont distinctes deux a deux et constituent exactement les n généralisations
principales de rent(t) et renE(t'). On a de plus 1'égalité #G(t,t') = n ce qui montre que dans ce
cas, G(t,t') ne contient que les généralisations AC de t et t', et donc que toutes les a—corr de A

et B sont nécessaires.

En annexe on trouvera des exemples de calculs de généralisations AC avec 1'implémentation de

'algorithme décrit. Les exemples de ce paragraphe y sont traités.




On remarque enfin qu'expérimentalement ce n'est pas la construction de G(t,t') qui prend du
temps, malgré sa taille qui peut étre importante (mais qui se réduit considérablement lorqu‘on
y élimine les redondances par renommage) , mais c'est plutét le calcul de ses é1éments
maximaux, et donc le filtrage AC.

3.3, Oénéralisation AC d'un nombre fini de termes.
11 s'agit de déterminer les éléments maximaux parmi les minorants communs &
renE(t1)....,renE(tpn). Leur ensemble est noté /\ renE(tj).

1<ign

a. Propriété:

/\ renE(1j) est constitué des é1éments maximaux de
1<ign

U renE(t’) A renk(tp)

renE(t) e /\ renkt)
1gign-1

Cette propriété est immédiate, et i1 en découle clairement un algorithme récursif

de calcul de /\ renE(ti), en utilisant 1"algor ithme de généralisation AC de deux termes.
Igign

3.4, Lien avec le systéme SGAC,

L'algorithme présenté correspond & une stratégie particuliére d'application des régles de-
SGAC:

Le travail de la bijection du théoréme 3.2.b. peut étre fait par la régle RGACs, qui doit &tre
alors appliquée en priorité.

Les régles RGAC, st RGA02 construisent en fait des b-correspondances croissantes, donc au
final des a-correspondances, qui donneront les généralisations AC principales.

Ces a-correspondances sont construites par 1'algorithme construisant 'ensemble 6(t,t'), qui
est alors I'ensemble des formes normales par SGAC du probléme initial.

IT reste a tester sur une implémentation de SGAC, si 'avantage qu'il a de factoriser des
problémes de généralisation répétés , compense son désavantage qui est de construire toutes
les b-correspondances intermédiaires, alors que 1'algorithme présenté ne manipule que des a-
correspondances.

Toutefois la régles RGAC" suivante peut peut-étre remplacer avantageusement RGAC;,

puisqu'elle ne construit que des a-correspondances (le nouveau systéme SGAC'est équivalent &
SGAC, puisque RGAC,' compacte clairement les itérations de RGAC;):




G|fA=,1B,S
{[X i d fu]...Un]}GlfAl = y! fB],..., fAn = yn an ,_S

RGAC;":

ou festAC, yj,...,yn de nouvelles variables, et ((Aj, Bi))<i<n UNE a-correspondance de A et B.

Dans ce cas 1'algorithme présenté devient trés proche du systéme SGAC' utilisé avec la
stratégie qui consiste a favoriser la régle RGACs.

La encore une implémentation de ce systéme devrait déterminer dans quelle mesure
I'algorithme présenté améliore le systéme SGAC' (il est & noter que cet algorithme évite 1a
complexité du filtrage nécessaire a 1'application des régles d'inférence).‘ '




4. GENERALISATION AC: CAS LINEAIRE .

On s'intéresse ici aux généralisations AC linéaires principales de deux termes renk(t) et
renE(t'), i.e. aux é1éments maximaux de 1'ensemble des minorants linéaires de ces termes. La
linéarité est stable par ~a¢ et par renommage, on peut donc la définir naturellement sur
renE(T). On noterarenE(t)AiprenE(t’) leur ensemble et par abus de langage on les appellera
“généralisations AC linéaires de t et t' . Elles sont en nombre fini non nul, puisque deux
termes de renE(T) ont un nombre fini non nul de minorants communs.

Le résultat suivant ne pose pas de difficulté:

+ 1.Théorame:

renE(t) € renE(t1)AjinrenE(t2) = 30, 0 plate, renE(ot) € renE(t1)ArenE(t2)

Corollaire:

# renE(11)AlinrenE(t2) < # renE(t1)ArenE(12)

Les généralisations AC linéaires ne différent donc des généralisations AC que par leurs
variables, et sont moins nombreuses que celles—ci, ce qui rend intéressant leur calcul, a

partir du moment ou il est plus simple, comme on le verra dans la suite.

On propose un algorithme de calcul de ces généralisations linéaires, proche de 1'algorithme de

3., et dont on montrera qu'il peut &tre vu comme une utilisation du systéme SGAC réduit a ses
deux premieres régles.

Pour calculer ces généralisation AC linéaires, nous aurons besoin d'une nouvelle notion, celle
de "c-correspondance” de collections de termes AC.

4.2, c-correspondances.
Soient A et B deux collections de termes AC.
a. Définition.

Soit b = ((A,B1)) 1 gign une b-correspondance de A et B.
La partie unitaire de b, notée U(b), est 1a sous-collection de b constituée des couples ou
lAil=IBil=1, les deux uniques termes de Ajet Bj n'étant pas des variables, et ayant la méme

racine.

b. Définition:



Une c-correspondance (c-corr en abrégé) est la partie unitaire d'une b-corr maximale pour le

pré-ordre défini par b b’ <= U(b) < U(b’).

SiA = (aj) 1gigp et B = (bj) 1 ¢j<qon notera une c-corr par ¢ = ((aiy, bip)) 1<kgn- Onaalors
vk, aj €V, biy £y, aj et bj, ont méme racine.

c. Exemples:

1.

A=(a,X,f(a),f(e)),B =(a,Y, Z, 1(d), 1(e), g(a,a)):

c=((a,a), (f(a), 1(d)), (f(e), 1(e)) ) est une c-corr de A et B: c'est la partie unitaire de 1a
b-corr b= (((a),(a)) , ((f(a)), (f(d))) , ((1(e)), (1(e))) , ((X),(Y,Z,q(a.a))) ).

¢’ = ((a,a), (f(a), f(d)) ) est 1a partie unitaire de

b' = (((a),(a)) , ((f(a)), (1)) , ((1(e), X), (Y, Z, 1(e), ga,a))) ) mais n'est pas une c-corr, car elle
est une sous-collection stricte de c.

2.

A=(a,bb),B =(a,b):

c1 =((a,@)) et c2 = ((b,b) ) sont les deux seules c-corr de A et B.

c=((a,a) , (b,b) ) n'est pas une c-corr de A et B car ¢ ne peut &tre une sous-collection d'une
b-corr de A et B.

On donne en annexe 4 un algorithme de calcul des c-correspondances de deux collections de
termes AC.

L3 Algoritt l loul d snéralisati \C_linéai
a. Définition: '

Soit E = (ay,...,an) une collection de termes AC. On définit récursivement MAX(E) par:
$in=0,

alors MAX(E) = &

sinon MAX(E) = (a1) U (E - {aj| i> 2, renE(aj) = renE(aq) })

MAX(E) est alors un ensemble minimal de représentants des éléments maximaux de E pour le

pré-ordre <ac.

b. Théoréme (construction des généralisations AC.lindaires):

3t
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Soit NV une fonction sans argument qui retourne & chaque appel une variable nouvelle (par
incrémentation d'un compteur par exemple).
Soient t1 et 12 deux termes AC.
On définit par induction 1'ensemble GL(t1,t2) :

-sity €V,out2 €V,outy ettz n'ont pas méme racine, 6L(t1,t2) = {Nv}

- sity =gaj...ap 8t t2 = gby...b, avec g non AC,

6L(t7,t2) = {gcq..cp | Vi, cj € GL(aj, b))}
-sity =fAettz = fB ou f est AC,

OL(ty,t2) = MAX( U { f(C1 ...y NY,.. NY) | Vi, cj € GL(faj,fb;) } )

((ai ,bi))KKn c-corrdeAetB

ou NV est répétée r fois , r = inf(|A| IB]) -n .

Soit renE(GL(t1,12)) = {renE(t) | te GL(t1, t2)}.
Alors #renE(GL(t1,12)) = # GL(t1, t2)
et renE(GL(1y,t2)) est1'ensemble des éléments maximaux de 1'ensemble des minorants

linéaires de renE(t1) et renE(t2). C'est 1'ensemble des généralisations AC lindaires de t1 et t2.

Preuve: elle est semblable a celle du théoréme 3.2.b.

11 résulte de ce théoréme un algorithme de construction de GL(t,t'), qu'on a implémenté, et dont
des exemples d'éxécution sont donnés en annexe.

ta 2 2.z P N
.

Théoréme:

Le nombre de _généralisations AC linéaires est exponentiel en la taille des termes de départ.

Preuve:

La majoration exponentielle résulte du théoréme similaire sur la généralisation AC (1.4.c.) .
L'exemple suivant donne une minoration exponentielle:

solent t1 = fab et tp = fabb, et gg = faX, g1 = f bY leurs deux généralisations AC linéaires.
soient h une fonction n-aire, t'y = h(ty,...t1) et t'> = h(to,..,t2). Alors t' et t'2 ont 2N
généralisations AC linéaires qui sont les termes de la forme:

h(fc1Xy, ... fen¥n), ot Vi, cj € {a,b}.

CQFD.




4.9, Comparaison avec la généralisation AC:

11y a beaucoup moins de c-corr que de a-corr, le filtrage AC est plus rapide sur des termes
linéaires, ce sont deux raisons qui expliquent que cet algorithme de généralisation AC linéaire
est beaucoup plus rapide que T'algorithme de généralisation AC du 83. . Les exemples de
généralisations AC linéaires donnés en annexe, qui incluent ceux de la généralisation AC, le
montrent clairement.

4.6, Qénéralisations AC linéaires d'un nombre fini de termes.
On suit 1a méme méthode qu'en 3.3.:
11 s'agit de déterminer les éléments maximaux parmi les minorants linéaires communs &
renE(t1),.,renE(tn). Leur ensembleest noté  /\ lin renk(ty),
1gign
a. Propriété:

/\ 1in renE(ti) est constitué des éléments maximaux de
1<ign

U renE(t’) Aqin renE(tn)

renE(t) e /\ lin renk(t})
Igign-1

Cette propriété est immédiate, et i1 en découle clairement un algorithme récursif

decalculde /N 1in renE(ti), en utilisant I'algorithme de généralisation AC linéaire de deux
1<ign

termes.

7. 1] ] té SGAC:
Il est clair que le systeme SGAC restrient aux régles RGAC; et RGAC, (appelons le SGACIin)
produit des généralisations AC linéaires de deux termes. Les lemmes de 2. permettent alors
de montrer que parmi ces généralisations linéaires se trouvent les généralisations AC
linéaires principales. L'algorithme précédent apparait alors trés proche du systéme SGAClin,
comme 1'algorithme de 3. pour le systéme SGAC',.



5. GENERALISATION DE TERMES fxu o0 f est AC et x est un -
vecteur de variables,

5 l E ” l ! I I I ]\ I .! i I.‘ I s
a. Définition:
Une partition d'entier est une suite décroissante d'entiers non nuls . Si u = (uy,...,up) est une

partition d'entier, on dit que c'est une partitionde n = Zui =Up+..+Upn gst alors la taille

de u, notée |u|, et sa longueur est I'entier p.

b. L'ordre < sur les partitions d'entiers.

Soient u = (uy,...,up) 6t v = (vy,...,vq) deux partitions d'entiers.

On définit ugv <= 3L € Mg (IN) sans colonne nulle, Lu=v.

Proposition:

< est une relation d'ordre, et les minorants d'une partition sont en nombre fini. On note alors
UAvY I'ensemble des minorants maximaux de u et v (qui sont donc en nombre fini , et non nul
puisque Vu, (1) g u).

c. Propriété de réduction:

Soit x et y des vecteurs de variables distinctes , u et v deux partitions d'entiers:

rent(fz%) € renE(fxY) A renE(fyY) <=> W € UAv et zest un vecteur de variables toutes

distinctes.

(On a juste reformulé le théoréme 3 du §1.4.d2.)
On est donc ramené au calcul de UAv, ce qui nous conduit a 1'étude des dénumérants et des
semi-groupes de (IN*,+), étude que 1'on va mener au paragraphe suivant, et qu'on utilisera

ensuite pour donner deux algorithmes, 1'un décidant 1'ordre <, 'autre calculant u A v.

3 t

- +
Soitu € IN*P, u = (uy ,.‘.,up). On note (u) le semi-groupe de (IN*,+) engendré par les uj. (i.e. les
combinaisons linéaires a coefficients entiers naturels des u;).

On note 1(u) le complémentaire de (u) dans IN* .
On définit une relation de préordre <y par

UV <= Vj,vjeu)
Onaalorsu<yv <=>3L€Mg(IN), Lusv,etdoncusv = usyv.

Calculer u A v nécessite la décision de 1'ordre < , qui a comme condition nécessaire le
préordre <1, et donc conduit a tester 1'appartenance a un semi-groupe de IN*.

On propose une compilation du test n € (u), aprés avoir énoncé quelques propriétés des semi-

groupes de IN*.




a.Proposition et définition:

soit Au le pgeddes uy, ..., Up:
AU = 1 => 1(u) est fini.
Dans ce cas on appelle “conducteur de u” 1'entier c{u) = sup(1(u)) + 1.

L'étude du conducteur fait 1'objet du "probléme de Frobenius”.

b. Bornes du conducteur:

Les énoncés suivants se montrent sans difficuité:

soit utel que Au= 1, alors:
(W) < (U= Y uj
j=i
- si ujetuj sont premiers entre eux, c(u) < (uj-1) uj.
-3Jc[1,p]telque(u) = (Uj)jcd: et cardinal(J) < inf {u;, 1<igp};danscecasona,sik € J,

c(u) € (ug=1) Y uj
“ J‘ed—{k}J

- si net msont premiers entre eux, c((n,m)) = (n-1)(m-1): les bornes précédentes sont donc
quasiment atteintes.

-c(u)/2 < #1(u) < c(u)-1: le nombred'éléments de 1(u) est donc de I'ordre de c(u).

J. Dixmier a récemment démontré et affiné une conjecture d'Erdds et Graham (donnant en
outre d'autres résultats sur le conducteur dans des cas particuliers):
Théoréme [Dixmier 88]:

Soient 2 < b < 3, et g(a,b) le plus grand des conducteurs des semi-groupes (uq,...,up) ou les u;
sont compris entre 1 et a.
Alors [(a-2)/(b-1)] (a-b+1)-1 < g(a,b) < ({(a-1)/(b-1)} -1)a -1.

(ou [x] est 1a partie entiére de x et {x} le plus petit entier supérieur a x).

Enfin, on a immédiatement , concernant 1(u), 1a propriété suivante:
c.Prop:

(on note a| b si adivise b)

n€ (u) < Auln et n/Aug (u/Au),
odu/Audénote (uy/Au, ..., up/Au).

Sion connait 1(u/Au) on peut donc tester rapidement ne (u).

d. Structure et calcul de 1(u):




soit u = (uy ,...,up) JAu=1,u = (uy ,...,up_]):

Théoréme (structure de 1(u)):

W= |J Exken
X€F
oufF = {x]1<x<up,xg(u)}
six €F,k(x)=sup{k|k'Sk=x + K'up € (u)}
et E(x k) = {x+ K'up, 00 0< k' <k}

Preuve: elle repose sur le lemme suivant dont 1a preuve est sans difficulté:

Lemme :

Yy>0, y+up€l(u) <> yel(u)ety+up € (u).

CQFD.
On a donc un grande régularité dans la structure de 1(u), et 1(u) est déterminée par F (au plus
up-1 é1éments), et les k(x) pour chaque x€F. Donc 2up -2 entiers au plus caractérisent 1(u).
Par exemple :
u=(7,5,4),up=4
F={1,2,3},k(1)=0,k(2)=1,k(3)=0.
(w={1,2,3,6}
c(u) =7
la structure de 1(u) s'illustre bien sur un dessin :
X X L X X X X
123456789 10..

e. Test ne(u):
Avec ces notations on a alors:

Corollaire (test ne(u)):

Soientu = (uy, ... ,up) et 1(u/Au) représentée par F et les k(x) pour chaque x de F.

Alors:

ne(u) <= Auln

etvVxefF, D_- x= k_uQ=:>k>k(X)
Au Au

Le test ne(u) est donc trés rapide, sa complexité ne dépendant essentiellement que du cardinal
deF,ie de Yn. La compilation de ce test consiste a déterminer F et les k(x), et nécessite
Au. _



la compilation du test d'appartenance a u’ = (uy, ...,up_1). Ainsi cette compilation est

récursive sur u.

f. Evaluation de la méthode, comparaisons.
On a impiémentée cette méthode en Le_Lisp sur le Gould de I'INRIA Sophia Antipolis. Des tests
sur des vecteurs aléatoires de coefficients inférieurs & 100 et de longueur inférieure 8 30
donnent des temps d'éxécution inférisurs a la seconde pour la compilation du test, et
inférieurs a 2.10~3s pour le test lui-mame.
On a aussi implémenté la méthode qui consiste a résoudre ne(u) en testant 1'existence de
solution pour 1'équationn = xquq + ... + XpUp . i.e.
ne(u) <= Aujn

et 3xy € [0;n/uy], tel que n-xjuy €((up,...,up))
Les x; sont testés en décroissant et les Ui sont‘supposés croissants.

Toujours pour des u vérifiant Vi, uj <100 et p < 30, on a alors des temps d'éxécution du test

ne(u) de T'ordre de 5.10~2s (1a taille des n n'intervient quasiment pas, comme pour la méthode
preécédente).

Yoici un tableau comparatif des deux méthodes:
t; est le temps moyen (en seconde) du test n €(u) avec notre méthode

to celui avec la résolution de 1'éguation diophantienne,

tc celui de 1a compilation du test ne(u).

t ty to o/
uj<10,p<6 <10-6 2.10-4 14.10-4 7
uj<30,p<1S : 2.10-2 3,5.10-4 8.10-3 22
Uj<100,p<30 05 141073 | 681072 50
uj<500, p<50 20 6.10-3 06 100

Trois exemples de calcul de 1{u) sont donnés en annexe.

Le probléme est de trouver une matrice L sans colonne nulle telle que Lu=v. Les conditions
nécessaires suivantes permettent de conclure dans de nombreux cas:



a. Conditions nécessaires:

Soient u et v deux partitions d'entiers, alors ug v =

al VpeIN®, Z,u,-Ps ZviP

a2 en particulier p=1: |u| < vl

a3 p=oo: sup(u) € sup(v)

a4 inf(u) < inf(v)

adS U <jex ¥, OU K1k ©5t 1'ordre lexicographique.

a6 u<qv(ie Vvj,vj€ (u))

(résolu par les tests d'appartenance des vja(u), d'od I'intérét de 1a compilation du test ne(u)).

a7 Audivise Av

b. Algorithme:
Soient u = (uy ... up) ety = (vy ,...,vq) deux partitions d'entiers. Tester u<v va revenir a

“construire” les v par somme de coefficients de u (i.e. Lu=v), en utilisant chaque uj au moins

une fois (i.e. L sans colonne nulle). On va garder & chaque étape un ensemble | d'indices
correspondant aux uj restant a utiliser pour construire v,

ugv:
soit F la fonction testant 1'appartenance & (u), provenant de 1a compilation de ce test par la
méthode exposée en 2.2.
si une des conditions a2, ..., a7 n'est pas vérifiés,

alors rendre FAUX

sinon rendre TEST(v, [ 1;p])

La fonction TEST(v L) est la suivante:

TEST(v' L) =
siL=g
alors (Vj, Fy(v'j) ou v’y = 0)
sinon soit i€l:
3j, V'j > uj et TEST((V'] o ,V'j_] ,V'J’— U,',V'j +1 ,...,V'q) ,L—{'i})

Remarquons que la compilation du test d'appartenance a (u) est faite une fois, et que ce test
est utilisé de nombreuses fois par la suite.

Yoici un tableau comparant cet algorithme et sa variante ou le test ne{u) est effectué par la
méthode de 1'équation diophantienne (cf §5.2.1.):



t1 donne le temps moyen du test ug v avec l'algorithme décrit,

t2 celui de la méthode utilisant 1'équation diophantienne.

ugy t t2 t1/t2
Ui, vj< 9, p9<5 7.10-3 14.10-3 2
Ui, vj<3, pa<3 4,103 751075 =2
Ui, vj< 19, pa< 9 2,7.1072 3,7.10-2 1,7

Notre méthode de compilation du test ne(u) est donc avantageuse.

2.4, Celcul rapide d'un élément de U A v :

Soient u = (uy,... ,up) etv = (v, ,...,vq) deux partitions d'entiers. On cherche ici non pas tous
les é1éments de uAv mais un seul. L'algorithme qu'on propose ici est rapide et utilise un
algorithme trés rapide qui donne un minorant de u et v, qui est en pratique souvent maximum,
et sinon "presque maximum"”,

a. Un minorant “presque maxi'mum": -

La fonction suivante MINOR(u,v) donne un minorant w de u et v vérifiant jw| = inf{Jul lv]}.
Pour simplifier, disons que les coefficients de MINOR(u,v) sont obtenus en prenant a chaque
étape le plus petit des coefficients maximum de u et v, et en e soustrayant a ceux-ci.

Pour définir MINOR(u,v), on utilise une fonction TRIE qui ordonne une liste d'entiers en
décroissant en éliminant les nuls:




MINOR(u,v)=
sip=1
alorssiug=1
alors (1)
sinon sig=1
alors-si vi=1
alors (1) :
sinon (inf{luj-1vy-1}, 1)
sinonsiup< vy
alors (uq-1,1)
sinon (v{.w2,...,.wg)
00 (W2,... W ):= MINOR((u1=v1),(v2,....vg))
sinon sig=1
alors MINOR(v,u) .
sinon (w{,w2,...,Wk)
ouwqy=inf{uy vy}
u'= TRIE (ug-wy,u2,...,up)
V'= TRIE (V=W ,v2,...vp)
(w2,....wk) = MINOR(u' ,v')

b. Un élément de uAv:

Définition:

w' est dit "successeur immédiat” de w ssiw< w" < W' = w"=w",
Définition et proposition:

On définit u A v algorithmiquement:

(0) soit w = MINOR(u,v)
(1) s'il existe w' sucesseur immédiat de w de méme taille que w, qui vérifie w'su et w'gy,

alorsaller en (1) avec w := w',
sinonu A v i=w'

Alors UA 1V € UAY,
Preuve:

Lemme:
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soitw = (Wi, W), W = (WL W), Wi w, w = wl,
alors Jw", w < w" < W',

Ji,j 1€ i< j €k telsque

W = TRIE (Wi W5, Wb Wis | Wiy e Wi 2 1 Wi ] e W)

(La fonction TRIE est 1la méme qu'en a.)

Ce lemme est clair car w" est obtenu par regroupement de deux coefficients de w.

11 est donc facile de déterminer les successeurs immédiats de méme taille d'une partition
d'entier.

En remarquant que les minorants d'une partition sont en nombre fini, il est clair que uA v est
bien un minorant maximum de u et v.

CQFD.

Des tests sur des partitions d'entiers de coefficients inférieurs a@ 100 et avec au plus 30
coefficients ont montré que 1'étape (1) est trés peu itérée (1 a 3 fois). Le calcul d'un minorant

maximum est alors trés rapide.

2.9, Calcul de uAv,

On sait que w < u = |w| < |u| et w <) u (< est T'ordre lexicographique). Les minorants
communs & u et v seront donc a chercher parmi les partitions de taille inférieurs & celles de u
et v, et de plus lexicographiquement inférieures & u et v. L'idée de 1'algorithme qu'on propose
est d'énumérer ces partitions tout en gardant au fur et 8 mesure les partitions maximales
parmi celles déja énumérées.

a. Définitions:

On définit I'ordre total suivant:

u<2 v <= |u <vou (ul = vl et ugiex v),

la fonction qui donne le prédécesseur d'une partition pour cet ordre:

PRED((1)) =& et PRED(w) = sups, {w'w <2 w},

et la fonction SAUTS définie par:

SAUTS(w) = sups,, {w' |w <2 wet non(w's w)}

b. Algorithme:

Soit u et v deux partitions d'entiers.

On énumeére en décroissant pour <2 les partitions inférieures a u et @ v pour <o . Pour celaon
utilise 1a fonction PRED . On utilise la fonction SAUTN pour de plus éviter certaines partitions
dont on sait alors qu'elle ne sont pas dans uAv. L'ensemble LM contient les partitions
maximales parmi celles déja rencontées.




UAvV =
soit w = supgo{w' [ W'so u, w'<o v}
soit LM = &
tantque w = &
sivw'e LM, non(w < w')
alorssiwsuetw<gy
alorsLM:= {w}U {w'e LM, non(w' < w)}
w := SAUTS(w)
sinon w := PRED(w)
sinon w := SAUTS(w)
uAv = LM

La fonction SAUTS calculée ainsi (on utilise une fonction accélératrice SAUT1 itérée):

SAUT1(w) =
siw=(wy,..,wg) avec wi>1

alors PRED((w{,...,wg_1.1...,1)) - ol 1 apparait w fois -

sinon w

SAUTS(w) =
soitw = (wq,..,wg)
soit w' = (siwy > 1 alors SAUT 1(w) sinon PRED(w))
siw swetw' =g
alors SAUTS(w')

sinon w'

Théoréme:

Cet algorithme rend I'ensémble uAv des minorants maximaux de u et v pour I'ordre <.

Preuvs:
Le seul point & préciser est 1a fonction SAUT1, dont 1'intérét provient du lemme suivant:

Lemms:

soit w U, w v, w = (W, W), wi >1,
il existealors w' = (wq,..,WK_1.W'y,....wp) avec 121, |w| = |w|

ona w < w' etdonc w n'est pas un minorant maximum de u et v.

CQFD.
Des exemples de calculs de uAqv et de uAv sont donnés en annexe.



E. CONCLUSION.

Comme le montrent les exemples traités en annexe, les algorithmes de généralisation AC
proposés sont efficaces, et rendent praticable 1a recherche de généralisations AC, ce qui était
impossible de maniére naive. Concernant d'autres théories, i} reste a déterminer de tels
algorithmes, en particulier dans les théories & classes finies. Les théories algébriques
classiques (monoides, groupes, anneaux, etc) sont a explorer, aux niveaux théoriques et
algorithmiques, avec comme application potentielle la manipulation d'expressions algébrigues
en Calcul Formel. De méme dans le cas logique (anneaux booléens), malgreé le nombre a priori
infini de généralisations principales, il serait intéressant de pouvoir déterminer rapidement
des généralisations aussi maximales que possibles, pour en particulier produire des méthodes
d'induction construtive rapide.



F. ANNEXE.
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