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Résumé

Nous considérons un probléme de contréle d’un systéme semi-linéaire elliptique avec
critére intégral. L’opérateur gouvernant le systéme est fonction monotone de I'état ;
cet opérateur et le critére sont continiment différentiables par rapport a I'état mais
éventuellement discontinus par rapport au contréle. Nous exprimons la variation du critere
sous une forme hamiltonienne. Ceci permet d’énoncer des conditions d’optimalité de type
Pontryagine, ainsi que des résultats d’optimalité approchée grace au principe d’Ekeland.

Abstract

We consider a control problem with a semilinear equation of elliptic type and an integral
criterion. The operator governing the state equation is supposed to be monotone with
respect to the state ; this operator and the criterion are continuously differentiable with
respect to the state but may be discontinuous with respect to the control. We write the
variation of the criterion under an Hamiltonian form. This allows to state Pontryagin type
optimality conditions, as well as results concerning approximate solutions, using Ekeland’s
principle.
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1 INTRODUCTION

Le principe de Pontryagine [10], [14], [7] s’applique aux problémes de controle d’équations
dynamiques. Lorsque les données sont réguliéres, on peut énoncer des conditions du pre-
mier ordre en exprimant la nullité du gradient du critere. Ces conditions, qui font intervenir
Pétat adjoint du systéme, expriment la stationarité du hamiltonien (& chaque instant) par
rapport au contrdle. Le principe de Pontryagine dit que le contréle minimise & chaque
instant le hamiltonien, et il est donc plus fort que les conditions du premier ordre.

On l'obtient en considérant des variations du contréle optimal localisée autour d’un
instant donné. Dans le cas d’équations différentielles ordinaires, pour des problemes a
données réguliéres et sans contraintes sur 'état, on peut 'obtenir d’une manieére élémentaire
(Luenberger {12], p. 261 ). Cependant il reste valable lorsque la dépendance par rapport
au controle optimal n’est pas réguliére. La métrique d’Ekeland, qui est la mesure de
lensemble des instants ou deux contrdles différent, permet de plonger la technique des
variations localisées en temps dans un cadre plus abstrait de principe d’optimalité dans
des espaces métriques [5]. Par ailleurs cette métrique permet ’utilisation du principe
d’Ekeland [3] qui permet d’exprimer des conditions de type Pontryagine pour des solutions
approchées [4]. :

Dans le cadre du contrdle de problémes elliptiques, peu de recherches ont été effectuées
sur des extensions du principe de Pontryagine. Un exemple de systéme linéaire assez
particulier, sans contraintes sur ’état, est traité dans Lions [11]. Récemment Raitum
[15] a donné des résultats pour des systemes quasi-linéaires comportant un nombre fini de
contraintes sur I'état.

Dans cet article, nous allons exprimer les conditions d’optimalité de type Pontryagine
en opérant de la facon suivante : formulation hamiltonienne de la variation du critére, d’ou
par passage a la limite le principe de Pontryagine pour des solutions locales, expression
des conditions d’optimalité approchées par le principe d’Ekeland. Pour simplifier I’exposé
nous ferons des hypothéses permettant d’utiliser au mieux les résultats de Stampacchia
[17], concernant V'existence et la régularité de solutions d’équations linéaires elliptiques a
coefficients bornés, non nécessairement continus.

Dans le cadre de ce schéma général, nous avons arrangé les calculs de maniére a simpli-
fier au maximum les preuves. Par exemple notre formulation hamiltonnienne de la variation
du critere ne fait intervenir d’interpolation que sur 'état adjoint (et non sur I’état). De
plus nous évitons le calcul de la "dérivée” de I’état par rapport a la perturbation localisée,
qui aurait amené & considérer des solutions faibles.

Le plan de Darticle est le suivant :La section 2 introduit le probléeme et présente les
principaux résultats. La section 3 est consacrée & des résultats techniques sur la régularité
de la solution de I’équation d’état et de 1’équation adjointe. La section 4 introduit une
formule de variation du critére sous forme hamiltonienne et énonce le principe de Pon-
tryagine, pour des problémes sans contraintes sur I'état. La section 5 utilise le principe
d’Ekeland pour énoncer des conditions d’optimalité de solutions approchées.
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2 PRESENTATION DU PROBLEME

Dans toute la suite on désignera par C; des constantes strictement positives. Soit n € IN*
et 2 C IR™ un ouvert borné de frontiére I lipschitzienne (Necas [13]). Notons A 'opérateur
différentiel

Ay =— 3" 8, (ai(2)8u(z)),

t,j=1
ou a = (a;;) vérifie
a;j(a:) c LOO(Q),VZ,] =1 a n, (21)
Y aii(2)é&; > G Y (&), pp. zEQVEE R (2.2)

1,7=1 =1
Dans toute la suite de I’article s désigne un réel tel que s > 2 et s > n/2 (donc s = 2
convient si n < 3). Soit K une partie d’un espace de Banach U et soient ¢ et L deux

fonctions de @ x IR x K vers IR, continiiment dérivables par rapport a y, p.p. z €
Q,Vu € K fixés, telles que Y(z,y,u) dans @ x IR X K on ait :

16(2,0,0)] S My(z) + Cllul, (2.3)
0< (z,u,u) < [Ma(a) + Callullm(ll), (2.4)
IL(z,0,u)| < Ms(z)+ Calul, (2.5)
\Ly(z,v,0)] < [Ma(z) + Cllullna(ly]), (2.6)

oules M;,2 = 1,...,4 désignent des fonctions de L*(§2) tandis que 7, et 5, sont des fonctions
croissantes : IRt — IR*. Les hypothéses (2.1) (2.6) seront supposées vérifiées dans toute la
suite (et ne seront donc pas répétées lors de ’énoncé des résultats). Soit I’équation d’état

{ Ay + ¢(e,y(e),u(2)) =0 dans Q, (2.7)

y=0 sur [,

et le critere intégral
J(y,u) = /ﬂ L(z,y(z), u(z))dz.

Le probleme que nous allons considérer est

min J(y, u); (y,u) satisfait (2.7) et u(z)€ K, p.p. z €Q. (2.8)

3 PRELIMINAIRES TECHNIQUES

Soit U = L*(Q,U). Nous dirons que u est admissible si u € U et u(z) € K, p.p. et si
P'application (z,y) — (é(z,y,u(z)), L(z,y,u(z)) est pour tout y € IR fonction mesurable
de z. Soit K I’ensemble des contrdles admissibles. Puisque cette application est continue
par rapport a y pour presque tout z d’aprés les hypothéses faites sur ¢ et L, elle vérifie les
conditions de Carathéodory, ce qui assure que z — (é(z,y(z),u(z)), L(z, y(z), u(z)) est
mesurable pour tout y mesurable.



Lemme 3.1 (voir [17], [6]) Il eziste Cs > 0 et a €]0, 1] el que I'équation

Ay=f dans 9,
y=0 sur T,

admet pour tout f € L*(Q) une solution unique y € H5(2) N C*() et

vl + Illca < Collfllz)-e

Dans toute la suite, a désignera la constante fixée par le Lemme 3.1. Nous allons démontrer
le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Il eziste C7 > 0 tels que, Yu € K, équation (2.7) posséde une solution
unique y € HY(Q)U C*(Q) telle que

¥l @) + ylle=@) < Cr(1 + [jufle)-

et
¥llcamy < ns((lwll)-o

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant qui se déduit du Lemme 3.1. :

Lemme 3.2 Il eziste Cs et Cy tel que, pour tout ap € L°(R), a0 > 0, I’équation

Ay +aoy = f dans £,
{y:O sur T, (3.1)

a une solution unique y € Hy () N C*(Q) vérifiant

lylla: + IYlle@) < Csll flize) (3.2)
IWllce@y < Collflize@)(1 + llaollLeay)- (33)

Démonstration

On sait (voir [17]) que ’équation ci-dessus admet une solution unique dans Hj (),
application f — y étant continue de L*(Q) vers H}(f), d’'ou l'estimation de y dans
HY(R). Soit f+ et f~ les parties positives et négatives de f, de sorte que f=ftr-f.
Notons y* et y~ les solutions de (3.1) lorsque le second membre est f* et f~. (yt ety
ne sont pas les parties positives et négatives de y !). Si on obtient les estimations (3.2) et
(3.3) pour y* et y~ (en remplacant f par f* et f~) alors on obtient aisément la conclusion
du lemme. 11 suffit donc de prouver (3.2) et (3.3) lorsque f > 0.

Supposons donc f > 0. Alors y > 0 d’apres le principe du maximum [17]. Soit z la
solution de ’équation

{ Az = f dans Q,

z = 0 sur I
Posons w = z — y, il vient alors par différence des équations

Aw = aqy dans {Q,
w = 0 sur T.



Puisque y > 0, Aw > 0 donc w > 0 et donc 0 < y < 2. Le Lemme 3.1 implique
”Z”LOO(Q) S CG”f”La(Q) d’ou I’estimation ||y“Loo(g) _<_ CG”f”L‘(Q) et donc

l4yllzs@ < Nfllze@ + llollze@llyllze@)
< (14 Cellaollze@) fllzee)

d’ou le résultat avec le lemme 3.1. o

Démonstration du Théoreme 3.1

a) Vérifions I'unicité de la solution de (2.7) dans H} () N L®(R). Si y; et y, sont
deux solutions de (2.7) dans H}(Q)NL®(Q) on a, d’apres (2.3) et (2.4), ¢(z,yi(z),u(z)) €
L*() (¢ =1,2). On peut donc multiplier la différence des équations en y; et en y; par
Y, — y1 et intégrer sur  ; il vient, posant y =y, — ¥ :

[, 35 asle)g oo + [ (#(a,1(a),u(2)) = e, (), (=) an() = () = O

1,7=1
Mais la positivité de ¢' (hypothése (2.4)) implique la positivité de la seconde intégrale ;
donc f3°7., a,J(.’B)az' 9z, 2Ldr < 0, qui joint & (2.2) et a la condition au bord y = 0 implique

y = 0 sur Q, doncyz—yl
b) Donnons une estimation a priori de y dans Hg(2) et C*(£2), supposant y estimée
dans L>®(2). Si y € L*(f) est solution de (2.7), on peut écrire

Ay + ¢(.,y,u) — #(.,0,u) = —¢(.,0,u) dans

d’oti, aprés multiplication par y et intégration par parties (noter que puisque y € L*(Q),
é(.,y,u) et ¢(.,0,u) sont dans L*(£2) , donc leur produit par y est intégrable) :

3 fas@ghgde + [0 =6(0)] =

1,7=1
/Qqs(.,o,mydx < 11600 Wl Iyl ey (34)

avec 1/s+1/s' = 1, donc s’ < 2 de sorte que ||y|| @) < Ciol|y||mi(a)- D’aprés la monotonie
de ¢, la seconde intégrale de (3.4) est positive donc, avec (2.3) :

3 [ as(o)gtpds

1,7=1

CIOI|¢(" 07 U) "L"(Q) ”y”Hé(Q)

< Cu(+ llulle)ylla @)
Ceci joint a (2.2) implique I’estimation
Iyl @) < Cra(L + [lufl)- (3.5)

Mais d’aprés (2.3), (2.4) et le théoréme de la moyenne, pour un certain § avec |j(z)| <
ly(z))| p-p- :

ez, y, Wllee@ < N16(2,0,u)llee) + 16, (2, § W)llzs@ |y |z )
< Cus(1+ el yllze@mlyllze@)

)



donc avec le Lemme 3.1 :

1¥llca@) < CoCas(1 + lull)lyllze@m(l[yllz=@)- (3.6)

¢) Il suffit pour achever la preuve de montrer ’existence de y dans L*(2) tel que
lyllLe@) < na{||ullu) avec n4 croissante : IRt — IR*. Pour ceci on va utiliser une troncature
non locale de ¢(z,y,u) de la maniére suivante. Soit N > 0 ; posons, pour y € L*(2) et
u € U donnés (donc ¢(.,y,u) € L*(Q2) d’apres (2.3) et (2.4)) :

$(,y,u) si |60, y,)||Le@) < N,
ul #(.,y,u) sinon,

on(,y,u) = {

"¢('vyvu)“L"(ﬂ)

de telle sorte que ||@n(.,y,u)||zo) < N. Considérons I'équation approchée

Ayn + ¢n(z,yn(z),u(z)) =0 dans Q,
yn =0 sur T.

Montrons que (3.1) posséde une solution yy € H3(€) N C*(Q) par un argument de point
fixe. D’apres (2.3) et (2.4), Papplication y — ¢(.,y,u) est continue (et méme localement
lipschitzienne) de L®(Q) vers L*(Q), donc y — ¢n(.,y,u) est continue et bornée de L*(f2)
vers L*(Q2). Soit ’application T : L*®(Q2) — L*(R2),T : y — z solution de

Az +¢n(,y(),u(z)) =0 dans 9,
z=0 sur Tj

D’apres le Lemme 3.1, T est bien & image dans L™(2) et son image est méme contenue
dans un borné de C*(f). Or l'injection de C*(Q) dans L*(f) est compacte : T est donc
continue de L=°(R2) vers L*°(Q2), & image dans un compact : d’apres le principe de Schauder
(8] elle admet un point fixe, qui est donc solution de (3.1).

Si [|#(., yn, u)||Le) < N alors (d’aprés la définition de ¢n) yn est solution de (2.7). Ceci
sera vrai en particulier d’aprés (2.3) et (2.4), pour N assez grand, si on a une estimation
du type |lyn|lze(@) < C (indépendant de N) . Pour obtenir une telle estimation, notons
que yn est solution de I’équation linéaire (en z) :

{ Az +(z)z = ~an¢(z,0,u) dans , (3.7)

z=0 sur T,

an = min(l’N/l!¢('ayNau)“L’(Q))
P(z) = andy(z,§,u)
avec g(z) € [0, yn(z)],Vz € Q telle que
¢y (z, 9, w)yn = ¢(z,yn(2),u(z)) — ¢(2,0,u(z)) pp. z€Q

(un tel ¥ existe puisqiie ¢ est C* par rapport a y p.p. z,u) et donc ¥(z)yn = ¢n(Z,yn,u)—
an$(z,0,u) et yny est donc solution de (3.7). D’apres (2.4), et puisque ay > 0, on a
Y € L*(Q) et 3 > 0. D’aprés le Lemme 3.2 et puisque ay <1 on a donc

lynllee@) < Crllén (2, 0,u)llLe@) < Crllé(=, 0, u)llze@) = €

6
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indépendant de N. On a montré que pour N assez grand, yn est la solution unique de
(2.7) et d’apres (2.3)

lyllze@)y < Crlld(z,0,u)l|L (@)
< Co(1 + ||ullu)- (3.8)

d) Nous avons montré l'existence de y dans H(2) N C*(R); La premiére estimation du
théoréme est démontrée par (3.5) et (3.8). Et l'estimation dans C*(Q2) découle de (3.6) et
(3.8).

4 FORMULATION HAMILTONIENNE DE LA VARIATION DU CRITERE
ET PRINCIPE DE PONTRYAGINE

Soient u et v deux contrdles dans K et y,,y, les états associés. Définissons les états
intermédiaires § et § solution de

¢(" Yoy v) = ¢(a yuav) + d’;(a ¥, v)(yu - yu),
L(" y‘U’ 'l)) = L(v yuav) + L;(7 g’ 'v)(y,, - yu),

avec g(z) et §(z) dans [y,(z),y,(z)],Vz € Q ; puisque y, et y, sont bornés, et d’apres le
théoreme de la moyenne, § et i existent et sont bornés. Définissons maintenant "1’état
adjoint intermédiaire” p,, solution de

APugy + 85, 0)Puw = L (s Gyv) dans €, @)
Puwy =0 sur T, : )

lopérateur A* étant ’adjoint formel de A. Notons que si u = v, alors § = §j = y et p,, est

’état adjoint associé & u. Vérifions que (4.1) est bien posée dans tous les cas :

Lemme 4.1 L’équation (4.1) a une solution p,, unique dans H}(2) N C*(2) vérifiant :
[Puollrg @) + IPuslica@y < msllwlle + [0,

s . . + +
ol ns est une fonction croissante : IR — IR . o

Démonstration
On a avec le théoréme 3.1

lollzo@) < max(|yullze), |9 lle(@))
< Cr(1+ lullu + [v]l)

donc avec (2.4)

6, 3, o)) < (IMzllza) + lloll)m (1§l L)),
< (IM2lzs@y + Nvlle)m(Cr (L + [luller + [Joller))-



Utilisant (2.6) on obtient une estimation similaire pour ||L;(., ¥, v)||z+(a)- La conclusion se
déduit alors du Lemme 3.2. ¢

Introduisons maintenant le hamiltonien associé au probléme (P) :

H(m,y,u,p) = L(.’B, Y, u) _p¢($) y’u)'

Proposition 4.1 (Formulation hamiltonienne de la variation du critére) Soit u et v dans
K et p,, Vétat adjoint intermédiaire associé. Alors

T(Wor0) = Iy 0) + [ [HCs by, Pun) = Hl Yo 0, )l

Démonstration
Ona

J(Yv,v) = J(Yuyu) = /Q[L(., Yo, V) — L(., yu, u)]dx
= /ﬂ L.y Yy ©) ~ L(y Y, w)]dz + /n [L(-, 90, 0) = (-, 4, v)}dz

D’aprés (4.1), la derniére intégrale vaut

/{)L;(.,ﬁ, v)(yo — Yu)dz = /Q[A*Pu,v + ¢;(, 9,V)Puv (Y0 — Yu)dz

= /QA(yv - yu)pu.udx + A ¢;(, ga v)(yv - yu)Pu,ud-T

= [160+9uu) = #vos 0)lPusddz + [ [8(+90,9) = (-, Yy 0)]pundz
L[¢('ayu)u) - ¢(-)yu1v)]Pu,udx

d’ou le résultat. o .

On considére maintenant un type de variation de u assez général . Soit w une partie
mesurable Q ; on dira que v est une perturbation de u localisée sur w si v(z) = u(z) p.p.
z € R —-w.

D’apres la proposition 4.1, on a bien évidemment :

Ty 0) = I(Wur) + [[[HC ¥y, Pu) = H( oy Pl

Proposition 4.2 Soit {v;} une suite dans K de variations de u localisées sur {wi}, wy C
2. On suppose que mes(wy) — 0 et que la restriction de v, (notée encore vy) sur wy
satisfait

SUP ||V lzoo(un) < €' < +o0.

Alors les états et état adjoints associés : yi := yu, el pi = puy, convergent dans Hy(2)N
C*(S2) vers y, et p,. o



Remarque

Puisque ¢ ne dépend pas continiiment de u, 'application v — y, n’a pas de raison
d’étre continue, par exemple de Y vers Hj(§2). Néanmoins la proposition 4.2 établit un
résultat de continuité qui utilise une métrique sur l’espace des contréles explicitée plus loin.

Démonstration de la Proposition 4.2

D’apres les hypothéses, {v;} est bornée dans Y. D’aprés le Théoréme 3.1, {yx} est
donc bornée dans H}(2) N C*(N). La compacité de 'injection C*(Q) C L*() permet
d’extraire une sous-suite (notée encore {y;}) telle que yr — y dans L*(§2). Mais d’apres
(2.3) et (2.4), pour k assez grand :

[¢(z, yx(2), ve(2))| < Mi(2) + Coflva(2)|
+ (Mz(z) + Calloe(2)|)m (2lYll=())

et donc, en posant ¢(z) = max(C, ||u(z)||lv) et en distinguant le cas z € wy et £ € @ — wy,
on obtient :

|¢(z, yx(2), vx(2))| < Ma(z) + Cac(z)
+ (My(2) + Gae(z))m 2llyllz=(@))-

On a ainsi majoré |¢(z,yx(z), vk(z))| par une fonction de L°(f2) indépendante de k;
par ailleurs, puisque y; — y dans L*(Q) et que mes (wy) — 0, d(z,yr(z),ve(z)) —
é(z,y(z),u(r)) p.p. = € Q. Le théoréeme de Lebesgue implique donc ¢(., yk,vk) — ¢(.,y,u)
dans L*(§), donc Ay, — Ay, dans L*(Q2), d’ot la convergence de y; vers y, dans HiNC*(Q)
avec le Lemme 3.1.

La convergence de p; se prouve par des arguments similaires.

Soit zo € et v € K. On dira que {vx} est une suite de yariations de u localisées autour
de o associée a v si {v;} est une perturbation de u localisée sur wi(zo) avec

wi(zo) = {xr € Q; ||z — z0]| < 1/k}

et
vy =v sur wi(zo).

Nous noterons my (o) := mes(wi(zo))™".

Proposition 4.3 Soit u € K et v € K. Alors les variations de u localisées autour de
et associées ¢ v satisfont d

klirgomk(zo)[J(yk,vk)-—J(yu,u)] = H(zo,yu(0),v,pu(z0))
~  H(xo,yu(%0), u(0), Pu(z0),

pour tout xo dans un ensemble Q(u,v) qui est de mesure pleine dans .e.



La démonstration utilise la notion suivante : soit f € L'(2). On dira que zy € € est un
point de Lebesgue de f si limy_,o, my(zo) Jun(zo) f(z)dz = f(zo). L'ensemble des points de
Lebesgue de f est de mesure pleine dans (2 .

Démonstration de la proposition 4.3
D’aprés la proposition 4.2, on a
T(uy0e) = J@ur) = [ [H(, 009,26 = H(, 0, )ld
wi (o)
o pr — p, dans HE () N C*(Q), soit
J(yk’ vk) - J(yu, u) = / ( )[H(a Yu, ‘U,pu) - H() Yu, u,pu)]d:c
wi(zo
+ / ¢() yinv)(pu —pk)dx

wi (o)

+ oy Yu, U — py)dz.
/w k(zo)qﬁ( Yu, ) (Pk — Pu)

Soit Q(u, v) I'intersection des ensembles des points de Lebesgue des applications intégrables
suivantes :

|¢(m,yu(x),v)|,

|¢(z, yu(z), u(z)),
H(z,yu(z), v, pu(x)),
H(z,yu(z), u(z), pu(z)).

Alors, si zo € §(u,v) et puisque py — p, dans L*(Q) :

mu(eo)l [, 9(+ur0)(pu — pi)dal

<mi(zo) [ 160+0,0)ldallpu — pellzm@) = 0,

8 8 8 8
U A A

et de méme
maao)] [, 9t 0)(pu = pi)de]
w™{To
< mk(mo)/ |6, Yu» w)|dz||pu — Pr|lLo(@) — O
wi(zo)
On obtient donc
lim m(20)[J (i, v&) = I (yu, u))]
)[H(, Yu, v, pu) - H(a Yu, U, pu)]d.’v

= H(-’Ko, yu(«”ﬂo),”;Pu(fﬂo)) - H(-’Bo, yu(mo)a ’u(.’llo),pu(l'o))-

= lm my (=) /
k—oo " Jwg(zo
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Mais Q(u,v) est intersection de quatre ensembles de mesure pleine donc est de mesure
pleine, d’ou la proposition. e
Nous déduisons du résultat précédent un principe d’optimalité locale.

Théoréeme 4.1 Soit @ une solution locale dans U de (P). Alors, Vv € K on a :
H("yﬁ)a,pﬁ) S H('ayﬁ’v,pﬁ)1 p.-p. sur (l.o

Démonstration

Soit v € K,z¢ € £ et {v;} les variations de u localisées autour de zo associées a v.
Alors vy — u dans U, donc J(yx,vx) = J(ys, @) pour k assez grand. On conclut alors avec
la proposition 4.3.e

Nous dirons qu’une solution locale vérifie le principe de Pontryagine si elle vérifie la
relation

H(., Yz, t,pz) = flréi}{lH(.,y,-,,v,pﬁ),p.p. sur €.

Le principe de Pontryagine implique la conclusion du théoréme 4.1. Nous allons énoncer
des conditions plus forte que celles tu Théoréme 4.1 impliquant le principe de Pontryagine.

Théoréme 4.2 Soit & une solution locale de (P) dansU. On suppose qu’il existe Sy C 2
de mesure pleine tel qu’une des deuz hypothéses ci-dessous est vérifiée :

(i) Vv € K, l’ensemble des points de Lebesgue des applications ¢ — ¢(x,ya(z),v),z —
l¢(z, ya(z),v)|, 2 — L(z,ya(z),v) contient Qp.

(12) L’ensemble K est séparable et les applications ¢ et L sont continues par rapport d
la troisiéme variable si z € Q.
Alors @ vérifie le principe de Pontryagine. o

Remarque L’hypothése (i) est en particulier vérifiée si ¢ et L dépendent continiment
de z. Par ailleurs I’ensemble K est séparable si U l’est, par exemple si U = IR.

Démonstration du Théoréme 4.2
Dans le cas (i) on vérifie que ’ensemble Q(u, v) qui est défini dans la démonstration de
la proposition 4.3 contient . On a donc

H("yﬁaa’)pﬁ) SH("yﬁ’v7pﬁ) sur QO’

donc
H('7yﬁa’aapﬁ) ZI%?H(-,yﬁ,v,Pa) sur QO
d’ou le principe de Pontryagine.
Dans le cas (ii), soit {vx} une suite d’éléments de K, dense dans K, et £ = NpQ(u, vi).

Alors du théoreme 4.1 on déduit que

H("yﬁ)a’pﬁ) S.H(')yﬁavk)pﬁ) sur Qla
donc, le hamiltonien étant continu par rapport au controle sur € :

H('ayﬁaﬂ’pﬁ) S H(')yﬁ’vapﬁ))vv € I\,v sur Ql ﬁ§20

Mais ©; est de mesure pleine (le complémentaire de €2; est union dénombrable d’ensemble
de mesure nulle) donc §y Ny également. o.
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5 UN PRINCIPE DE PONTRYAGINE POUR LES SOLUTIONS APPROCHEES

Les hypothéses que nous avons faites au début de D’article n’impliquent pas 'existence .
d’une solution. Il est facile de le vérifier en considérant le cas particulier suivant :

mjn/‘;(y(a:))zd:c ;i u(z) € {-1,+1},pp. z €, v

et (y,u) vérifiant

—Ay=u dans {,
y=0 sur TI.

Le critere étant positif, I'infimum du probléme est positif. Montrons qu'’il est nul.
Prenons une suite u; de contrdles a valeurs dans {—1,41} convergeant faiblement vers 0
dans L2(Q) (c’est un exercice classique !). Alors y,, converge faiblement vers 0 dans Hg(Q2)
donc fortement vers 0 dans L2(), c’est-a-dire [q(yu,(z))?dz — 0. L’infimum est donc bien
0 ; il n’est cependant visiblement jamais atteint.

Nous allons énoncer un principe de type Pontryagin pour certaines solutions approchées
du probléme (P). Nous dirons que u € U est une e-solution de (P) (avec € > 0) si
J(yu,u) < inf(P) + €. Le résultat principal de cette section sera le

Théoréme 5.1 On suppose que inf(P) € R. Alors Ve > 0,Va > 0, il eziste Ue oy €2+
solution de (P), tel que (notant Y. o = Yu, o €t Pea = Puga) *

H("ye,aaue,mpe,a) < H(-,ye,aavape,a) +¢,
Vv e K,|v|| L a,pp. z €0

La démonstration utilise de fagon essentielle le

Théoréme 5.2 (dit principe d’Ekeland : wvoir [3], [4]) Soit (E,d) un espace métrique
complet, F une application s.c.i. (semi-continue inférieurement) : E — IRU {+o0}, et
soit e, € E tel que F(e.) < inf(F) + €2, Alors il eziste €, tel que ’

- F(&,) £ F(e.),d(e., &) < ¢

et
F(&.) < F(e) + ed(e,&,),Ve € E.o

En vue de l'utilisation du théoréme 5.2, introduisons ’espace suivant (o 4 € K et
a > 0 sont donnés) :

Eio={u€eKk; si u(z)#i(z), alors [u(z)|<La,pp. z€Q},
que nous munissons de la métrique d’Ekeland

d(u,v) = mes{z € Q;v(x) # u(z)}.

12



Lemme 5.1 L’espace (E;q,d) est complet pour tout (i, ) dans K x IR™ et Uapplication
u — J(yu,u) est continue de E; , vers IR.e

Démonstration

On vérifie aisément que d est une distance sur E;,. Soit {ux} une suite de Cauchy de
E; .. Il est clair qu'il existe une fonction u mesurable Q — U telle que ui(z) — u(z) € K
et |lu(z)|| < asiu(z) #4(z) pp. z€Q. Donc |ju(z)|| < |li(z)|| +adotuel,ueK
et donc u € E; , est limite de {u;}, ce qui démontre que (F;4,d) est complet.

La continuité de u — J(y,,u) dans E;, est une conséquence facile de la proposition
4.2 (qui implique la continuité de u — y, de E; o vers H}(2)N C*(R)) et de (2.5)-(2.6). o

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la

Démonstration du Théoréeme 5.1
Si inf(P) € IR, pour tout ¢ > 0 il existe une 2-solution, soit u.. D’apres le théoreme
5.2 et le Lemme 5.1 pour tout a > 0 il existe u,, dans E; ,,€%-solution de (P) tel que

J(Ye,ar teya) < J(Yu,u) +€d(u, Uen),Yu € E,, . (5.1)

Soit {vx} une suite de variations de u,, localisées autour de z¢ et associées a v € K tel
que ||v|| £ a. Si vi(z) # uc(z) on a soit vk(z) = uea(T), soit vi(z) = v ; dans les deux cas
loe(2)|| £ a. Par ailleurs, v € K, donc vy est dans E,, ,. Prenons u = v, dans (5.1) ; de
d(Vk,Ue o) < my(20)~! on déduit que

m(zo)[J (Yx, v&) — J(ye,a,ue,a)] 2> —€,

d’oui la conclusion avec la proposition 4.3.

Nous aimerions obtenir la conclusion du théoréme 5.1 avec @« = +o00. Néanmoins
Pespace E, o, n’est pas nécessairement complet (la limite ponctuelle d’une suite de Cauchy
pourrait ne pas étre intégrable). Méme si on suppose E, o, complet, il faut des hypotheses
supplémentaires pour que u — J(y,, %) soit continue ou s.c.i. . Voici un résultat dans ce
sens :

Proposition 5.1 On suppose que les hypothéses (2.3) d (2.6) sont satisfaites aussi avec
C2 = C3 = Cy = Cs =0 (ceci est en particulier vrai si K est borné). Alors la conclusion
du théoréme 5.1 reste valable st a« = +00. @

Démonstration
On définit

Ky = {u fonctions mesurables  — U;u(z) € K,p.p. z € Q}.

On vérifie aisément que (K;,d) est complet. On montre avec (2.3)-(2.6) et 'hypothése
que P’application u — y, est continue : (Ki,d) — H3(Q) N C*(Q), et que u — J(yu,u)
est continue en appliquant le théoréme de Lebesgue. Le résultat se démontre alors par les
meémes techniques. o
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