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Résumé

Nous nous intéressons a la diffraction d’ondes acoustiques et élastiques dans un domaine
non borné de R2. Nous introduisons la notion de résonance comme pdle du prolongement
méromorphe a C de 'amplitude de diffusion. Nous établissons une caractérisation de ces
résonances comme zéros des valeurs propres d'un opérateur défini sur le bord de 'obstacle
par une formulation variationnelle. Celle-ci permet la conception d’une méthode numérique
dont nous présentons quelques résultats.

Abstract

We are concerned by the diffraction of acoustic and elastic waves in a R?-non bounded
domain. We introduce the concept of resonance as poles of the meromorphic extension
in C of the scattering amplitude. We establish a caracterisation of them as zeros of the
eigenvalues of an operator which is defined on the boundary of the obstacle. We give a
variational formulation to define this operator, adapt it to a numerical method, and then
present some results.
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1 Introduction

L’ étude de la propagation d’une onde dans un milieu méne a la recherche de modes propres
de vibrations, permettant de caractériser ’onde apreés la fin du régime transitoire (t— +00).

Ainsi le probléme acoustique dans un domaine borné © C RN (N=2ou3d):

-Au—wu = f (1)
Po u o= 0 sur [' = 6@
u € H'Y(O)

ol w est réel, f € L?(0). La condition frontiére de Dirichlet peut étre remplacée par celle

de Neumann:
ou

N ~
Remarquons que I’équation (1) impose Au € L?(®), donc la formule de Green définit bien

la dérivée normale de u sur I .

0 sar [

Po met en évidence les résonances intérieures de © : ce sont les fréquences w pour
lesquelles il n’y a pas unicité d’une solution de P, c’est-a-dire telles que w? est valeur

propre de {—A; D(—A) = HY(®) }, pour la condition de Dirichlet.

Lors de la diffraction d’une onde par l'obstacle © = RN \ ©, le domaine ou 'onde est
décrite est {2 non borné, et le concept de résonance n’est plus aussi évident. En effet, si
z = w? est considéré dans C, H'(€2) n’est le bon espace que si z ¢ R,. Cherchons donc
u dans H}, (f2) et décroissant & l'infini en |x|‘¥ Alors Pg n’a de solution unique que
lorsque z ¢ R;. Autrement dit, le spectre de —A est continu: c’est R,.

Cependant, on écrit la solution du probléme de Cauchy (contenant I’équation des ondes)
a 'extérieur de © sous la forme:

" U(z,t) = Z Qj(x)e'i’\J' ” quand t — 400
) sel
" " signifie: avec quelques restrictions (notamment sur @), et selon un certain sens.
{A;}jer est un sous-ensemble discret de C_'. Les )\; sont appelés résonances (exté-
rieures) de ©.

A priori, ces fréquences interviennent dans I’ étude ici exclusivement mathématique du
probléme précédent. Le fait qu’elles soient liées intimement a la géométrie de l'obstacle
diffractant, a I'onde diffractée, qu’elles donnent la décroissance en temps de I’énergie locale
associée, prouve qu’elles ont une place comparable aux fréquences réelles du probleme
intérieur. Les interprétations et les applications physiques ne manquent pas, notamment
dans Uberall [23, 25, 24, 26], Lenoir [16], Hasard [9] pour I'influence de la houle sur un

bateau.

IC. (respect: C,) est D’ensemble des complexes de partie imaginaire strictement négative
(respect:positive)



Nous proposons dans ce rapport d’étudier les résonances liées aux équations de Helm-
holtz et de I'élasticité (linéaire isotrope), le séparant en deux parties bien distinctes:
Dans la partie 2, consacrée a 'acoustique, nous posons les définitions, caractérisations,
propriétés générales, accompagnées de I’exemple classique de la diffraction par le disque.
Suivent ’étude du probléme numérique et de la convergence des résonances numériques,
et I'application au calcul des résonances de la fissure rectiligne.

Dans la partie 3, une démarche similaire est effectuée dans le cadre des équations de I’élasti-
cité linéaire isotrope; mais I'aspect théorique est plus sommaire (pour éviter des répétitions
inutiles).

L’accent sera mis sur la diffraction par obstacle dans le plan (N = 2), puisque nous nous
y sommes limités lors des applications numériques. Le contenu théorique ne change pas (si
cela n'est pas précisé) lors du passage a I’espace de dimension 3. Les différentes propositions
sur la répartition des résonances dans C ont aussi pour objet de souligner I'importance
de la "premiére courbe de pdles” (ceux qui sont le plus proche de I'axe réel) et de son
comportement "3 I'infini” (c’est-a-dire trouver S(A;) = fonct(R(Aj)) quand R(}A;) — ),
puisque ce sont les seuls dont on reconnaisse jusqu’a présent l'intérét physique.



2 Ondes acoustiques

Nous allons étudier d’abord ’équation de Helmholtz a 'extérieur d’un domaine © d’inté-
rieur non vide, poser quelques théorémes (et définitions) sans véritables démonstrations
(qui se trouvent néammoins dans les références). Puis nous recommencons plus méticuleu-
sement le travail en considérant un obstacle diffractant sans intérieur: une fissure ouverte
(elle ne repasse pas par dessus elle-méme, et les bouts sont disjoints). Nous verrons par
la suite qu'il suffit de fermer la fissure (les extrémités sont jointes) pour revenir au cas
précédent ou un "intérieur” est défini, complétant les démonstrations manquantes.

2.1 Présentation générale
2.1.1 Position du probléme

O est un obstacle borné de R? de frontiére I' assez réguliére. 2 est son complémentaire
ouvert, non borné. w désigne une fréquence complexe. Nous reprenons les notations de
lintroduction pour C, et C_ , en posant de plus:

C_y = {z€ C_,R(z) > 0}

L’expression condition D (respect: condition N) signifiera que I'onde u vérifie une condi-
tion limite du type Dirichlet (respect: du type Neumann).

Soit le probleme

—Au —wiu = 0 dans Q
Ou
P —_— = ~1/2
(aN)r g e H™V4(T)
v € HY(Q)

Nous considérons la: w € C,..

Théoreme 2.1 Siw € C,, alors P admet une solution unique u = R(w)g
R(w) est un opérateur de HV/*(T') dans H'(Q).

En effet, si w € C; , la forme b qui suit est coercive dans (H'(£2))%:
b(u,v) = /r;[Vqu') — Wup)dQ
si w € R, , on utilise alors le

Théoréme 2.2 (Wilcoz[29]?)

2 Wilcor I’a démontré pour la dim 8



1

R(w) se prolonge continiiment en opérateur de H™/%(T') dans Hi,.(Q) lorsque w passe

de C; a R,. w étant réel, u = R(w)g est alors solution du probleme suivant:

( —Au—w?u = 0 dans Q
(2 = & HVY(T)
aN r g
u € Hy,(Q)
ou | X
— —twu = o(—x=r) quandr — oo
. Or roa

La derniére équation exprime que {’onde u est “sortante”. On l'appelle condition de rayon-
nement "sortant” de Sommerfeld.
Ce théoréme connu est dit "d’absorption limite”.

2.1.2 Définition des résonances

Nous admettrons que R(w) est analytique en w dans C, UR*si N =2 et C, URsi N = 3.
Cela vient de ce que la solution fondamentale de:

(1) ~AG — WG = 6 dans RV
est :
Glw,z) = {H(wls]) N=2
exp(iw|z]) N =3
4r|z|

Posons
S(w): HV*T) — HY*()
g r— (Rw)9)r
Théoréme 2.3 (S(w))wec, ur- est une famille analytique d’opérateurs inversibles (pour le

cas N = 2; si N = 3, lanalyticité s’étend ¢ 2€ro).

En effet, soit f € H%(I‘) ; le probléme P avec condition D: (u)r = f posséde une
solution unique u(f,w) lorsque w € C; . Si nous posons alors:

g=@%%QET@H

cela définit

T(w) : HY¥T) — HY4(T)
et 'on vérifie immédiatement que S™! = T pour tout w.
Théoréme 2.4 S et T se prolongent de fagon méromorphe ¢ C_\ — iRy (st N = 2).
Définition 2.1 Les résonances de P sont les péoles de S

Remarques:



¢ On obtient d’autres résonances en considérant les poles du prolongement de T. Nous
les appellerons résonances "D” (pour ”Dirichlet”), celles de la définition précédente étant
qualifiées par "N” ("Neumann”).

o Les références: Lenoir,Vullierme-Ledard[16] et Ramm|[21] proposent des démonstra-
tions du théoréme. Nous ferons de méme dans le cas plus simple d’une fissure (qui peut
étre étendu au cas général: voir section 2.6). L’analyticité de S et T dans C; UR? découle
de celle de R(w) et u(w,.).

® w est un pole de S ssi 0 est valeur propre de T(w) , & moins que (et c’est un cas
particulier "rare”) T ne puisse non plus étre défini en w, c’est-a-dire que 'on a le cas d’une
résonance D et N.

e Pour comprendre ’existence de résonances, il faut voir que le franchissement de ’axe
réel par w correspond au passage de w? A travers le spectre continu R, de —A.

. . . 1 .
¢ En dimension 2, la fonction de Hankel H)(w|z|) a la coupure —iR, ; nous nous
contenterons donc de chercher les résonances dans C_,, ce qui n’exclut bien sir pas leur
présence au—dela de celle—ci.

2.1.3 Quelques théorémes sur la répartition des résonances dans C

Les théorémes qui suivent ont été construits principalement grace a ’approche “micro-
locale” de la diffraction des ondes. Il n’est pas question ici d’étudier cette méthode; par
conséquent, il n'y a aucune démonstration.

Définition 2.2 On dira d’un obstacle borné © qu’il est non-captif si, pour tout R > 0,
il existe un temps TR tel que tous les rayons brisés de l'optique géométrique partant d’un
point de Qg = QN B(0; R) soient sortis de Qp au bout de g .

Sinon, on dit que © est captif (Ikawa[12]) .

(voir figure 1)

Théoreme 2.5 (T.G1 :localisation)

Soit @ C R™(n > 3 impair ) , un ouvert conneze non borné, de bord 6Q =T : C*
compact. On suppose © = R™\Q non captif (un cas suffisant: @ conveze).
Alors toute résonance "D” w vérifie:

|S(w)| = a+ blog |R(w)] @,6>0
S, en plus, T est analytique, alors:
IS(w)] = a + BR(w)|® a,6>0

Théoréeme 2.6 (T.G2 :optimalité)



Supposons T strictement conveze, et telle qu’il existe une géodésique fermée v C T,
non dégénérée, de longueur T, telle que T ne soit longueur d’aucune géodésique fermée de
T.

Alors Ve > 0 , il y a une infinité de résonances (”D”) vérifiant:
(W) < (e + )|
Théoréme 2.7 (T.G3 :cas captif)

On considére © = ©, U O, deur convezes (voir schéma)

; d @ dans R3

Les pseudo-péles sont définis par :

.
pi=-tc+ o3
Il existe des résonances p; centrées sur les pseudo-pdoles:

c .
[ — p;l < 7 Vjassez grand

Vi

Remarque: ¢ dépend des courbures de surface en M; et M, .
Ces résonances sont représentées par des croiz, figure 1.

Références : T.G1 et T.G2 : voir Bardos,Lebeau,Rauch[4] et Bardos,Guillot,Ralston{5]
T.G3 : Ikawa[13].

Théoréme 2.8 (T.G4 :Melrose et Sjosrand)

St © est un obstacle régulier non-captif contenu dans la boule B : [X| < R, et st, pour
simplifier, les poles de S sont simples, alors pour f a support dans B:

n—1 ’
Ut)f = E $e” it 4 0(6(9""'“)‘) quand (t — +00)

i=1

U(t)f étant la restriction ¢ B de la solution de I’équation des ondes , de donnée initiale
f. Les pj sont les poles de S, rangés selon l'ordre:

0> SQps >...>8p; > ...
®; est le mode dégénére associé a u; .

Remarque: cette formule, d’un intérét essentiel pour le concept de résonance (compa-
rer avec ce que donne le probléme "intérieur” !) fournit une méthode de calcul numérique
de celles-ci, dite de Prony, étudiée par Wei, Majda, Strauss[27].



Figure 1 : Synthése des cas possibles

Cas captif Cas non-captif

Im(w) Im(w)
* Re( w) ﬁ Re(w)
. - Pas d ;v:' onances
. . a. S
infinite de resonances e P ’,7 o
-, -, ”
Cobmumuan o Y= = - K - = - - - - \\‘ R4 P4 ”r
~ 1 Pl ’
~ - 4
SY=x _° o
\\v - ”’ -
RREg ,¢’
______ A
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2.2 Exemple : le cas du cercle en dimension 2
2.2.1 Résolution du probléme

Soit :

® = {z € R% |z| < a,a > 0}
Pour résoudre P , on décompose g € H™'/3(T') dans la base {¢™},en (0 € [0;27]) :

9(8) = 3 gne™
La solution de P s’écrit alors (voir Nédélec[19] par exemple)
(1)

u(r,0) = on Ho () in
wH( wa)
donc :

HV(wa)
wholf) = Zn:g"wH(l)( a) 7e”

Ainsi les résonances "N” du disque sont les zéros des H)(wa) , tandis que les résonances
"D” sont les zéros des H{(wa).

2.2.2 Détermination de quelques résonances

Abramowitz-Segun[1]® donne la formule suivante:

n—-o-f-oo 2 3

H,(n + zn3) = A= 23z) — iBi(-zéz)l(l +0(n~%))

in/3

< Az(23 3e32)

Soit zo un zéro de Ai; alors .
Ai(2f§’ e™32) =0
pour o
20 = (2368ﬂ/3)—-]$
et il y aura une suite z, convergeant vers zo (quand n — o) telle que H,(n + znn%) =0
Une suite de résonances "D” du disque (a = 1) est donc telle que:

1
Wn =N 4 Zyn3

par conséquent:
R(w,) "= n
Fwa) "E —c[R(wn)]?

Ce qui correspond avec le théoréme général (T.G1 et T.G2), cas non-captif, mais ici en
dimension 2.

3voir aussi Heyman et Felsen[10]

11



2.3 Etude de la fissure ouverte

2.3.1 Notations

Nous reprenons la plupart des éléments du travail realisé dans Bamberger(3]

Figure 2 : Fissure plane

- 4 (respect: -) désigne ce qui est i la limite "supérieure” (respect: inférieure) de I'. Nous
nous intéresserons a des ondes répondant a la condition N:

0
(Gr=g€V. oiV,=HD)
Cette condition suppose implicitement :
Ou
—lr=0
(Falr

[q] signifiant le saut (¢_) — (g4+) de la quantité q & travers T

Remarques:
e Le probléme avec condition D, donc supposant [u] = 0 est noté en annexe.

¢ Nous poserons généralement: ¢ = [u] qui est la donnée (ou 'inconnue) principale.

Soit
—Au —wly = 0 dans
Ou
P el = '
N (6N)r g eV,
v € HY(Q)
et aussi :
’ —Au —wlu = 0 dans 2
du ,
Pp [EN.]F = 0 dansV
] = ¢ eV,
v € HY(Q)

12



2.3.2 Définition des résonances

Théoreme 2.9 Lorsque w € C, ,les problémes Pp et Py ont chacun une solution unique,
notée respectivement up(w, @) et un(w, g). De plus, ces solutions sont prolongeables dans
H,,.(Q) quand w devient réel.

Démonstration:
Pour la deuxiéme proposition, nous pouvons considérer que c’est un cas particulier du
théoréme d’absorption limite, appliqué a une fissure. Quant a la premiére, nous savons que
la coercivité de b (voir théoréme 2.1 et la formulation qui suit) dans (H'())? implique
existence et unicité de uy(w, g); up(w, g) est donnée par la formule suivante:

up(w $)(@ = = [ 5= (@18 - FONHOo()

L’unicité s’obtient en considérant que si ¢ = 0, alors b(u,v) = 0 pour tout v dans H'(£),
et donc u = 0.

Théoréme 2.10 La formulation variationnelle de Py est:
b(u,v) = /Q[VuVT) — Wup)dQ = /rg[f)]dI‘

Soit 'opérateur

T(w): €V, —( rev,

(2]

auD(“"” ¢)
on
T est caractéris€ par :

Vo, ¢ € Hi(T)

(1) <T@bw>= 3 [ [ Hele ~ oDl (z) ( )
L n(a) ()oY oo

ot n(z) est la normale ¢ I' au point z.

Démonstration:

Tout ceci est fait dans Bamberger[3]. La derniére formule est classique, et définit bien

1
T(w), puisque H}(T) est dense dans H2,(T'). Nous allons cependant détailler les calculs pour
le cas d’une fissure rectiligne; T est alors un segment de R plongé dans R?:

= {(z,y) e R}0<z<1,y=0}

¢ désignera la transformée de Fourier de g selon Ox, ¢ étant prolongée par 0 au-dela de T :
~ _ —ifx
= e r)dz
§(&) /F oug’ 4l

13



L’éqtiation
—Au — w?u = 0 dans

devient pouf y # 0 :
9%t
oy?

La condition u € H'(Q) meéne alors & :

+(2-WH)a=0

() = 3 Sign(y)d(E)e

v = /e~ R(v) > 0 (w € Cy)

ot V-
(22y(e,0) = La(e)

avec
D’ou 'on tire:
T(w)¢ est caractérisé par :
< T(w)g; > = /m(—g—q)(f,O)[f)]df ou v est solution de {Pp; 3}
n

(3) Ve —wrderberde

62 w2

VE—F a2

En remarquant que

62 —_—w? =

et
(€ —w?yt I8 L S B8 (=)

on obtient la formule (1) simplifiée :

<T@)s% >= 5 [ [ BO(le - yDI# (@) () - *9la)io)ldody o

Prolongement de T: La fonction Hgl) est analytique sur C\(—:R,), ce qui permet le
prolongement holomorphe de T'(w) a

C_+ UR} = {w e C,F(w) £0,R(w) > 0}

Nous nous sommes arbitrairement restreints & R(w) > 0 pour simplifier, mais il est permis
de prolonger analytiquement au—dela de la coupure, comme avec la fonction log(z) lorsque

arg(z) > .
La singularité du noyau dans (1), est mise en évidence par T, = T'(0), défini par:

<o >=— [ [ log(lz — yl)dg(z)db(v)

14



D(T,) = V, et K(w) = T(w) — T, est T,~compact au sens de Kato [15] * (il agit en fait
continument de H™'/%(T') dans H'/*(T')); donc D(T(w)) = V,. Cette décomposion de T est
a la base de toutes ses propriétés. Nous pouvons maintenant définir les résonances grace
au

Théoréme 2.11 (T(w))uec, est une famille analytiqgue d’isomorphismes de V, dans
V) , qui se prolonge ¢ C\(—:R,) enalytiguement en une famille d’opérateurs, inver-
stbles sauf lorsque w est I'un des points (w;);es 1s0lés dans C_, appelés péles de résonance
de S = T, auquel cas 0 est valeur propre de multiplicité finie de T(w). On dit que

{S(w)}werr(-ir ;) est méromorphe.

Démonstration:
D’aprés les remarques précédentes sur la décomposition de T, nous sommes placés exac-
tement dans les conditions du théoréme énoncé par Steinberg [22]: T7'(w) est donc mé-
romorphe dans C\(—¢R;). De plus, ces poles ne sont pas réels, en raison du théoréme
d’absorption limite, ce que 'on peut voir directement pour la fissure rectiligne:

w Ry = R(< T(w)di6>) = & M GRGEEL

donc T'(w)¢ = 0 ssi ¢ = 0. Remarquons d’autre part que le seul point d’accumulation
des résonances est l'infini, compte tenu que seul zéro pourrait I'étre aussi, mais que
le prolongement continu de T & T, inversible I’en empéche. Cette propriété est encore
vraie pour les résonances "D”, quoiqu’on n’ait plus une démonstration comparable (voir
I'annexe 5.6).

2.3.3 Autres propriétés de T

Les propriétés principales de T, sont & voir dans I’Annexe. Nous allons nous référer ici a
Kato [15] :

o T'(w) est un opérateur semi-Fredholm (définition en Annexe 5.1) i résolvante com-
pacte.

Démonstration:
Il est fermé d’aprés sa décomposition par T, et le paragraphe IV§6.8 (Kato).
Il est semi-Fredholm d’aprés le théoréme 5.26 IV§5.3. Son spectre est donc réduit a I'en-

semble de ses valeurs propres.
Si z € R, la résolvante R(z,T,) existe et (Weidmann [28]):

1Rz, To)Il < IS(2)|™

Donc lorsque |3(z)| est assez grand, la condition donnée au théoréme 3.17, ChaplV.6
(Kato [15]) est vérifiée, impliquant que R(z,T(w)) existe (w étant fixé) et que T est &
résolvante compacte (comme T5,).

4Les opérateurs intervenant sont considérés (non bornés) de V! dans lui-méme.
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Conséquence immeédiate: Les valeurs propres de T sont isolées (alors que le spectre
de —A est continu !).

7

e On obtient directement une caractérisation de 7/ = — en dérivant suivant w dans

dw )
(1). L’expression obtenue fait apparaitre le noyau comme combinaison de fonctions de

Hankel. II en résulte que numériquement, le coiit de calcul de T'(w) passe dans celui de
T(w).
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2.4 Etude générale du probléme numeérique

Dans cette section, nous posons le probléme numérique, nous démontrons I'existence de
résonances numériques engendrées par celui-ci, puis leur convergence vers les résonances
(dites "exactes”). Enfin, nous proposons un algorithme pour leur recherche dans le plan
complexe, de type Newton.

2.4.1 Deéfinition de ’opérateur discret et des résonances numeériques

Nous prenons les éléments P; classiques pour approcher I'opérateur T': nous construisons
donc des sous—espaces V; inclus dans H)(T'), de dimension finie N, formés de fonctions
affines par morceaux et continues. Soit (w;) la base de Vj, des fonctions "chapeau”. Par
exemple, pour la fissure rectiligne [0;1]:

wi(z)

%—(i—l) z € [(i — 1)k, ih]
= “I4(41) zelin(i+on

= 0 ailleurs
et 1=1.N
h = ﬁ = 2_11&7
1
\wi(z)
0 L
0 ih 1

Posons An; ;.= blw,w;,w;) et Bp;; = /w.-(z)wj(:z:)dm. By est une matrice de poids
r

tridiagonale; pour une fissure discrétisée régulierement, sa diagonale dominante est 2h/3
et les deux autres h/6. Elle est inversible. Nous définissons donc

T;,(w) = B;IA;,
qui vérifie: Vuy, vy € Vi ,
< Th(w)uh;vh >= b(w, u;,,vh)

Définition 2.3 Les résonances numériques sont les zéros de la fonction analytique
fr(w) = det(Ax{w)), définie sur C\(—iR,).
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2.4.2 Convergence de opérateur discret et des résonances numériques

Théoréeme 2.12 Si S(w) > 0, alors f, ne s’annule pas.

Démonstration:
Quand ¥(w) > 0, la coercivité de b implique: Vo, € Vi

S(b(w, dn, d1)) = cllonll?,

Donc si Thép = 0, alors ¢, = 0 . Le noyau de A} est réduit & {0} et f #0 .
Si w est réel, nous avons:

(< Tagni b >) = /02' |A(8)2dB

ou A(f) est 'amplitude de diffusion (voir Annexe 5.8.1), caractérisant 'onde u de-saut ¢,

a travers I', Or:
Thdrh =0=>VB,A=0=uw=0et ¢ =0

La conclusion est donc inchangée dans ce cas.
Corollaire 2.1 Les résonances numériques sont des points isolés de C_

Démonstration: :
Puisque f; est une fonction analytique non nulle en de dehors de C_, ses zéros sont donc

des points isolés de C.. d’ordre fini.
Pour utiliser la théorie des opérateurs bornés sur un Hilbert V (= V,), nous posons:
T(w) = T T (w) = I + K(w) et Th(w) = T Th(w)

Nous considérons, pour p > 0 donné, le cercle C, = {z € C;|z| = p} , le disque ouvert D,
lui correspondant , et un élément z de C, ou de D,. Nous poserons lorsqu’il existe:

5(z,w) = (z = T(w))™

Nous noterons (u|v)y le produit scalaire défini par < T,u ; v > ; la norme associée |ulv est
équivalente a |jully = (/ (14 |€])]|*d€)!/? dans le cas de la fissure rectiligne (voir Annexe).
R

Nous allons maintenant utiliser les résultats énoncés dans Lenoir [17](chap.V). Soit

((z = T(w))ulv)v

B(z,w) = :xelf, sup

wev fulv|vlv
: ((z — Tu(w))unlvn)v
= {
Pr(z,10) e A= A |unlv onlv
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Théoréme 2.13 (z,w) — B et By sont continues, et Pn lest uniformément en h.

Démonstration:
La famille {T'(w)}we\(-ik 4) €st analytique, donc |T(w) = T(wo)|| € Cslw — w,| pour tout
w € Bs = B(wo, 5)

N (G T(w))ulv)y ((z0 = T(wo))ulv)v

...... —|z — 25| — Cslw — wo|

—|z = zo| = Cslw — w,|

@
[
o
(\Y
n
[~}
o

= B(z,w) > B(2zoywo) — |2 — zo] — Cslw — wol
On peut échanger (2,w) et (2,,w,) , donc:
1B(2,w) — B(20ywo)| < |2 — 20| + Cslw — w,
Nous avons aussi parallelement 'autre formule:
1B1(2,w) = Br(20, wo)| < |2 = 2| + Cslw — wol
en se restreignant a u,v € V,, .

Théoréme 2.14 Si w, n'est pas résonance ezacte, alors 3p >0, 36 > 0, 3h, >0 tels que
D, ne contienne aucune valeur propre de T(w) ou de Th(w) pour tout h < h, et w € Bs.

Lemme 1 Soit ap(un,vs) = ((z—T(w))uthh) pour up, vy, € Vi; Siw, n'est pas résonance,
alors p > 0, 36 > 0, 3h, > O tels que la famille ay, soit uniformément stable en w € By,
z € Dyet0<h<h,

Démonstration:
Nous appliquons le théoréme P.V.1).3) de Aubin [2] cité par Lenoir [17):

A = T(w,) est un automorphisme de V de la forme coercif + compact. Il en résulte la
stabilité de la famille a;, pour h < h,: B,(0,wo) > B > 0; la continuité de B selon (z,w),
uniforme en k, vue au théoréme 2.13 montre que 3 peut étre choisi indépendant de z € D,

et w € Bg, de fagon que Fi(z,w) > B > 0 et aussi B(z,w) > 8.

Démonstration du théoreme 2.14: N
La stabilité de a; nous assure 'existence de 'opérateur S,(z,w) de V dans Vj, tel que:

Yu € V, Yo, € W : ah(gh(z,w)u, ‘I)h) = (u|vh)v

c'est-a~dire que z € D, n'est pas valeur propre de Th,(w) (ni de T(w) d’aprés le lemme),
lorsque 0 < h < h, et w € Bs.

Corollaire 2.2 Soit D, un compact de C\(—1R}) ne contenant aucune résonance ezacte.
alors il existe h(D,) > 0 tel que pour tout 0 < h < h(Do) , D, ne contienne aucune
résonance numérique.

Démonstration:
Nous appliquons le théoréme précédent avec z = 0.
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Nous avons donc démontré que toute suite bornée de résonances numériques ne peut
que s’accumuler au voisinage d’une résonance exacte. Nous cherchons donc maintenant
P’existence d’une telle suite au voisinage d’une résonance exacte.

Pour commencer, nous n’avons pas (& priori) la convergence en norme de Sy vers S.
Cependant, il y a une propriété presque aussi forte:

Théoréme 2.15 Si w, est une résonance, alors il eziste p > 0 arbitrairement petit et §
(= 8(p)) > 0 tels que pour tout w dans B; :

I1(5(2,w) = Sul(z,))unlly =g

Sup
unEVh luallv

la convergence étant uniforme en z €C, et w.

Démonstration:

Si w, est résonance, 0 sera la seule valeur propre de T(wo) dans une boule D,, p > 0 et
aussi petit que I'on veut. Il existe alors 6(p) > 0 tel que VYw € By, il n’y ait aucune valeur
propre de T(w) sur le cercle C, (ceci provenant de la propriété de continuité de f(z,w)
au théoréme 2.13). Les derniers résultats montrent qu'il en est de méme pour l'opérateur
discret Th(w) : S(z,w) et Si(z,w) sont donc bien définis lorsque |z] = p, lw — wo| < 6(p)
et 0 < h < h(§). Nous appliquons maintenant le théoréeme de Strang cité par Lenoir [17]
(chap.V):

1(5(2,w) = Salz,w))unlly < ¢ jof 15z, w)u = vall

En fait, C ne dépend que de 3 (donc de p et § seuls) et de la norme de z — T'(w), majorée

aussi par un M(p, ). ) ;
Remarquons que cela ne permet que la convergence de S, vers S point par point.
Posons

Q= S(z,w) = (z = 1)1
Or o _
((z= 1] - K(w))S(z,w)=1
donc : Q = (2 — 1)V K(w)S(z,w) est compact.
Soit u € V}, ; alors:

r(u) = inf ||5(z,0)u vl = inf [|Q(z,w)u - vl

Si une suite bornée (u;), de V telle que u, € V; , alors Q(z,w)un posséde une sous—suite
convergente dans V, et donc 7(uy) tend vers O (3 une sous—suite prés) quand h tend vers
0.

Soit

o 1S(z,w)u — vl
= f
en(z,w) Sup inf ol
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Cette quantité tend vers 0 quand k tend vers 0; elle est en plus continue en (z,w), unifor-
mément en h < h(p) car (z,w) — S est continue. Donc sa borne supérieure (%) lorsque
(z,w) € C, x Bs converge vers 0 quand h tend vers 0.

Autrement dit: .
|5(2, w)u — vall roo

sup sup inf — 0
(2,w)€EC, X Bs up €Vy, VW€V ”Uh”V
Posons 1
Pw) = — / 3(z,w)dz
=L / (z,w)dz
2w

D’aprés les résultats de S.Steinberg [22] (voir aussi J.S.Howland [11}), P est la projection
spectrale sur I'espace propre généralisé F,(w), selon la direction Ej(w) et vérifiant les
propriétés importantes suivantes:

o V=FE(w)& Ei(v)

¢ dim E,(w) = m = dim F,(w,) , 6§ étant assez petit.

) T(w)wo(w) est nilpotente d'indice < m, et T(w)w](w) est un automorphisme.

Ph(w) est la projection sur E} , somme directe des espaces propres généralisés associés
aux valeurs propres dans D, de T(w).

Faisons quelques rappels sur les notions d’ordre associé & une résonance pour le cas d'un
opérateur A en dimension finie:

Définition 2.4 L’ordre faible v est ’ordre du zéro de det(A) en w,
L’ordre n de la résonance est défini par lexpression de A~ au voisinage de son pdle :

A7 (w) = (w — wo) " R(w)
ou R est analytique, non nulle en w, (et inversible ailleurs).

Remarque:

¢ Howland([11]) montre que n < v et que n = 1 si et seulement si v est égal a la
dimension du noyau de A(w,).

Nous allons voir dans ce qui suit que v est aussi 'ordre faible des résonances numériques,
mais que leur ordre de multiplicité est supérieur ou égal a n. Une partie de la démarche
suivante est de se ramener au cas d’opérateurs en dimension finie, puis d'utiliser leurs
propriétés d’analyticité.

Théoréme 2.16 La dimension de Ex(w) est m pour h assez petit et Ep(w) converge vers
Eo(w) uniformément en w (dans la boule B;)

21



Remarque: Comme tout se passe en dimension finie, tous les sens possibles donnés a
cette convergence sont équivalents.

Démonstration:
P, converge vers P point par point (ceci grice au théoréme de Strang); donc:

(2) Ey D Py(E,) =S E,

Si (uy) est une suite de E), , alors d’aprés le théoreme 2.15:
P

(3) I(Pa — Plurlly < Cf:cp NS = Sn)unll = o(llunllv)

Si uy, est bornée, alors uy — u dans V-faible, et Pu, A8 PucE,.
Donc up, = Pyup — Pu = u € E, . En conséquence E;, = P,(EL) a une sous-suite
convergente vers un sous—espace de E, ; le résultat (2) impose que c’est E, lui-méme.
Le fait que cette convergence soit uniforme en w provient de ce que la quantité £(z,w)
définie au théoréme 2.15 est continue en (z,w) uniformément en h < h, . Remarquons
aussl que:

Ph(Eo) = F} et P(Eh) =F,

Posons ; o
fr(w) = det(Pr(w)Th(w))
f(w) = det(P(w)T(w))
Ce sont des fonctions analytiques; w, est le seul zéro de f dans B; et son ordre v est 'ordre
faible. De méme, les résonances numériques dans Bs: w; s ((1 = 1--- k(h)), sont les seuls

zéros de f, dans Bj. L'ordre de multiplicité numérique n est la somme des multiplicités
n; n de ces pdles. De méme, I'ordre faible numérique v, est la somme des ordres faibles v; ;.

Théoréme 2.17 L’ordre faible numérique vy est v pour h assez petit.

Démonstration:
La convergence de T, et Th‘l restreints & E; vers T et respectivement 7=}, (restreints a E,),
uniforme en w dans Bs et respectivement Cs (cercle de centre w, et de rayon 6) implique
les propriétés suivantes sur f,: fx et f, sont analytiques et convergent (unif. en w dans B)
vers respectivement f et f'. D’autre part f; ! converge (unif. en w € Cs vers f7; il en est
donc de méme pour la convergence de f} f; ' vers f'f~1. Or

Omivy = /C fo i (w)dw — /C P (w)dw = 2miv

Théoréme 2.18 T(w)g,(.) est semblable ¢ F(w) définie sur £ = Ey(w,) ; il en est de
méme numériquement pour Th(“’)lEh(w) semblable a Fi(w) définie sur Ep(w,) .
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Démonstration:

U(w) = P(wo)P(w) + (I = P(wo))I — P(w))

transforme holomorphiquement F,(w) en E et E;(w) en E;(w,) . Nous avons alors:
F(w) = U(w)T(w)U}(w)

est analytique, inversible ssi w # w,. Son inverse est méromorphe sur B et de pédle w,
d’ordre n (< v). De méme nous posons

Un(w) = Pu(wo) Pa(w) + (I = Pa(wo))(I — Pa(w))

et

Fiy(w) = Un(w)Ti(w)Uy " ()

Th|ghys Un, Fr convergent uniformément en w dans B vers respectivement T', U, F', c’est-
a—dire, par exemple pour Fj, que si uz(w) est une suite de E, convergente vers u(€ E,) ,
alors Fju, converge vers F(w)u (uniformément en w).

Théoréme 2.19 L’ordre de multiplicité numeérique n, est supérieur a n pour h assez petil,
et reste majoré par l'ordre faible v.

Démonstration:
Il est clair que ny < v, = v; nous supposerons donc que ny converge vers un n’. Nous
avons:

F(w) = (w - w,) " R(w)

h
Fi'(w) = [T(w = win)™* Ra(w)
=1
R et R, sont analytiques dans Bj, et jamais identiquement nulles. La convergence uniforme
sur Cs de F7! vers F~! implique celle de Ri(w) vers (w — w,)" " R(w).
L’analyticité de R et Rj étendent le domaine de convergence uniforme & D, tout entier
(c’est une propriété des suites convergentes de fonctions analytiques); en particulier nous
avons nécessairement n < n’.
Remarque: 11 n’y a pas toujours égalité entre ny = n’ et n; par exemple, prenons
Z = w — w, dans un voisinage de 0, m = 2 et la suite de matrices:

Fh(z):(z;h z-gh)

qui converge vers F' = zI; or n = 1 puisque F~! = z7'], v = 2, mais:
— h)™? 0
F'(2) = (2 -
@= (A @
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donc n, = 2 (et vy = 2).

Cependant, si T(w,) est diagonalisable, alors n est I'ordre de la valeur propre de T'(w)
qui converge le plus vite vers zéro quand z = w — w, — 0. Comme les valeurs propres
de T, tendent vers celles de T', n est donc le plus grand ordre donné par elles. Une étude
détaillée du comportement de l'opérateur (similaire & T'), dans le cas particulier ou il est
diagonalisable, est présentée dans la thése de C.Hasard [9].

2.4.3 Algorithme de recherche des résonances

Etant connus une valeur propre A de T(w) opérateur symétrique et son mode associé ¢
('espace propre est supposé de dimension 1), nous pouvons connaitre facilement sa dérivée

M(w) selon w :
(¢ )N (w) =< T'"(w)$; ¢ >
T'(w) est obtenu par : V¢, € V,

g o O

L’opérateur discret s’obtient identiquement en restreignant & ¢,y € Vj (la dérivation
de Th(w) est donc exacte). D’ou I'écriture de I'algorithme de recherche des résonances:
c’est la méthode de Newton, a savoir :
soit un choix d’une fréquence initiale w, ; la suite w, est alors définie par :

An(wi)
h(wi)

Nous avons noté A\;(w) la plus petite valeur propre en module de T,(w); Lorsque la suite
converge (¢ — o0), nous obtenons une résonance numérique. La détermination de w, est
une question d’habitude, liée & I’estimation préalable (et au cours des calculs numériques)
des résultats. Parfois, la grande régularité de la répartition des résonances permet un gain
" de temps considérable (I’exemple type étant la fissure rectiligne: voir section 2.5) et une
assurance de la justesse des calculs.

Wigr = Wy —

Remarques:

e Pratiquement, Ay(w) est valeur propre de Aj(w), ce qui correspond a une valeur
propre de 'opérateur, multipliée par le pas de discrétisation.

e Nous n’avons pas utilisé de préconditionnement de la matrice A, au contraire de la
démarche théorique de la section 2.4.2 ou nous avons pris 7, 'T(w) (nous ignorons ceci
dans le point-remarque suivant, supposant que notre analyse des valeurs propres est faite
pour T et non plus pour 7, !T). Cela nous a semblé un avantage de simplicité d’écriture
du programme, peut—étre au détriment de sa robustesse. Il faut cependant tenir compte de
ce dernier point lors de la recherche de résonances "D”, car 'opérateur est alors compact
et cela pose des problémes numériques: voir annexe 5.6.
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¢ Que A dépende analytiquement de w n’est pas toujours vrai, en particulier si w est un
point exceptionnel (au sens de Kato [15]) pour A (et nécessairement m > 1). Ce phénoméne
est apparu plus tard pour des fissures autres que celles rectilignes ou en arc de cercle; il
oblige a considérer comme fonction analytique non plus une valeur propre, mais le produit
des k plus petites valeurs propres (k est en plus & déterminer), celles qui vont s’annuler
ensemble au pdle.
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2.5 La fissure rectiligne: Calculs, Résultats, Conjectures

Nous remarquons que pour notre étude, cet exemple est le plus simple. Il s’agit principa-
lement de chercher des résonances de grande partie réelle, pour voir comment se comporte
alors leur partie imaginaire. Nous prenons I' = [0,1] x {0}

Vi = Vect(w, ..., wy) C HX(T)

ou les w; sont les fonctions "chapeau” sur [0,1] (voir le schéma des pages précédentes).
Ici, la dérivée de T a est donnée par la formule simple suivante:

iw 1 -

< Tt >= == [ [ HD(wlz - y))o(2)d(y)dzdy
Nota: Les résultats ne montrent pas toutes les résonances dans un domaine de fré-

quences donné. Cependant, on pourra toujours en voir quelques-unes "successives” (en

partie réelle), permettant ainsi de pouvoir extrapoler celles manquantes.

La figure 3 montre une répartition trés intéressante des résonances

Figure 3 : Résonances de la fissure rectiligne acoustique

0 T T T T T T T T
l
| o 2
-2 [ ] [o] ® [} ™ o ° o . o ° _4
-4 -
l,
-6 I -
, 8‘((_‘;) -8 - ° o ~
°
210 o o . .
12 - 4
-14 + L ~
1 ° ] ] | 1 ] 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Modes symétriques e §R(w)

Modes antisymétriques o

[, = 6.24 |, soit environ 27.
l = 3.1, soit environ 7 .
Le programme numérique donne aussi la résonance :

R(w) = 102.7 ; S(w) = —3.203
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Les résonances intermédiaires n’ayant pas été calculées. En effet, celles obtenues ci-dessus
(et le plus proche de I'axe réel) vérifient avec une bonne approximation :

R(w) =a +nr

F(w) = b+ ¢ * log(R(w))

avec n: entier, « = 2.23 , b = 0.944 et ¢ = 0.49
Nous faisons la conjecture que de telles relations donnent exactement le com-
portement de ces résonances quand n — co . De plus, il y a de bonnes chances

que la valeur de c soit —.

Tout ceci est a rapprocher du théoréme T.G1 (valable en Dim 3), car ici I est convexe non
analytique (a cause des singularités aux bords de la fissure).
Remarque: Ces conjectures sont justifiables, sans pour autant qu’il y ait déja une dé-
monstration rigoureuse, par la théorie des rayons; les résonances correspondraient asymp-
totiquement (i.e: R(w) — o) aux zéros de ’équation:

eiw

— =1

Vw
le membre de gauche représentant un coefficient de réflexion au bord de la fissure d’une
onde se propageant le long de la fissure. On peut alors vérifier que —c est la puissance de
w de ce coeflicient. '

La figure 4 présente quelques modes propres. Nous pouvons vérifier numériquement

qu'ils sont en \/Z , z étant la distance au bord de la fissure. Ce résultat était attendu, par
I’analyse du probléme en coordonnées elliptiques (cf.Annexe 5.5).

Une amélioration possible de la méthode numérique est de tenir compte de la singu-
larité des modes propres aux bords de I' = [0; 1], en introduisant par exemple un terme
v/ (2)(1 — ) dans la construction des vecteurs de Viy, ou bien en raffinant le maillage en 0
et 1. Mais cela complique sérieusement 1’écriture du programme, et fait perdre la structure
Toeplitz de la matrice A;. Nous avons ici des résultats sirs, permettant la vérification par
la suite de programmes plus sophistiqués et adéquats a des fissures quelconques.

La méthode de 'intégrale de Cauchy :

1
np = 5; /C(wo,p) /\;,(w)dw

permet de s’assurer de I'existence d'une résonance numérique (ou exacte) dans B(w,, p) &
condition de fixer p et diminuer k, quoiqu’on ignore vraiment & partir de quel  on peut étre
sir de tout; de plus le nombre de points de discrétisation élevé rend la méthode cotteuse.
Elle a été cependant mise au point, et confirme ’existence de (quelques) résonances.

Nous présentons en Annexe 5.8.1 une étude détaillée de la section efficace en fonction
de fréquences réelles, avec le commentaire des résultats numériques.
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Figure 4 : Quelques modes propres
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2.6 Passage a la diffraction par un ouvert d’intérieur non vide

Nous notons © cet ouvert. Sa frontiére est I' que ’on considére comme une fissure dont les
bouts sont joints; HY/?(T') disparait de nos préoccupations et laisse place & H'/*(T). Le saut
[g] & travers T de la fonction ¢ devient la différence ¢; — . des limites sur I' des valeurs de
q & P'intérieur (©) et a 'extérieur (Q). A cette modification prés, 'opérateur 7'(w) a une
définition formellement inchangée: '

(1) Vo,9 € B/A(T) < T(w)gi9 >= bw,¢,¥)

T lie problemes de Helmholiz intérieur et extérieur, puisqu’ & ¢ donnée sur le bord il fait
correspondre:

o
=N
o u est I'unique solution dans H'(® U Q) (si w € C, ) de:

—Au—-w?ly = 0dans OUS
P [u] = ¢eHYYT)
24 = o
ON
T s’étend 3 C\R_ analytiquement, et T~! s’y étend méromorphiquement (toujours par le
théoréme de Steinberg). Nous avons donc le :

Théoréme 2.20 0 est valeur propre de T(w) ssi w est une résonance "N” intérieure (et
donc w est réel) ou une résonance "N” extérieure (donc dans C_).

En conséquence, il n'y a rien de fondamentalement différent entre les deux cas fissure ou-
verte ou obstacle plein, excepté que dans ’un, nous recueillons en plus par la formulation
variationnelle (1) les résonances intérieures. Le probléme numérique garde alors encore les
mémes caractéristiques de convergence (voir section 2.4). Si nous voulons nous limiter a
calculer 'une ou l'autre sorte de résonances ("int” ou "ext”) il peut y avoir des ennuis lors-
qu’elles ne se séparent pas bien, c’est—a~dire quand des résonances "ext” se rapprochent de
I'axe réel. Autrement dit, les résonances extérieures (et purement complexes) peuvent trés
bien nuire a 'étude du probléme intérieur de la méme fagon que les fréquences propres inté-
rieures intéragissent avec le probléme extérieur, lorsque la résolution provient des équations
intégrales.
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3 Ondes élastiques

Nous ne refaisons pas ici une étude détaillée des équations de I'élasticité (linéaire, isotrope);
ce qui suit est donc surtout une étude mathématique abstraite, et les grandeurs physiques
seront éliminées dans la limite de la compréhension (par exemple la densité du milieu
ambiant est p = 1). De plus, toute la présentation faite dans le chapitre précédent pour
définir les résonances, le probléme numérique et sa convergence, reste formellement valable,
puisqu’il s’agit essentiellement de manipuler une famille analytique (en w) d’opérateurs
de type coercif+compact, inversibles sur C; et aussi sur R} en raison une fois de plus
de la validité du théoréme d’absorption limite (se référer en particulier 8 DERMENJIAN-
GUILLOT [?]) . C’est pourquoi nous énoncerons des propositions sans démonstration pour
la plupart, lorsque 'analogie avec les ondes acoustiques est triviale.

3.1 Présentation générale

Les notations qui suivent sont classiques, a savoir:

A et u : constantes de Lamé

p = densité dans Q (=1 pour simplifier)

€(u) = (€ij)1<ij<2 : tenseur des déformations

o(u) = (0ij)1<ij<2 : tenseur des contraintes. L'onde est

u= (U],Ug) eV= (Hzloc)(ﬂ; A))2

Comme il n’y a pas vraiment de différence formelle entre probleme avec fissure ou avec
obstacle d’intérieur non vide, nous poserons:

= (H%(T'))? si T est fermée ( 1°" cas)

V, = (HZ(T'))? si T est une fissure ouverte (2°™° cas ) .

et
¢ =(u)r (1° cas)

= [u]r (2°™¢ cas)
Soit le probleme
30,, 2
(1) E —w’uy; =0 dans Q

1=1,2
(2) o(u)- nr =g €V

P

weCy ;siwe RS,' ) , on rajoute la condition sortante sur u.

Théoréme 3.1 P admet une solution unique u = D(w)g .
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Démonstration:
En effet, I'inégalité de Korn est valable dans les deux cas :

U@ + [uPlag 2 clully

Nous pouvons donc définir comme au 2.1.2 'opérateur S(w) :

Sw): V! — V,
g +— ¢=[(D(w).g] (ou (D(w).g)r)

S(w) est inversible si w € C, , car son inverse est T'(w) , défini comme au (2.1.2) (on résout
P avec condition D : u = ¢ ).

Ainsi la définition des résonances est formellement totalement identique a celle du cha-
pitre précédent: nous chercherons a annuler une valeur propre de T'(w) .

Remarques:

o L’existence du prolongement de T (ou de S) se démontre comme au chapitre précédent,
par la proposition de Steinberg.

’ ’ . ’ \
¢ Les résonances sont fondamentalement non réelles, car, une fois encore, le théoreme
d’absorption limite est applicable.

e Cependant, nous n’avons plus les résultats des théorémes généraux "T.G” valables
pour les ondes acoustiques. Ils sont d’ailleurs faux ici & cause du phénoméne de 'onde de
Rayleigh; 'exemple qui suit est clair & ce sujet.
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3.2 Exemple : cas du disque élastique

Nous allons voir en particulier qu’il existe une suite de résonances s’approchant trées ra-
pidement de I’axe réel a I'infini. Ce résultat n’est pas nouveau, puisque ’étude du disque
(ou d’une sphére en DIM 3) élastique plongé dans un fluide (et aussi de la cavité circu-
laire dans un milieu ambiant élastique) a été trés approfondie par Uberall, qui donne une
interprétation physique de 1'état résonnant [23], [25], [24], [26]. A. Gérard traite le cas de
plusieurs disques (ou spheéres) élastiques concentriques dans [7]. Nous nous bornerons ici a
donner une expression de l’'onde, une caractérisation simple des résonances, et leur valeur
asymptotique. L’évaluation de la section efficace pour les grandes fréquences est faite en
annexe 5.8.2.

3.2.1 Caractérisation de la solution

Calculons la solution u de P avec :

)= (o )= (5 ) =

Nous cherchons u sous la forme:
u=V®+VA(¥E)
€, : unitaire, orthogonal au plan du disque.

d = Z Qn(r)e‘"o

neN
¥ = Z ‘Iln(r)eino
neN

En décomposant g par : . o
g = 5 gl i =1,2
neN

(1) s’écrit pour chaque indice n:

WPBa(r) + VAEL(r) + 8, () ~ 5 8a(r)) =0

2
SPUA(r) + VL) + 2 H () — (1) = 0
Nous avons noté :
2 _ 2 __
Vi=A+2uetVo=yp
Finalement:

u(r) = ia HY(wy)

4

¥, (r) = anSzl)(“"T%)
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La condition frontiére est :

{000 2510) = 6+ inges () ¥,(1) = g
p(in®’, (1) — n?¥, (1) 4 in(—28,(1) + . (1) + ¥.(1) — ¥/(1))) =¢?

ou 1 est le rayon du disque.
En remplagant ®,(1) et ¥,(1) par leur valeur, nous obtenons le systéme suivant:

M{i(w)an + M{y(w)bn = _i(Vl,T)gy(;l)
Mp(@)an + MB()be = —()0f2

Il y a une solution unique ss:
Dn(w) = My M3, — MZMP, #0
Rappelons® que:

M) = —20,HY (w,) + (207 — w2)HP (wp)
Mpy(w) = 2n(w,HY (w,) = H(w,))
Mp(w) = 2n(wp BY (wp) — HD(wy))
Mp(w) = —20, Y (w,)+ (207 - w2)HD (w,)
ou nous avons pris pour simplifier:
w-1 w-1
TV T,

Théoréme 3.2 Les résonances du disque élastique sont les zéros des déterminants D,(w),
n € N.

Théoréme 3.3 (Résonances presque réelles) Il eziste une suite (wy)nen de résonances,
telle que:
wy = nV, + iy,
ou
Vi =5 Cr vitesse de Rayleigh
Yn ~ —(c) - €72"? (< 0)
et ® > 0 ; c’est-da-dire:
S(wa)l ~ () R(wn) - e77%n)
Remarques:
o Les unités sont supprimées par commodité : on a pris V, =1, Cr € [0; 1]
o & = &(CRr) , avec (voir figure 5):

3(z) =1og "= T) I e oy

La convergence vers l'aze réel est donc d’autant plus rapide que Cgr est
petst.

Scomme dans Joly[14]
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Figure 5 : Fonction ¥

4.5 ¥ T T T T I 1

4\‘ ¥(z) —
3.5 V1 —z? — arccos(2) - -

Démonstration:
L’idée est que si une onde tourne le long du disque (de rayon a = 1):

u(r, 0, t) = u(r)ei(no - “"t) — u(r)es(w)iein/a(s bt §R(w)at/n)

S est I'arc de cercle d’écrit par 0 ;

R(w)a

se comporte comme une vitesse: Cr . D’ou le changement : @ = wa/n

n
Nous allons regarder le comportement de D,(nQ2) quand n — oo et € V(Cg) (V=voisinage).

Remarquons, et c’est le point clé, que:

A HD(nz) = Ju(nz) 4 iYa(nz)
(Z){ Ja(nz) TR° —e )Y, (n2)

L'équivalence est uniforme selon z € V(Cgr) (pourvu que 0 < R(z) < 1 ). D’ailleurs,
Olver[20] et Abramowitz-Segun[1] donnent:

Ya(nz) " —( )1+ ..+ o(n7*))

4n )%B.(n%n
1—-22 ’ n%

pour k € N, %n% = ®(z) , B : fonction d’Airy
ceci uniformément en z tel que: |arg(z)| < = — § ,6 > 0 donné.

Nous avons aussi:
V1= 22
= H)(nz)
z

(i1) HY (nz) "~ —
D, (nf) s’écrit grace a (i) , en mettant les Y, en facteur:

—-n

Q: Yo (nQ)Y.(n02,)[A(Q, %) +ie " B(Q, %)]

D,,(nQ) =
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ol l'onanoté 2, = 2/V, . A et Bs’obtiennent grace a (i¢) , en considérant le développement
de D,(nQ2) aux ordres successifs en (n™*) :

A, 1) = F(9) + 2 41(Q) + o+ o ANS) + ol-)

B(Q,%) — Bo(Q) + %BI(Q) 4o

f()=(2-9%)?%-4(1- 92)%(1 - Qﬁ)% voir figure 6

Bo(Q) = (2 - 22)? + 4(1 - 02)3(1 — Q2)3

Figure 6 : Fonction de Rayleigh

1 I 1 T I
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¥ 0 R
-0.2 _J
04 4

-0.6 | 1 | 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(?) implique que A(K, €) est réelle lorsque € est réel (0 < € < €p) . f est la fonction de
Rayleigh et s’annule une seule fois dans ]0;1] (f(0) = O cependant).
Nous allons maintenant appliquer deux fois le théoréme des fonctions implicites; nous
profitons en effet de ce que A est C! et B est continue sur V(Cg) x V(0) : D’abord, il existe
une suite (V! )nen telle que:
V! =2 Cr
1
A(V,:, ;) =0
En effet : 54
A(Cgr,0) =0 et ~6—Q(CR,0) = f'(Cr) >0

Nous avons méme en plus:

1 1
Vi=Cr+=V'+- -+ SV +0o(n7*)
n n
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grice au développement de A en puissances de ¢* (¢ = 1). D’autre part, la fonction F :
F(,€) = A(Q, €) + e~ 2@/ B(q ¢)
s'annule en Q, =V, + iy, , n = % , pour les mémes raisons:
F(Cgr,0) = f(Cr) =0

O (Cr.0) = 1'(Cr) # 0

avec :
Q, "X° Cgr done: V, ~ Cg
Yn — 0

Soit alors 1
Gn(6 +1y) = A(V, + 6 +iy,—) n assez grand
n
ona: Gp(0) =0
, A o 1y, ¢
Donc pour n assez grand, G,(0) # 0 . Posons alors:
bp =V, — V,: =0 .

Ecrivons que Q, est un zéro de F:
Ga(6e + i) = —ie™ ¥ B(0,, 2)
De plus, Q, tend vers Cr, c’est—a—dire que é,, et y, tendent vers 0; donc:
Gn(6n + iyn) = (8n + 1yn)(Gr(0) + o(1))
autrement dit: . _;
b + 1Yn ~ mB(CR, 0)e~2n(fn)

—B(CR’O) —2nd(Vy)
T TR(CR)
1
et Dp(n(Vy +1y,)) =0

finalement;
(<0}

Remarque importante: L'ordre de #(CRr) est 1072 , donc il faudra aller trés loin en

fréquence
(n ~ 100 ) pour voir vraiment une telle forme de convergence.
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3.2.2 Calculs numériques

Quelques résonances ont été calculées pour différentes valeurs du rapport o = V,/V, .
Nous voyons apparaitre sur la figure 7, & chaque o fixé, une suite de pdles se rapprochant
de R . Cependant, il est difficile de résoudre numériquement D,(w) = 0 , sans utiliser
les simplifications du théoréme 3.3. Les résultats ne vont donc pas trés loin en fréquence.
Notons cependant que nous retrouvons sur le dessin la vitesse de Rayleigh, comme écart
environ entre deux points successifs.

Figure 7 : Résonances du disque élastique
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3.3 Exemple 2: la fissure rectiligne élastique

Comme au chapitre précédent pour la fissure acoustique, I'inconnue du probléme P est ¢:
saut de u a travers I' . P admet alors une formulation variationnelle de la forme:
b, ¥)=vi< g;¥ >v, oug=(o(u) n)

L’expression de b est trés compliquée en général, mais fait intervenir des intégrales doubles
sur I' dont les noyaux sont obtenus par les fonctions de Hankel (voir Bamberger[3]).

Dans le cas d’une fissure rectiligne, exceptionnellement, b se sépare en b;(¢;,¢1) +
ba(#2,2): il n’y a pas couplage entre ¢ = (¢1, ¢2) et ¥ = (¥1,12). Nous donnons P’expres-
sion complete en Annexe 5.7.1, avec celle de la dérivation de b.

Définition 3.1 Nous définissons les résonances comme pour la fissure acoustique, @ sa-
voir que ce sont les zéros de valeur(s) propre(s) de T, opérateur associé¢ a b. Ici, avec le
découplage, nous avons la propriété : w est une résonance sst

3¢ € Héo(r)\{O},vw € H§o(1“)
bi($,9)=0 ou bye,)=0

Remarques:
e Les singularités des noyaux de b sont encore en log(|z]) .

e pour une fissure quelconque, la forme b(¢, ) s’exprime plus facilement a ’aide des
transformées de Fourier (quand 3(w) > 0) :

f: bii(dis ;)

"Yj=]

() = [ [ Coly - 2)ges (@) ()i ty)
+ [ My = 2) - n(=) - n(u))édsdo(z)do(y)

b(4, )

If

et
dp(A+p) o K12 &
Gi;(€) A+ 2u (5'JA(§) A(‘f))
€r = g+8

A = (6P - T5)(ElP7)

M;;(€) est un déterminant donné dans Bamberger|3].

e La fonction de Rayleigh apparait directement dans le cas de la fissure rectiligne, dans
I'expression "Fourier” (ou £ est la variable): elle est un facteur multiplicatif de T'(¢) .

e Attention: pour la fissure rectiligne, la transformation de Fourier est faite selon la
seule direction Ox, alors que dans le cas général, c’est selon les deux directions Ox et Oy:

£ =(&,6&) e R2.
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3.4 Calculs numériques pour la fissure rectiligne

La méthode de recherche des résonances est identique a celle du chapitre précédent (fissure
acoustique). Nous avons deux sortes de résonances, correspondant aux deux formes séparées
b; et b, . C’est pourquoi nous nous attendons a obtenir deux suites de péles, dont les formes
asymptotiques a I'infini (R(w) — oo) sont identiques: nous pensons que contrairement a
la fissure acoustique, ces suites ne s’éloignent pas de 'axe réel; en fait, numériquement
(figure 8), elles semblent converger chacune vers une limite —i¢; , j=1,2; nous remarquons
que 'inégalité:
O0<a; <o

est toujours vérifiée pour tout o; de plus, o, varie peu (est—ce une constante?) par rapport
a a. D’autre part, I'écart entre deux résonances successives s’approche rapidement de la
vitesse de Rayleigh, confirmant I'importance de 'onde captée correspondante.

Figure 8 : Résonances de la fissure rectiligne élastique
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3.5 Conjectures

e Nous pensons que le théoréeme 3.3 appliqué et démontré au cas du disque élastique est
valable encore pour des bords T' : C* et analytiques. Le cas d’une fissure élastique semble
différent: les résonances ne s’approchent pas de ’axe réel.

o Pour des obstacles a bord analytique, les courbes sur lesquelles se trouvent les pre-
miéres résonances (|¥(w)| est minimum) sont d’autant plus prochent de I’axe réel que le

rapport V;;:vJ est grand. Cecl est vrai dans le cas du disque, et semble faux pour la fissure

»
rectiligne.
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4 Conclusion

Nous avons donc étudié les fréquences de résonance pour une unique fissure plane, rectiligne
acoustique ou élastique. La méthode et les résultats numériques sont trés satisfaisants,
d’autant plus qu’ils correspondent a ce que nous espérions de la théorie. Une critique pourra
cependant étre faite sur le choix des fonctions de base discréte, ignorant le comportement
particulier des modes propres aux bords de la fissure I'. Par exemple, il suffirait de rajouter
une fonction en \/z , oit x = distance a T, dans la base; ou bien discrétiser beaucoup plus
I’ en éT'. Mais nous perdrions la structure Toeplitz de la matrice discréte et la facilité des
calculs de ses coefficients. Ceci n'est pas une bonne raison quand la taille de la matrice
devient élevée; c’est pourquoi la suite du travail présenté ici contiendra la création d’un
algorithme de recherche de résonances pour des fissures de forme quelconque (en évitant
les cas pathologiques ot celle-ci est trop mince), discrétisées astucieusement.

Nous espérons aussi montrer bientot des résultats pour 'obstacle captif le plus simple:
deux fissures acoustiques paralléles en regard. Il devrait y avoir une suite de résonances
convergeant vers I’axe réel a 'infini (comme pour le disque élastique). Le probleme est alors
d’évaluer numériquement cette convergence.

Le concept de résonance ne se limite pas aux deux équations présentées dans ce rapport;
il intervient plus généralement dans les équations avec potentiels (Schrodinger ... ). Il n’y
a pas toujours de théoréme comparable a celui de 'absorption limite (voir Hasard [9]), et
des poles réels peuvent exister pour des problémes "extérieurs”.
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5 Annexe—Compléments—Notations

5.1 Notations diverses

R(z) signifie partie réelle du nombre complexe z; 3(z) est sa partie imaginaire.
C. ={z € C;3(z) < 0}
C; = {z€C;3(z) > 0}
C_y = {z € C_,R(2) = 0}
€, \{0} = {z € C,z #0,R(z) > 0}
(c*) désignera une constante multiplicative non nulle dont la valeur (connue en général

d’ailleurs) n’aura aucune importance pour la suite de ’exposé. Ce terme sera donc supprimé
parfois pour simplifier le texte.

G sera en général la solution fondamentale (en dimension 2 ou 3) de:
(—-A-Ww)G =6
Ai et Bi sont les fonctions d’Airy (voir Olver [20])

Si u est dans H'(Q2), cela ne suffit pas a définir sa dérivée normale sur §§2. Il est meilleur

d’utiliser:
u € HY(A ; Q) = {v € H(Q); Av € L*(Q)}

Ce dernier espace n’est pas utilisé dans les formulations car u est considérée comme solution
de I'équation de Helmholtz (impliquant Au €L?(Q)).

Cr = vitesse de Rayleigh
o= :—,’ﬁ = rapport des vitesses des ondes "S” et "P”.

R(z,T) = (2 — T)™! est la résolvante de T en z.

Opérateur semi-Fredholm (chap. 2section 2.3.3): soit T fermé de X dans Y (Banach);
T est dit semi-Fredholm lorsque R(T') = T(X) est fermé et I'une ol I'autre des grandeurs
dim(Ker(T)) et dim(Y/R(T')) est un nombre fini.

5.2 Rappels sur les fonctions de Bessel et Hankel

B (2) = 3a(2) + iYn(2)
J et Y sont réelles sur les réels. Quand z — 0 :
z
5() ~ Grfnta)

!
Yo(x) ~ -G ~——(5)
sin#0
Yo(z) ~ —iH{N(z) ~ Zlog(2)
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e Représentation intégrale:
L L
Ju(2) = —/ e'7<*? cog(nb)dd
© Jo

2ew(z/2)™" oo e'rt
WI/ZI‘(% — n) 1 (t'~’ — 1)n+1/2

HV(z) = — dt (z >0)

e Equation différentielle: H(}) J,.,Y, sont solutions de:
(B) 2%"(2)+ 2y'(z) + (22 = n®)y =0
Coupure de Hg‘) : c’est —iR, ; elle est due a 'intervention du log dans Y;.

¢ Limites quand n — +o0o ou z — 00 :

Sijz| > o0
2 .
(1) ~ =\ ] 2 i(z—m/4)
HO(2) ~ (- e

In(z) ~ (2mn) T3 ()"

2 ez
Ya(z) ~ = (52) "
4 1 Ai(nd
Ja(nz) ~ (e 220

4y Bi(ni()
— 22 n%

(pour —7 < arg(z) < 2r)

Sin— 400

Yo(n2) ~ (3

avec

23 =43(z)
o Zéros de H'()) (u réel): ce sont les 2 tels que
1= pp(z)

avec u,(z) ~ z + 0,¢'3(2/2)% + O(z”3

ol o, est le p**™° zéro de Ai'(—o)

Référence: Ehud Heyman; L.B Felsen [10].
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5.3 Notes sur Héo(f‘)

Référence: Lions-Magenes [18] volume 1, N°11 et volume 2 chapitre 5 .

1
Nous prendrons I' = [—1; 1] pour simplifier. Nous noterons V, = H3,(T).
La transformée de Fourier d'une fonction ¢ de D(T') est définie par:

2 — -tz d
) = [ e (a)ds
Nous avons donc prolongé ¢ par 0 sur R.

Définition 5.1

V.- (oe mim, [ L

ou p(z) =1 — z%. Ezemple: ¢(z) =1 —-z2 €V,

Théoreme 5.1 V, admet comme normes équivalentes:

dz < oo}

¢ 2 1/2
L)

ol = L1+ leDidirdet
191 = ( [ lelldde)t

8llv. = (II¢I|2Hl/z(F) + i

Démonstration:

Pour démontrer 'équivalence des deux premiéres normes, il vaudra mieux aller voir la ré-
férence ci-dessus, ou les auteurs définissent V, comme étant I’espace interpolé [HY(T');L?(T')], 2.
Nous montrons donc seulement 1’équivalence de la derniére norme avec la deuxiéme:

Supposons qu’il existe une suite (¢, ) telle que:
¢nlle =1, et |galv, — 0

V, est un Hilbert donc comme (¢, ) est bornée, elle converge (ou une sous—suite) faiblement

versp €V, .
L’injection de V, dans L?(T') est compacte, donc nous avons aussi convergence forte de (¢,)

vers ¢ dans L%(T).

L’hypothése initiale montre alors facilement la propriété:
VgeV,: <v;9>v=(9)r

Pour g = 1, nous obtenons ) = 0 car ||¢]| = 1 . Donc ¢ = 0, ce qui contredit I’hypothése.
Il y a ainsi une inégalité du type Poincaré: Vo € V, :

$lv, 2 cllgllz ¢>0
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Bases de V, :

Une fréquence (réelle) w étant donnée, les fonctions de Mathieu (voir Annexe(4.4))
sen(arccos(z)) forment une base pratique de V,. Dans le cas particulier w = 0, nous avons
la base sin(n arccos(x)). La norme associée est:

Il = (3 nl¢al?)!/

#(z) = ) ¢énsin(n arccos(z))
Remarque: i
H%(I‘) = {g(z) = Y_ gncos(narccos(z)) ; ) nlga|* < o0}
n>0 n>1

H'%(I') = {g(z) = (E gn cos(n arccos(a:)))\/_—-l_l__? ; Z lg;:l < o0}

n>0 n>1
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5.4 Notes sur T}, fissure acoustique rectiligne
5.4.1 Normes équivalentes

A T}(w) nous associons la matrice:
An(w) = (< T(w)wi; w; >)iciien = (@i )h<ii<n

Notons ( . ) le produit hermitien dans CV, ||||s» sa norme associée, et ||||» la norme dans
LYI).

1
Théoréeme 5.2 Les normes —’;””2 et ||||n sont équivalentes:
301)62 #0 ’ VhS ho ’ V¢h € VN ;
C2

if‘,;uashuz AL

Démonstration:

N
Posons ¢, = Y diw; , o = pni1 =0
i=1
Apres avoir vérifié que:
flwill = 2h/3
< Wi, Wip > = h/6
<wjiw; > = 0 sij € {i—1,7,i+ 1}

Nous calculons:

1 1Y -
'E”d’h”% = |Iéall} + g S (dis1 — 26 + $i-1)d
=1

2 . 1L, -
§||¢h“h +3 Y bidin

° =0
llbnlla

Lligali?

IV IA

5.4.2 Calculs des q;;
Si |i — j| < nmin (=25 en pratique), alors a;; est une (somme d’) intégrale double que I'on
simplifie en intégrale simple, le noyau étant de la forme f(r — y), par le changement de

variables: s=z—yett=z +y.
Remarque: en fait f(r) = Hgl)(wr)+log(r). Le calcul des intégrales de noyau log est effectué

analytiquement.
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Si |i—j| > nmin, nous considérons les w; comme approchant des distributions a support
ponctuel (en ih), et nous dirons que les a;; sont calculés par développement asymptotique

(p=li—jl=ool).
Justification: soit ¢ € D(R) et paire (pour la circonstance);

'/m¢(:r)wf)(:c)dm = (l/h)/(; [¢(—z) — #(z))dz

2
= ~§(0) ~ 156 + O(k*)
c’est-a-dire: 2 3)
wy, ~ &+ ’1‘—3502 + O(h*)
L — _ ! ! _
by = /F/rf(:c y)w'(z)w'(y — yo)dzdy

= [w/(y = 9a)(f + w)(w)dy

ou f est paire, et y, = ph. Donc:

, h?
b"j = "f,(yo) - ?f(“)(yo) + O(h4)
Nous obtenons aussi:

i = [ [ 5@~ vywle)oly - veldedy = f(30) + o fO(w,) + O(hY)

Remarque: lorsque p n’est pas grand, I'approximation n’est plus valable, principalement a
cause de la présence du log dans f. Or si f = log , nous obtenons:

1 1 1

h2b,'j =——2 - = + O(_G)

4 p D

1 1
cij = — log(ph) + 0 + 0(17)

Ce sont exactement les développements obtenus par les formules exactes provenant de I’
intégration double dans le cas p < nmin .

L’étude des erreurs commises avec f = H((,l)(w.) a montré que cette méthode est largement
supérieure (en précision et en rapidité) a celle non asymptotique.
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5.5 Etude de la fissure rectiligne par coordonnées elliptiques

Nous considérons I' = [—1; 1] et le changement de coordonnées:

z = cos() cosh(n)
y =sin(€)sinh(n) n € Ry € € [—m;n]

Une ellipse centrée en 0, d’axes Ox et Oy aura pour équation n = cste.
Cherchons une solution de (1):

(1) —-Au—-w*u=0
sous la forme u = F(¢)G(n). La formule du Laplacien

0? 0* 82 1
51t 51 = (5 aég)(cosh%n) cos?(€))”

et (1) menent & (voir Campbell[G]):
F"(€) = (w*cos’ €+ c)F(£) =0
G"(n) + (w® cosh? n + c)G(n) = 0
Ces deux équations sont dites respectivement "de Mathieu” et "de Mathieu modifiée”:
(M) y"(2) + (p — 2q cos(2z))y(2) = 0

(M) y"(2) — (p — 2g cosh(2z))y(z) = 0

ol z=nouf,g=w?/4,p=—c—w?/2.
Si I'on veut que F soit périodique (27), alors p = p,(q) (n € N).
Ou
La condition [———] = 0 force 4 prendre F = se,, solution impaire de (M).

En effet:
5-:-(x,0i) = F(££)G'(0) ot £ € [0, 7]

Pour z = cos(££) €] — 1; 1], la dérivée normale de u est obtenue par:

Ou Ou 37) Ou 0¢
3y ™08 =155y T oy
G'(0)
F(x f)sm(:tf)
d'od o)
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0 e e
or G’(0) 5# 0, sinon a_u =0 et u = 0 ; donc F est bien impaire.
y

La solution de Pr(¢) est finalement:

o) = 1 Gn(n) sc,
(z,y) 2§1Gn()¢n (6)

avec:

=Y $nsen(f) T =cosé

neEN

et Popérateur T'(w) s’écrit:

T(w)é(z) = \/1___. g R (3§¢nsen(arccos z)

Remarques:

e Tout ceci est bien établi pour des fréquences réelles. Il ne reste (!) plus qu’a trouver
le prolongement analytique de T'(w) grace a ceux des se, et G, (et des p,(q)): ce n’est pas
une mince affaire et semble ne pas avoir été étudié.

e G, est déterminé par (M’) , p = p.(q), et la condition sortante (quand w est réel).
MacLachlan utilise & sa place la notation Ne(!)(z, q) ses zéros (ou de sa dérivée) étant
aussi ceux de gekh,(z,q) (notation de Campbell).

e Nous voyons que les résonances ont pour modes propres associés les fonctions
seq(arccos z) ~ v/2y/1 — r.se/,(0) quand z — 1. Il y a résonance lorsque G%,(0) = 0.
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5.6 Fissure acoustique: condition de Dirichlet
5.6.1 Définition/Caractérisation de ’opérateur S; et des résonances
Nous avons vu que la condition de Neumann de la fissure est:

Ou
—lp=0
G
La condition de Dirichlet, imposant (u)r = ¢ donnée dans HZ(T) est donc:
[u]r = 0

Il en résulte que u sera dans Hy,,)(R?). Le probléme s’écrit pour w € Cy:

-Au -y = 0 dans
ke = e HH(T)
PN aN'"T I
[v] = 0
u € H'Y(R?)

La formulation variationnelle de Py est :
— =20 2100 — -
b(u,v) =/Q[Vqu wut]dQ /rgvdI‘
Définition 5.2
Sy :g€ H¥I) — ¢ € B5(T)
ou ¢ = (u)r, u €tant la solution de Pn(g).

S, est caracténisé par: Vg, h € H'%(I‘) :
7 . -
< Sigih >= Z/F/rﬂé"(wlw — yDg(v(z)h(v(y))dr(x)dr(y)

S1{w) se prolonge analytiquement & C_, , est inversible tant que S{w) > 0, et son inverse
Ty est méromorphe sur C_, . Les résonances D sont les w annulant une valeur propre de
S1. Leur seul point d’accumulation possible (hormis l'infini) est zéro, ce qui n’est pas le
cas; en effet, supposons qu’il y ait une suite w, de résonances convergeant vers zéro; soit
g» la suite dans H™Y/%(T") de modes propres associés, de norme 1; quand n — 0, Si(wn)q

se comporte comme:
1
Sog = 5~ log(wa) < ¢;1 > +o(llgll_4r)

Seq = 5= [ 1og(lz ~ vla(x(w))d(v)
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b(q,q) =< S,q; ¢ > est coercif sur
H, = {q € HV*T); < ¢;1 >= 0}
(voir Nédélec [19] ou Giroire [8]). Posons:
gn = gn + anl

avec
gn € H, et < gp;1 >= a,mes(T)

< Sogn; gn >= 0(1) et |log(wn)| — co montrent que
a, = 0et §,—gn—0quand n - ©
Donc
< SogniGn >= 0(1) = b(!}n;gn)

ce qui est contradictoire avec la coercivité de b.
Il n’y a donc aucun point du plan complexe oli les résonances puissent s’accu-
muler

Remarque: Cas de la fissure rectiligne
Grace a ’étude précédente des coordonnées elliptiques, 'opérateur S; est donné par:

L (0)

gncen arccos z)

Si(w)g(z) = -3 }:

avec:
g9(z) = LN >~ gncen(arccos z)
1—-22 R
Les L, sont solutions de (M’) équation de Mathieu modifiée, avec cependant p = a,(q) et
non plus p,(q). Les ce, sont les solutions paires de (M), et fixent les a,, pour étre périodiques
(27). Ainsi les résonances D sont les zéros des L,(0).

5.6.2 Etude numeérique

Les éléments de H™'/*(T) sont approchés par les fonctions constantes par morceaux, de
base {Ci}izy,..,N, Ci(z) = 1 sur [z;_y,x;] et O ailleurs. Nous définissons alors la matrice
associée a S:

Mh(w);,j =< Sl(w)C;; Cj >

avec h = 1/(N + 1). Comme S; est compacte, il existe une suite de valeurs propres de
M), convergeant vers 0 quand A — 0 (le vecteur propre associé est bien entendu instable).
Ceci est trés mauvais, car brouille la recherche d’une valeur propre effectivement nulle en
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une fréquence donnée; il faut donc préconditionner la matrice. Une possibilité consiste a
remplager S;(w) par 515 (w) o Vg € H™VT):

Seg(1(2)) = = [ [ Tog(l= ~ yDs(r(s))ér(v)

Lorsque le diamétre de I' est strictement inférieur & 1, S, est un opérateur symétrique
réel défini positif, isomorphisme de H'/(T') dans H™*/*(T). L’inconvénient est que le nou-
vel opérateur n’est plus symétrique en général, et donc que l'obtention de la dérivée
d’une valeur propre n’est plus simple. D’oit 'amélioration: utiliser 'opérateur symétrique
S7Y28,(w)S;1%. Au sens de la petite étude qui suit, c’est le meilleur choix.

Exemple de ’effet du préconditionneur:
Considérons les résonances "D” (extérieures) liées au disque; elles sont les zéros des valeurs
propres (k =0,1,---):

1

B, (w)

1 ?
B ()
Nous supposons que poser le probléme numérique revienne & ignorer les modes e'*? pour
k > N. Les valeurs propres de M, sont alors les /\flk)(w) = A*(w) pour k =0,1,--- N =
1/Ah. Or:

ABN () =

(K Foe =2
AR (W) TR A
alors que l'indice p = k(w) de la valeur propre cherchée s’annulant en w, est de I'ordre de
R(w) (autrement dit w si |F(w)| << R(w)). Pour que la zone des fréquences au voisinage de
w,, par exemple la boule Bjs, soit la plus étendue possible (6§ maximal) de fagon que I'effet de
résonance persiste, il vaut mieux comparer (et c’est ici la meilleure solution) les quantités
EX®) | ce qui correspond au premier choix de préconditionnement s
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5.7 Notes sur T(w), fissure rectiligne élastique
5.7.1 Expression de T(w) et de sa dérivée

Soit u = [uy, uz],v = [v1,v,] € V?; T(w) est exprimé par:

< T(w)u;v >= 3 bi(ui, v;)

=
ou nous posons pour u,v € V:
bi(u,v) = BY(u,v) + B;(u,v)
ba(u,v) = B3(u,v) + By(u,v)
Bi(w,v) = —w? [ [ Ko(~iw|s - yl)u(=)o(y)dzdy

By (u,v) = —w / /K (—iwalz — y|)u(z)v(y)dzdy

B} (u,v) = -——/ /K" (lz — yDu'(z)?'(y)dzdy
1 42

i—]\'f(z) = o’ K,(—iwalz|) — Ko(—iw|z|) — ;EED"(I)
1 &
LK3(e) = Dule) + s Dol2)

Do(z) = K,(—iw|z|) — Ko(—twea|z])

.. 1 .
Remarque: nous avons pris ip =4, V, =1, V, = —(> 1). Les expressions des d; sont donc:
«

bl(u,v) = 4/1.. /[I";(_iwlm - y') —a? K;(_iwah: yl)]u'(:l:)i}'(y)d:l:dy

—iwl|z — y| —twalz — y|

—w? -/[‘x /Ko(—iwh: — yu(z)d(y)dzdy

by(u,v) = / /I& (—twalz — y){(1 — ?)u(2)?'(y) — wu(z)d(y )}d:cdy
4/[‘)(/’ 1\ (—wlz —yl) ol L Ki(—iwalz — y[)]u (2)5(y)dzdy

—zw|:c -yl —iwa|z — y|

Calcul des dérivées:
—wibl(u v) = 2b(u,v)
Ow

4 [ [ Ko(—iwle - yhu'(2)o'(y)dzdy
2 _ — ! /

+4a /Fx /PKO( walz — y|)u'(z)v'(y)dzdy
2 T _

+o? [ [ —iwle - ylKy(—iwle - yl)ule)a(y)dady
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—w—a—bg(u, v) = 2by(u,v)

Ow
_4/rx /p]"o(—iwalx —yD{(2 - ®)'(2)7'(y)
—w?(1 = a?(1 — ?))u(z)d(y) }dzdy
44 /F ) /r Ko(—iw|z — y|)u!()5'(y)dzdy

- /l‘x /r[—iwa]:c — y|K!(—iwalz — y]))(4(1 — a?)a?® — 1)u(z)(y)dzdy

Singularité des noyaux: pour tous ceux non définis en zéros, elle est en log; le calcul d’'in-
tégrale le plus délicat est celui de noyau Fy(—iw|z|) (multiplié par u'(z)v'(y)):

Fi(z) = K!(2)/z — *K!(az)/(az)

z—‘Ol - aZ

<PZ (1 - 2y + log(2/2))) + - Tog(@)

il peut y avoir des erreurs numériques si « est voisin de zéro.
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5.8 Etude de la section efficace en dim2
5.8.1 Ondes acoustiques

Nous supposerons que I'obstacle est une fissure courbe. Des résultats numériques sont
donnés pour le cas rectiligne.

ug(z,y) = e~ wzcosb+ysind)  nde incidente

L’onde réfléchie est iig(z,y) , et son comportement quand r? = z° + y? — oo est:

- eiwr
p(z,1) = A8, B,0) e
A est 'amplitude de diffusion. Son expression dans le cas de la fissure rectiligne est:
A8, B,w) = (c*) /r e~ it o8 4 (1)) cos Pt

ou 5
¢ = (@] = ~T(w) (5

z|—o0 , 2 ; ;
H(()l)(z) | |~ ;_r;e—nrﬂexz

- 1,790
up(z,y) = e /r EHgl)(w\/rT— 2rt cos B + t%) gy dt

Remarque: A est précisément la Transformée de Fourier de ¢; , donc:

A=0 (VB) <= ¢o = 0 (0 est fixé).

En effet, nous utilisons:

et
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Calcul de la section efficace:

Soit la quantité définie par:

o= [ 14(6, 8,048

La section efficace est :

2 21 2n
o(w) = /0 oodf = /0 /0 LA(6, B, w)|*dBdo
Théoreme 5.3

o = =S < gg; T(w) g5 >
ol 5
g8 = (——u—o)r = —iwsin(f)e™**? z €T

on

Démonstration: :

Soit une boule Qx de rayon R grand, contenant T ; on a:

ot
195l aaPlda = [(G2)@ - [, (52)iador
Sp est la sphére de rayon R. Nous avons :
[tg] = ¢ = T(w) " g

(a‘LLg)_

(—a%)apda}g = auﬁ -p Tdﬁ

Sr n 0 87’

R—oo

27

=2 _; / |A(8, B,w)|2dB = —ios
g

donc:

[, 196l = wasf?1d2 = ~ [ oo + ic
w étant réel, nous en déduisons:
—( /r 9o%s)
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Résultats numériques:

La figure a1 donne oy en fonction de § et w. C’est une surface avec un sommet principal
correspondant a la premiére résonance, et maximum lorsque ’onde incidente arrive per-
pendiculairement & 1'axe de la fissure (6 = 90°); Les autres bosses décroissent rapidement
en hauteur, tandis que I'angle d’incidence correspondant s’écarte sensiblement de 90° .
La figure 02 montre I'effet des résonances sur la section efficace o(w): sous la courbe d’am-
plitude sont représentées selon un autre axe les poles complexes w; de la fissure. Notons
cependant un petit décalage entre les maxima de o et les R(w;).

figure a1

185

AMPLITUDE

52
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5.8.2 Ondes élastiques: cas du disque (de rayon 1)

Nous allons essayer d’évaluer la section efficace (appelée aussi signature) aux fréquences
R(w;) , w; étant la j*™¢ résonance de la "1%*"*” courbe, et j — oco. Nous reprenons les
notations de la section 3.2, la suite w, de résonances trouvées au théoreme 3.3; S ou s
(respect: P ou p) caractérisera les ondes S (respect: P) et *7’ désigne ce qui est diffracté;
les ondes incidentes sont:

‘PS(P) =€ S(P)

fig est le vecteur unitaire dans la direction J3
D’on

o5(6) = #(-“‘/i)? sin2(0 — B)¥s(1,6)
w
75(8) = 1(2)? cos 2(0 — B)Ws(1,6)
0 = angle donné par X € R?. La condition frontiere s’écrit:

o(is) - fig = —o(us) - 7ip = —#(—;—)2%(97

avec:

gs(8) = ( zzg%g:g; ) ¥5(1,8) = (957, 95)

L'indice n signifie que 'on a décomposé selon {eino}neN :
gs(8) = Xn: gsne™
Un petit calcul donne:
~igl) = (—1)"‘7re‘i"6[Jn-z(%) - Jn+2(f/u‘;')]

(2) —_ m —-inf w w
= (-1 oY+ T =
gS,n ( ) e [Jn 2( VS) + +2(VS )]
et rappelons que l'on a:

%[Jn_g(nz) + Jng2(nz)] "XF Jn(nz).(% - 1)
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22 1/2
L ca(n2) = Jugatre)) 2w -2 D)

La section efficace de I'onde S est:

CS = Z(S,n = (—w)zc\\f(z gS,n-ﬂS,n)

Jn(nz)

z

avec: ) )
n -
fisn = B(r)E, + ’—r’féné‘g + ’7\1:"5, — U (r)Es

&a(r) = ianHD (wr/V;)

¥,(r) = b HO(wr/V,)

a, et b, sont solutions du probléme linéaire:

s (5) =~ (5 )

ob M™(w) est la matrice des M} décrits au 3.2. Posons X, = R(wn) ~ nCr quand n — 0

Autres notations : a = % , Vs =1 ¥5 = ¥(CR) , ¥p = ¥(aCRr)
P

Nous avons:
(=X2)Csn(Xn) = S{[2,(1) + mw,,(l)]g“’ + [in®.(1) — TL(1))gS) = S(K)

Or quand n est grand:

$,.(1) ~ —a.Yo(aX,)
&’ (1) ~ na,aCr(l — a?C3)Y*Y . (aX,)
V(1) ~ 5, Y.(X.)
¥ (1) =~ —inb,Cr(l — CE)V/?Y.(X,)
MR (X,) ~ in?(2 = C3)Ya(aXsy)
MYh(X,) =~ —2in?Cgr(1 — CE)Y/*Ya(X0)
M3 (X)) =~ —2in2aCgr(l — o*CE)/?Yo(aXs)
Mp(Xa) =~ in®(2 - CR)Ya(Xs)

Nous obtenons donc:
~K = alg@)? + bloGAl + icg§h g
a, b et c ont en facteur commun F: a = Fa', b= Fb', c = Fc' ol

iniC3%

F= D%

—— Yo (Xn ) Ya(aXy).(in)
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Finalement: .

/. n ¢
K = Dy CRYR(Xa)Ya(aXa) J2(X0)(27) K,

et

2
Ky = (1 - CR)V?*/Crl4a(1 — o*C2L)/2(1 — C2)Y? + (5}; —1)2CE+2(2—-C%) >0

37 3 - . . . . .
L’évaluation de D,(X,) est obtenue grice au comportement de la partie Imaginaire des
résonances; nous trouvons:

D (Xn) "R in'Y, (Xo) Yo (aXy ). (cx)e™ Vs
La formule pour (s.(X,) est donc:
(X7 sn(Xn) "= (25 0. J2( X)) (c#)CRE
~ p(Cr)

Remarque:
(X:%).\|lo+llz: = cste (independante de w)

Conclusion:

(sn(Xn) apporte une contribution de l'ordre de llo(us).7||L> - Il n’en est pas de méme
pour 'onde P, car le terme J,(X,,) devient J,(a.X,) , donc:

(‘Xn_z)CP,n(.Xn) n:oo (C*)e—2n(lPP_\ps)

et ¥p— ¥ >0

L’eftet des résonances sur l'onde P est par conséquent nul. Pour I'onde S, nous attendons

une signature ayant une forme comme dans la figure 9.

Aro

Frequence
Figure 9 : Signature radar
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Note: Variations de Cr avec a:

Chr est racine non nulle de la fonction:

falz) = (2 — 22) — 4(1 - 22)*(1 - &P z?)H?

1 . rd ) "~ ’
a est dans ]0; -—5[ et 0 <z < 1. Donc C} est la racine réelle d’un polynéme de degré 3.

La fonction o — Cpr est finalement strictement décroissante (voir figure 10).

Figure 10 : Cg en fonction de a

Cr
0.955

0.9

0.874
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