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NSP1B3: un logiciel pour résoudre les

équations de Navier Stokes Incompressible
3D

Frédéric Hecht et Carlos Parés
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24 mai 1991

Resumé: Ce logicie] est fait pour simuler des écoulements (internes ou externes) 3D incom-
pressible régis par les équations de Navier-Stokes Incompressible, d’Euler Incompressibles,
ou fluide potentiel. Différents types de conditions aux limites sont possibles: vitesse imposée,
frottement a la paroi, pression imposée, sortie libre etc... Le schéma numérique est basé sur
une méthode d'éléments finis mixtes P! + bulle, P!, pour la discrétisation spatiale, et sur la
methode des caractéristiques pour discrétisation temporelle.

NSP1B3: a software to solve the 3D
Incompressible Navier Stokes equations

abstract: The aim of this software is to simulate internal or external incompressible fluids
flow governed by the Incompressible Navier Stokes equations, incompressible Euler equations,
Potential equation. Different types of boundary conditions are available: imposed velocity or
pressure, free output,... The numerical scheme uses mixed finite element method, P! +bubble,
P! for the space discretization, and characteristic method for the time discretization.

Mots clé: Mécanique des fluides, Navier Stokes Incompressible, Euler Incompressible, Fluide
Potentiel, Eléments Finis Mixtes.



INTRODUCTION

Le logiciel NSP1B3 de résolution des équations de Navier-Stokes incompressible instation-
naire dans un ouvert ) borné de JR® est basé :.

e sur une discrétisation spatiale avec un élément fini mixte (P, + bulle)3/ P,

e sur unc discrétisation temporelle semi-lagrangien implicite (méthode des caractéris-
tiques).

A chagune pas de temps le programme résout un probleme de Stokes généralisé avec une mé-

thod. 1. v UZAWA gradient conjugué préconditionnée. Les systémes linéaires sont aussi
résolic wi ia méthode du gradient conjugué préconditionnée par SSOR ou avec Cholesky
inco.;vlm -
Les differenies conditions initiales sont:

e uil .. ~ulution d’un probleme de Stokes stationnaire,

e soit la solution d’un écoulement potentiel irrotationnel,
¢ s0it la solution d’un probleme de Navier-Stokes.
Les conditions aux’limites sont :

e vitesse imposée (les 3 composantes de la vitesse sont données) qui dépent ou non du
temps,

o condition de glissement a la paroi,
e contraintes nulles,
e conditions sur la pression,
e conditions de périodicité.
Ce logiciel est écrit en Fortran77, et comprend:

1. un préprocesseur TRENOP qui transforme un maillage de type NOPO de MODULEF
dans la structure interne.

2. le programme PPNS qui résout les équations de Navier-Stokes, et /ou les problémes liés
a l'initialisation.

3. un post-processeur PPDESS utilisant I'interface graphique Fortran 3D qui permet de
visualiser les resultats: vitesse, pression.



1 POSITION DU PROBLEME

1.1 Les équations
Les équations a résoudre sont:
(36—1:+u.Vu—VAu‘+Vp=O dans Q x [0,T], } (1.1)
V-u=0 dans Qx[O,T]
ou :
e u(z,t) rcprésente le champ de vitesse de I’écoulement,
e p(x,t) la pression,
e v la viscosité cinématique du fluide,
¢ O C IR? le domaine de calcul (on suppose € borné).

Les caractéristiques de I'écoulement dépendent de parametres adimensionnels, parmi lesquels

le nombre de Reynolds: L
V- .
= 1.2
Re ” (1.2)

ol v cst la vitesse caractéristique de 1’écoulement et L la longueur caractéristique.
A des nombres de Reynolds assez élevés, la résolution numérique du systeme (1) est tres
difficile et tres cotliteuse, en raison de l'apparition des régimes turbulents et des couches

limites (cf. [3] ).

Le modeéle implémenté dans le code NSP1B3 est un modele de ”sous-maille” di & Smago-
rinsky (cf. [15] ). Il s’agit d’un modele algébrique et a 0 équation. Avec ce modele, ’équation
a résoudre pour calculer les champs moyens de vitesses et de pression sont les suivantes:

Ou
—5t—+u-Vu—uAu+Vp——V~R,} (1.3)
V.ou=0.
R = —ch?*|Vu + VuT|(Vu + Vu™),c 2 0.01 (1.4)

h étant un parametre "petit”. (En pratique, on prend la valeur du pas d’espace de la maille
construite pour l’approximation numérique).

Pour avoir un probléme bien posé, il faut ajouter aux systemes d’équations (1.1) ou (1.3)une
condition initiale et des conditions aux limites.

1.2 Conditions aux limites

Plusieurs choix ont été prévus. Cependant, le traitement variationnel des équations et les
méthodes numériques choisies donnent lieu a quelques incompatibilités dans 1'usage de diffé-
rentes conditions. Les incompatibilités diies au traitement numérique seront traitées dans le
chapitre 2. En ce qui concerne les aspects variationnels, on peut grouper les conditions aux
limites en 3 familles:



1.2.1 1leére famille de conditions aux limites

w=1u sur [ (1.5)
0
At +m=0 sur I, (1.6)
on
ou u-T .
au-ﬁ—u%-ﬁz—ﬂm,z: 1,2 sur I3 (1.7)
u-n=1uz nsurls (1.8)
ou
o {I'\,I';,I'3} est une partition de I' = 9N.
o {n, 7, 1} représente, pour chaque point de I' un repére orthonormé formé par le vecteur

extéricur n et deux directions tangentielles 1, 7,.
o o > (0 est une valeur donnée.
e u, et uy sont deux fonctions données sur I'; et '3 respectivement.
e u, représente la projection du vecteur u sur le plan tangent.

f est:

— soit une fonction donnée (éventuellement constante),

— soit une fonction de u.

Les données u;, us, a, § dépendent des caractéristiques physiques de ’écoulement a approxi-
mer.
Si I'y correspond a la paroi d’un obstacle, on choisit:

u; =0 (1.9)

pour simuler 'adhérence des particules de fluide a la paroi, diie a la viscosité . Par contre,
si Iy correspond & la frontiére "de Pinfini” (c’est-a-dire, si I} est une frontiére artificielle
considérée de fagon a borner le domaine), il est fréquent de prendre u, constante ; par

exemple:
u, = (1,0,0) (1.10)

ce qui revient, d’un point de vue physique, a accepter que I’écoulement soit uniforme quand
on est assez loin de I’obstacle. Si on considére un écoulement interne et I'; correspond a la
frontiere d’entrée de flux, u, peut étre une fonction parabolique:

u{z,y,z) = (0,0,2(1 — 2)). (1.11)

Les conditions (1.6) sont utilisées normalement pour simuler une sortie libre du flux. I,
correspond donc a la frontiere de sortie

Les conditions (1.7) sous leur forme la plus générale (o # 0 et/ou B # 0) apparaissent
fréquemment dans le cadre des modeles de turbulence (notamment, le modele k — ¢, cf.
[9], [3]). Dans ce cas-1a, la frontiére I'3 correspond & la paroi d’un obstacle. On a présenté
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les conditions d’adhérence (1.5), (1.8) comme une bonne simulation du comportement d’un
fluide visqueux autour d’un obstacle, mais ce choix de conditions aux limites mene & des
difficultés si Re est élevé, dites a I'apparition de couches limites. En fait, la condition (1.7) a
le caractere d’une modélisation de la couche limite. L’idée est de retirer une partie de cette
couche du domaine de calcul, tout en conservant ses effets sur ’écoulement. Pour ce faire, on
suppose que la frontiere I'; est & 'intérieur de la couche limite (c’est-a-dire, elle est ” proche”
3 la paroi, mais a 'intérieur du volume occupé par le fluide). Les paramétres de la condition
(1.7) sont choisis de fagon & simuler le comportement de 'écoulement a I’endroit ot I'z est
supposée etre.

Ainsi, a cst un parametre qui dépend des caractéristiques de la paroi et 8 a le caractere
d’une vitesse de friction a la paroi.

Dans la littérature on trouve 8 tel que: étant donné u(z),z € I3, on prend B = S(u) donnée
par

B =-u? (1.12)

ol u” est la solution de P'équation:

Iur(‘x)l — f[u‘ : y]

u v

(1.13)

oll &, est la projection de u sur le plan tangent, y est la distance de I's a la paroi réelle
de I'obstacle, f est une fonction dite ”lo? de paroi” approchant le profil des vitesses dans la
couche limite. Plusieurs choix f peuvent étre trouvés dans la littérature. Pour des raisons
de régularité, on a choisi celle de Reichardt(cf. [3]):

Fy) = 2.5eM+049) 4 7.8{1 — e=¥/1 _ %6”0‘33”}. (1.14)
Pour avoir des conditions aux limites compatibles avec les équations de 2i‘eme ordre (1.1)
ou (1.3), il faut ajouter une nouvelle condition a (1.7). On considére donc une condition de
type (1.8).
Si uz = 0, cette condition exprime 'imperméabilité de la frontiére I's: il n’y a pas de flux a
travers la dite frontiere.

Remarque. Si I'; est contenue dans un plan y = cte, les conditions (1.7) et (1.8) s’écrivent

du, Oua
— =0; u, =0, —=0 surl 1.15
on : on ’ (1.15)
ou uy, us, u3 sont les composantes canoniques de u. Dans ce cas, nour parlerons de ”conditions
de symétrie”. En effet, si {2 est symétrique par rapport au plan y = ¢, et que toutes les données
sont également symétriques (cas du plan de courbure pour un écoulement dans un coude par
exemple), il suffit de résoudre les équations sur la moiti€ du domaine, disons €2, ,. Alors, si
'3 est la partie de la frontiere de 2,/ correspondant au plan de symétrie on doit prendre
les conditions aux limites (1.15).
Il en est de méme pour les conditions de symétrie par rapport & un plan d’égalité 2 = cte.
6’!11 Bug

—57-;'=0; —a—n-=0; uz =0 (1.16)

Remarque.



1. On n’a pas considéré de symétrie par rapport a un plan z = cte puisqu’en général on
consideére la direction de I’axe des z comme étant la direction principale de I’écoulement.

2. Les points d’intersection de deux plans de symétrie (vertical et horizontal) exigent
un traitement numérique spécial. Il faudra donc assigner un numéro de référence aux
intersections qui soit différent de ceux des deux plans.

1.2.2 2éme famille de conditions aux limites

u=wu; sur [ (1.17)
uxn=axn sur [ (1.18)
p=po sur I, (1.19)
u-n=bn sur Ia (1.20)
(Vxu)yxn=0 sur Ij (1.21)

La condition (1.19) permet de fixer la pression sur une partie de frontiére, ce qui est utile
par exemple pour simuler des écoulements instationnaires générés par une onde périodique
de pression.

On peut utiliser aussi une condition de ce type pour la frontiére de sortie de 'écoulement
plutét qu’une condition sur la vitesse, & priori plus difficile a choisir.

1.2.3 3éme famille de conditions aux limites

On a considéré finalement des conditions de périodicité:

ulr, = ulp, 0T (1.22)

ou T est une application qui transforme I’ en I,

Cette condition est compatible avec les familles 1 et 2, mais on la considere a part car sa prise
en compte est d’une nature tout a fait différente des autres. Plusieurs paires de frontieres
peuvent étre identifiées. Cependant, seul le cas ou les deux frontieres peuvent étre identifiées
a 'aide une translation a été implémenté.

1.3 Condition initiale
Il faut ajouter finalement une condition de type:

u(z,0) = u,(zr) dans Q (1.23)
Quatre possibilités pour u, ont été considérées:

e D’abord, on peut initialiser par
u, =0 (1.24)

e Sion est intéressé d’atteindre 1'état stationnaire ou quasi-stationnaire le plus rapide-
ment possible, il est conseillé de démarrer avec un champ de vitesses qui soit ”proche”
de la solution.



— Pour ce faire, une premiére possibilité est de prendre pour u, le champ de vitesses
d’un écoulement irrotationnel satisfaisant les équations mais ne satisfaisant pas
les conditions aux limites.

u, = Vyp dans ) } (1.25)

u,-n=g surl
oli g est choisie selon les caractéristiques du probléme. Par exemple, g = 0 sur les
parois et ¢ = e - 7 a 'infini.

— Une deuxiéme possibilité est de prendre la solution d’un probleme de type Stokes:

—AU, +Vp, =0 } (1.26)

V-u,=0

avec les mémes conditions aux limites que celles choisies pour le probleme de
Navier-Stokes.

¢ Finalement, le calcul peut étre initialisé avec une solution précédente (un fichier est

prévu pour pouvoir le faire).

1.4 Formulations variationnelles

Pour la commodité de I'’exposé, seul le cas des équations (1.1) sera considéré dans ce chapitre.
Tous les problemes aux limites présentés dans le chapitre 1 admettent une formulation va-
riationnelle de type abstrait suivant:

Trouver u(z,t),p(z,t) tels que:

ou

° Q
(.,-Jo,a  est le produit scalaire de L?((2)

d
Ez(u,v)o‘g + ao(u,v) + a1(u;v,v) + b(v,p) =< v >,YVv e V
b(u,9) = 0,Y € Q (1.27)

+ conditions aux limites

est un sous-espace de H'(f)?

est un sous-espace de L%(§)

e a:V xV = IR est une forme bilinéaire continue et coercive.

1:V xV xV 1R estlaforme trilinéaire continue donnée par

. 3 ij
al(u, v,w) = i;__;l /ﬂ u;a—xi *wj. (128)

b:V x @ — IR est laforme bilinéaire et continue donnée par :

b(v,q9) = —(V-v,9)o0- (1.29)



o €V (éventucllement, ! = I(u))
e < .,.> est le produit de dualité de V et V'.

Dans le cas du probléeme aux limites (1.1), (1.3), (1.6), (1.7), (1.8), (1.23), on a

a,(u,v) = alw,v)or, + v(Vu,Vv)eq. (1.30)
V={ve H Q" :v=0 sur Ty;v-n=0 sur T3}. (1.31)
0 { L) = {g € L)/ [ o)z =0} si T;=0 (139

L3(Q) si T, #0
<lv>=— <g(u),v>r (1.33)

ol g(u; = - Su) et oli < .,. >r est le produit de dualité entre H'/3(T';)3 et H='/3(I";)3.

luOI

St on a cnus: ta deuxieme famille de conditions aux limites, on a :

a(u,v) =v(Vxu,Vxv)ae+v(V-u,V-v)a. (1.34)
<lLvo>=v<hxnv>pr —<p,v-n>r2. (1.35)
V={ve H(Q)?®/v|r, =0; wv|r, xn=0; v|r,-n=0} (1.36)
Q = L}(9) (1.37)

Remarque. Si on a considéré la premiere famille de conditions aux limites, les conditions
(1.6) et (1.7) découlent de la formulation variationnelle (il s’agit de conditions naturelles).
Par contre, il faut ajouter au probleme (1.27) les conditions (1.5) et (1.8) (conditions essen-
tielles). De méme pour la deuxiéme famille, les conditions (1.19), (1.21) sont naturelles et
les conditions (1.17), (1.18), (1.20) sont essentielles.

Finalement, si on ajoute une condition de périodicité du type (1.22) 4 un probléme aux
limites de I'un ou 'autre type, la seule modifiation de la formulation variationnelle est de
prendre V tel que:

Vc{ve H(QP, vl =v

r, o T} (1.38)

2 DISCRETISATION

2.1 Discrétisation en temps

On veut construire une approximation d’un probléme de type (1.1) qui soit valide si v =0
(systeme d’Euler). Ceci est fait en considérant une discrétisation en temps par la méthode
des caractéristiques (cf. [14]). L’idée de la méthode vient du fait que la partie convective de
’équation de Navier-Stokes coincide avec la dérivée totale:

§+u-Vu=7)7 (21)



Alors si 6t dénote le pas de temps et u™ la vitesse approchée au temps n - 6t, 'approximation
suivante est consistante :

ou u™t(z) — u” o x*(x)
bt . = 2.2
Y +u-Vu & (2:2)
avec
X"() = X*((n +1)6t; ), (2.3)
ou X™(r;z) désigne la solution du systéme d’équations différentielles ordinaires:
axn
(r;2) = u™(X*(r;2),7), (2.4)
dr
X(nét;z) = z. (2.5)

En introduisant cette approximation dans un probléme du type (1.27), on obtient :

k(™! v)og + ao(u™t,v) 4 b(v, p"t!) =< 1" v > +k(u” o X", v)o0, Vv EV  (2.6)

b(u"t!, q) =0, VgeQ (2.7)
u’ = u, (2.8)
+ conditions limites essentielles
ot k=2, et
("t v) = —(g(u"),v) (2.9)
si | est donné par (1.33) et par
(" v) = —(pgtt,v - n)p, (2.10)

est la valeur au temps (n + 1)t de [ donné par

Remarque. On reviendra dans la section 3.4 sur le calcul de la partie du second membre
procédant de (2.2).

Si on appelle
a(u,v) = k(u,v)oq + ao(u,v) (2.11)
apres avoir fait la discrétisation en temps du systeme, il faut résoudre a chaque étape un
probleme linéaire du type :
Trouver u, p tels que
a(u,v) +b(v,p) =< l,bv>,YVv eV (2.12)
b(u,q) =0,Yg € Q (2.13)
+ conditions essentielles

Il s’agit en fait d’un probleme de type Stokes généralisé (2.12), (2.13) .



2.2 Discrétisation en espace

Pour approcher un probleme du type Stokes généralisé, on a choisi la méthode d’éléments
finis mixtes dite "mini-élément” ou ” P'4-bulle/ P'”. Cet élément a été choisi parce qu'il exige
relativement peu de degrés de liberté, tout en étant stable (voir [1]).

Pour construire le schéma, on considére une partition du domaine en tétraedres 7, vérifiant
les conditions de régularité standard dans la méthode des éléments finis.

Soit M), ’espace des fonctions P! continues : c’est-a-dire, ’ensemble des fonctions continues
dont la restriction & chaque tétraedre de 7, est linéaire.

Soit X, P'espace des fonctions P!+ bulle c’est-a-dire, I’ensemble des fonctions continues dont
la restriction a chaque tétraedre de 7, est une combinaison linéaire d’un polynome de degré
<1 et d'un polynome de degré 4 qui s’annule sur les faces du tétracdre (fonction bulle).
Pour approcher le systeme, on considcre les espaces :

Vi=XinV (2.14)

Qn=M,NQ (2.15)
ou V est donné par (1.31), (1.36) ou (1.38) et @ par (1.32) ou (1.37). On cherche alors

(wn,pr) € Xi X Qn (2.16)

tel que
a(un,up) + b(un,pn) =< v, >, Yo, € V,,
b(wn, qn) = 0,Vgn € Qn (2.17)

+ conditions limites essentielles.

Remarque. Les conditions aux limites essentielles sont satisfaites en un sens “interpolé”.
C’est-a-dire si u doit vérifier: v = u; sur I'y, u, vérifie alors : u, = Il u,;, ou [T u; est
I’interpolée de u,.

Si on a des conditions aux limites du type (1.5) partout, on démontre que le schéma (2.17)
est stable, convergent et d’ordre 0(h).

Cependant, il faut regarder un peu plus en détails ce qui se passe avec les conditions aux
limites portant sur les composantes normales ou tangentielles (1.5)-1.8. L’espace variationnel
de la vitesses est donné par :

Vi={VieX):v,=0surTy; w4-n=0sur I3} (2.18)

D’une part, on remarque que les degrés de liberté pour les frontieres de X, sont les valeurs
aux sommets et aux barycentres des tétraédres. Les seuls degrés de liberté sur I'; sont les
valeurs aux sommets appartenant a cette partie de frontiére. La normale extérieure n’étant
pas définie sur les points anguleux de la frontiere, la construction de ’espace de fonction V,
est difficile car la condition de trace normale nulle doit étre vérifiée sur chaque face, et les
degrés de liberté sont sur les sommets et non sur les faces.

De plus, si le domaine a approcher est une variété C!, on démontre que le schéma construit
avec le choix de V, peut étre non convergent.

Pour résoudre ce probléme, on a considéré deux traitements numériques différents de la
condition (1.8).
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2.2.1 Traitement fort

L’idée consiste a construire d’abord une approximation continue de la normale extérieure, n,
pour le domaine discrétisé. Une fois cette approximation construite, on considére le schéma

(2.17) ot V; est donné maintenant par :
Vi = {vh € X3 :vhlr, = 0; vi-na(g) =0 Vgsommet de I3} (2.19)

Si on a nx(q) coincidant avec la normale extérieure du domaine continu, Verfurth {16] a
démontré que le schéma ainst construit est convergent et d’ordre 0(\/71) En pratique, n,
est unc approximation continue de la normale linéaire sur chaque face de I's. On décrit une
méthode de construction de cette approximation dans 3.2.

Cependant, ce traitement ajoute un coiit supplémentaire en place mémoire et temps de
calcul, par rapport a la résolution numérique d’un probleme avec des conditions de Dirichlet
partout.

Remarque Ce type de traitement est utilisé pour les conditions de type (1.18).

2.2.2 Traitement faible

L’idée de base est la suivante : il est connu que les fonctions orthogonales dans le sens de
L%*(f2)® & tous les gradients de fonctions de H'(2) sont celles & divergence nulle et a trace
normale nulle. C’est-a-dire :

u € L*(N)*/(Vq,u)=0,Vge H'(?) = V-.u=0etu-nr=0. (2.20)

Il y a donc une relation entre la condition d’incompressibilité et celle d’imperméabilité de la
frontiere.

Nous supposons donc, que le systéme a résoudre est du type:

“ku —vAu+Vp=f dans (2.21)
V.u = 0dans (2.22)
wu-n=0sur T (2.23)

aut; — ug—: ‘i =g Ti,t=1,2, sur (2.24)

L’idée est de prendre comme formulation variationnelle pour 1’équation d’incompressibilité:

(Vg,u)on =0, VYge H'(Q) (2.25)

et en déduire les deux conditions. Autrement dit, il s’agit de traiter (1.8) "naturellement”
(ou "faiblement”) plutét que "essentiellement” (ou "fortement”). Un tel choix de formulation
variationnelle pose des difficultées au niveau du probleme continu (il faut changer la régularité
des espaces variationnels de la pression). L’idée sera d’exploiter ce principe dans le cas discret
(ol les fonctions de ’espace des pressions sont dans H!(f2) ). On obtient donc le schéma :

Trouver (ws, pn) € Vi X Q4 tel que

a(wn, vh) + b(vn,pa) = (f, vn)oa+ < 9,04 >or, Vo, € Vi. (2.26)
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b(uhaqh) =0, Vg€ Qn. (227)

b(v,q) = (Vg,v)0q. (2.28)
Vi = X3 (2.29)
Qn = {qn € M, :/Qqh(x)dx = 0}. (2.30)

Il n’y a pas de conditions sur les traces des fonctions de X, la construction de la normale
extéricure n'est pas nécessaire. Le schéma est tres simple a implémenter et aussi coliteux que
celui correspondant a un probleme avec des conditions aux limites classiques. En outre il
converge en O(v/k) [10]. Cependant, du fait que la condition (1.8) est satisfaite dans un sens
faible ou dual, 'imperméabilité de la fronticre est moins exacte que celle que I’on obtient
avec un traitement fort. Il peut y avoir un peu de flux a travers I'y.

D’un autre coté, regardons ce qui se passe quand on a d’autres conditions aux limites sur la
frontiére. Si, par exemple, on a la condition (1.8) sur I'y C T, on aurait :

(Vq,u)o'n=—(V-u,q)o,g+/u~n-q=/ u-n-q (2.31)
r r-r

Alors 1l faudrait prendre comme schéma

a(un, va) + o(va,pr) = (f,vn)oa + (9,Vn)or, Yvu € Vi (2.32)
b(uh, qh) = (uh -n, Qh)o,[‘—l‘n Yan € Qh- (233)

et cela n’est possible que si la valeur de uy est connue a priori sur I' — I'y. Autrement dit, si
des conditions aux limites de Dirichlet existent partout ailleurs.
En résumé, ce type de traitement n’est pas compatible avec des conditions de type (1.6). Au
vu des avantages et des inconvénients de 'un et I'autre traitement, on a laissé a I'utilisateur
le choix.
Remarque [l existe une autre possibilité pour traiter la condition (1.8) qui donne une
estimation en O(h) qui consiste & pendre cette condition comme une contrainte, de la dualiser
en introduisant un multiplicateur de Lagrange supplémentaire [17].

3 STRUCTURE DU CODE: mise en ceuvre des al-

gorithmes

3.1 La méthode d’Uzawa/Gradient Conjugué préconditionné

La discrétisation des équations de Navier-Stokes (1.1) mene a la résolution d’un systeme
linéaire a chaque itération en temps, dont la formulation matricielle est du type suivant :

A UL + BLPy = F,, (3.1)

BfU, = X, (3.2)

ol A, est la matrice associée a I’opérateur elliptique de 2éme ordre (elle est donc symétrique
et définie positive) et B la matrice associée aux gradients de pression. Une forme simple
pour présenter la méthode d’Uzawa consiste a passer des équations (3.1), (3.2) & une autre
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équation équivalente ou la seule inconnue est la pression. Pour ce faire, on écrit U, en fonction
de P, a partir de (3.1)
Un = A7 [Fr — BiP)] (3.3)

et on utilise cette égalité dans (3.2).
On obtient donc

M,P, = BT A7 Fy — X, (3.4)
On démontre que la matrice M, = BF A7 B, est symétrique et définie positive (cf. [6]).
Remarque : Le systeme (3.1), (3.2) représant les conditions d’optimalité pour un probleme

de minimisation avec contraintes, alors P, joue le rdle d’un multiplicateur de Lagrange et
(3.4) n’est autre que le probleme dual associé au dit probléme de minimisation.

La méthode choisie consiste donc & résoudre le systeme (3.4) par la méthode du gradient
conjugué. Cette résolution présente deux inconvénients: la matrice M}, est pleine et mal condi-
tionnée. Nous signalons d’abord que I'implémentation de la méthode du gradient conjugué
peut étre faite sans qu’il soit nécessaire de calculer et stocker explicitement la matrice M.
En effet, la seule opération qu’il faut réaliser avec la matrice M} pour mettre en ceuvre ladite
méthode est le produit par un vecteur. Or étant donné un vecteur @, ce produit peut étre
calculé sans connaitre explicitement les coefficients de M,,. Pour ce faire, nous procédons en
trois étapes :

a) Calcul de By Q@
b) Résolution du systeme A,V = BrQ»
c) Calcul de BTV,

La seule matrice qui est calculée et stockée est donc A,.

Afin d’éviter la deuxieme difficulté (mauvais conditionnement de la matrice), il faut choisir
un préconditionnement efficace du systeme. Grosso modo, cela revient a résoudre, plutét que
le systéme (3.4) un nouveau systéme.

Ci'My P, = CMBT A7 Fi — X4 (3.5)

ot la matrice C} doit étre choisie de fagon a ce que C,,'IMh soit une matrice mieux condi-
tionnée que M.

Intuitivement, I'idée est de choisir C; "proche” de M}, ce qui entraine la résolution d’un
systeme dont la matrice est "proche” de 'identité.

Un bon choix pour Cj a été présenté par Cahouet-Chabart [2] . On peut présenter ce choix
d’une facon simple a partir des opérateurs continus.

Supposons, pour fixer les idées, que 'on a des conditions aux limites de Dirichlet. On constate
que la matrice M, peut étre regardée comme étant la version discréte de opérateur M
suivant :

g€ L*(Q) - Mqg=V-ve L}Q) (3.6)

olt v € H'(N2)? est la solution du probléme aux limites :
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kv — vAv =Vq dans (3.7)
v=ulr sur T (3.8)

Si on négligeait les conditions aux limites, tous les opérateurs différentiels intervenant dans
la définition pourraient étre commutés, ce qui donne :

Mq=V . [(kl —vA)'Vq] = [k —vA]'Ag = [kA™' —v]]|™! (3.9)

ou I désigne 'opérateur identité.
Si on discrétisec maintenant 'opérateur continu obtenu a droite, on a :

Mh >~ Ch (3.10)
ou
Cy = [kGy' — vI7']™! (3.11)
G, I, étant les matrices aux produits scalaires
(Vpn, Van)oas  Vpw,qn € Qno (3.12)
et
(Prygn)oa VPh qn € @uo (3.13)

respectivement. Cette idée peut étre appliquée aussi aux systémes issus d’un choix de condi-
tions aux limites de glissement ou sur la pression, mais ce n’est pas le cas pour les conditions
naturelles (1.7) : dans le cas 1, ’espace discret des pressions est @, entier et (3.12) ne définit
plus un produit scalaire. G est donc singulier.

Finallement, nous rappelons I'algorithme du gradient conjugué pour la résolution du systéme
(3.5), quand la matrice Cj donnée par (3.11) peut étre construite.

e Initialisation

~ Choisir pxo

— Calculer Uy, solution de

AnUno = Fiu — BaPro (3.14)
— Ton = B;T Uno
— Calculer 2z, solution de

Chzno = Tho (3.15)
— Whro = 20
e Etapen +1 Uh,ny Phony Thyny Whn €tant calculés :

— Calculer X} , solution de :

ApXnn = —Brwp g (3.16)
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. T
= Pn = (2h,n, Thyn) /(B Xnjns 2hn)
— Upn4l = UK — /’nxhn
T
= Thn4l = Thn — /)th th

— Caleuler Zj n41 solution de

Chlhns1 = Thntt (3.17)

- In = (rh,n-f-l) Zh,n-f-l)/(rh,n, Zh,n)

= Wh,n41 = Zh,n+1 + Tn wh,ﬂ
ou {.,.) désigne le produit scalaire euclidien des vecteurs.

La résolution d’un systeme

ChZn =rn (3.18)

est faite en deux étapes :

GhZh =Tx (319)
- Z;, = I\’Zh + Ui;:] *Th

ou I est 1a matrice diagonale de ”mass-lumping”.

Remarque : L’interprétation de (3.19) comme discrétisation d’un probleme aux limites est
différente suivant les conditions aux limites du probléme:

e S’il n’y a pas de conditions aux limites sur la pression, il s’agit d’une discrétisation du

systeme:
— Az =71, dans Q (3.20)
62,.
e 0 dans T (3.21)
e S’il y a des conditions sur la pression sur la frontiere I'y, il s’agit d’une discrétisation
de:
— Az, =1, dans (3.22)
0
% =0 sur =Tza=0 sur T, (3.23)

3.2 Construction et stockage de la matrice

A chaque itération de ’algorithme d’Uzawa, il faut résoudre deux systémes linéaires: la ma-
trice du premier correspond a la discrétisation de Popérateur elliptique, et celle du deuxiéme
systeme correspond au préconditionnement choisi. Les deux types de systémes linéaires se-
ront résolus a leur tour avec la méthode du gradient conjugué préconditionné.

La construction et le stockage des deux types de matrice étant analogues, nous nous borne-
rons a les décrire pour le premier type.
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3.2.1 Systéme non-couplé

On considére tout d’abord le cas d’un systéme avec des conditions aux limites essentielles dont
le traitement numérique n’exige pas de blocage sur les composantes normales ou tangentielles
des vitesses: c’est-a-dire, conditions de type (1.5), (1.6) ou (1.7) avec traitement faible de la
condition sur la composantc normale.

Pour la commodité de I’exposé, nous supposons que 1’on a des conditions de type de Dirichlet
(1.5) partont. Dans ce cas, I'espace d’éléments finis correspondant a la vitesse est le suivant:

Vi = {'vh € Xh/Vh = 0 sur F} (3.24)

ou X, est 'espace des fonctions P!+4bulle.
Aprés avoir choist unc base de cet espace, la matrice correspondante a la discrétisation du
laplacien est définie par:

{va} Amn{ws) = a(va, w)), v, wh € V) (3.25)

ol a cst donnée par (2.11) et {v,} réprésente les coordonnées de v, par rapport a la base
choisic. Nous construirons d’abord la matrice correspondant a I’espace X, tout entier ct, en

suite, on prendra en compte les conditions aux limites.

a) Choir d'unc base de X

Soit /N BV le nombre de sommets du maillage et NBE le nombre d’éléments. Nous rappelons
que les nceuds de X, sont les sommets et les barycentres des tétraedres. On considére une
numérotation des nceuds:

{¢:}i=1.nBV4NBE (3.26)

ainsi que des éléments:
{K;}i=1NBE (3.27)

Par commodité, on suppose que ces numérotations sont telles que le nceud ¢; . nypv correspond
au barycentre de ’élément K; et que les N BI premiers nceuds sont ceux qui se trouvent a
I'intérieur du domain de calcul. On vérifie aisément que la dimension de Vj est 3(NBJ +
NBE). Nous allons construire une base de cette espace.

Pour ce faire, nous commencons par définir I'’ensemble J; donnant les indices des éléments
auxquels appartient un sommet donné:

Ji={je{l,---,NBE}:q €K;}, 1<i<NBV (3.28)

Nous dirons que deux sommets g¢; , g; sont des voisins si J; N J; # @.
On considére maintenant la base usuelle {¢;};=1 vgv de l’espace Q) d’eléments finis P!
continu, donnée par:
pi(g;) = { O sii (3.29)
S 1 siz=j. ’
De méme, on définit la famille de fonctions {b;} dont la restriction aux éléments du maillage
est:

0 s
bilk, = { T 7 (3.30)

sit =}
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ou b*i est la fonction "bulle” associée a 1’elément K [1] ).
Soit {e1, €2, €3} la base canonique de IR>. Alors, une premiére base de X, est donnée par:

{pie;ti=i,nBVii=1,3 U {bie;}i=1,NBE;j=1,3 (3.31)

On considere aussi la base {6, ;}i=1, NBV+~NBE;j=1,3 donnée par:

0;.; =(P.'ej—4szbke_,~;1§j$3;1§i§NBV
k€J; (3.32)
Oisnpv,; =bie;1<j<3;1<i1< NBE

L’intérét de cotte base vient du fait que les degrés de liberté des fonctions de X, associés
4 cette base correspondent aux composantes canoniques des valeurs des fonctions sur les
nceuds. C’est donc cette base que I'on utilise pour la représentation graphique des résultats.
Cependant, la base que 'on utilisera pour la construciton de la matrice est la suivante:

(1 =<,0£6,'—Za1blej; 1<3<3 1<:<NBV
led; (333)
YignBv,; =bie;1<j <3 1<i< NBE

ou ¢; € IR est calculée de fagon a avoir:
x/h (M + cauby)bidz + u/ V(A + ab)Vbdzr = 0, 1 < i< 4 (3.34)
) K,

{Ai}i=1,4 étant les coordonnées barycentriques par rapport aux sommets de K.

b) Structure de la matrice

Du choix du nombre o; donné par (3.34) et de la définition des fonctions v;;, on déduit
aisément les relations:

a(ij,%rs) =0sit < NBV et r > NBV (3.35)
(Pijsrs) = O sid,r > NBV eti#r (3.36)
a(tijy¥rs) =0sij#s et pour tout ¢,r (3.37)

A partir de ces relations, on déduit que la matrice Aq4n, construite suivant (3.25) a la structure
suivante:

[ Ay A As 0 0 01

Ajn Azp Az 0 0 O

A3y As2 Ass3 0 0 O
O 0 0 D o0 0 (3.38)
0 0 0 0 D O

0 0o o0 0 0 D)

ou D est une matrice diagonale d’ordre NBE; A;; = 0sii # j, et Aj; = Ay = A3z = Aq.
En plus, A4 est une matrice symétrique d’ordre NBV?2,

Au vu de la structure de la matrice, il est clair que pour résoudre un systeme de matrice Agp
il suffit de résoudre trois systémes carrés d’ordre N BV avec la méme matrice et un systéeme
diagonal d’ordre 3NBE. On a donc réduit la taille des systémes a résoudre, ce qui est tres
important pour le coit des calculs en place mémoire et temps c.p.u.
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¢) Prisc en compte des conditions aur limites

Pour construire maintenant une base de Wy, il suffit d’enlever de la famille donnée par (3.33)
les fonctions #;; dont NBI <1 < NBV.
Les systémes a résoudre sont du type:

Agrr Aanir Ui Fir
' ‘ X ' = ’ 3.39
[ Aarrg Adrnn Ui Fin (3:39)
ou I'indice I fait réference aux nceuds intériecurs et /7 aux nceuds sur la frontiere. U; répresente
le vecteur des degrés de liberté correspondant a l'i-eme composante de u,, (1 = 1, 3).

La valeur dc Uy, vient donnée par les conditions aux limites et elle est donc connue a prior:.
Le systeme a résoudre s’écrit donc:

Aari 0 Uir | _ | Fir— AanUip
[ 0 INBF] X [ Uit ] = [ Uip } (3.40)

Ingr étant la matrice identité d’ordre NBF = NBV — NBI].

Remarque En pratique, la numérotation des nceuds frontieres n’est jamais corrélative, car
une telle numérotation donne des matrices a grande largeur de bande. Alors, on construit
une matrice d’ordre N BV?, modifiée de fagon & ce que les rangs correspondant aux nceuds
de la frontiere coincident avec ceux de la matrice identité.

d) Stockage de la matrice

Le caractere symétrique de la forme bilinéaire a entraine celui de la matrice A. Il suffit donc
de stocker la partie triangulaire inférieure. D’autre part, le support des fonctions de base 1,
avec 1 <17 < NBV est 'union des tétraedres {K; : 7 € J;}. En conséquence, si on désigne
par a;; les coéflicients de la matrice A4, nous avons:

a;; # 0 = ¢:,q; sont des nceuds voisins. (3.41)

Il 'y a donc beaucoup de coefficients qui sont forcément nuls. En profitant de ce fait, on
utilise un stockage compact du type Morse, ou seulement les coefficients qui peuvent étre
non nuls sont stockés. Pour ce faire, on considere un tableau C ol 'on garde les coeflicients
avec 'ordre suivant:
Pour:=1,...,NBV
Pour yj=1,...,NBV
Si g; , g; sont des nceuds voisins, faire k = k+ 1, C(k) = a; ;
suivant j
suivant i
Pour trouver la valeur d’un coefficient donné a; ; dans le tableau C, on utilise deux pointeurs:
le tableau PLGN(N BV') construit de fagon a avoir:

PLGN(I) = K => C(K) = a;; (3.42)
et le tableau PCOL, de méme longueur que C, donné par:

PCOL(K) =j = il existe i tel que C(K) = a;; (3.43)
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3.2.2 Systéme couplé

Nous considérons dans ce paragraphe les conditions aux limites faisant intervenir les com-
posantes normale ou tangentielles des vitesses.

a) Calcul de la normale:

Pour traiter ce type de conditions, il faut d’abord construire une approximation de la normale
extérieure sur chaque nceud de la partie de la frontiére ou I'on impose ce type de conditions
aux limites. La construction utilisée dans le code est présentée dans [5]. L’idée est la suivante:
pour la normale extérieure exacte, la formule de Green donne:

/v-nd7:=0 Vv tel que V-v =0 (3.44)
r
Il est désirable de maintenir une propriété analogue pour la normale approchée n:
./1: v, -npdy =0 Vv, € X, tel que b(va,qx) =0, VYar € Qn (3.45)
h

olt v - ny représente la fonction P-continue sur I'y qui vaut v,4(g;) - n4(g:) sur chaque nceud
g € Ta.

Or, on démontre que (3.45) est une équation qui détermine la valeur de n, sur chaque nceud.
Plus précisement, si on appelle n; = (n;1,n;2,n;3) & nx(g), on a

1 depi
nii=— | Xdr 3.46
=5 |5 (3.46)
ot C > 0 est calculé de fagon & normaliser le vecteur et ¢; est la fonction définie par (3.31)
associée au nceud g;.

b) Calcul des coefficients de la matrice

Nous considérons tout d’abord le cas de conditions aux limites (1.5)-(1.8) traitée au sens
fort. L’espace Vj, est donné par:

Wy, = {vn € Xa/vr =0dans I'y; va(g) na(q) =0 V¢ € s} (3.47)

et la forme bilinéaire a par (2.11).

Si ’'on désigne par NBG1(resp. NBG3) le nombre de nceuds appartenant & la frontiére I
( resp. I') , la dimension de cet espace est 3(NBV + NBE — NBG3) — NBG1.

Tout comme dans le cas non couplé, nous considérons la base de X, donnée par la famille
de fonctions {t;;} définie en (3.31) et la matrice A, associée & la forme bilinéaire a corres-
pondante a cette base:

{v}fAh{w};, = a(vh,wh) Vo, w, €V, (3.48)

On obtient une matrice du type (3.38), avec la méme structure que dans le cas précédent.
Nous désignerons par A la matrice carrée qui apparait dans les troix blocs diagonaux de
Ap. Ce choix de conditions aux limites est plus complexe que le cas précédent. En effet,

la construction de la base de V4 ne peut pas étre faite en enlevant un certain nombre de
fonctions de base. Par conséquent, la matrice du probléme ne peut pas étre construit par
décomposition en blocs de la matrice correspondante a l’espace total.
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Pour construire la base de Vj, nour partons d'une nouvelle basc de X,: pour chaque nceud ¢;
appartenant a I}, on construit une base orthonormée, positivement orientée {ns(g;), 71,72},
on considére ensuite la famille de fonctions {®; ;}i=1 vBV+NBE;j=1,3 donnée par:

D;1 =nibig +niaviz + nistia

Si i € T'wa Diz =t thir 4t oviz + t3hia (3.49)
iz =t1 in + 1o + 1230
Si qi é Flh ®i.j = /l\()i,ja 1 S] S 33 (350)

ol na(¢:) = (i1, iy nig)i 75 = (H 15t ta)y 7 =1, 2.

On vérifie aisément que la famille des fonctions ainsi définies constitue une base de X, et si
’on enléve de cette famille les fonctions ®; 1, avec ¢; € I's, ainsi que {®; ;};=1,3 pour ¢; € I'y,
on obtient une base de Vj.

Avec cette nouvelle base, (3.35) et (3.36) sont toujours valables, mais ce n’est pas le cas pour
(3.37): si nous faisons a4 nouveau une décomposition en blocs du type (3.38) de la matrice
calculée avec cette base, que 'on désignera par An, les blocs non diagonaux seront, en général
non nuls. Par conséquent, si 'on & résoudre un systéme de matrice Ay, on ne pourra pas le
décomposer en trois systemes d’ordre NBV avec la méme matrice et un systeme diagonal
d’ordre 3N BE: il faudra résoudre un systéme d’ordre (3NBV)2.

La partie de la matrice correspondant au systeme diagonal associé aux fonctions bulles ne
subit aucune modification par rapport au cas précédent. Quant a la matrice du systeme
d’ordre (3N BV)?2, pour calculer ses coefficients & partir de A, on considére tout d’abord,
pour chaque nceud g; € I'y, la matrice B; donnée par:

ni1 N2 N3
B; = t},l t},z t},s (3.51)
th 2, ti,

Silon fait un réagencement du systéme linéaire de fagon a ce que les équations correspondant
aux degrés de liberté associés au méme sommet soient corrélatives, la matrice peut étre écrite
de la fagon suivante:

/:11,1 él,'.’ .o /iil,NBV
i, = A.g,l A-m Ag‘;‘vgv (3.52)
AN.BVJ /iN-BV,'z ... AnBVNBV
olt chaque bloc A; ; est d’ordre 3 x 3 et vient donné par:
ae.jg si g; & gxh, q; & Lin
R Rt o

a;;BiB] si q; € T4, q; € Ty
ol a; ; représente le coefficient (i, j) de la matrice A et I3 la matrice identité d’ordre 3.

Remarque Sii = j et ¢; € I'14, on a en fait A;; = a;;]3, car la matrice B; est orthogonale.
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c¢) Prise en compte des conditions aux limites

Une fois la matrice construite, la prise en compte des conditions aux limites est faite comme
dans le cas couplé: en effet, avec la base considérée, les degrés de liberté associés aux noceuds
de la frontiere I'y, sont les composantes, normales et tangentielles, des valeurs des fonctions
sur les nceuds:

vh = 3 hii®is = i = on(@) - na(e) Vg€l (3.54)

d) Stockage de la matrice

La matrice A, est décomposée en blocs 3 x 3 donnée en (3.52). Dans ce cas, on a A;; = 0
chaque fois que ¢; et ¢; ne sont pas des nceuds voisins. Alors, si I’on regarde la matrice comme
ayant des coefficients qui sont des matrices 3 x 3, la structure de zeros est la méme que pour
la matrice du cas non-couplée. On profite donc d’un stockage compact du méme type. Mais
dans ce cas, il faut stocker des blocs plutét que des coefficients réels. Cependant, on peut
constater dans (3.53) que la plupart de ces blocs sont scalaires ou diagonaux et il suffit donc
de stocker un ou trois coefficients réels respectivement. Seuls les blocs qui se trouvent dans
la deuxieme situation avec ¢ # j ont besoin du stockage de ses neuf coeflicients.

Pour profiter de cette structure des blocs et ne stocker que les coefficients necessaires pour le
calcul, on consideére une structure de donnees analogue a celle décrite dans le cas non-couplée.
Au tableau C qui contient les coeflicients de chaque bloc et aux pointeurs PLGN et PCOL
qui permettent de retrouver le bloc (z,7) dans C, il faut ajouter un nouveau pointeur PM3
qui indique, lui, le nombre de coefficients stockés par bloc, qui est donc variable. C’est 4 dire:
PM3(K) =L = le premier coefficient du K-éme bloc se trouve dans C(L)

PLGN(I) = K = le premier coefficient du bloc A;; se trouve dans C(PM3(K))
PCOL(K) =J = il exist un indice I tel que le K-&me bloc stocké est A ;.

e) Conditions sur la pression

Nous considérons finalement le cas des conditions sur la pression. La forme bilinéaire a
considérer est ag, donnée par (1.34) et ’espace d’éléments finis est:

Vi = {vh € X, I v, = 0 dans [y; 'vh(q;) X Tlh(q,') =0, V g; € I,

vn(gi) - nn(g) =0, Vg € I3} (3.55)

Si I’on désigne par NBG1, NBG2 et NBG3 le nombre de nceuds appartenant a I'y, ['; et
I3 respectivement, la dimension de V, est 3(NBV + NBE — NBG1) - 2NBG2 — NBG3.
A la différence du cas avec un couplage de la matrice du a la prise en compte des blocages
sur la frontiere, le couplage apparait méme au niveau du calcul de la matrice sur I'espace
total. En effet, avec la nouvelle forme bilinéaire considerée, (3.37) n’est plus valable si g;, ¢;
sont des nceuds appartenant a la frontiere.

Les formules d’intégration par parties donnent:

(Vxu,Vxv)og+(V-u,V-v)a=(Vu,Vvla Vu,veHyQ)? (3.56)

On considere maintenant la matrice A,y écrite sous la forme (3.52). 1l est facile & prouver
que, si I’on appelle

aij = k(pi,5)o0 + (Voi, Vojloa, 1<4,j < NBV (3.57)
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ot les fonctions ¢; ont été construites en (3.31), alors les blocs 3 x 3 sont donnés par:

~ a; ;13 sig&Tlipougqg; € 3
= . .08
A { a;jls+ Ri; sigi€Tlm, ¢ &l ( )
avcee
0 b,',]' C,"]'
Rij=1|-by; 0 dij (3.59)
—ci; —dij 0
ou
bi; = (O1p:, 2w do,a — (F20i, Bip; o, (3.60)
cij = (O1pi, Oap;iJoa — (Bai, rp;)oa (3.61)
di,; = (D20, O35 )02 — (O3pi, 02p; )o,0- (3.62)

De méme, (3.56) entraine que la partie de la matrice coincide avec celle qui correspond au
cas non couplé.
Une fois la matrice construite, les étapes suivantes sont en tout analogues au cas précédent.

3.3 Résolution des systémes linéaires

D’apres ce que nous avons déja vu, il faut résoudre deux systemes linéaires a chaque itéra-
tion de ’algorithme d’Uzawa: celui qui correspond a P'opérateur elliptique de second ordre
et celui correspondant au préconditionneur. Selon le choix des conditions aux limites, le pre-
mier systéme peut étre eventuellement décomposé en trois systémes linéaires avec la méme
matrice. Chacun de ces systemes est résolu a nouveau avec la méthode du gradient conjugué
préconditionné.

En ce qui concerne le systeme associé a I’opérateur elliptique, on a choisi un préconditionneur
qui comporte une matrice facile a construire et a inverser, sans stockage supplémentaire, a
Paide d’un préconditionnement du type S.S.O.R. Alors, si le systeme n’est pas couplé, la
matrice de préconditionnement est:

K= 2—}5(50 + E)(éD)“(iD + ET (3.63)
ou
a,; 0 0
pe| F o oo
0 0 ... awsvusv
a1 0 0
£ a?,l a?,g 0 (3.65)
aNBv,) aNBV,2 ... ANBV,NBV

et w est un parametre tel que 0 < w < 2.
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Si le systéme est couplé, on choisit la matrice correspondant a la méthode S.S.0.R. par blocs
3 x3ie.:

Al 0 L. 0
D- 0 A:“ o0 (3.66)
0 0 ANBI./,NBV
Ay 0 0
p=| A Amo 0 (3.67)
AN.BV,I AN.BV,Z ... AnBVNBV

oll les A;; représentent les blocs 3 x 3 de la matrice du systeme.

Quant a la matrice associée au préconditionneur, on a vu au chapitre précédent que son
inversion pour les divers choix possibles entraine essentiellement I'inversion de la matrice de
rigidité G,. Et ceci indépendamment de la viscosité et du pas de temps (mais pas du choix
des conditions aux limites). Alors, étant donné un maillage et un choix de conditions aux
limites, la matrice de ce systéme est la méme & chaque itération. 1l est raisonnable donc de
prendre une matrice de préconditonnement plus chére a construire, a inverser et a stocker
mais plus performante.

Un choix de préconditionneur avec ces caractéristiques vient donné par compression de la
décomposition de Cholesky de Gy: aprés avoir décomposé la matrice on enleve un certain
nombre de coefficients non nuls, de fagon a retenir seulement un pourcentage a fournir
pour 'utilisateur. Il est clair que plus le pourcentage est grand, plus le préconditionneur est
performant et plus le cout d’une itération est important en temps c.p.u. et en place mémoire.
Il faut donc un certain compromis entre la performance et le colit des calculs. Ce compromis
peut étre atteint avec un pourcentage de 10% a 15%.

De toutes fagons, on laisse toujours la possibilité d’utiliser aussi S.5.0.R. pour précondition-
ner ce systéme, au cas ou le cout des calculs est trop élévé ou s’il n’y a pas assez de mémoire
disponible.

3.4 Meéthode des caractéristiques

La mise en ceuvre des schémas présentés en 2 exige le calcul d’un second membre du type
suivant:

/n ul o X - vpdz (3.68)

ol uj, est la vitesse approchée au temps nét, X} est une approximation de (2.3) et v, prend
des valeurs dans un sous espace de X4, qui dépend des conditions aux limites.

Un calcul exact de cette intégrale, bien que théoriquement possible, entraine un cofit tres
élévé. Alors, on approche x} avec un schéma explicit de premier ordre et on utilise un schéma
d’intégration numérique pour évaluer I'intégrale.

Plus précisement, on approche xi(z) par I'extrémité de la courbe polygonale de sommets
{xo=2,X1,++y Xms Xm+1 = Xp(2)}, définis par:

e chaque x;,z = 2,...,m appartient a une face d’un tétraedre du maillage;
¢ le vecteur YiXi+1 a la méme direction et le méme sens que —up(x;), c’est a dire:

Xi+1 = Xi — tiwp(x:), i > 0; (3.69)
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e le temps de parcours de la courbe polygonale coincide avec le pas de temps:

to+ ...+ tn =6t (3.70)
Alors, (3.68) est approché par une expression du type:

[ uko Xz vade = ¥ muR(xh(6)-on((:) (3.71)

ou les (; sont les points de Gauss d’un schéma d’intégration numérique et ; les poids associés.
On a choisit un schéma comportant 15 points d’intégration a 'intérieur de chaque tétraedre,
de facon a assurer la stabilité numérique. Alors, pour évaluer (3.71), il faut approcher une
caractéristique par point d’intégration, ce qui fait 15 fois le nombre de tétraedres! C’est la
la partic la plus chere du code, ce qui est logique, car c’est a cet endroit ou 1'on a affaire a
la non-lincarité de ’opérateur différentiel.

Cependant, pour éviter un coit excessif on a implémenté d’autres formules d’intégration
avec un nombre plus petit de points de Gauss par tétraedres: soit quatre points intérieurs,
soit les quatre sommets, ce qui réduit le nombre de caractéristiques a approcher. Pour éviter
une éventuelle perte de stabilité, dans ce cas on approche (3.68) par:

up o X -vpder = u; - vpdz
Qp nh

+ 3 m(uh(Xh(G)) — un () - val). (3.72)

Remarque (3.68) et (3.71) sont équivalents pour schémas d’intégration exacts pour poly-
nomes de degré 2, ce qui est le cas pour le schéma a 15 point par tétraedre.

4 ENTREE DES DONNEES

4.1 Parametres du calcul

xnu Viscosité (v) : Si on donne v < 0, le code utilisera la méthode de turbulence de Sma-
gorinsky avec une viscosité laminaire équivalente a abs(v).

Re Nombre de Reynolds.

dtemps Pas de temps.

nbtemps Nombre maximal d’itérations en temps.

itermx Nombre maximal d’itérations de I'algorithme d’Uzawa.
eps Tolérance d’erreur (pour les tests d’arréts).

ichx Choix de la formule de quadrature pour la méthode des caractéristiques Trois options
sont possibles :

1. ICHX = O Les points d’intégration sont les sommets des tétraedres.

2. ICHX = 4 Formule de quadrature utilisant 4 points d’intégration par tétraedre.
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3.

ICHX = 15 Formule de quadrature utilisant 15 points d’intégration par tétraedre.

Remarque. L’option 1 exige un nombre d’approximation de courbes caractéris-
tiques par itération en temps égal au nombre de sommets. Les options 2 et 3
exigent 'approximation de 4 ou 15 fois le nombre de tétraedres (qui est, en géné-
ral, beaucoup plus élevé que celui des sommets (il y a environs 6 plus de tétradedre
que de sommets). Ces deux derniéres options sont donc bien plus chéres que la
précédente. Cependant, la stabilité de la méthode n’est assurée que pour les for-
mules d’intégration a nombre de points strictement plus grand que 4. En pratique,
pour des calculs a faible nombre de Reynolds on peut obtenir de bons résultats
avec 'option 1. L’option 4 pourrait étre un choix "de compromis” entre ces deux
contraintes: elles est moins chére que ’option 15 et plus stable que 'option 1.

4.2 Parametres d’impression

impre Parametre d’impression concernant les différentes étapes du calcul

nnnn Parametre d’impression correspondant a la gestion dynamique de la mémoire

4.3 Base de Données

On a prévu la possibilité de stocker en mémoire secondaire tous les tableaux nécessaires
pour le calcul qui ne dépendent que du maillage (autrement dit, indépendant des parametres

décrits en

1 ainsi que le choix des conditions aux limites).

string Existe-t-il le fichier contenant la base de données ?

string="oui’ entrer le nom du fichier contenant la B.D.
BDFILE puis aller en section 4.4

string="non’ on construit la B.D.

filemesh

nom du fichier contenant le maillage + 'fmt’ s’il est formaté. L’information concer-

nant le maillage qu’il faut fournir est la suivante :

nombre de sommets, nbv;

nombre d’éléments, nbe;

tableau de description des éléments nu(4,nbe) : nu(z, ie) numéro du sommet 7 du
tétraedre te;

tableau des coordonnées des sommets c(3, nbv): ¢(J,2s) la coordonnée cartesienne

7 du sommet 12s;

tableau (entier) des références des sommets refv(nbv) : refuv(is) référence du
sommet 8.

Remarque. Chaque sommet appartenant a la frontiére doit avoir un numéro de
référence non nul et chaque sommet intérieur doit avoir une référence nulle.

Remarque. [} faut prévoir un numéro de référence différent pour chaque partie
de frontiere ayant ses propres conditions aux limites.
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Le fichier contenant cette information peut étre FORMATTED ou UNFORMATTED et
doit avoir la structure suivante :

C SI LE FICHIER EST ’UNFORMATTED’
read (unitl) nbv,nbe
read (unitl) ((nu(i,j),i=4 ),j=1,nbe),

+ ((c(1,3),i=1,3),j=1,nbv),
+ (refv(i),i=1,nbv)
C SI LE FICHIER EST 'FORMATTED'’

read (uniti,*) nbv,nbe
read (uniti,*) ((nu(i,j),i=4 ),j=1,nbe),

+ ((c(i,3),1=1,3),j=1,nbv),
+ (refv(i),i=1,nbv)
BDFILE 'ENTREZ LE NOM DU FICHIER B.D.” Si BDFILE = ’ ’, on crée un fichier
STATUS='SCRATCH’ (temporaire) sinon on sauvegarde la b.d. dans le fichier de
nom bdfile.

NREF nombre total de références.

NREFO nombre de références correspondant a I’obstacle.

Si NREFQO > 0, on normalise le maillage : on fait des transformations géométriques
sur le domaine de fagon a ce que la longueur de I'obstacle soit égale a 1. Sinon le nombre
nombre de références correspondant a 'obstacle est la valeur absolue de NREFO.

(REF(I),I=1,NREF) introduire les numéros de référence différents, en commengant par
les NRE FO références correspondant a l'obstacle.

IPR100 Choix du préconditionneur. On a vu dans le chapitre que le préconditionneur
considéré pour 'algorithme d’Uzawa exige 'inversion d’un laplacien pour le calcul du
gradient & chaque itération. Cette inversion est réalisée a son tour par la méthode
du gradient conjugué préconditionné, et c’est ce nouveau préconditionneur qu’il faut
choisir.

e /PR100 = —1, on préconditionne par SSOR.

e 0 < IPRI100 on construit la factorisée incomplete compressée a I P R100%

Remarque. Quand il n’y a pas de conditions aux limites sur la pression, on
résout un laplacien avec des conditions aux limites de Neumann partout. Or, il
est connu que les matrices issues de la discrétisation d’un tel type de probleme
aux limites sont mal conditionnées. Le choix du préconditionneur est donc tres
important. Une factorisation de Cholesky incompléte de 15% donne en général
un préconditionneur tres satisfaisant (convergence en 13 —- 15 itérations environ).
Le préconditionneur SSOR est moins performant (>~ 60 itérations) mais il est
beaucoup moins cher en temps CPU par itération et place mémoire. Cependant,
si le nombre de calculs a faire est important, le coit supplémentaire di a la
factorisation incomplete de la matrice est largement compensé par la performance
de ce préconditionneur.
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Remarque. Sil’on a des conditions aux limites sur la pression, le laplacien associé
au préconditionneur d’Uzawa présente des conditions aux limites différentes au cas
précédent. Sur les frontiéres ol la pression est imposée, les conditions aux limites
sont de type Dirichlet. Le systeme linéaire & résoudre est mieux conditionné dans
ce cas et il suffit d’un préconditionnement SSOR pour avoir une convergence
satisfaisante. 1l faut alors choisir —1 si on veut éviter un calcul inutile de la
factorisation de Cholesky incomplete.

4.4 Fichiers de sauvegarde des résultats

FileRestart Nom du fichier pour réinitialisation: dans ce fichier on garde la vitesse et la
pression calculées dans la derniéerc itération en temps, de facon a pouvoir les utiliser
comme conditions initiales dans un calcul ultérieur.

FileSolu Nom du fichier pour garder la solution.

Remarque. La fréquence de sauvegarde des solutions est donnée par la variable MOD-
WRI' qui est initialisée dans le programme principal. Si MODW RT = 5, le fichier
FileSolu comporte les valeurs du champ de vitesse et de la pression toutes les cing
itérations en temps.

FileResi Nom du fichier de stockage des residus ( FileResi = ” == pas stokage)

Remarque. Si FileResu #”, on garde a chaque itération en temps:

e D’évolution du résidu dans la méthode d’Uzawa;

e l'erreur relative en temps (on mesure la distance au sens de L*(Q2) de la solution
obtenue a la solution précédente.

FileParti Nom du fichier contenant les trajectoires des particules

e si FileParti =’ alors pas de calcul des trajectoires

e sinon :
— entrer le nom du fichier de sauvegarde des particules FileSavPar
— entrer le nom du fichier initialisation des particules FileParlIni,

si FileParIni =’ ’ on utilise la routine pospar argument de nsplb
sinon on initialise avec le fichier de sauvegarde précédent (FileSavPar) .

Remarque. Si FileParti # ”, on émet des particules et on calcule son évolution
dans le temps. Le nombre des particules émises, ainsi que leur position initiale,
sont & fournir pour l'utilisateur. La premiere fois que I’on émet des particules,
les donnés initiales sont fournies via une routine pospar qui doit étre déclaré
en EXTERNAL dans le programme principal et passée comme paramétre de nsplb.
Cette routine doit donner en sortie le nombre N BP AR de particules et un tableau
COG(3, NBPAR), tel que COG(J,I) = J—eme composante canonique de la
I —eéme particule. Les données initiales, ainsi que la position finale des particules
courantes sont gardés dans FileSavPar (si # ”). Ce fichier de sauvegarde peut étre
utilisé pour redémarrer le calcul des trajectoires dans les calculs postérieurs. Pour
ce faire, on doit donner son nom comme argument de FileParlni.
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4.5 Initialisation

FileInit entrer le type d’initialisation
e si Filelnit = ’stokes’, on initialise par la solution du probleme de Stokes
¢ si Filelnit = ’’, on initialise avec un écoulement potentiel
¢ si Filelnit = ’zero’, on initialise par zéro

e Sinon, on initialise par le fichier de nom Filelnit, contenant la derniere solution
du calcul précédent (géneralement un FileRestart)

4.6 Conditions aux limites

Cette ctape d’introduction des données des conditions aux limites doit étre fait pour chaque
problemes i résoudre (Stokes, Navier Stokes, Potentiel).
Les tvpes (CL) de conditions aux limites sont numerotés comme suit:

Menu I:

7]
0 Conditions naturelles, —l/—u +pn = 0.

on

1 Conditions de Dirichlet sur la vitesse.

2 Conditions de glisscment traitées au sens fort :

u-n=ur-n, (4.1)
Ou U,
ve— Titou-1;,=—0- . .
I + T, B ] (4.2)
3 Idem que 2, mais u - n = ur - n traitée au sens faible.
Ve P . aul aua
4 Conditions de symétrie suivant un plan y = cte:, uy =0, — = — =
on on
e e Ou, 0
5 Conditions de symétrie suivant un plan z = cte: u3 =0, — = ket
on  On
. sy . (?ul
6 Intersection de plan de symétrie de type 4 et 5: us =uz =0 ; B =
n
7 Conditions sur la pression et la composante tangentielle des vitesses. p = pr; u xn =

Ur X n.

8 Conditions sur la composante normale de la vitesse et la composante tangentielle du
tourbillon: u-n=ur-n ; (Vxu)xn=wxn.
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10 Conditions de périodicité : u|r, = u|r, o T.

Remarque. En cas d’écoulement potentiel, seules les conditions de type
w-n=1ur-'n (4.3)

ont un sens, dans ce cas 13, il n'y a donc pas de choix de conditions aux limites a faire.
Si on calcule écoulement de fluide non visqueux (Euler), seuls trois choix sont possibles

: sortic libre, u - n = ur - n ou u = ur.

Les types de données des valeurs des blocages (TCL) concernant les conditions aux limites
sont numérotés comme suit:

Menu 2:
0 Homogenes ou nulle (pas d’autre donnée.)

1 Constantes (fournir la valeur de la constante ou des constantes).

2 Calculées par une fonction indépendante du temps.
3 Calculées par une fonction dépendante du temps.
4 Données par lecture d’un fichier.

5 Calculées par le code a partir de la solution précédente.

Remarque. Les entrées de données de type 5 sont de type instationnaires et n’ont
un sens que pour Navier-Stokes. Il s’agit donc d’un choix interdit pour le probleme de
Stokes ou ’écoulement potentiel.

Les données dépendent des types de conditions aux limites.
Pour chaque frontiére référencée:
CL type de la condition aux limites seulement (voir Menu 1).

e Si CL = 0,4,5,6 pas d’autres données.
e Si CL =1 ou 8 ou en cas d’écoulement potentiel:
TCL entrer le type de donnée pour ur.
- Si TCL = 0 pas de donnée supplémentaire: ur =
— Si TCL = 1 fournir les 3 valeurs U1,U2,U3 réelles de ur = (u;, us, us).

— Si TCL = 2,3 on utilise la routine external fonvit passée comme argu-
ment du programme nsplb.

— Si TCL = 4 donnée le nom du fichier (chaine) FileName.

~ Si TCL = 5 ( seulement si CL = 1) on calcule u**! sur la frontiere comme
suit :

u*t(z) = u*(x*(z)) - (G,0,0) (4.4)
ot x*(c) est la position au temps k de la particule qui se trouve au point
z au temps k + 1 et G calculée de fagon A satisfaire [ u**! - ndt = 0.
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o siCL=20u3:
TCL entrer le type de donnée pour ur.
— Si TCL = 0 pas dec donnée supplémentaire: ur = 0.
— Si TCL = 1 fournir les 3 valeurs U1,U2,U3 réelles de ur = (uy, uz, ua).

— Si TCL = 2,3 on utilise la routine external fonvit passée comme argu-
ment du programme nsplb.

— Si TCL = 4 donnée le nom du fichier (chaine) FileName.
ALPHA entrer la valeur de la constante a.
TCL entrer le type de donnée pour 3.

— Si TCL = 0 alors 8 = 0.

— Si TCL = 1 donner la valeur de la constante 3.

— Si TCL = 5, on utilise la loi de Reinchard avec la vitesse au pas de temps
précedent.

— sinon option invalide.

e siCLL=17

TCL cntrer le type de donnée pour la vitesse ur
— Si TCL = pas de donnée supplémentaire: upr = 0.
— Si TCL = 1 fournir les 3 valeurs U1,02,U3 réelles de ur = (u1, u2, u3).

— Si TCL = 2,3 on utilise la routine external fonvit passée comme argu-
ment du programme nsplb.

—~ Si TCL = 4 donner le nom du fichier (chaine) name.
TCL entrer le type de donnée pour la préssion pp

— Si TCL = pas de donnée supplémentaire: pr = 0.

~ Si TCL = 1 donner un reél pr.

— Si TCL = 2,3 on utilise la routine external fonpre passée comme argu-
ment du programme nsplb.

— Si TCL = 4 donner le nom du fichier (chaine) name.
o Si CL = 10 st la référence courante a déja utilisée ne rien faire sinon:
IREF numéro de 1'autre référence a identifier puis:

Vx,Vy,Vz les 3 coordonnées du vecteur de translation.

FIN DE Pour

Remarque Les fichiers contenant des valeurs de blocages pour la vitesse doivent avoir la
structure suivante :

write() nbv
write() ((u(i,j),(i=1,3),j=1,nbv)

ou U(3,1S) contient la valeur du blocage pour le sommet numéro IS, si celui-ci se trouve
sur une frontiere pour laquelle on a donné 4 comme type d’entrée pour la vitesse et zéro
sinon.

De méme les fichiers contenant des données sur la pression doivent avoir la structure :
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write() nbv
write() (p(j)j=1,nbv)

Remarque Une seule subroutine doit étre construite pour toutes les frontieres pour les-
quelles on a donné 2 ou 3 comme type d’entrée pour les vitesses. Cette subroutine doit re-
cevoir comme parametres d’entrée les coordonnées et la référence d’un point (plus le temps
courant s’il s’agit d’une fonction dépendant du temps) et donner en sortie la valeur de u
au point. Le nom de ces subroutines doit étre déclaré en EXTERNAL dans le programme
principal et passé comme parameétre de la routine nsplb.

Remarque Le traitement des intersections des frontieres avec des conditions aux limites
différentes est assez délicat et peut donner lieu & des résultats faux. Pour éviter ce type
de probleme, il convient de prendre en compte quelques regles au moment de définir les
références aux sommets.

Supposons qu’un sommet IS appartient a l'intersection des frontieres de référence IREF,
JREF respectivement. Alors :

A. Sisur la frontiere ITREF il y a des conditions aux limites de type Dirichlet, REF(IS) =
IREF :

(Si les deux frontieres sont de type Dirichlet, le choix doit porter sur la physique du

probleme).

B. Sisur JREF, il y a des conditions aux limites de symétrie,
REF(IS)=IREF

(Si on a des conditions aux limites de symétrie sur les deux frontieres, le point IS
doit avoir une référence différente de TREF et JREF, sur laquelle on imposera des
conditions de type 5).

C. Dans les autres cas, on prendra pour IS la référence dont les conditions aux limites
entraine un plus grand blocage pour la vitesse.

Par exemple, si sur IREF,onauxn =u, xnetsur JREF,u-n = u, - n, alors :
REF(IS) = IREF Puisque sur IREF, la vitesse a deux composantes bloquées et sur
JREF une seule.

4.7 Exemples

Exemple 1. les références sont 1, 2, 3, 4, 5 et 1’on choisit comme conditions aux limites:

Ur .
10u- 7 = —Bu) —i=1,2
u-T B(u) ] 1=1,2 (')
u - n = O{traitée au sens fort) (Ty)
u = (1,0, 0) (Fg)
Ou
™ +pn =0 (T3)
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u=20
aul 6’(12
us__o’an " On =0

Dans ce cas la les données a fournir pour décrire les conditions aux limites sont :

2 -- CL pour la ref 1

0 -- TCL wvitesse nulle

10. -- valeur de alpha

5 -- TCL pour utiliser la loi de Reichard
1 -- CL pour la ref 2 (Dirichlet)

1 -- TCL vitesse constant

1. 0. 0. -- valeurs des composantes de la vitesse
0 -- CL pour la ref 3 (Sortie libre)

1 -- CL pour la ref 4 (Dirichlet)

0 -- TCL vitesse nulle

5 -- CL pour la ref 5 (Sym\’etrie horizontale)
Exemple 2.

Choix de conditions :

uxn=0 ; p=12 sur I}
uxn=0 ; p=0. sur I’

u=10. sur I3

la partie du fichier de données correspondant aux conditions aux limites

-- CL pour la ref 1

-- TCL vitesse nulle

-- TCL pression constante
.2 -~ la valeur de la pression
CL pour la ref 2
-- TCL vitesse nulle
-- TCL pression nulle
-- CL pour la ref 3
-- TCL vitesse nulle

O+ O O N = = O N
]
]

5 Essais Numériques

(T's)
(T's)

(4.5)
(4.6)
(4.7)

5.1 Comparaison des traitements fort et faible de la condition

u-n=240_0

On considere tout d’abord la résolution numérique d’un probleme de Stokes généralisé du

type (2.22)-(2.25), avec
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Q=[0,1?
Iy = ([0,1]* x {0}) U ([0,1]* x {1});
Foo =T - I‘l;
Iy = {1} x [0,1]%
I =T, —T%;
k=0 f=0, g=0; ¢=0;

a=1;
v =1;

un(z,y,2) = (9(2),0.,0.).

ol ®(z) est un polynéme de degré 2 telle qui n’y ait pas de discontinuités au passage I'y
[w. En fait, u(z,y,z) = (¥(2),0.,0.) est le champ de vitesses correspondant a la solution
analytique du systéeme.

Nous avons résolu ce systéme avec les schémas décrits dans les paragraphes 2.2.1 et 2.2.2.
On a utilisé trois maillages avec respectivement 83, 10°%, 123 sommets.

La figure 5 montre I’évolution du logaritme de ’errcur par rapport a la solution exacte en
fonction du nombres de points des maillages. On peut constater que I’évolution est secmblable
et que la pente obtenu est en accord avec les estimations théoriques.

La figure 6 montre ’évolution du coiit des calculs pour les deux schémas. En abcisse, le
nombre de sommets et en ordonnée, le temps c.p.u. (en secondes) par itération de la méthode
d’Uzawa. (Les calculs ont été faits sur une station de travail APOLLO DN-3000). Di au
couplage des équations, le traitement fort (paragraphe 2.2.1) est beaucoup plus cher.

5.2 Ecoulement autour d’un obstacle sphérique

Dans ce cas 2 est le volume compris entre la surface d’une sphere I'; et une frontiere exte-
rieure I'.

le maillage est composé de 3463 sommets et de 19188 tétraedres. On calcule dans ce domaine
des écoulements correspondant aux differents types de conditions aux limites présentés. On

consideére initialement le systéeme (1.1), avec Re = 500 et avec les conditions aux limites
suivantes:

u = (1,0,0) sur ', x [0, 7] (5.1)
u-n=0 sur T x[0,7] (5.2)
zxg—;f 1= —g(u) -7 ,t=1,2sur [y x [0,7] (5.3)

ou g est donné par la loi de paroi de Reichardt. On initialise le calcul avec des champs nuls.
On a approché ce systeme avec les schémas décrits au chapitre 2, avec traitement faible de la
condition (5.2). La figure 7 montre une vue globale du maillage avec une coupe verticale du
champ de vitesse correspondant a la solution stationnaire. La figure 8 présente un détail de
ce méme champ pres de I'obstacle. On constate que la condition (5.2) est assez bien prise en
compte: en faite, elle est exactement prise en compte sur toute la frontiere, sauf aux points
de décollement.

La figure 9 montre une coupe des surfaces isobares pres de 'obstacle. La figure 10 présente
les trajectoires des particules émises pres de la surface de I'obstacle.

Si la condition (5.2) est traitée au sens fort, elle est satisfaite exactement sur toute la surface
de I'obstacle. Les figures 11 et 12 montrent un détail du champ moyen des vitesses obtenues
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avec le modele de turbulence de Smagorinsky. Cependant, le coiit supplementaire avec ce
type de traitement et assez important.

Nous avons comparé aussi pour ce type d’écoulement les differents choix possibles de la
condition sur la frontiére de sortie. On choisit des conditions de type Dirichlet sur ’obstacle
et sur la frontiere d’entrée de I'écoulement:

u=0surl (5.4)

u = (1,0,0) sur I'Y, x {0, 7] (5.5)

En sortic on a considéré les conditions suivantes:

e Conditions de type Dirichlet constantes:

u = (1,0,0) sur 'Y, x [0, 7] (5.6)
e Conditions de sortie libre:
—u—g—% +pn =0 sur T’} x [0,7) (5.7)

o Conditions de type Dirichlet, avec les valeurs des blocages calculées a partir de la
solution obtenue au pas de temps précédent (voir (4.4))

uftl(z) = v*(X*(2)) - (C,0,0) sur TE, (5.8)

ot X*¥(z) est la position au temps k de la particule qui se trouve au point = au temps
k+ 1 et C calculée de fagon a satisfaire

/u*+*-ndt=0
r

Les variations du champ de vitesse obtenues avec les différents types de condition en sortie
sont négligeables, mais de grandes différences apparaisse au niveau des tracées des surfaces
isobares.

Méme a bas nombre de Reynolds, on trouve de fortes oscillations non physiques quand on
utilise la condition (5.6), comme on peut le constater sur la figure 13, ou I’on montre une
coupe des surfaces isobares pour Re = 100. Pour les conditions (5.7) et (5.8) on obtient des
résultats corrects en sortie (figures 14 et 15). Cependant, les systemes linéaires issus du choix
(5.8) sont mieux conditionnés et la convergence de la méthode d’Uzawa est plus rapide.
Actuellement, on teste ces differents types de conditions en sortie, ainsi que les conditions
sur la pression du type:

p=0; wxn=0sur [} x[0,7T) (5.9)

sur des écoulements non stationnaires, pour déterminer quel est le choix optimal.
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5.3 Ecoulement autour d’un boggie moteur

On s’interesse & la simulation numérique de I’écoulement de Pair autour d’un boggie moteur
d'un train a grande vitesse, de géometrie tres compliquée. Le domaine a été discrétisé avec
les mailleurs de la bibliotheque MODULEF. Les nombres totaux de sommets et d’éléments
sont respectivement 5378 et 23880.

La figure 16 montre la fronticre I'y correspondant a la surface de la piéce et la figure 17
représente la fronticre extéricure .

Les fignres 18 4 22 montrent plusieurs coupes verticales et horizontales du champ de vitesses
obtenues ponr Re = 1000, avec condition d’adhérence sur I'y et de Dirichlet constante sur

I'eo-

5.4 Ecoulement autour d’un sousmarin

On présente dans ce paragraphe quelque résultats concernant la simulation numérique de
'écoutement. de ’eau autour d’une forme simplifiée de 'arriere d’un sous-marin.

Le nombre de Reynolds pour un écoulement de ce type est de l'ordre de 10%, ce qui rend
tres difficile son approximation numérique avec un modele visqueux. Pour ccla on simule
cet écoulement en négligeant les effets visqueux (il s’agit de résoudre le systome d’éqations
d’Euler incompressible).

Lec maillage, qui a 3890 sommets et 19008 tetraedres, a été realisé en collaboration avec M.
A. D’Frrico.

On a considéré v = 0 et les conditions aux limites suivantes:

u-n =0surl,
u = (1,0,0) sur T'_
u-n =(1,0,0) nsur 'Y

Puisque le profil que I’on impose en entrée est uniforme, I’on devrait obtenir une solution ir-
rotationnelle que ’on pourra donc approcher en resolvant les équations des fluides potentiels,
i.e.

1
u=Ve; p=C- [

ou C est une constante qui dépend des caractéristiques physiques du probléeme et ¢ est la
solution du probléme:

Ap =0 dans

Op
on

= Uy - N sur ['oo

%::Osurr‘l

dn

Les figures 23 et 24 correspondent aux champs de vitesses et pression obtenus comme solu-
tions des équations d’Euler et les figures 25 et 26 correspondent aux mémes champs apres le
calcul d’un fluide potentiel. On constate que les champs obtenus sont tout a fait comparables.
La figure 27 montre le profil des vitesses pour la solution du systéme d’Euler suivant une
direction normale a celle de I’écoulement. On vérifie qu’il y a un glissement pur: ce profil ne
subit aucune modification aux proximités de I’'obstacle. Finalement, la figure 28 correspond
au tracé des trajectoires des particules émises pres de la frontiére d’entrée de I’écoulement.
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5.5 Ecoulement dans un canal en ”S”

Ces calculs ont été réalisés en collaboration avec F.Maire. La figure 29 montre le maillage
(5378 sommets et 26910 tetraédres). On a pris des conditions aux limites d’adhérence sur la
surface du canal (parois verticales en ”S” et face inférieure), conditions du type Dirichlet sur
la frontiere d’entrée de 1’écoulement, avec ue = (1,0,0) et du type (5.7) sur la frontiere de
sortie. Sur la face supérieure, on a pris des conditions aux limites du type Dirichlet ou les va-
leurs des blocages sont données par les solutions d’un calcul de Navier-Stokes bidimensionnel
stationnaire.

La figure 30 donne une coupe horizontale du champ de vitesses obtenue a un Re = 1000. Les
figures 31 et 32 montre Re = 1000 et 10000. une coupe horizontale du champ de pression.
Finalement, les figures 33-34 correspondent a4 des coupes verticales des vitesses normales.

5.6 Application a 'écoulement sanguin

La bifurcation aortique n’est pas modélisée exactement en raison de 'extréme variabilité
de la géométrie entre individus et, chez un sujet donné, des modifications de dimensions
consécutives aux variations de I’environnement biochimique auquel sont soumis les vaisscaux
sanguins. Néanmoins, certaines données de la littérature ont été utilisées dans la construction
du modele : I’angle de la bifurcation est de 70° et le rapport des sections des tubes latéraux
a la section du tube principal de 0,8 [1]. Les dimensions du domaine sont déterminées a
I’échelle 1,8/1. La bifurcation est, dans un premier temps, symétrique, apex vif et le rayon
de courbure de la zone de transition d’environ 1.8 d, (d, : diametre du tube principal). La
zone de transition a une longueur de 1 d,,.

Résultats :

5.6.1 Tube courbe

Les profils de la composante axiale de la vitesse dans le plan de courbure montrent un
décalage de la vitesse de pointe légerement vers le bord interne dans la zone d’entrée du
coude puis a proximité du bord externe (pour un profil d’entrée uniforme).

La courbure du tube donne naissance a une accélération agissant perpendiculairement a
la direction principale de ’écoulement et a un gradient radial de pression. L’écoulement
hélicoidal généré peut étre décomposé en un mouvement axial et un déplacement dans le
plan de la section droite, repéré par le vecteur résultant des composantes radiale et azimutale
de la vitesse. L’écoulement secondaire est caractérisé par un double vortex. Le fluide s’écoule
vers le bord externe et revient vers le bord interne du tube dans une couche de faible épaisseur
le long de la paroi. Le centre des vortex se déplace tout au long du coude. L’intensité des
mouvements secondaires, a une distance donnée de la section d’entrée du coude, est fonction
de I’épaisseur de la couche limite a I’entrée du coude, toutes choses étant par ailleurs égales.
Elle dépend, aussi bien évidemment, de la courbure et du nombre de Reynolds en particulier.

Le cisaillement radial étant beaucoup plus faible que le cisaillement axial, le dépét de parti-
cules dépend davantage du second. Le bord interne du coude et le site privilégié du dépét,
sur une plus ou moins grande distance en fonction du régime de ’écoulement incident.
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5.6.2 Bifurcation

En raison de la courbure de la zone de transition, le maximum de vitesse axiale est décalé
vers 'intérieur de la bifurcation. Ce décalage persiste d’autant plus longtemps le long du
tube latéral que le nombre de Reynolds est élevé. Dans le plan de la bifurcation, ainsi que
dans les plans paralleles situés & une distance inférieure au 3/4 du rayon du plan de la
bifurcation, la fraction du débit diminue dans la moitié interne du tube latéral, en aval. Elle
restc cependant supérieure au débit apparent de la partie externe du tube, qui lui augmente
4 mesurc que ’on s’éloigne de I'apex. La vitesse de pointe augmente sur une distance de
quelques diametres puis varie peu. Dans les plans normaux au plan de la bifurcation, la
vitesse axiale est plus élevée pres de la paroi dans la zone d’entrée des tubes latéraux puis
prés du centre de chaque demi-section supérieure et inférieure (fig. 4).

Un décollement est observé pour des valeurs du nombre de Reynolds supérieures a 800.
L’épaisscur de la zone de décollement de part et d’autre du plan de la bifurcation est de 0.1
Ry (R4 : rayon du tube latéral).

Dans la section droite, un écoulement transversal est généré avec retour le long de la paroi
(fig 1,2). Les centres des vortex sont situés pres des parois supérieure et inférieure de la
section droite, légerement vers le bord interne, a proximité de 'apex puis migrent vers le
centre de la section droite a mesure que ’on s’éloigne de ’apex.

Dans la zone de transition des courants secondaires apparaissent en raison de la convergence
des parois, supérieure et inférieure, et de la divergence des parois latérales (fig 3).

Les particules se déposent davantage sur la paroi externe du tube latéral. Le cisaillement
y est plus faible. En outre, la contrainte de cisaillement subit des variations de direction,
conséquence du décollement observé pour les valeurs du nombre de Reynolds rencontrées dans
la bifurcation aortique. A la frontiere de la zone de décollement, des orientations différentes
des cellules endothéliales pourraient accroitre la perméabilité de la paroi vasculaire.
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composante normale

section

d’entrée

section a 0.25 d de 'entrée

section a 0.50 d de I’entrée

dans le plan de projection

section & 0.75 d de 'entrée

Figure 1: section droite du tube latéral (Re = 1200)
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composante normale dans le plan de projection

d de I'entrée

section & 2 d de 'entrée

section a 4 d de I’entrée

Figure 2: Sections droites du tube latéral (Re = 1200)
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composante normale

section a 0.75 d de I'entrée
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nombre de reynolds = 5.000R#+02 ; viscosite = 2,000E-03 ; temps = 32.000
1'equation du plan eat :40.000 X 41.000 Y +40.000 2 ~ 40.000 epa = 45.090E-02
nom du fichier : “"clt/aph2.es2" dote : 21/01/08

Figure 7: sphere, vitesse, vue global
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Figure 8: sphere, vitesse, zomm
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Figure 9: sphere, isopression

Figure 10: sphere, particules
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Figure 11: sphere, vitesse
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Figure 12: sphere, vitesse

Figure 13: sphere Re = 100, condition de sortie 1,0 u = 0
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Ou

Figure 14: sphere Re = 100, condition de sortie 0, vy
n

+pn = 0.

Figure 15: sphére Re = 100, condition de sortie 1,5, u**'(z) = u*(x*(z)) - (G,0,0)
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Figure 24: Culot d’un sous-marin: isopression,Euler
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Figure 25: Culot d’un sous-marin: isopression, Potentiel
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Figure 26: Culot d’un sous-marin: vitesse, Potentiel
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Figure 27: Culot d’un sous-marin: profil de vitesse

Figure 28: Culot d’un sous-marin: particule
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Figure 29: canal en S, maillage

canal en S, vitesse Re = 103

Figure 30
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: canal en S, pression Re = 10°

Figure 31

Re = 104

1011

canal en S, pressi

Figure 32
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Figure 33: canal en S, vitesse normale Re = 103

Figure 34: canal en S, vitesse normale Re = 10*
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