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Résumé

Dans ce rapport, nous proposons et analysons une nouvelle formulation pour ’étude
d’ondes de surface élastiques guidées par ’extérieur d'un obstacle, ou d’une fissure, cylin-
drique infinie et de section transverse quelconque. Nous ramenons 'étude a 'analyse d’une
équation intégrale posée sur une courbe I' qui représente soit la section de la fissure soit le
bord de la section 2 de la cavité.

Cette formulation est avant tout destinée & une exploitation numeérique pour le calcul
des modes guidés par la méthode des éléments finis de surface. Ce travail a été realisé
dans [29]. Nous utilisons également cette nouvelle formulation pour l'obtention de résultats
théoriques dans le cas particulier de la fissure plane, pour laguelle la section coincide avec
un segment. Nous établissons dans ce cas particulier des résultats tres fins qui prolongent

" et complétent ceux précédemment obtenus par d’autres méthodes.
P P p

Mots clés

Ondes de surface, Ondes guidées, Elasticité, Relation de dispersion, Equations intégrales,

Théorie spectrale, Fissure, Cavité cylindrique.

Abstract ;

In this report, we propose and analyse a new formulation for the study of surface waves
guided by the exterior of a cylindrical cavity, or a cylindrical crack, with arbitrary cross
section. We reduce the study to the analysis of an integral equation posed on a curve T
which denotes either the cross section of the crack or the boundary of the cross section
of the cavity.

This formulation is first of all very suitable to the numerical study of the guided modes
using the boundary element method. This work has been achieved in [29]. We also use this

new formulation for the obtention of theoretical results in the particular case of the plane



crack, for which T" is a segment. We establish in this case sharp results which extend and

complete those previously obtained by other methods.

Key words
Surface waves, Guided modes, Elasticity, Dispersion relation, Integral equations, Spectral

theory, crack, Cylindrical cavity.
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Chapitre 1

POSITION DU PROBLEME ET RAPPELS

On s’intéresse a la propagation d’ondes dans un milieu élastique occupant 'extérieur d’un

cylindre infini de section bornée.

R = QOuf, onN = B N conncze
Q0 xR :domaine de propagation
O x R Cdrou eylindrigue

La figure 1.1 représente le domaine de propagation.

(o.n)u=0
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-
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Figure 1.1 : domaine de propagation pour une cavité

On consideére la condition de surface libre sur le bord du cylindre (contrainte normale
nulle).

(11) o) womer = 0



et on s’intéresse aux ondes de surfaces guidées par le bord libre du cylindre, c’est-a-dire
aux champs de déplacement wu(wx, () = ('17,(.1;/). ay(a ). ﬁ:s(:z“/.)> solutions des équations

de I’élastodynamique (cf. [1], [3] et [13]) dans O x R de la forme :

(e, t)y = wleyoarg)expi(wl — Aay)
(1.2)

/ fﬁ(.ﬁ,:132)|2(l.r‘,rl:1'3 < o

4

qui satisfait la condition (1.1). w et /7 sont des réels qui représentent la pulsation et le
nombre d’onde respectivement.

Nous nous intéresserons également au cas limite du probléme précédant correspondant
a la dégénérescence de l'ouvert intérieur (O en une fissure infiniment plate. La figure 1.2

représente une illustration graphique dans le cas d’une fissure.

X2 A r

X
2
X3

—

Figure 1.2 : domaine de propagation pour une fissure
Le domaine de propagation {2 =st alors I’extérieur d'un arc de courbe :
2 = R*\T

On peut continuer a donner un sens prégis a la condition de surface libre (1.1) (voir pour
cela la section 3.1).

On peut montrer [6] que la recherche de solutions du type (1.2) est équivalente a un
probléme de valeurs propres pour un certain opérateur autoadjoint dans L?(§2)°. Plus
précisement, nous désignons par «(fF; v, v) la forme bilinéaire continue et symétrique sur

H'(Q)® définie par :



(1.3) a(fiu,v) = /n ag(u)ag(v) dr

g

ol le tenseur des déformations £;(u) est défini par :

1/ 0u; OJu;
s?j(u) = 3 (-0—1:; -+ 5}%)
(1‘4) :".g (u) e }. ?ﬁg —_— ﬁu
T8 2 (/):1,1 '
{ ehfu) = —fus

et le tenseur des contraintes a?j(u) est donné par :

\ d dus
(1.5) o?j(u) = A (a—z-:— + d:; - [371,3> bij + 2/L£?J~(’IL)

On définit alors dans L*(02)® un opérateur autoadjoint positif A(S) défini par :

(1.6) Vo) D(AB)) x FHQ)  (ABpv] = a(Biuv)
(., .) désigne le produit scalaire :
(1.7) : (u,v) = /Q pu.v da

et le domaine de A(3) étant défini par :

D(A([)’)) = {ue H'(QP [ ABu € LHQ); o)l = 0}
ou 'opérateur différentiel A(fB) est défini par :

= <§: —(o5(w) - ﬂaf;(u)) i =12

Ty

(1.8) LA(B)u): =

_1 (i i(afj(uo - ﬂ%ﬁa(u)>

Z;
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et , n désignant la normale unitaire a (I') = (JQ), on a:

L (mny + ol (w)ng

oPlu)n = rr.-f,'j,(u)nl + (7.':,32(14)7':.2

o8 (u)ny + o5,(1)n,

(qui a un sens dans A ~V%(T)® dés que u est dans #'(Q)° et que A(B)u est dans L?(02)3).

On peut montrer que la recherche de solutions du type (1.2) équivaut a :

Trouver u #0 & D(A(ﬁ)) et w? £ R?
(1.9)
APy = wiu

Le champ % intervenant dans la formule (1.2) étant alors relié a u par :

I ;o= u, 7 =12

l Uz =  ujy
Ce changement de fonction inconnue permet de ne travailler qu’avec des champs de vecteurs
a valeurs réelles. L'équivalence entre (1.9) et la recherche de solutions du type (1.2) s’obtient
facilement en reportant(1.2) dans les équations de I’élastodynamique linéaire (voir [17] par
exemple).
Le probléme a résoudre est donc un probléme de valeurs propres dans lequel 3 apparait
comrne parametre, w’ joue le role de valeur propre et u celui de fonction propre associée.
Nous désignerons par Pp le probléme correspondant au trou cylindrique et par Pr le
probléme correspondant a la fissure. L’analyse mathématique du probléme Pp a été menée
par Bamberger-Joly-Kern (5] et [7]. Les résultats concernant le probléme Pr s’en déduisent
aisément. Rappelons I’essentiel de ces résultats.
On montre que le spectre essentiel de I'opérateur A(3) est I'intervalle {ﬁﬂQ, —%-oo[ et

P
que A(f) n’admet pas de valeurs propres dans cet intervalle (i.e il n’ y a pas de valeur

10



propre plongée dans le spectre continu). Il reste alors a donner les résultats concernant le

spectre discret de 'opérateur A(3), o4 (/1(/3)) :

Théoréme 1.1 ([6]) .
¢ ca(4d)) < {70(/9)%,[32%[ 0 < (8) < B
e V5, ad(A(B)> est fini

e Y8 card {0,1(/1(/3’))} > 2

e 48, > 0, m ¢ N tel que :

B < B< Brsr = ad<A(;3)) = [51(8),55(8):s s 5m(B))

Bm / -0

Le nombre 3, est appelé m®™* seuil.

o By=8,=0, B4>0 dés que n prend 2 valeurs linéairement indépendantes.
. Sm(8)
e Ym Hm sup = = ?
fodoo T 32 A

(cr désignant la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh).

Remarque 1.1 .

Dans le cas de la fissure plane (i.e T rectiligne) ce théoreme n’est a priori plus entiere-
ment vrai. On peut simplement affirmer que le premier seutl B, est nul. Nous prouverons

au chapitre 4 que seul ce premier seutl est nul.

On peut £galement ajouter a ces résultats un certain nombre de conjectures qui seront
confirmées dans certains cas par les résultats numériques, et dont on peut trouver également

des éléments de preuve dans la littérature ([18], 127], ...).

Conjecture 1.1 .

11



) Sm(B) 2 . .
° Bl{r—iloo 5 = ¢y st(I) est réguliére.

Sm(ﬁ) 2

< ¢, si{T) présente des angles rentrants.

° EmEN*/BIim

—to0  f?

© B3>0 dans tous les cas.

La 1°° conjecture sera en fait démontrée au chapitre 4 dans le cas de la fissure plane.

Le but de ’analyse numérique du probléme est :
(1). la construction de courbes de dispersion 3 — $,,(8)'/*,
(i1). Vobtention des champs de déplacement correspondants.

C’est dans ce but que nous allons rechercher une nouvelle formulation, sur le bord T,

du probléme de valeurs propres.

Nous traitons le cas du probleme de 'obstacle (7{0) au chapitre 2. La section 2.1 est

consacrée a l'obtention d’un probléme équivalent au probleme ('Po> dont I'inconnue est
la trace ¢ = u|r du champ de déplacement. Cette section a pour principal intérét de fixer
le type de résultat atteint (théoréme 2.2) mais ne sera pas utilisée telle quelle sur le plan
numérique. En effet, pour des raisons d'approximation numérique, il est plus commode de
donner une deuxiéme formulation équivalente au probleme ('Po) Cette formulation fait
appel & un probléme intérieur (i.e. posé dans 'ouvert O) fictif qui amene a construire un
champ de déplacement u défini sur @ U 2. La nouvelle inconnue du probléme est alors
le saut de déplacement a travers (I') : ¢ = [u]. L’4tablissement de cette formulation ainsi
que ’obtention des résultats correspondant font l'objet de la section 2.2. Nous traitons
le cas de la fissure au chapitre 3. Dans ce cas, le choix comme nouvelle inconnue du
saut de déplacement a travers I', ¢ = [u], s'impose de fagon naturelle. Les résultats des
sections 2.1, 2.2 et 3 sont trés semblables et leurs démonstrations sont voisines ce qui
peut donner un c6té répétitif & la rédaction. Nous avons choisis cependant d’énoncer dans
chaque cas les résultats obtenus, ne donnant de nouvelles démonstrations que lorsque des
difficultés techniques apparaissent. Cette option a été prise dans un souci de clarté et dans
le but de mettre en lumiére les nuances existant entre le probléme du trou et le probleme

de la fissure. Dans le chapitre 4, nous traitons avec beaucoup plus de détails le cas de la
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fissure plane en mettant a profit de fagon essentielle I'utilisation de la transformation de
Fourier partielle dans une direction d’espace (la direction paralléle a la fissure dans le plan
(z1, 22)). Nous montrons en particulier comment retrouver sur la seule formulation sur I,
tous les résultats théoriques de [6], résultats que nous pouvons en outre affiner et compléter
de fagon substantielle.

Pour situer notre contribution par rapport a la littérature, signalons que les travaux
qui traitent de la propagation d’ondes guidées par des cavités, concernent pour la plupart
des cas gue nous traitons ici A savoir une cavité cylindrique, ou une fissure, infinie dans une
direction d’espace. Ce ne sont que les géométries considérées et les méthodes d’approche qui
différent d’une étude A une autre. Le seul cas ol on obtient une solution quasi-analytique
est celui de la cavité circulaire. Ce probleme a 4té étudié successivement par Biot dans (8],
Mindlin dans {22] et Béstrom-Burden dans [9]. Le cas particulier de la fissure plane a ¢té
étudié par plusieurs auteurs. Gautesen et Achenbach [15] ont étudié le probleme d’existence
d’ondes guidées pour les modes normaux gque nous traiterons ici. Ils ont montré que de
telles ondes ne peuvent se propager 4 des vitesses de phase inferieures a celle de ['onde de
Rayleigh. Des résultats analogues ont 4té obtenus par les mémes auteurs dans (2] dans le
cas d’une fissure semi infinie (I = {(z,y) € R? / z > 0}). Ces travaux sont ceux dont
nous sommes les plus proches et les résultats obtenus ici généralisent trés largement ceux
décrits dans ces articles.

Selon un point de vue moins mathématique, Freund [14] a donné une méthode d’ap-
proximation des ondes de surface a haute fréquence pour les modes normaux et tangentiels,
tandis que Morrison et Wilson {30}, [23] et [24] ont étudié le comiportement des modes gui-
dés le long d’'un cylindre élastique, 'homogéne et isotrope de section réguliere, en s'inspirant
des travaux de Keller et Rosenfeld [28].

Signalons enfin un certain nombre d'étude de nature numérique faites par Burden
dans {10] et [11] et par Lagasse dans [19] et [20]. Enfin, les résultats développés dans les
trois premiers chapitres de ce rapport ont été mis & profit pour la mise au point d’une mé-
thode numérique pour l'étude du cas particulier de la fissure plane {17} d’une part et pour
Pétude du cas plus général correspondant a la fissure de section de forme quelconque {29}

Avant d’entrer dans le vif du sujet précisons quelques notations que nous garderons,

sauf mention explicite du contraire, dans le reste de I'exposé.

13



2 désignant un ouvert de R? et I sa frontiere, courbe lipschitzienne nous désignerons par
L*(Q2) et L*(T') les espaces de fonctions a valeurs réelles de carré intégrable respectivement
dans et sur I' (dans ce cas nous désignons par o la mesure superficielle sur ' ). Pour

les normes hilbertiennes associées & ces espaces nous poserons :
o Vue L3Q) |uff = / plul? dz.
Q

e VoS L) [#f = [ loldo '

Nous désignerons par H™(§2) et H°(T') les espaces de Sobolev usuels définis sur Q et T
(voir [26], [12]). La norme au sens habituel d’une fonction u dans A (Q) sera notée ||ufl,n.0
et la norme d'une fonction ¢ dans H*(T') sera notée |@|; r. Enfin le crochet de dualité entre

les espaces H/2(T')° et H™Y2(T)® sera noté < ., . >r.

1Les produits scalaires naturellement associées i ces normes seront bien entendu notés ( ., . )n et

(-, r.
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Chapitre 2

FORMULATION SUR LE BORD DU PROBLEME
Po

2.1 Une premiére formulation

2.1.1 Quelques résultats préliminaires

Nous commencons par rappeller les résultats de coercivité relatifs & la forme bilinéaire
a(8,u,v) (voir [6] pour une démonstration), qui sont en fait des variantes de I’inégalite de

Korn.

Lemme 2.1 .
(i) vve HYQ®  alBiv.v) > S8+ ELTol?
P

(1) Yve HY(QP a(Bv,v) = Ci|Voli® = C8%vll?

(111) Vv e HY(Q)® a(ﬁ;v,{)) > %VO(B)H"L)H? O'. < v(B) < 57

Les constantes strictement positives C; et Cp ne dépendent gue de u et p et la constante

vo(B) vérifie :
w(B) = (48° - B)
ou A et B sont des constantes positives.

Considérons alors, pour ¢ donné dans H'/%(T")3 le probléme de Dirichlet non homogene

associé a Popérateur A(B) — w”.



Afu — whe = 0
(2.1)

ulp = @

Grace au lemme 2.1, nous avons le :

Corollaire 2.1 .

Pour w? < B2E | le probleme (2.1) admet une solution unique dans H'(Q2)® qui vérifie

A(BYyu € L*(Q)°.
Démonstration .
Introduisons ug dans H'(§2)? tel que u,|r = ¢ et posons :
[ = AlB)u — w'u € HT'(Q)P®
En posant u = u, + v, le systéme (2.1) équivaut a :

ABv — WP = f

v € Hy(92)?
probléme dont la formulation variationnelle s’écrit :

a(fiv,w) — v, w) = < pf,w >. ‘v’u}GHé(Q)a

v € Hy(Q)°
Le point (i) du lemme 2.1 fournit :
. 2 H a2 2 2 Byl
a(fiv,v) —wiv,v) 2 (=8 - W ol + =Vl
p p
c’est-a-dire la coercivité de la forme a(5, ., .) —w? lorsque w? < ﬁﬂz. La conclusion est alors
p

immeédiate.

16



Corollaire 2.2 .

Pour w? < ﬁﬂz, le probléeme (2.1) définit un opérateur de relévement
- o
R(w,B) : ¢ — u de HY*(T')® dans H'(Q)? tel que :
C(1+w? + 32)

”ﬁ(w, ;B)Qf)“ < (E/g? —w2) id’!%f‘
1V R, )81 < Cﬁgﬁiij)wgf

Cw?(1 + w? + 8%
(462 - w?)

ou C est une constante positive ne dependant que de p, A et u.

IA(B)R(w, B8]l < 615 r

Démonstration .

Dans la démonstration du corollaire 2.1 nous pouvons choisir ug tel que:
lwlhe < GCo Ia";r

Nous avons par ailleurs:

(ﬁy’”ﬂnm2+fwvwz < <pf v

P P
Mais par définition de f et par la formule de Green, nous avons, comme v £ H}(Q):

<of,v> = affuev)— w(ve,v)
d’ou nous déduisons que:
l<pf,v>] < C+ w? + 8 uolh .o flviha

ce qui en reportant dans I'inégalité précédente donne :
C(1 + w? + 3%)

follie <
- min (&, 252 — .2

lluollre

Il est alors facile de conclure en utilisant le fait que R{w,B8)¢ = ue + v



Remarque 2.1 .

. . : : 7
e Bien sur les estimalions obtenues explosent lorsque w? — =% C’est le comporte-

ment a linfini des solutions, et non la régularité locale, qui explique ce phénoméne.

o A la forme bilinéaire a(fB;u,v) dans Hy(2)® correspond a un nouvel opérateur autoad-

joint Ap(B), formellement associ€ au méme opérateur différentiel A(B), que A(B):

p(4p(B)) = fue HY(QF | AB £ L))
Ap(Bju = AP VueD(Ap(8))
<AD(B)u,v> = a(Biwv) V(uv) € D(AD(,B)> < H)()

o Linégalilé de coerciviié (i) du lemme 2.1 prouve que:

a(AD(ﬁ)) c {f/f 5, 400

On peut en fait étabiir facilement [’égalilé :

a}(AD(ﬂ)) = {ﬁﬂ?,%-oo[

2.1.2 L’opérateur sur le bord T(w, )

Pour définir I'opérateur de bord T(w, S) rappelons tout d’abord un théoréme de traces

classique :

u e HY{Q)®
= oPlu)nlr e HYYI)?
A(B)yu € LA(Q2)?

Désignons par (U‘G.n> T'opérateur :

18



LB HYA(B).Q) — HTVYT)
(2.2)

" —  oP{u)n|r

avec

HYA(B),Q) = {ug H'(Q)P/ AB)u < L))

Comme R(w, B) € C<H1/2(Q)3; HY (A(B), Q)) {Corollaire 2.1) nous pouvons définir l'opé-

rateur :

(2.3) T(w,B) = (o°.n)0 R(w,B)

our lequel on vérifie aisément que :
q

1

3t

(w,8) < z(HW(r)B; H—W(r)f*)

|
| IIT(W-.B)HL(H’”.H—I/?)
I

Par conséquent, pour ¢ dans H/?(T")%, nous pouvons définir ¢ = T(w, 8¢ par :

(2.5) v = O"B(u).n]r
ou u est 'unique solution de :

IA(‘B)u-w"’u = 0 dans
(2.6)

l ufp = ¢
Introduisons alors la forme bilinéaire sur H!/*(T)* définie par :
b, B;0,9) = < T(w,B8)d,¢)>r

19



grace a la formule de Green il est facile de voir que :

2.7) B, Bidb) = a<ﬁ; R(w, 3¢, /’z’.(w,,‘!)v_[;) 2 (R(w,ﬁ)qﬁ, R(w‘ﬁ)w>
et de pouver le :

Lemme 2.2 .

La forme bilinéaire 5(&),[3; b, 1) est continue el symétrique dans H'/*(T)3.

Bien stir, nous pouvons & partir de b, définir un opérateur symétrique non borné dans L*(T)

qui ne sera rien d’autre que la restriction de 7(w, ) au domaine :

(2.8) D(T(w,8) = {62 BV Tlw.p)e & LATV)

et on aura bien sur :

(2.9) Z(w, Bid.0) = (j'(u, B)d. !/'J\)
\ r

Pour montrer que T'(w, 3) est autoadjoint, nous aurons besoin du résultat fondamental

suivant, qui établit une inégalité de type Garding relative & la forme bilinéaire o{w, 3; 0, v).
Lemme 2.3 .

. T . u T ;
S: Q2 est assez régulier et s1w? < S 8%, on a les inégalités suivantes, pour tout ¢ dans

i
HY (Y (les constantes qui intervirnnent dans les estimations qui suivent sont posiiives):

(2.10) bw Bid,8) 2 Cleli, - Cifw, )l
(2.11) Z(w,ﬂ; #,¢) > min (0,70(ﬂ)% - w2> (’j'o(w,,B)M[?
avec

2 HL‘I[?? éo(w,ﬂ) = oo



Démonstration .
Nous posons u = ﬁ(w,ﬁ)@', par définition méme de T)(w,ﬂ; ., . ) nous savons que :

B(w,,@;q'),'z/)) = a(Bu,u) — o ul®

Nous utilisons alors les deux inégalités de coercivité données aux points (i) et (iii) du

lemme 2.1 pour obtenir :

bw, B;6,8) =  CillVul]? = CB%ull> — wu?

W(w, B8; 6, )

Y

(%w);-j - w2> s

D’apres le théoréme de traces :

olir < CUVE® + )

. e
Par conséquent nous avons (en posant C; = —éi) :
{ Ww,Bid,) = Cilell . - (Cy + G + wh)lul?

(2.12) ,
1 E(w,ﬂ; b, ) = (Vo(ﬂ)ﬁ - w2> |37
p

Pour conclure & partir de ces deux inégalités il s’agit maintenant d’obtenir une estimation
de ||u]|® en fonction de |d{} (et non plus de |¢|, 1-}). Pour cela, il est nécessaire de procéder
2 .

par dualité. Nous savons que, par la formule de Green :
a(Biu,v) — wHu,v) = 0
Vv € Hy(Q)?

Par une deuxiéme application de la formule de Green, il vient :

(2.13) (u, A(B) = W u,v) = < oP{v)n. ¢ >r
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Choisissons alors v solution de probléme elliptique :

A(Bv - wv = u (v e L*(2))
(2.14)
v € H)(Q)?
5i l'ouvert Q est assez régulier, nous savons, d’apres les résultats de régularité classiques

sur les problémes elliptiques ([12] et [25]), que :

(2.15) v e H*(Q)®
et que :
(2.16) follrzey < K(w, 8)lul

(la constante K (w, 3) explose lorsque Ep? w2 — 0).
p

Par conséquent, par les théorémes de traces :

of?uy.n & HYYT)

lof(u) . nllyr < K'(w,B)|ull
En particulier :

lof(u) . nllr < K'(w, B)llull

K'(w,8) — 400 quand ﬁzﬁ —w?— 0
f
Finalement, compte tenu de (2.12) et (2.13), nous obtenons :

lul> = <of(v).n,¢ >r

! = (dP(v).n,9)r (car oP(v) . n & L3T)?)

< K'(w, f)fjulllelr
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Do :
el < K'(w, B)llolie

Il est alors facile de conclure.

Remarque 2.2 .

A priori, on ne peut conclure st 'on n'a pas le résultat de régularité (2.14). En fail on

notera que l’on peut se contenter d’un peu moins et d avorr lu réyularilé .
v e H¥YQ)
auguel cas, la fin de la démonstration reste valable.

En utilisant les théorémes classiques de caractérisation des opérateurs autoadjoints ains:

que la compacité de l'injection de H'/*(T') dans L?(T'), nous pouvons énoncer le :

Théoréme 2.1 .

Supposons w? < ﬁﬂz et QO assez réguiier. L'operateur T(w, ) est autoadjoint dans
Je
L*(T), a résolvante compacte. Par ailleurs,

(i). Siw? < yo(B)~=, T(w,B) est positif.

© I®

.. . L = . , . , .
(i1). Si 70(6)ﬁ <w? < LBZ , T'{w, B) est minore par une constante négative .
P P . '

T(w,ﬁ) > - {w;) - 70%;32} C‘o(w»ﬂ)

Démonstration .

Le fait que T(w, ) est autcadjoint est une conséquence directe du lemme 2.3 ainsi que

les résultats (i) et (i1) (voir [18], [27] pour une caractérisation des opérateurs autoadjoints).
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Pour montrer que T(w, B) est a résolvante compacte, il suffit de remarquer que

B 1
(T(w, B8) + :) est défini par:

¢ = (T(w,ﬂ)m)”w e LT
= p = ulr
AP u —wu+zu = 0
ou
oPlu)nlr = ¢

Alors, on utilise le fait que:

blir € e € Clw Bl
- -1
Donc, si ¥, est bornée dans L*(T), (T(w,ﬁ) + z> ¥, est borné dans H'/?(T) et par

Nl

conséquent, 1] existe une suite ,, extraite de 1, telle que, <7~“(w, )+ :) Wn, converge
dans L*(T).
Corollaire 2.3 .

Le specire de T{(w, B) est purement ponctuel :

G(T(w,g)). = {A(w,8), k€ N}

bm  A(w,B8) = 4

kvt 00

Par ailleurs :

¢ siw? < 7o(ﬂ)%62 Me(w,8) = 0
o <o < P R,8) 2 ~Giw,d) {w"—ﬁw(ﬁ)}
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2.1.3 Egquivalence entre le probléme de valeurs propre initial et

un probléeme relatif & Popérateur T(w,f)

Cette équivalence est résumée par le résultat suivant :
Théoréeme 2.2 .

Lorsque 'yo(ﬂ)ﬁ <wt < Epgr.
p p

)

e S'il existe k € N tel que Xk(w,ﬁ) =0, il eziste m € N tel que w? = s (B).
o 57l eriste m € N tel que w® = s,(B), il existe k& N tel que Ae(w,8) = 0.
Démonstration .

() Ak(w,B)=0 == 3pcL¥I), $#0/ T(w,B)p=0

Soit alors u = R{w, 8)a, il est clair que :

we D(A(ﬁ)) w0

A(Bhe = W u

= 3dIm/ sn(B) = wg.

(i1). Réciproquement, si s,,(8) = w?, Ju & D(A(ﬁ)) telle que An(B)u = wu, alors soit
@ = ulr, il est facile de voir que ¢ # 0 car w? & O’(AD(,B)> et que

¢€Ker<f(w,ﬂ)> — 3/ Me(w,8) =0

Nous avons donc montré que, 3 étant fixé :
- (
{u.)2 / ]&'er(T(w,ﬁ)) + {o}} = isl(ﬁ),sz(ﬁ),..-,sm(ﬁ)}
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2.1.4 Un résultat de stricte monotonie sur les valeurs propres de
Popérateur T(w, 3)

Nous allons montrer dans ce paragraphe que, a £ fixé, les fonctions :
w —  Alw,B) w €l0,8Vs] k=1,2,...

sont strictement décroissantes. Un tel résultat est tres intéressant, tant du point de théo-
rique que numeérique. Il permet en particulier d’affirmer que I'équation en w, a B fixé,
Me(w, B) = 0 admet au plus une solution. La monotonie peut étre en outre mise a profit
sur le plan numérique dans le choix d’un algorithme de résolution de I’équation. Enfin, ce
résultat nous sera trés utile pour l’étude mathématique du cas de la fissure plane (voir
chapitre 4).

Nous introduisons pour établir ce résultat une nouvelle famille d’opérateur autoadjoints

a deux parametres réels (5, A). Plus précisement, nous posons :

D(A(B,)\)) = {(ue HI(QP ] AB)u & LAY

(2.17) of(u) . njr = Mr dans Hl/z(l"\}s}

A(B, Mu = A(Bu

On notera que :

e A(B,0) = A(f)

o Pour A # 0, A(B, ) ne differe de A(B) que par son domaine , puisque tous deux sont

associés au méme opérateurs différentiel A(F). En particulier :

ue D(A(ﬁ)) n D(A(B,A))

AB e = A(B,N)u = A(Bu

La forme bilinéaire continue et syméirique sur H'(2)® associée & 'opérateur A(S, ))

s’obtient trés facilement par la formule de Green. Nous avons :



Y(u,v) € D<A(ﬂ,/\)> x H1{Q)* (/l(ﬂ,/\)u,v> = a(B, A u,v)
(2.18)
a(B, Aiu,v) = a(fiu,v) - ,\‘/r wv do

L’application bilinéaire (u,v) — / uvdo de HYQ)® x H'(Q)® dans R est, I’ étant
, r
bornée, compacte. En d’autres termes, si (w,,v,) est bornée dans H'(Q)® x H'(Q)3 il

existe une suite extraite, toujours notée (u,,,), telle que :

(un,v) —  (u,v)dans HY(Q)® faible

/unvnda — /uvda
r r

De cette propriété on déduit que, pour tout A 3 0, A(f, A) est une perturbation com-
pacte de A{B). En particulier (voir {18], [27]), ces deux opérateurs ont le méme spectre

essentiel, d’ou nous déduisons :

cus(A(B,)) = [FVE, +oo|

Par suite, si nous définissons les nombres :

B, A, v
sm(B,A) = max min ﬂ.—la———}
(‘U],'UQ ..... Um_1] ’UG(‘UI ,112,....1),,,_1]“‘ i['U'l
(2.19) l
: ' o a(B, A v,v)
= min max T neo
fv1,v2,0.0m) vE[Uy W um]t Hv!;"’

nous avons pour tout entier m > 1, 'alternative suivante (c’est le principe du min-max) :

e sn(B) = [*VZ . Dopérateur A(B,)) a aun plus (m — 1) valeurs propres strictement

inférieures & §2V2.

o s.(B,A) < f*VE : VYopérateur A(S, ) a au moins m valeurs propres strictement

inférieures & B%VE qui sont 5;(8,4) < 52(B,A) € ... < 5(B, A)

Nous allons maintenant relier les fonctions s,,(, A) au fonctions :\L.(w, 3).

Lrd
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Lemme 2.4 .

Pour tout B > 0 et pour tout couple (w,\) de réels avec 0 < w < BVs, les deuz

propositions suivantes sont €quivalentes :

() FkeN/ A = XwB)

(22) Im e N/ W = sa(B. )

Démonstration .

Elle est trés semblable & celle du théoréme 2.2.
(1) = (w)

En effet, A = X(w, B) entraine 'existence d'une fonction ¢ non nulle telle que :

s = o(Te)

T(w,B)¢ = 2Ag

Nous posons alors :

v o=  R(w, B)¢
u # 0 puisque ujr = ¢ # 0 et satisfaii :

A(Bju. = wu dans 0 -

o(uynlr = T(w, B¢ = Auir
ce qui signifie :

u € D(A(ﬂ,)x))

A(B, )y = Wwu

ce qui veut dire, comme u # 0, que «? est valeur propre de A(8, A) et gu’il existe donc un

entier m tel que w? = s,(5,A).
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(1) == (3)
Réciproquement, st w? = s,,(f, A), il existe u non nul dans D(A(ﬁ, A)) tel que :

A(B. MNu = wiu

Soit ¢ = u|r € HY?(T')®, ¢ est nécessairement non nul car sinon on aurait
o?(u).n|T = Au|r = 0 ce qui signifierait que u est un vecteur propre A(f). Or nous savons
(voir [18]) que les vecteurs propres de A(8) vérifient nécessairement ujr ¥ 0. Mais par

définition de f‘(w,ﬂ), nous avons :

T(w,B) = o?(u)nll
et par définition de D(A(,L?, A)) :
cfu)nT = Aulr = A
ce qui entraine que T(w,B) = M\¢ et par conséquent l'existence d’un entier k tel que

A= Ae(w, B).

Nous énoncons maintenant un résultat de monotonie des fonctions A — s,{, A).

Lemme 2.5 .

Pour tout entier m, la fonction A — s,(3, A) est décroissante el strictement décrois-

sante dés que s, ) < B*V2
Démonstration .
Pour tout v fixé dans H1(Q2)3, 'application :

A —  a(B,Av,v) = a(ﬁ;v,v)-/\'/rlvl?da

est décroissante et par conséquent, en passant aux max-min, on en déduit la décroissance,

au sens large, de la fonction 3 — s,.(B, A).
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Supposons maintenant que s,,(8, A) reste constante et égale a w? < 82V pour
A € [A1, A2]. D’apres le lemme 2.4 cela signifierait que A appartient au spectre de
T'(w,B) ce qui est impossible puisque ce spectre est purement discret. Donc la fonction

5m{B, A) est strictement décroissante dés que s,,(f, \) < A2VE.

[

Il apparait maintenant clairement pourquoi, au moins formellement, les fonctions
W — Xk(w,ﬂ) vont étre décroissantes. En effet, clles apparaissent, par le lemme 2.4,
comme les applications réciproques des applications A — sp,, (4, A)!/? qui sont, d’aprés le
lemme 2.5 décroissantes. La démonstration compléte est toutefois assez délicate. Enongons

tout d’abord le:
Lemme 2.6 .

Soit k > 1 domné, alors la fonction w —s Xk(w,,[f) est sirictement décrowsante au
votsinage de tout point w de l'intervalle 10, 3Vs| en lequel :\k(wﬁﬁ) est une valeur propre

stmple de T(w,ﬁ).
Démonstration .

Soit w €)0, BVs| telle que la valeur propre :\k(w, B) soit simple. Nous avons donc :

(2.20) der(w,B) < Mw,8) < Mmi{w, A)
D’apres le lemme 2.4, il existe m > 1 tel que :
A= (W, 8) = w=sn(B,A)2
Par continuité de la fonction A — s,(3, A)}/?, il existe §A > O tel que :
VIEIA = XA+ 8A] sm(B,4) < p2VE

ce qui, en vertu du lemme 2.5, prouve que I'application { — s,,(3,!)!/? est continue et

strictement décroissante de l'intervalle |A — 6§, A + 6A[ dans un intervalle du type:
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Jw — bw.,w + bw*[C]0, BVs].

Toujours par le lemme 2.4, nous pouvons construire une application:

k(&) Jw = bw,,w + b — N*
(9
telle que :
£=5a(B.D = 1=dygl& )
Si

£ — (6 ) 1w —bwa,w A dw] —  JA =8N A+ 8]

désigne I'application réciproque de I'application :
Sm{ 8, 1)1"'2 A=A A+ A — fw — b w + bW,

nous avons ainsi construit une fonction k(&) telle que :

(2.21) Lol68) = rml€8) € Sl — bwyw + fu]

Pour conclure la démonstration, il nous suffit de démontrer I’existence d’un réel dw > 0 tel

que :
I —w|<bw = k(&) =k

Nous raisonnons par I’absurde. Si un tel dw n'existe pas, nous pouvons construire une suite

£, telle que :

£ € Jw— bw,,w + dw*]
n — w (n ~— +o00)

() =kn # k Vn > 1




Comme l'un des deux ensembles {n/k, > k+ 1} et {n/k, < k — 1} est infini, on peut

toujours supposer, quitte a extraire une sous-suite, que, par exemple:
b = k() 2 k41 vn € N*

D’apres la croissance de la suite A\y(&,, B) (par rapport & k), nous savons que :

(2.22) Ml B) = Xegr (6n, B)
Par ailleurs, comme k, = k(£.) nous avons :

Mn(€y B) = tm(ar )

Comme §, — w et comme r,(£,3) est continue par rapport a £, nous déduisons que :

hm Xk,,(fn,,[’)) = Tm(wvtg)

n—+00
Mais, nous avons aussi :
1/2 ,
w = s, (8, \)Y = A =r71,(w,B8)

Par conséquent :

dm X (6, 8) = Ak (w. B)

Par suite, en passant a la limite dans I'inégalité (2.22), nous déduisons, par continuité de

Mi+1(€, B) par rapport & £, que :

ce qui est en contradiction avec (2.20).

Nous sommes maintenant en mesure de d’énoncer le :



Théoréme 2.3 .

Pour tout k > 1 et tout B > 0, la fonction w — S\k(w,,@) est strictement croissante
dans }0, SVs|.

Démonstration .
Avant de détailler la démonstration, donnons le principe et les différentes €tapes :

¢ Nous commengons par remarquer que, en adaptant trés légérement la dérnonstration
précedente, que la conclusion du théoréme reste valable au voisinage de tout point w
dés qu'il existe un voisinage de ce point dans lequel la multiplicité de Xk(g,/;’) reste

constante (et non nécessairement égale a 1).

o II est facile de prouver que la famille des opérateurs 7'(w, #) dépend analytiquement
de w, au sens de Kato [18], dans Vouvert |0, 3Vs|. Par la théorie analytique des
perturbations, nous montrons que les fonctions w — j\\k(w, B) sont analytiques par

morceaux dans U'intervalle 10, 8Vs|.

¢ Nous montrons que 'ensemble des points singuliers w n’ayant pas de voisinage dans
lequel la multiplicité des valeurs proi)res reste constante, est un ensemble de points
1solés dans |0, BVs|. Par suite, la fonction w — S\k(w, 3) est strictement croissante
au voisinage de tout point sauf peut &tre pour un ensemble de points isolés dans

]O:;BVS[. On conclut alors aisément.

Il s’agit maintenant de donner des arguments rigoureux pour les différentes étapes. De
fagon plus précise nous allons montrer que la fonction :\k(w,ﬁ) est, en tant que fonction
de w, une fonction strictement croissante sur tout intervalle du type [g, Vs — ¢, ce qui
établira bien entendu le résultat final.

Dans ce qui suit nous omettrons volontairement de mentionner que les Ak dépendent
éventuellement de 5 qui n’a ici que le simple réle de paramétre. Ceci nous permet d’alléger
les notations. Par ailleurs, dans ce qui suit 'entier k est fixé.

Nous commengons par montrer que :
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(i). la multiplicité de Ax(w), pour w variant dans [e, Vs

4 —

¢}, est bornée par un nombre
Ni(e). En effet, pour p & N*, nous désignons par w, la valeur de w qui réalise le

minimum de \,(w) dans l'intervalle [e.BVs — <

dlwy) =  min ] Ap(w)

[5,/'{ Viamr

Montrons que lirﬂp Ap(wy) = +00. Si tel n’était pas le cas, par compacité on pourrait
P 0O
extraire une suite pp — +oo telle que :

Woi - w

Aowlwop)  — X (k — +20)

Soit alors p un entier quelconque fixé, pour & assez grand p; > p, nous avons, par
croissance de la suite p — A, (w,, ):

Apclwn ) > Ap(wp,)
Passons a la limite lorsque (k — +0), la fonction }\p étant continue, il vient :

AT> 0 A (w) vp £ N
ce qui contredirait le fait que X,{w) — 450, lorsque p — +o0. Nous avons donc
montré que :
Ap(wp) — 420

Soit alors A(c) = ma : :\k(w), il existe un entier N(¢) tel que:

[£.8Vs—s

p>Ne) = Alw,) > Als)+1

Par suite :

:\p(w) > :\-k(w) Vw € (e, Vs — 2], Vp> N(e)

ce qu montre que la multiplicité de :i/:(w) est au plus égale a N,(¢g) .



(3).

(ii).

Analyticité des fonctions A, (w)

L'opérateur T'(w, 3) est un opérateur a résolvante compacte qui est analytique par
rapport & w dans un voisinage complexe du segment réel [c, BVs—c| et autoadjoint sur
Paxe réel. Il reléve donc de I’'application du théoreme de Rellich (théoréeme XI1.3 p. 4
dans [18]) grice auquel nous pouvons écrire que, pour tout réel w dans l'intervalle
[e, BVs — €] il existe un intervalle Jw — éw,w + éw| dans lequel les N(=) fonctions
{X(w),p < N(e)} sont analytiques. Par compacité de [¢, Vs — ¢}, nous pouvons
trouver J réels (w;,1 <5 < J) et J réels positifs 65 tels que :

[£.6Vs =] T Uigie lw; = dawi + 6

V1<p € N(e) M(w) est analytique dans jw; ~ 6;,w; + 0;]

Fin de la démonstration

Les fonctions :\p(w) - ;k(w), 1 < p £ N{e), sont analytiques dans chacun des

intervalles [w; — é;,w; + 6;]. De deux choses I'une, pour chaque ; :

~

o Xp(w) — Au(w), est identiquement nulle sur [w; = &, w, + ;).

o Jp(w) — A(w), n'a que des zéros isolés dans w; — &;,w; + 6.

Les points singuliers en lesquels la multiplicité de ;\k(w) peut changer sont ceux
designés par le deuxiéme cas. Comme ils sont isolés dans chaque intervalle compact
[w; ~ 8;,w; + §;], ils sont en nombre fini dans chacun de ces intervalles. Ceux-ci étant
également en nombre fini, 'ensemble des points singuliers de A;(w) dans lintervalle

[e, BVs — ¢] est fini. Tl est alors facile de conclure.
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2.2 Une deuxiéme formulation

2.2.1 Notations et résultats préliminaires

Rappelons que nous avons :

R = Ouf , onNna =0

Oont = T

Pour tout champ de vecteur u défini sur R? nous poserons:

ut o= ulg

(2.23)

Bien entendu on a I’4quivalence :
us H(QUOP = (u* e HY(Q)®, v~ € H(0O)®)

( Ceci peut étre considéré comme défintion de H1(Q U ©)3). 1l est clair que tout champ u

de H*(QU O)® admet deux traces sur (') :

ytu = uTjsn € HU(T)3
(2.24) '
Y u o= uso € HYV¥(T)?

Et nous pouvons donc considérer le saut de u & travers (T') :

(2.25) u] = ytu - yu € HYYT)

L’application u — [u] étant linéaire et continue de H'(Q U O)® dans HY4T)°.
On peut remarquer que le noyau de cet application u — {u] s’identifie de fagon trés
claire avec I'espace H'(R?)%. Donc, moyennant un abus de notation que nous utiliserons

dans toute la suite, nous pouvons écrire :
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H'(RY)® = {u £ HYQUOY /[ = o}
Introduisons également les espaces :

D(A(ﬂm) = {uEH’(mB/A(mue mms}
D(A(ﬁ),O) = {u e HY{OY | AB)u € L2(0)3}

D(A(ﬁ),ﬂ U o) - {u € H{QUOY / (u*t,u~) € D(A(B), Q) x D(A(B),O)}

A tout champ de D(.A([i’),ﬂ U O), on peut associer bien bien entendu deux contraintes

normales sur {T'):

o#(ut)njp H=YT)

(N

Mm

oPlu)mlp H=YYT)®

le vecteur n étant par convention orienté de Q vers (O (il est donc sortant par rapport a

©2). Nous pouvons définir par conséquent le saut de contrainte normale a travers I :

(2.28) [®(w)m] = oPlut)nlr - o”(u])nlr

Notons que si un champ de déplacements u présente un saut de contrainte normal nul sur

T:
[P(W)m] = 0
on peut définir cette fois sans ambiguité la contrainte normale de u sur I' :
Plu)nlr = FPtnlr = FT)nlr

Ces notations étant introduites nous considérons le probleme suivant :
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Trouver we H' (QUO) /
Al ju - w?u = 0 dans Q
(2.27) Ay — w?u = O dans O
u] = ¢ sur T
| [0P(w)n] = 0 sur T’

Pour analyser ce probléme nous poserons, pour (u,v) € <HI(Q U O)3>- :

a(fiu,v) = /Q crf;(u) 5@(1)) dzx
(2.28)
-+ /:9 rff,;(u) :g(v) dr

a(B; u,v) est une forme bilinéaire continue et symétrique sur H'(Q U O)® qui satisfait

Pinégalité de coercivité (cf. lemme 2.1):
a(B;v,0) = w(BEN? vee HY(QUO)
. P :

Lorsque [u] = [v] = 0, c’est & dire lorsque u et v appartiennent & I'espace H!(R?)®, nous

pouvons alors écrire :
. 8 B
aBiuv) = [ o (o) ds
Il est alors facile de voir que 'on a 'inégalité de coercivité :

a(Biv,v) > -;fﬁ?nvn? + f/juwuz vo € HI(R?)?

ce qui prouve que pour w? < -EB?, la forme bilin€aire :
P
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(u,v) —  a(B;u,v)
est continue et coercive sur espace H'(R?)°.

Nous avons alors le :

Lemme 2.7 .

A . 3
Pour w? < f—ﬂz, le probléme (2.26) admel une solution u et une seule dans ['espace
D

HY(Qu O).
Démonstration .

Elle est tras similaire a celle du lemme 2.1. Pour se ramener a I'application du théoréme
de Lax-Milgram, il s’agit de construire tout d’abord un bon relévement de u. Pour cela on

peut procéder comme suit. Nous posons :
ug =  R(w,B)é
ot R(w, )¢ est opérateur défini par le lemme 2.1. Autrement dit :
AP ud —wtud = 0 dans §2
e = 0 sur T

Soit alors u, la fonction de H*(2 U O)° définie par :

Uoin = ug
U.Q‘O = 6
et soit
oo = o‘B(ug').nlr £ H"/Q(l")3

1l est clair que, par différence v = u — u, vérifie :

39



[ AP —wt = O dans Q2
A(Bv ~w?v = 0 dans O
v] = ©

| [eP(v)n] = oo

La formulation variationnelle de ce probléeme étant :

a(Bv,w) —w(u.w) = <ogw>|p Yw £ HYR?)?

v € H'(R?)3
Le résultat d’existence et d’unicité est une conséquence simple du théoréme de Lax-

Milgram.

Posons u = R(w, )¢, nous définissons ainsi un opérateur de relévement :
Rw,8) & c[HYXD);D(AB); QU O))
X ,

pour lequel on peut d’ailleurs donner des estimations analogues a celles obtenues sur 'opé-

rateur f?(w,ﬂ)‘(cf. corollaire 2.1).

2.2.2 L’opérateur sur le bord T'(w, ()

Comme le saut de contrainte normale de R(w,$)¢ & travers (I') est nul nous pouvons

définir :

(2.29) T(w,f)¢ = oF (R(w, 5)¢).n|r

Grace au théoréme de traces, nous définissons ainsi un opérateur linéaire continu (pour

w? < Eﬁz)) :
P
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T(w,8) € z(m/2(r)3,~f1-1/2(r)3>
Soit b(w,B; ., . ) la forme bilinéaire associde & T'(w, 8) :
bw, B;6,9) = <T(wB)d.d>r
grace & la formule de Green, il est facile d’établir que :
b i 6 8) = aBi Rl ), Rw 8 ) = w?(6,9)
(ot a(f; ., . ) a été définie en (2.22)) ce qui établit le :
Lemme 2.8 .

La forme bilinéaire (é,0) — b(w,B.9,¥) est continue et syméirique sur l'espace

HYYT),

1l s’agit maintenant de montrer que l'opérateur 7'(w, 3) est autoadjoint dans L?(T')°. Nous

posons :
D(T(w,ﬁ)> - {q’) € HYATY / T(w,B)é € L"'(I‘)3}

Bien sir pour (¢,%) dans D(T(w,[)’)) x H'/*(T), il vient :

b, B 6, 8) = (T(;,mw)

r

Pour établir le caractére autoadjoint de l'opérateur T(w, ), nous utiliserons de fagon

essentielle le résultat suivant :
Lemme 2.9 .
Lorsque w* < %[)’2, on a, pour tout ¢ dans H*/?(T')® les inégalités :
(i). bw,B;8,8) 2 Cildfi ~ Calw. Blof}
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ou la constante Cy(w, B) vérifie :
) -1
Co(w,B) = C(1+ f)max <1 , (%ﬂ2 - z.u"’) )
Démonstration .

Par l'utilisation du théoréme de traces et du lemme 2.1, il est immédiat d’obtenir

I'équivalent des inégalités (2.12) a savoir:

Yoo B d,8) 2 Cildliy = (G + G2+ )ul?

{

Hw.Bi6.6) > (wm%wz) il

1l reste alors simplement & obtenir, par dualité une estimation de |ju]| en fonction de |d|r

ce qui cette fois peut se faire explicitement. En effet introduisons v, unique solution de :

A —wiv = u dans R?
(2.30)
v £ HI(RQ)S

Multiplions (2.30) par pu (scalairement) et intégrons sur R? :
P = [ ABwuds + [ AByuds — |
Par la formuule de Green, il vient comme [u] = ¢ :
el = a(8iu,v)— Do+ < P(v)n, é >r
Mais par ailleurs nous savons que :
Ay — w*uw = 0 dans QU O

Apres multiplication par pu et intégration sur 2 U O, nous obtenons grace a la formule de

Green :
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alfiu,v) — wiu,v) = 0

(Nous avons utilisé le fait que [u] = 0). Par conséquent :

(2.31) lul? = <dP(v)n,é>r < |oP(vnlr|dle

Nous savons par le théoreme de traces que :

(2.32) P (o)nle < C(L+ B)lvlazms

Mais si nous résolvons (2.30) en utilisant la transformation de Fourier en espace, il vient

(v{z) — () :
A(B,E)0(€) — wn(€)

ou A(fS,£) est une matrice hermitienne définie positive dont les valeurs propres sont :

i %(/32 + 1€1%) valeur propre double
|

LA+ 2 |

i -; #(52 +1£7) valeur propre simple

K

-

En écrivant © = (A(8,¢) — w?®)~ 14, nous obtenons facilement, uniformément en ¢ :

1

HE T 1P -

[N < e(8)]

Par conséquent :

. 1+ € .
L+IEPOl S gz )
Mais 1] est clair que :
su 17 55‘° = su ————:}—————- 1
cew BB D) - T T \ER oW



Donc :

(L+EMBEOI < sup (——5—1_—;1) a(e)l

P

d’ol nous tirons aisément :

1
(2.33) lvllp2y < sup (m ) 1) flull
I
Par conséquent en reportant (2.33) dans (2.32) puis dans (2.31), 1] vient :
i < CO+B)sup | g 1] 19
lu < (14 B)sup %’[32__“}2, r

La démonstration du lemme se conclut alors aisément.

Remarque 2.3 .
Contrairement a ce qui ce passe pour le lemme 2.3, nous n’avons pas besoin d’hypothese
de régularité sur I (autre que celle pour lesquelles le théoréme de traces dans H*(R?) est

vrat) pour obienir le résultat.

A partir du lemme 2.9, nous déduisons, en procédant comme au paragraphe 2.1, les

deux résultats suivants :
Théoréme 2.4 .
L'opérateur T(w, ) est autoajoint dans L*(T) et a résolvante compacte. De plus :
(1). 51w < 'yo(ﬂ)% y T{w,B) est positif.

(i1). si 70(ﬂ)§ < W< ,82—'; , alorsT(w,B) > - <w2 - 70(,3)%) Co(w, 8).
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Corollaire 2.4 .

Le spectre de T(w, B) est purement ponctuel :

’

(T 8) = {ulw.s), ke N

Mw,8) € A(w,8) < o £ M(w,f) £ ... < 400

Lk-lir-flw Aw, B) = oo
Par ailleurs :
siw? < Bt w8 = o
p

s? 70(5)% < wh < /32%, Mw,8) 2 <w2 —*m(ﬁ)%) Co(w, £)

2.2.3 Lien entre le probléme de valeurs propres initial et un pro-

bleme relatif 4 Popérateur de bord

Comme nous allons le voir, I'introduction d'un probléme iniérieur fictif engendre quelques
difficultés. En effet, introduisons les valeurs propres du probléme intérieur (i.e. dans O)
associé a 'opérateur A(f) et a la condition de surface libre o(8).nir = 0. Cet opérateur est

autoadjoint dans L2(O)® a résolvante compacte. Son spectre est donc purement ponctuel.

n(8) < va(B) < ... < pi(B) £ o € 40

jETw I/j(B) = e

A v;(B), est associée w;i(B) £ H}O)? satisfaisant :

ABroi(8) = v(Bluws(B)  dans O

o (wi(8)) mir = 0
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Comme la suite v;(f) tend vers +o0, intersection de {v;(f), ; € N*} avec l'intervalle

]0, %,6‘2 est un ensemble fini que nous noterons :
{vio).1 <5 < Nup))
Rappelons que ’ensemble des valeurs propres du probléme extérieur est :
(mioh1 5 m s W)} o bs)
Nous sommes en mesure d’énoncer le:
Théoréme 2.5 .

M . . .
On a pour w? < 262, Véguivalence entre les deux propositions suivantes :
p ]

(i). 3ke N/ Mw,B8) = 0

(3m e {1,2,...N(B)} | w? = sn(B)

(i1). ou

{ 35e€{1,2,....N;{B)} /] w?= vi(B)

£

Démonstration .

Si Ag(w,B) = 0, il existe ¢ non nul tel que T(w,B8)é¢ = 0. Posons alors u = R{w,S)¢. Il

est clair que u 5% 0. D’autre part les fonctions u* = ujg et u™ = u|p satisfont :
A(Byut =  wiut

(2.34)
o uty.n = 0O
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AP~ = wiu”

(2.35)

oP(u")y.n = 0
Si w? n'est pas valeur propre du probléme intérieur nous déduisons de (2.34) que u~ = 0.
Dans ce cas u*|r = [u] = ¢. Comme ¢ # 0, u* est non nul et (2.23) prouve que w* est

valeur propre du probléme extérieur.

(iz) = (1)
Si w? = v;(B), considérons la fonction u de H(Q U O)° définie par :

ulo = w(B)

ujp = 0

Il est facile de voir que s1 ¢ = w;(F)|r:

A(Blu — w?u = 0 dans QU O

] = ¢

). n) = 0
ce qui montre que u = R(w, )¢ et comme par ailleurs o?(u) .n = 0, nous en déduisons:

T(w,B)¢ = 0

d’oti le résultat car nécessairement ¢ # 0 {on ne peut étre a la fois valeur propre du
probléeme intérieur avec condition de Neumann o%(u) . n = 0 et condition de Dirichlet
’u,lr* = 0).

Si w? = s,(B), on peut recommencer le méme raisonnement en considérant u définie

par :
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“-IO = 0

ule = un(B)

ol Un(B) est une fonction propre du probléme extérieur associé & s,(5).

Nous avons donc montré que ’ensemble des w? dans l'intervalle }O, &ﬂz[ qui annulent
p

les valeurs propres de T'(w, B) coincident avec la réunion des valeurs propres du probléme
extérieur et des valeurs du probléme intérieur situées dans ce méme intervalle.

Pour terminer nous énongons sans démonstration (le lecteur se reportera simplement
aux lemmes 2.5 et 2.6 ainsi qu'au théoréme 2.3), le résultat de monotonie relatif aux

fonctions A\i(w, B).
Théoréme 2.8 .

Pour tout k > 1 et tout B > 0, la fonction w — Ay(w, B) est strictement décroissante

dans lintervalle 10, V5|,
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Chapitre 3

ETUDE DU PROBLEME DE LA FISSURE (7r)

Comme on va le voir, I'étude du probléeme (Pr) est trés similaire a celle du probléme
(Po) lorsque I'on introduit un probléme intérieur fictif. Il y a toutefois quelques différences

essentielles qu’il est bon de souligner dés maintenant :

o le choix du saut de déplacement ¢ = [u] 3 travers la fissure I' comme nouvelle inconnue

est cette fois naturel.

¢ contrairement au cas traité dans la section 2.2, on aboutit a un probléme au bord

rigoureusement équivalent au probleme initial.

e le fait de traiter le cas d’une fissure ameéne a travailler dans un cadre légérement
s L . , 1/2

différent. Ainsi I’espace fonctionnel H1/?(T') est remplacé par I'espace Hyl (I') dont

la définition et les principales propriétés peuvent étre trouvées dans {21]. Nous nous

contenterons de préciser que:

— une fonction de Hy*(I') est une fonction de #Y/2(T') qui doit satisfaire un certain
comportement aux pointes de la fissure. "Moralement”, cette condition exprime
que cette fonction s’annule aux pointes de la fissure. Les fonctions de HYV*(T')
n’étant pas continues, cette condition ne peut s’exprimer que sous forme inté-
grale [21].

— si (T') apparait comme une partie compacte d’une courbe (T') sans extrémités,
Papplication "prolongement par 0” applique continuement 'espace Hééz( I') dans

HY2(D).
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3.1 Quelques notations et rappels

Soit I un arc de courbe lipchitzien et borné de R% Au besoin, nous utiliserons une repré-

sentation paramétrique de I' au moyen d’une abscisse curviligne s:

I = {zi=f(s), za=9g(s) | (f,g)s W' =(0,L)
f(s)P+9g'(s) =1, Vselo,L]}

L désignant alors la longueur de I’arc T'. Nous désignons par z(s) le point de I' d’abscisse

curviligne s et par n(s) le vecteur normal & I' défini, pour presque tout s, par:

Nous poserons :

Q = R*\T
A toute fonction u de C%( 1), nous associerons les traces ut et u~ sur I définies presque
\ )

partout par:
ut(s) = lin(l) u(z(s) + 2n(s))

u(s) = Iir% u(z(s) — enls))

et le saut de u a travers (T')

Figure 3.1 : forme de la fissure

‘Notons que comme u € C%Q)



Rappelons alors que les applications:

vt 1 ueCU) — yfu=ut € L¥T)

v weCNQ) — ~yTu=u" € LYT)

S usC%0) — Su=[u=¢ ¢ L¥T)

se prolongent de maniére unique en des applications linéaires continues:

,

vt o€ L(HY(Q) HYHT))

-2
m

LIHN(Q); HY¥(T))

S

M

LOHYQ); Hob*(T))

ces applications étant surjectives. D’autres part, moyennant un abus de notation, nous

avons:

Ker~™ N0 Kery™ = Hy(Q)

KerS = H'(R?)

Pour tout couple (u,v) dans (1) x H'() nous définissons:

(3.1) a(Biu,v) = /ng(u)ag(v)dm

De méme A(8) représentant toujours 'opérateur différentiel défini par (1.8), nous disons

qu’une fonction u de 'sspace

1))

D(AB)) = {u e HY(Q)/ AP € LYQ)}
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vérifie, au sens généralisé, la condition de Neumann.

(3.2) ofu).nlp = O
s1 et seulement si
Vv € HY(S) /Q.A(ﬂ)u.vd:r = af;u,v)

En effet, on peut donner un sens rigoureux & ¢?(u) . n|r en posant, pour tout champ de

vecteur u de classe C! dans 2

{oP(ut) . n}(s) = Lim o (u(z(s) + en(s))) . n(s)

£ —

{eP(u™) . n}(s) = lim o®(u(z(s) = zn(s))) . n(s)

£~0

[0P(w) . n] (s) = {oP(ut) . n}(s) = {oP(u") . n}(s)

On a alors la formulation de Green, valable pour (u, v)- = CHQ)® x CHQ)*:

‘/;2 A(BYu . vdz = a(f;u,v) + /OL (gﬁ(u“!-) , n) v¥ ds

L
- / (aﬁ(u—) . n) v~ ds
0 Ay
A P'aide de cette formule de Green, il est alors facile de montrer que les applications

u — Uﬁ(zﬁ) .n

u — o?(u").n

u — [oP(u). n]

définies dans C?(2)° se prolongent de maniére unique en des applications linéaires conti-

nues:
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C (DCA(BY);, H'A(TY?)

M

u  — 06(1L+).71

M

£ (D(A(B)); H-A(T)?)

u — L) . n

m

£ (D(AB)); HTVATY)

u — [oP(u) . n)

A Paide de ces définitions, nous pouvons donner un sens 3 la condition de Neumann (3.2)

grace aux deux égalités:

oPuty.n = 0 dans H™Y3T)

c?(u”).n = 0 dans H~V¥(T)

ce que nous noterons par la suite:

abf(u) . nlr

Enfin, notons que si une fonction de D(.A(8)) vérifie:

[P(u).n] = 0
alors on peut définir de fagon parfaitement intrinséque:

FAw)y.n = Pty n = oFflu).n

Nous pouvons maintenant écrire de facon rigoureuse les formules de Green associées a

Iopérateur 4, si (u,v) € CHQ)® x CH{Q)*:

}/QA(ﬂ)uvd:r = o(fiu,v) + <of(ut).n,v* >p
(3.3) i

} - < of(uT).nvT >r

En particubier:



e Si[dP(u).n] = 0

(3.4) /Q A(BYuv dz = a(B; u,v)+ < oP(u) . n, [v] >r
e Sifv] = 0 (ulr = w*|r = w”|r a un sens)
(3.5) /Q A(Buv dz = a(B;u,v)+ < [6°(u) . n),v >r

L’opérateur autoadjoint A(A) du probléme est alors défini de fagon claire par:

D(A(B)) = {u € D(AB) | o®(u).nlr = 0)

A(BHu = A(f)u Vu € D(A(H))
et est naturellement associé & la forme bilinéaire «(f; ., . )
(A(B)u’ v) = a(Buv)  Yuw) € DIAS)) x H(Q)

Le probleme de valeurs propres s’écrit :

u € D(A(B))

3.2 L’opérateur de froumtiére T(w, J)

Considérons le probléme auxiliaire suivant :

A(fu — w?u = 0 ~ dans Q
[ef(u) .njlr = O

(3.6)
Wl = o ¢ € Ho!(T)
v e D(A(B))



Lemme 3.1 .

7 . .
Pour w? < ﬂ’é- et ¢ dans H&f(l")d, le probléme (3.6) admet une solution et une seule

p
dans 'espace H(Q2)3.
Démonstration .

(i). Unicité de la solution

Soit u umne solution associée & ¢ = 0, par la formule de Green, il est facile de
voir que:

alBiu,u) = W ul?
L’unicité est alors une conséquence directe du résultat de coercivité (i) du lemme 2.1

caru € HY(R?).

(11). Existence de la solution

Nous prolongeons (I') en (T') de fagon & partager le plan en en:

R? = Qtu Q- Qrtn Q=10

90+ = aa- = (T)

Figure 3.2 : [llustration graphique

Nous supposons, ce qui est loisible puisque (T') est de classe W', que (T) est ¢ga-

lement de classe W', Soit ¢ la fonction définie sur (I') par:

¢(z) = ¢(z) siz € T

é(z) = 0 siz ¢ T



D’aprés les propriétés de Hsgz(r), nous savons que:
6 € H'(T = ¢ ¢ H'/*T)

Alors, d’aprés le corollaire 2.1 (il suffit de remplacer £ par Q% et T’ par I), le pro-

bléeme:

u+ir = ¢

{ A(But — wut = 0

admet une solution unique u* dans H*{Q%)3.

Soit alors ug la fonction définie par:

{ ug(z) = u¥(z) stz e QF

wp(z) = 0 stz £ Q7

vérifie bien entendu:

ug € H‘(Q):"
uglr = ¢

0 dans 2%

I

A(Blug — w?ug

A(Blup — wiug = O dans 2~

Posons maintenant :

o = ofut).nlr € HVYD)P
Si nous posons (S) = (T') = (T') nous avons:
A(Blug — w'ug = ols ® 6(S) dans T'(§2)°
[oP(uo) . n]ir = o dans H-V¥T)?

51 nous faisons le changement de fonction inconnue:
u = Uy + v
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le probléme A résoudre s’écrit simplement:
1%

AB — v = ols @ 8(8) dans Q2
[v]ir =0
[0'13(11) . 71“[* = -—(Th‘

C’est un probléme dont la formulation variationnelle s’écrit :

afivw) ~ Wlow) = -<ow>iE Vo HI(RY

v £ HY(R?
Le théoréme de Lax-Milgram permet alors de montrer que ce probleme admet une

solution {unique), ce qui achéve la démonstration.

Nous désignons par R(w, 5)¢ I'unique solution de (3.8), il est alors clair que:
p —_ ~/ 2 %
Rw.8) & c{Bgry; p(A®))

Il suffit de reprendre la démonstration du lemme et de remarquer que chacun des passages:

6 — 9 de HUYT) dans HY(T)

6 —  (uF AP de /(T dans HY(QF)* x L}(Q*)°
ut — de [/H(Q*)? dans HY(Q)°
(ut, ABT) — o de HY(Q*)® x L3(Q*)® dans H™V/Y(T)

est hinéaire et continu.
On peut d’ailleurs obtenir sur R(w,3) des estimations analogues a celles ¢noncées au

corollaire 2.2. Quoi qu'ill soit on peut, R(w, 8) étant défini, définir Vopérateur:
T(w,f) & (BT HHTY)
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par:

(3.7) T{w,Blu = [rfﬁ(ll(w,ﬂ)d)) : n}

Désignons par b(w, 8; ¢, ¢) la forme bilinéaire sur F i (T')® définie par:

(3.8) Hw, B¢, 8) = <T(w,B8)¢. % >r

Comme R(w, )¢ vérifie {GB(R(w,B)qS> . n] = 0, en appliquant la formule de Green

(formule (3.4)) nous voyons que:

bw, Bid,0) = a(Rlw,B)d, Rlw.Bhb) — w*(Rlw,B8)s, Rlw,E)v)

ce qui démontre la symétrie de la forme bilinéaire I(w, B; ¢, ¥).
Pour démontrer que b(w, 3; ¢,1) définit un opérateur autoadjoint sur L*(I')?, nous intro- -

duisons :

D(T(w,B)) = {$€HL (TP [/ T(w,8)é € LAT))

Nous avons alors besoin de ’équivalent du lemme 2.9 a savoir:

Lemme 3.2 .
he

Lorsque w” < %,Bz, (;n. a, pour tout ¢ dans Hal(T)® les mégalités :
(i) b(w.B;¢,8) 2 Chiglip — Colw,B)diE
(). W Bi006) 2 Calw )i (81—, o)
0u la constante Co(w, 8) vérifie :

Co(w,8) = C(+B)max (1 , (ﬁ52 —wz)_l>
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Démonstration .

Soit u = R(w,B8)¢ € L*(R?? (nous coniondons ici L*(R?*)® et L*(2)*). Soit v solution
unigue de:

A(Bw - «w*» = wudansR?

v € H'(R?)

Nous avons vu (preuve du lemme 2.6) que v € H*(R?) et que:

1
| vllwemsy < max|l, EY Iwllame
P
et donc que, par le théoreme des traces:
B ; - 1 \
(3.9) lo?(v) . nfr < C(1+ f)max 1m) 2 Lz cme)
Iy
En tant que distribution dans 2, v vérifie:
A(Bw — Wy = wu dans D'(2)
(3.10) !'a'g(z)) . n} = 0 sur I
v]ir = 0 sur T
Par ailleurs, nous savons que:
Ay ~ wu = 0 dans
(3.11) [ag(u) . n} = 0 sur T
(u] ir = 0 sur T




Nous multiplions la premiére équation de (3.11) par v et nous intégrons sur Q. D’aprés

la formule de Green (3.4), nous avons:
(3.12) a(Biu,v) — wiu,v) = 0

Nous multiplions maintenant la premiére équation de (3.10) par u et nous intégrons sur

Q. En utilisant (3.5), il vient :
a(Biu,v) — wHu,w)+ <dfw).n, o> = [ulf
Soit encore, compte tenu de (3.12)
lul = (Pw)n.¢) £ 10%() . mir - lelr

Mais, grace a (3.9), il vient:

lull < C(l-&-ﬁ)max(l,?]ﬁ—l:—&;) PR

12

On conclut comme dans les sections préceédentes.

A T’aide de ce résultat, nous pouvons maintenant énoncer le:
Théoréme 3.1 . :

L opérateur T(w, 8), de domaine D(T(w, ), est autoadjoini et positif dans L*(T)? et

a résolvante compacte. Par ailleurs :
(i). Siw? < %'yo(ﬂ), T(w, B) est positif.

(i1). Si ﬁ'70(5) < w? < 287 T'(w, B) est minoré par une constante néegalive :
p p

( T(w,8) =z —Colw,B) [wQ - %70(6)}

w2l-i-rgﬁzco(w’ ﬂ) = +oo

\
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Corollaire 3.1 .

Le spectre de T(w, B) est purement ponciuel :

' a<T(w,ﬁ)> =

lim
— ot OO

Ar(w, B)

&

el en outre:

0o Siw? < %"70(5), M(w,8) = 0.

< /\I(L"”B) S /\2(w7ﬂ) S

{ Aiw, B), ke N}

= ~+ 00

o S: %VO(ﬂ) < w? < %,32, Mw, 8) =2 ~Co(w, B) [L'ﬁ -~ %70(/3)}

La démonstration de ce corollaire est analogue & celles du théoreme 2.1 et du corol-

laire 2.3.

3.3 Une nouvelle formulation du probléme de valeurs

propres

Nous nous interessons donc au probléme:

Nous pouvons énoncer le:

Théoréme 3.2 .

Lorsque ﬁ'yo(ﬂ) < W< -’iﬁi’,
p p

(1). Sl existe k € N* tel que Ai(w, 5)

L9
wu

€ D(A())

= 0, il existe m € N* tel que w? = sm(f)

). Sl exisie m € N* tel que w? = s,,(B), il existe k € N* el que A\e(w,3) = 0
Y

La démonstration de ce théoréme est identique a celle du théoreme 2.2.
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3.4 Reésultat de monotonie
Nous avons 2 nouveau le résultat de monotonie:

Théoréme 3.3 .

Pour tout k > 1 et tout B > 0, la fonction w — A(w,3) est strictement décroissante

dans Uintervalle 0, BVs]

La démonstration de ce théoréme est identique & celle du théoreme 2.3.
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Chapitre 4

CAS DE LA FISSURE PLANE

Notations relatives au chapitre 4

e I' est identifiée au segment [0, L] et sur " la variable x; sera (en général) notée z.

e Si ¢ est une fonction définit sur [0, L], nous noterons ¢ sa prolongée par 0 et par ¢
la transformée de Fourier de 5 :

1

o(k) = Jor

L
f o(z)exp —ikz dk
0

| . || désigne la norme usuelle de L*(T) ( ou L*}(I)V)

( ., .) désigne le produit scalaire associé

Il . ll;.r désigne la norme dans HIP (T (ou HY(T)) définie par:

helhir = /(H;k;ﬁ”%&(z:):?a&

]

| ll?vr désigne la semi-norme
#le = / B[k dk

Ce paragraphe s’inscrit dans la continuité du paragraphe 3 dans lequel nous avons traite
le cas de la fissure quelconque. Nous reprendrons donc les notations de ce paragraphe. Dans
le cas qui nous intéresse, la fissure (I') peut 2tre identifiée & un segment [0, L], L désignant

la longueur de la fissure. De facon plus précise:

r = {(.?:,,0), 0 < 2y < L}



Figure 4.1 : Section de la fissure

Notre but dans ce paragraphe est de mettre a profit la géométrie particuliere de notre
probléme pour étudier de facon précise, grace a ’utilisation de la transformation de Fourer
partielle dans la direction z,, les propriétés de 'opérateur 7'(w, B).

Nous adopterons, en ce qui concerne les traces les notations de la figure 4.2, avec:

Figure 4.2 : Notations

Nous introduisons galement les vitesses Vp et Vs des ondes P et 5 définies respective-

ment par:
) -+
v: o= A+ 20
P
5 t
Ve = £
P

4.1 Une expression en Fourier et une décomposition

de la forme bilinéaire b(w, 5, ¢, ¥)

Nous donnons directement ici le résultat des calculs. Pour 'obtention des formules qui

suivent, le lecteur pourra se référer aux travaux de Bamberger {4], qui traite le cas d'une
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fissure plane, ou & [17] et [29], ol nous reprenons le principe des calculs de [4] pour obtenir
les résultats qui suivent. On montre ainsi que si ¢(k) désigne la transformée de Fourier de

¢ définie pour z € R par:

o(z) = o(x) si z €T
(4.1)
#(z) = 0st v €T

((T') est ici identifiée & un segment de R}, alors on a I'expression :

2 -~ -
b(w, B; ¢, ) = —‘fZS-/R (A(w,ﬁ;l:)qﬁr(k), u)f,—(k,)) dk

2 w?
(4.2)

wVé 1 Prlw, B k)

w? ba(k)a( k) dk
2wt Jr [\’p(w’ﬂ;k)é'.?(}»)d)?( )

ol nous avons posé:

¢ = ($1,62,¢3) < R? (champ total)
¢ = (61,¢3) € R? (champ tangentiel)
¢ & R (champ normal)

La matrice 2 x 2 A{w, f; k) est donnée par:

(PR - ;‘32Pc>(w,[7’; B BEPo(w, B k)
. 4

(4.3) Alw,B;k)= m

BiPolw,fik)  (Pr- ¥ Pe ) (. 85 )

avec



C2\ 12
Kp = <k2+,52_‘j2>

(4.4)

2\ 2
Prn = 4(k*+B)KpKs — <21¢2 +28% - ;—dﬁ)
$
g w? 2, p2
P = 4I\p[&g+3m —-4(k '?”,6)
Un calcul rapide montre que:
Tr(A(w ,3.1;)) = 1 (2Pn— (B + 6P
B f(s s ’
Pr 2 a2
Det{A(w,8:k)) = 3 (Pr - (k*+ 3°)Pc)
S

de telle sorte que les deux valeurs propres de la matrice A(w, ; k) sont:
[ 2 Pa(w. 8, k)
1
Ksg

Mais, un rapide calcul & partir des formules (4.4) permet d’établir que :

{PR(w,ﬁ; k) = (K + 82)Pe(w, B; k)}

2
{PR(w,,B; k) — (K + /32)PC,.(w,,B;k)} = 7 Rslw,fik)
S

1
]&’3
Nous posons alors:

Mp(w, Bik) = SKs(w, 8 k)

b = BB
/\Sﬁ(w»lg)k) - 2 w? f{s(waﬂ;k)

ﬁl__{ Pr(w, f; k)

Asviw k) = 5 Kp(w, 85 k)
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On établit tres facilement que:

Asv{w,Bi k) 2 Adsylw, k)

/\P(wv ﬂ; I“) 2 0
Si nous notons:

Im {Ap{w,3)} {(NeR/ A= Ap(w,B;k), k€ R}

1

Im {Asy(w,ﬁ)} = {)\ £R / A= )\.g;[(w,ﬂ;l'\?), k&« R}

Im{Asv(w,B)}] = {AeR/A=Asv(w,fk), ke R}
ou Im(A) désigne I'image de A, il est bien clair que:
cr(T(w;ﬂ)) C Im{p(w8)) U Im{suw,8) U Im{isv(w 8))

Il est par ailleurs intéressant de préciser le comportement des fonctions Ap, Agy, et Agy
lorsque |k| — +o0.

En ce qui concerne la fonction Ap, on a immédiatement :
0 ,
M, Bi8) ~ Bk | — oo

Par ailleurs, en développant au voisinage de |kl = +00, nous avons:

, d(1e (-2 =
I&p = |M<1 : 5;;3(6 \,/}2—> +O(\k">)

. , 1 w? ’ 1
Ks = lk‘(l*ﬂ;(ﬁz‘T?)'*'O(H))
1 w? w? 1
-, - — W2 Z 2 _ -+ —_
Kp Ks k] ,2<2[3 7 Vﬁ) 0(=)
w? w?
4>+ B)Kp Ks = 4k* +2&° (w?—v—?—‘—/-?)ﬁtou)
P S

2 i 2
Vs Vs

2\ 2
(2k2+2ﬂ2—w> = 4k' 4 ak? <2BQ—Z—>+O(1)
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Par conséquent :

Prplw,B;k) = 2k%° (-\—%; - Tl?) + O(1)
& P
} 1
Par suite, en posant a = ——‘?2— = [O, —J, nous obtenons:
Ve 2
Asu(w, By k) ~ p(1 — a)lk| k| — +oo
Asviw,Bi k) ~ p(l — a)lkl k| — +o0

Comme par ailleurs les fonctions Ap, Agy et Agv sont, a (w, B) fixés, des fonctions réguliéres

de k, nous savons que:

()‘P)* (w: B) = lI}%; /\p(w,,[f', 1.‘,) > 00
(Asu)e (0, 8) = inf Asi(w, B k) > —20
(Asv) (w,B8) = i??; Asviw, 3 k) > =20
Alors, en posant :
Ml(w,8) = min {(Ap) (w,B8), D) (w,8), (Psv). (w,B)}

on retrouve le fait que 7" est un opérateur pseudo différentiel d’ordre 1, autoadjoint dans

L2(T')® et born# inférieurement. Plus précisément, le spectre de T(w, B) vérifie:

o‘(T(w,B)) c [A,(u,ﬁ),—{—oo
Remarque 4.1 .

Le fait que T(w,3) ne soit pas borné ne résulte pas de directement du fait que les
fonctions Asy, Asv et Ap ne sont pas bornées puisqu’on ne peut pas faire décrire d qﬂﬁ(/c)
U'espace L*(R)3 en entier mais seulement ’espace des transformées de Fourier des fonctions
¢(z) dans H(R)® & support dans [0, L]. Toutefois, ceci n'influe pas dans la mesure ot on
peut arbitrairement décaler le spectre de telles fonctions.

Soit ¢ € C&(R)® ¢ support inclus dans [0, L], sa transformée de Fourier ¢ vérifie :
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PSR, $#0
et il existe donc un ensemble [a,b] et 6 > 0 fel que:
k€ [a,b], {a(k) > 6
Pour M >0, posons ¢ps(z) = &(z)expiMz nous avons:

Pat € Cs°(R); supp ¢ar C 10,L]

a

dr(k) = d(k— M)

Par conséquent,

Vi € ja+ M b+ M) |g(k) > 6
Soit alors C(w,8;A) = 1r>1fq As(w, B; k), nous savons que C(w, 8; A) — +oo lorsque

M — +oco. Par conséquent, en posant ¢ar = darliory -

b+ M St 2
b B, dr) > [ X5(w, B k)i6(R)? dk

+AM

| > (b~a)f? Clw,Bia+ M)
Ce qui montre que:

bw, B; dm, 0m) — +o0 (M — +00)

lemll = llal

et on retrouve par conséquent le fait que T(w, B) est non borné. Quoiqu 'l en sout, les valeurs

propres de ['operateur T(w, ) verifient donc :

Alw, B) £ M{(w,B) £ ... < Ae(w,8) £ . < 400
kgrfoo Ae(w,8) = +o0
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Dans toute la suite, 1] sera particuliérement utile de travailler avec des para.métres et des
variables adimensionnalisés & I'aide desquels toutes les quantités que nous avons introduites

pourront étre exprimés. Ces parametres sont :

@ la vitesse de phase adimensionnalisée :

w
r = — £ 0,1
z ’B‘/S had [ k) ]
¢ le nombre d’onde adimensionnel:
k
y = = € R
B
o le coefficient :
Ve 1
a = ;”? = [0) -:l
Vg 2
On vérifie aisément que:
V2 32
w_g Pr(w,B;k) = -;Z-Fn(a:,y)
(4.5)
Frlz,y) = 4(i+y?)(1+y% -2/ (1+y?— az?)H?
— (2 + 2:1/'2 . x?)l/'z
(4.6) | )
V'Z , 32
J L—U% (1\12 + 52) Polw,B; k) = FFC(;T:,y)

[ Fo(z,y) = (1+y%) {4(1+y2— )21 +y? —az?) P — 41497 + 3-12}

. . . . ” . o, , . . 1
a partir de quoi, on voit facilement que les quantités adimensionnelles —ﬂ/\p(w,ﬂ;k),
u

1 1
— s (w, B; k) et —A5(w, B; k) ne dépendent que de a, z et y.
pB pB

Venons en maintenant a une décomposition de la forme bilinéaire b(w, 3; ¢,%) (et par
conséquent a l'opérateur T'(w, 8)) qui va nous permettre de partager I'étude ulténeure en

deux parties.
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Posons H = L¥T)® = {¢ = (¢;,¢2,#1)}. Nous avons:

H = flr & Hy
Hr = {(¢1,0,¢s), (¢, ¢3) € LYT)?}

Hy = {(0,62,0), 2 € L*(T)}

Alors on a la décomposition:

Vo H ¢ =4dr + on
¢T = (¢1101¢3)

¢N = (01 (j)?so)

L'équation (4.2) se réécrit de maniére évidente:

(4.7) Hw,B;8,0) = br{w, B0, 01) + by(w, F; 0N, dN)

Bien sir, on a une décomposition de 'opérateur T(w, 8) sous la forme:

(4.8) T(w,8) = Tr(w,8) & Tw(w.5)
D'ou 'on déduit que:

a<T(w,ﬁ)> - U(TT(w,,e))Ua(TN(w,/ﬁ)>

0<T7(w,,8)> = D, 8), A0, 8), oo AT e, 8) )

a(TN(w,ﬁ)) = DV, 8), AW, 8), s AN (w0, 8) )
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AMNw, B) — 40 (n — +00)

MM w, B) — 400 (n — +o0)

D’autre part, grace au principe du Max-Min, nous savons que les valeurs propres des
» 8B P y

opérateurs T et Ty sont caractérisées par:

: br(w,B; ¢, ¢
AMNw, B) = max min —Yi-—’—ﬂﬁ——)
120 unJCI2TY v2(u) 090una)t l¢|r
. br(w, B; ¢, &)
= min max —_—
[viwz e unJCHY 2T vefo) vgae un) I¢I1"
(4.9)
bn(w, B ¢,
AN (L, 8) = max min _’i‘iﬁ?_‘ﬁﬂ
['U'[yUQ ~~~~~ Un—l]cLz(r)s UE[UI .1/2,...,U,,_1]'L l¢lr
= min max —
friwe e wa] CHYZTY vzluy,vgeun]t ld)‘f
ol nous avons posé:
n
[vl,vg,...,vn] = \{’U = ), @y, {C\J} < Rn}
(4.10) - ‘
[V1, V2, ..y 0n]T = {v e HfX(T) / (v,v5)r = 0,1 >35> n}

D’autre part, du résuliat général de monotonie par rapport & w (cf théoréme 3.3) nous
déduisons que les fonctions (4 étant fixé): w — AT(w,B) et w — AN (w,B), w €
10, BVs|, sont striciement décroissantes.

Par ailleurs, ’application (w, 8) — T'(w, B) est de classe C™ de ’ensemble {8 > 0, w < gV
a valeurs dans ﬁ(Hl/g(I‘)a,H—”?(I‘):’). Nous en déduisons que les fonctions w —
A (w,B) et w — AM(w, B) sont continues et relevent donc de application du théo-

reme des valeurs intermédiaires.



4.2 Etude de opérateur normal Ty(w, )

Nous identifierons dans ce paragraphe fy & L?*(T) et l'opérateur Trn{w, B) & celui défini

par:
D(Tn(w, 8) = H(T)

(4.11) (TN(w’ﬁ)@l/)) = by(w, By, %) V() € HYT) x Hep*(T)

- _ sz Pp(w, B; k) - .
'bN(w)ﬁaésd) = 2 o2 m ( w("") dke

(Rappelons que, pour définir les transformées de Fourer ¢(k) et (k) les fonctions & et ¢
ont été prolongées par O en dehors du segment [0, L] des formules (4.9) montrent que le
signe des valeurs propres A" (w, B) est relié de facon directe & celui de la forme bilinéaire

by(w, B; ¢, ). Or nous pouvons écrire, grace a (4.5):

by V& Pplw, B k) w8 > w o
_— e ——————— = _—_ — TR _'1;’_: T = e = ]0,1[

] 2 w? Np(w,fB;k) 2 2 I} 8Vs 7
(4.12) 1

' _ Fr(z,y)

i GR(xv y) - (1 - ax? + y2)l/'2
Et donc:

d VIR

(4.13) bulw, B 6,0) = “ / Grlx )laS(k)|2 dk

De telle sorte que I'étude du signe de la fonction Gr(z,y) est essentielle pour [’étude du
signe de by(w, 8; ¢, ).

Introduisons la fonction de Rayleigh:

(4.14) R(z) = 4(1 -z (1 - az®)"? - (2-27)* z € [0,1]



Il est bien connu que A(z) a un seul zéro dans l'intervalle |0, 1] qui est z

= IR, la
1/2
formule cg = zpVs = zp (ﬁ) définissant la vitesse des ondes de Rayleigh.
p
Plus précisement (voir figure 4.4):
RO) = R(zr) = 0
R(z) > 0 pour = € ]0,zg|
R(z) < © pour =z € Jzg,1]
Or, la fonction Fg(x,y) =st reliée & la fonction de Rayleigh R(z) par la formule:
- _ 2vn x
(4.15) Fa(z,y) = (1+y°) R(———-—‘(1+y2)1,2>
Comme d’aprés (4.12), Gr(z,y) =st du signe de Fr(x,y) on a en fait deux situations:
(i) z <zp = Yy & R* Ggx,y) > 0
52 1/2
Gr(z,y) < O pour 0 <y < (F - 1)
(11) x > IR = 12 R 1/2
Gr(z,y) > O pour y > (—2— - 1)
IR !
ce qui correspond aux deux cas de figares représentés i dessous :
Du point (i), nous déduisons immédiatement un premier résultat :
Lemme 4.1 .
Lorsque w? < B?c%, ona:
Vo € Hf'T)  bu(w, Bi6.9) 2 0
et par conséguent :
0 < )\fj(w,ﬁ) < /\év(w,é’) <o < /\T/:}(w,ﬁ) < L < 0o



Cr) Guxy)

X <Xy X>Xg

/

Y

Figure 4.3 : Variations de la fonction y — Gr{z,y)

Figure 4.4 : Graphe de la fonction de Rayleigh R(z)
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. . ’ . . ] N
Pour compléter ce lemme, il nous faut étudier ce qui se passe lorsque w? > % ¢} c’est a
dire lorsque:

TR < x < 1

Commengons par préciser le comportement de la fonction y — Ggr(z,y) au voisinage de

0 et +c00:
[ Gr(z,0) = (—1-:@‘1%37%
Gr(z,y) ~ 2(1—a)?y y — +oo
| Gr(z.y) = Gr(2.0) + Co(a)y® + Oy*)  (y — 0)

ou Co(x) est donnée par:

[ 3 - 4az? T, 2\~1/2
Co(x) = Imﬁ(.’[) s —Z—R(.’L)} (1 azx )
On notera que comme lirr% R'(z) = —o0, il vient:

lim Co(.’t) = o0
z—1

Introduisons donc la fonction :

veR+ y?

(4.16) Clz) = max I{Gn(x,y).—GR(LO)}i

D’apres ce qui précéde, nous savons que:

Vr < 1 C(z) < 4o
Lim Clz) = +© (car C(z) > Co(z))

Revenons a I'étude de by(w, 3; @, #). Nous avons:
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2 k -
2 bl pi6.) = [ Gn(s.5) 0O d

(4.17) = Gp(z,0) / (k) dk

+ / {C’n (.’L‘, g) - Gr(z, 0)} }05(1‘3)’2 dk

Aprés avoir remarqué que:

. .2
}GR <T,%> - GR(:R,O)! < {;—2 C(x)

il vient, d’apres Plancherel:

2z? R(z) Clz)  do

. . ) & XN 2 A 2
By] bN(L‘),,B, ¢7 @) — (1 _ CL.'ZT2)1/2 [! @ H + IB'_; ” dl‘ “
Soient alors (&y, 2, ....., dm) & HE([0, L])™ les m premiéres fonctions propres de I'opéra-
2
teur ——— dans H}(T'). Nous savons que:
dé m?r?
Yo & [#1, ..., d — 1 € —1e]?
vé — qulw aq)m] “ (Z.T ” —_ L2 l\ d) [[
Par conséquent, en reportant dans (4.17), il vient:
] - 4 : 1 / N I’ R(.T) : mz?rzc(x) H I
Vo £ d, o om]  On(w,Bi¢,9) < [(1 ey BTy a2
Ce qu1 prouve que dn(w,5;¢,¢) < 0 dés que:
2_2 : C(:c)l
BEL* > mini(1 - czn;z)l’?\I
;R(m)l
Grace & (4.9), nous pouvons donc énoncer le:
Lemme 4.2 .
Lorsque B¢k < w? < B2VE, dorssia = .
BVs
Cz)|"* :
AL > mn(l—-az?)/? }é(—:) = Mw, 8y < o0




Dans le méme ordre d’idée, la fonction:

Gr(z,y) = Gr(z,0)

(4.18) C](IE) = 11)161%)5 ”
vérifie :
Ci(z) < +oo Yz £]0,1]

En effet, d’aprés (4.16), la fonction:

Y

est continue pour tout =z & [0,1] et vérifie:

Yr(z,0) = 0
HI—P Yr(z,y) = 2(1-a)z® > O
Yy=—t00

Donc le maximum de p(z,y) est atieint soit en +o0 soit en y* > 0 a partir de quoi il

est facile de voir que Cy(z) reste borné y compris lorsque = tend vers 1. Ecrivons que:

) -oens] < B (3]

Nous obtenons a partir de (4.13), en utilisant Cauchy Schwariz et Plancherel que:

Ll
3

2z° R(z)
= by(w, B;6,0) < T ety

e ()
By Iel” + )1¢HH

D'ou nous dédusons:

R(2) R m';rcl(x)} 18]

[bN(w,ﬁ;QS,(ﬁ) < {(1_m2)m F 57

l Vo € (¢, 02, oo O]

ce qui montre que sur 'espace [¢1, 2, -.... y &m), bn(w, B; &, @) reste négative dés que:
|
BL > mn(l- DR R( i)

Nous pouvons maintenant énoncer le:
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Lemme 4.3 .

Lorsque B*ch < w? < PBEVE sia = —w—,—
- 3Vs
/v (T)ll/")
BL > mn(l-az?)/? |- = Ww,8) < o
R(x)

Notons que aucun des deux résultats du lemme 4.2 et du lemme 4.3 n’est plus fort que

Tautre dans la mesure ou:

o Lorsque z — 1

Ly ()] . :
(1 —az?) ]’2‘ G )i a une limite finie

de telle sorte que pour z assez proche de 1:

C ‘1/2 9 C](l')l

(1 — az?)t/4 ‘ > (1= azx?)?
(m) R(z) |

e Lorsque r — zp
(1 = az®)V* 1C ()2 2 une limite finie > 0
(1 = ez®}? |Cy(2)] a une limite finie > 0
1

A=) tend vers + o0

de telle sorte que pour z assez proche de ap:

(1 — az?)}/?




Notre résultat optimal va donc étre obtenu en introduisant la fonction:

. ; ' ) C'l (.'E)
i S = — “\x) — azy/2 | 21\E)
(4.19) (a,z) Wmln{ (1 — az? ’ Tz , (1 —ax®) ()
P . 1
définie et continue sur [O , 5] x lzr, 1]
Par ailleurs nous savons que:
e Pour z assez proche de 1 S(a,z) = (1 —a2?)}? Ci(x)
R(x)
. 2| C(2)
e Pour z assez proche de zp Sla,2) = (1 —azx?)? | 2L
(@,0) = (1= ae?y?| 2

La figure 4.5 représente les variations de 5(a, ), lesquelles correspondent a la courbe

en pointillé.

) A

Clx)
Lax Dyl il
(J-ax?) R00 l

. 2m'(:,(x)
y=(1-ax%) ‘_R(x)

>
>

Figure 4.5 : Illustration graphique de la fonction S(«, z)

En particulier cornme :

|R(z)] ~ agrl(z - zg)| z — Ig

80



Nous déduisons que:

. ~y ] 2 -~
a;z(l - Tf{)((ln) / - bR
1.’1”. - .’ERP/Q

(4.20) S{a,z) ~ =« (

T — anpl

et nous pouvons réunir les résultats des lemmes 4.2 et 4.3 dans le:
Lemme 4.4 .

Pour tout m > 1, et pour tout couple (w,?3) lel que F*ch < w* < B*VE , on a, en

posant r =

BVs :

BL > mrS(a,z) = A(w,B8) <0

Nous allons maintenant essayer de localiser un peu mieux Ja région ou la fonction
.. veq . . N WL, .
M(w, B) est positive. L'idée consiste & montrer que, pour z = A fixé, la fonction
VS
MV(w, ) deviendra positive pour 3 assez petit. Il s’agit donc d’4tudier le signe de AL (w. )

Lk
lorsque 8 — 0 & z fixé. Or lorsque  tend vers 0,y = — tend vers +o0o. Il est donc

naturel, pour cette étude, de faire intervenir le comportement asymptotique de la fonction
Gr(z,y) au voisinage de y = +oo0.
Précisons donc le comportement asymptotique de G'r(z,y) lorsque y — +00. Nous

a4vomns

2 1
Galz,y) = 20-a)®y + o<7-> ) 400
)

£

La fonction {Gr(z,y) ~ 2(1 —a)z?y} est bornée au voisinage de +50. Comme par ailleurs

elle est réguliére nous pouvons poser:

(4.21) Coofz) = max iGr(z.y) — 2(1 — a)z?y|
v2

qui définit une fonction positive et continue de z lorsque z décrit {z g, 1].

Ecrivons maintenant :
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222 €2
== bn(w, f6,6) = 2A1-a)= [
3.

AN dk
P (k)]

LS . _;‘_ —_ xﬂﬂ YARY .
(4.22) + /{GR (x.,ﬂ) — 2(1 =a) ﬁ}ld’(k)lz dk

> 21— [ {H B0 - Cule) 6 17} di

Soit E l'opérateur autoadjoint associé a la forme bilinéaire:
, - 7 . 2
(o) = [ IHAE) BN (pp) £ HYATY
Alors E est un opérateur défini positif & résolvante compacte. En effet:

(1). E est positif de maniére évidente.

E¢ = 0 = e(é,q’a) = 0
()- — /]kl G dE = 0
— 6 = 0 (dans L2(0,L))

(iil). Soit ¢, une suite de H}(0, L) telle que:
e(dn.dn) + N I £ 1

Par Fourier il vient :

Par conséquent, la suite ¢, est bornée dans H'/?(R). Par compacité, quitte a extraire
une sous suite, toujours notée ¢,, ¢, converge dans L} (R) donc en particulier,

comme ¢, = 5n|{o,L]
¢ — @ dans L*(0, L)

ce qui établit que £ est a résolvante compacte.
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Le spectre de E est donc purement ponctuel:

o(E) = A{mn(Ll), n(l), ...  vmlL), .}
m_lj_‘niooum(L) = +o0

Remarquons que, par 'inégalité de Cauchy-Schwartz:

e(d,6) = [ IBIB(E) dk
R 1/2 . 1/2
< ([rarar) ([ 1eeéer a)
L do
< Jaoli L
dx
D’on |
e(4, ) < H@H
il ell dz
Et par conséquent, par le principe du Max-Min:
vnll) < 77;7.'

On peut également montrer (cf [16]) 'existence d’une constante o dans lintervalle
10, 7| telle que:

o m
7
L

vm(L) 2

D’autre part, par un trés simple argument d’homogénéité, on démontie que vy est

: 1 .
proportionnel a I Autrement dit :

V(L) = dps‘®

am L vy, < mm

Par conséquent, nous pouvons €crire :
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V¢ £ fwy, wy oy Wy e |E

i

bv(w,B3;0,¢6) > {2(1 — a)2? - Cm(z:)} [I¢H2

1 BL
Par conséquent by(w,B3; ¢, #) > 0 dé&s que:
. (1 - a)z?
L < 2uvp——
/3 — /. 13 C,_\o(:r:)
grace au principe du Min-Max, nous déduisons le:
Lemme 4.5 .
Pour §%c, < w? < BV2etz = ——, on a:
BV
— )2
BL < 2t Nwg) > 0
Coo(z)

Remarque 4.2 .

Notons en particulier que comme v; > 0, nous avons en posant :

N . (1 — a)_,r2
- — — = 7~ > O
.51 2L ,éﬁlﬁl]{ Coo(a’) }

B < By = MN(wp) >0 vm € N

Ceci exprime que méme le premier seuil (la définition précise sera donnée au théoréme 4.2
P q

associ€ auzr modes normauz est strictement positif.

Nous allons résumer la situation. Pour tout entier m, on a:
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AN(w,8) < 0 pour (w,8) € R U R

RY = {(w, B)/w® < A%}

. 4 o (1 - a)z?
RS{;) = { (w, ,B) / _BQC% S Lx)z <‘ﬁ2‘/2’ ﬁ]—' < 2[/,,1_‘5;“(—“2‘)—}
M(@.8) > 0 pour (w8) € AP
RY = {(w, 8)/ Bk <w? < 3VE, fL>m S(a,7)}

Nous donnons l'allure des régions R{!), R{?) et R{?) sur le dessin de la figure 4.6 dans le

plan (z , L)
{ / i
R®) 4
/]

m

)\;<0

BL

N
N

AN

Figure 4.6 : Signe de la fonction A (w, 5)

Nous introduisons maintenant deux nombres importants :
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s*(e) = min_S(a,2)
1:5].7:1(,11

(4.24)

, i 2(1 — a)x?
sua) = min ———7

€7 40,1 Coo()

Remarque 4.3

Sur la figure 4.6, nous avons fait comme si ce minimum €iait alteint en © = 1; rien ne

prouve que ce soit le cas méme si, il semble que cela soit vrai av vu des calculs numériques
Nous pouvons d’ores et déja énoncer le:
Lemme 4.6

(). Pour BL < v2s.(a), Véquation A\N(w,B) = 0 n'a pas de solution dans l’intervalle
[0, BVs .
(it). Pour BL > ms*(a), équation AN¥(w,8) = 0 a une unique solution w dans

Uintervalle [ Ber, BVs ], solution que nous noterons w = wl (B).

Démonstration .

(%) est évident et (77) est une conséquence directe du théoréme des valeurs intermédiaires,
puis que, & § fixé, la fonction z ~—— AV (w, ) est continue et strictement, décroissante

. bour z < 1.

Introduisons maintenant :

(4.25) s*(a,z) = min _ S(a,y)

y€lzpz]
On définit ainsi pour z € ]zg,1] une fonction monotone décroissante (au sens large)
qui vérifie en outre, compte tenu du comportement de la fonction S(a, z) au voisinage de

T = zpg,la propriété:
Jz, €z, 1 s%(a,x) = S(a,z) pour z < z;
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La fonction s*(a, ) étant monotone, nous pouvons définir sa fonction reciproque #(a,.)
en tant que fonction éventuellement discontinue. F(a,.) est définie de fagon unique st on

ajoute que F(a,.) est continue 3 droite. Il suffit de définir F'(n, SL) par:

F(a,BL) = inf{ 2 €jep,1]/s(a,2) = BL}
sachant que cet ensemble est soit un point soit un segment). Il est alors facile de voir que:
q p g

' Bl —  F(a,BL) est décrovssante
Bl —  Fla,BL) est continue a drotte

BL < s°(a) == Fla.Bl) = 1

Jm  F(a,6L) = za

et méme plus précisément:

2

C ae (1
(426) F(G,BL) = TR + ‘/j'sz T+ 0 \B_"_L_;

La figure 4.7 représente une illustration graphique de ces résultats.

Il est clair que, pour 2 > zp:

w 3L

T = — F a,?—-—\) = 3/\',:11((4,'.,/3) < 0
8Vs m :

Nous en déduisons bien sir que si nous désignons, pour L > ms™(a), par wl (8)P unique

solution (cf. lemme 4.6) de I"équation AY(w,B) = 0, alors:

W (8) 6L
zp < 3Ve < F(a,—;;)

BLY
Comme F (a, —TTT) — zpg lorsque f — 400, nous en déduisons que:

N
im0

= CR




.

L

Figure 4.7 : Allure des fonctions S, s* et F

Mieux, grace au comportement de la fonction F(«,.) au voisinage de -+oc, nous pouvons
N
wp, (8)
8

donner un encadrement de la vitesse de phase lorsque f —— +o0. Nous énongons

le :

Lemme 4.7 .

wn(8)

Pour tout m > 1, la fonction f — 5 tend vers cp lorsque 3 —— +oo et on a

Dencadrement :

N

wlN(B syl m?
cr < ,3()<CR+”Z2E}§L2+O FEE

L’unicité de la solution de I’équation AN(w,3) = 0 a été obtenue grace & la stricte
monotonie de la fonction w — AY(w, ). Nous allons maintenant obtenir un nouveau
résultat de stricte monotonie, cette fois par rapport a la variable 3, qui va nous permettre de
préciser certaines propriétés des fonctions w/) (j7) que nous résumerons dans le théoréme 4.2.

Attention, alors que le résultat de monotonie par rapport a w est un résultat général,

valable également pour le cas d'une fissure ou d'un obstacle quelconque, le résultat que

nous allons maintenant énoncer est & priori spécifique du cas de la fissure plane.

Lemme 4.8 .
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Pour toute fonction ¢ dans Hod (T). Uapplication, x étant fixé :

/p—

= (o

oy
= WapVs, 85, 9)

est strictement décroissante.

Démonstration .
z étant fixé, nous avons vu que si ¢ = l;;)/s :
2 232 ) ]C 0 bl
25 eV Bi09) = [ Galzg) 190 dk
p B 8

Pour établir le résultat annoncé, il suffit donc d'étudier, & z fixé, la croissance de 'appl-

cation y — Gg(z,y), y = 0. Nous avons la formule:

4(1 + 31 + y? — 2221+ % = a2?)"V? - 214 ) - 27}
(1 +y? — az?)1/?

Gr(z,y) =

! = ®(a,r;1 4+ y?)

ou nous avons défini:
2\ 2 2\~1/2
&(a,z:r) = dr(r—257% — (2r = 2°)*(r - a2?)7"
Désignons par @'(u,z;r) le dérivée de ® par rapport & r. Nous avons:

@'(a,m;r) = 4(7~ —_ ;L-?)l/? < 2,.(,‘ _ 1:2)—1/2

2 1 2
- 4(27‘ — I')('f‘ - (1252) 1/2 -+ "(27" - ,'Lz)'(T‘ -~ amz) 3/2
Nous allons démontrer que:

Vo < -,V <1, VY7

v
—t

$'(a,z;7) < O

[N

Commengons par noter gue:
2 -1
(a,257) ~rve (a4 127
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Donc pour tout (a,z), ®'(a,z;7) > 0 pour r assez grand.
Observons maintenant les variations de ®'(«,z;r) par rapport a «, 7 et = étant fixés.

La monotonie de ®'(a, z;r) par rapport & a est la méme que celle de la fonction:
Yo o— (2r=2)Y? -8y = YY)

(il suffit de constater que ¥'(a) = (r—a2?)7'/? est une fonction croissante de a). Or ¥'(Y')

s’annule si et seulement si Y est solution de I’équation:

3(2r - 2¥?2 = 8 (avec Y = Y(a))
Comme Y = (r —ax?)"'/?, ceci nous meéne a I’équation :
gr — 327 = & - 8aa’
C’est & dire a:
2r = (8« - 3)2?

Mais cette égalité est impossible puisque:

22 <1 = (8a-3)z? <1

Par conséquent, la fonction a — &'(«,z;r) est monotone puisque:

- (#e,mr) = SUY()Y(a)
et que ¥'(Y(a)) et Y’'(a) ont un signe constant. En fait, comme Y'(a) varie dans l'intervalle
[0, (1 —az®)~1/2), il suffit de regarder le signe de ¥/(0). Mais ¥/(0) = —8 = ¥'(Y(a)) <

0 pour tout «. Finalement, nous avons démontré que:

Vv (z,r) € [0,1] x [1,+0o0|, l'application
a < {0,%} —  ®'(a,z;7)

est strictement décroissante
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Or pour a =

1 IZ':I 1/2
®’ (—- z; r> = 2(r- .7,‘2)_1/2(3?‘ - ‘2:v2) - B (7‘ - 7)

Comme nous savons que ®'(a,z;r) est strictement positif lorsque r est grand, il suffit
. e . 1 , ) )
de montrer (par continuité par rapport a ) que 9’ (5,;1:;7'> ne s’annule jamais lorsque

r € [1, +o0o[ pour démontrer que &’(a,2,r) est toujours strictement positif. Or

22\ 2
@’ <%,x;r‘> =0 = (3r-—22%% =9 (7'—?) (r —2?%)

= —12r2? + 42" IR
< —12r2¢ + 427 = ——rz” 4+ =
ra? + 4a 5 5
2
= roo= -
3
ce qui est impossible pour (r,2) £ [1,-+o00[x[0,1]. Donc:

1 \
Vo ¢ 0,1}, vr 20 & (;,l‘;r) > 0

ce qui prouve la croissance de ¢ par rapport a r et par suite celle de G par rapport a y.

Le lemme st donc établi.

Grace au principe duv Min-Max, nous déduisons le:

Lemme 4.9 .

2
T

5 MN(2BVs, B) est

= lw

Pour tout m € N et tout z [0,1], la fonction § —

M

décroissante au sens large.

En fait nous allons voir que nous pouvons obtenir un résultat de stricte décroissance.

En effet, soit (51,52) € R, f1 < B2, nous avons en posant:

2‘,2 ) ’
"6, b(zBVs. B; ¢, ¢)

~

(B8, 6) =
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By ¢, ¢) — (B b, 0)

i

/ {(:N <L/—j:> - G <m,—/%)}[¢(/c)(2 dk

W
/ < /s, ()C/{(mvg)d‘{) |¢(k)|2 Jk

g dy

Mais nous avons, en reprenant les notations de la démonstration du lemme 4.8,

0Gr 0% .
BE) = 26—(a,x;1 + £
6?] (315) 6()[/(“ L +\ )
Mais nous avons vu que, (a, z) étant fixés:
@'(a,z;7) > 0 vr > 1
(a+1)z? .
®'(a,z;7) ~ —m r — +00

Il existe donc une constante C > 0 telle que:
®(a,a;r) > (i

Par suite:
0Gn, 20¢
(z.6) 2 —Fs
dy (1+&2)/2

Par conséquent :

5 86 & 2
B R ¥ [2) S
o FE (@63 = ¢ J/

8 W dre)”

(z.€)d¢

_1,> |kJ?
522 (1+ _[%2_)1/2 4 (1+ %E)l/z

] 2

Mais notons que:

) L e
(1-}-—;37) < maX (1, /-{;) (l+ll:_})"



Par conséquent, en posant:
C(ﬂhﬂ?) = 2C min<11 ,‘91) min(l’ ﬂ?)

Nous obtenons la majoration:

506G 11 k2
By TR . |
—(z,&)d > B, P = = = | ——

De telle sorte que:

11 k2 le(k)P
. . & b 4., - —dk
C(51,¢,¢) 2 C(BQ;@3¢) + ((517/5..) <,3? Bg) / (1+ “‘"2)1/2
Nous avons besoin & ce niveau d'un résultat d’analyse fonctionnelle donné par le:

Lemme 4.10 .

Il eziste une constanie C(L) telle que:

Ve

h

RV IPVERY)
HS(O,L) j (M [#(k)] dk > C(L)} <f>]|2
Démonstration .

1l existe sans doute une preuve & caractére abstrait & partir d'un argument de compacité.

Nous avons choisi une démonstration plus explicite. Notons tout d’abord que:

(14 6Py < 1=+ kP

EPRlo(k)? k2 le(k))
— 2k > L dk
D / 1 &
Soit alors:

4

A I[¥R) — L*R)

— L.
: : = ——0(k
W) = e
Nous avons simplement : _
- o2
Ad = -
Oa?
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ol ¥ est unique solution dans A2 de

P*ih ~ ~
B arz + ‘1/) = (15
— 2~ ~ -~
Notons que A ¢ = — c?_zﬁ = ¢ — ). Il vient:
dJz?
k12l k))? -~ - -
ELRO 0~ 438 = 131 - ()

Soit encors comme:

o(z) o(z) si x €10,L)

i

d(z) = 0 sinon

(4.27) /%M = e - /OL ¢(z) P(z) dz

Mais nous pouvons écrire :
- L
ba) = [ Gle-p)aly)dy
0

G(z) = %e"”"

Par suite:
P = | Ge-nal| [ o -new du}
- = 0 ) 0 ;
Mais : : ‘
L x ~ ’
L ee-va = [ awe
Posons alors :

Cr = sup (/;L G(£) d{)

zE€ER \

Nous obtenons:
-~ L
J R s [ Gl - y)eiy) dy

D’ot nous déduisons:
Lo L (4L )
/ p(z)]* dz < C’L/ (/ Gz = y) (Z:::) ¢*(y) dy
0 0 0
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L, 1/2 ‘ 1/2
(/1 [p(2)? drz‘) < Oy (/L (p(z)}? cl:t:)
0 0 _

Dans notre cas, il est clair que:

L
CL = /2 G(;z') dr

= /(; e dr = (1 - e';—‘)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz dans (4.27), il vient:

LREC .
‘/ 1+11|21/2“ 2 (=)

L

e? ¢ 1°

v

l
Ce qui établit le lemme avec C(L) = es
Remarque 4.4 .

e En utilisant ! HWE < 1 4 |ki?%, nous n'avons pus modifié le résultat

qualitativement mats simplement perdu au niveau de la constante C(L). On peut en
fait s’attendre a ce que la meilleure constante possible tende vers 0 quand L — 420
moins vite que ¢~L. £n fait on peut conjecturer que la meillenre constante (L) verifie

C(L) ~ %(L — +o0).

e FEssentiellement, le point de la démonstration consiste d raffiner [in€galite classique

| Gxollee <[ Gl |l o]

12 lorsque ¢ est une Jonction a support compact.

Grace a ce lemme, nous obtenons:

c(fr,9,9) (B2 . 8) iy 3, <_}___}_>
ToF 2 Tqep T GG g - g

R .. . .
D’ou, par le principe du min-max:

1
An(B) = 2L(B2) + CLL)C(By, Ba) (E—B—E)

Nous avons donc établit le :
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Théoréeme 4.1 .

Pour tout entier m, et tout z fixé dans [z, 1], la fonction
2 2?
Bo— 2 AN(28Vs, )
p B

est strictement décroissante.

Remarque 4.5 .

2 z?
Nous obtenons en outre une estimation de la dérivée en B de la fonction — il Aﬁ(mﬁvs,ﬂ).
B

En effet, posons uN(z,B) = % ’—; MN(zBVs, B), il vient :

N N
pm(x, 8y) — pn(z,Ba) By + B
m m\ > cy L C , Ba) e
1 = CLLCE 5 =g
En passant a la limite lorsque Bo — Py (= B), 1l vient:
d (oM o) 2C(L)C(B,8)
SWies) = -2
Soit encore :
7 e} ¢ -5 pour f < 1
d ( n . CC(L)
- < ) \ ur 4 > 1
3 i#"‘(x’ﬁ)} < e pour 8 >

Nous pouvons maintenant énoncer notre principal résultat, qui récapitule les précé-

dents :

Théoréme 4.2 .

Pour tout entier m, il existe un réel strictement positif B (mf™® seuil) tel que:

(t). pour B < (%, Udquation en w: A¥(w,B) = 0 n’a pas de solution dans 'intervalle
[0, BVs).
(ii). Pour 8 > BN Uéquation en w: AN (w,B) = 0 admet une solution et une seule dans

[tntervalle [0, SVs]:



N

"

Pour tout m, la fonction w,,(B) a les propriéles swivanies:

B —  wl(B) est continue
NN N
wnm(Bm) = BuVs
N

B — wmgﬁ) est strictement decroissante

n(B)

w

it = = c
Bﬁrfoo B R

Enfin, la suite BN a les propriétés suivantes :

™

Iim ;9,/,\{

m—-+o00

|
|
8

Cim < BNL < (Cim

ou Cy et Cy désignent deuz constantes strictement positives.

Démonstration .

Pour tout m, considérons ’ensemble;
Bn = {B<R*/3w<[0,BVs[/ A (w.0) = 0}
Nous savons déja, d’apres le lemme 4.6 que
[1/213*(0), +90[ - B C {777‘3*(‘1)7 +OO[
Le fait que B,, soit un intervalle du type {52, +o0[ résulte du fait que la fonction
2
§ — W8 = == A(28Vs.5)
' w B
est strictement décroissante,x variant dans Vintervalle [zg, 1]. En effet:

B € B, == Jz €]zg, 1] such that uN(z,8) = 0.
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Par décroissance stricte de Y en fonction de .4, il vient :
{

V,’fl >, /r.,,’,\:(m.,f"fl) < ()
Mais uf(zp,8') > 0, donc il existe 2’ tel que :
tp< T < ret /17’:’;(.'1",;7") =0

ce qui prouve que 4 appartient & /3,,.
On montre du méme coup que la fonction ;4 — w.(;3) ainsi définie est strictement
décroissante. La continuité de cettie fonction vient de la continuité de (w,3) — /\,Nn(w, 3).

Ce sont les mémes raisons qui entrainent que:

N .
hm L_‘)_m\_/_) = ANv
13'_'”*'3)/1\( lj .
wal
En effet, posons 2., (3) = T;‘\,/ ) et
R — ; . '
1 o = ,','lir?/\' J :N(")

"t

Supposons z!, < 1, on se trouve alors nécessairement dans la situation illustrée par la

m

figure 4.8 qui entrainerait A\Y(w,8) = 0 pour tout w tel que 2\ fVs < w < BVs, ce qui
est bien sir impossible puisque cetie fonction décroit strictement avec /3.
N
. . w seN ry e s . c et
Le fait que ?hm m,; ) = c¢p a déja été établi au lemme 4.7 et les propriétés de la
B—to0 i

suite des seuils (ﬁf;’) se déduisent direciement du lemme 4.6 .

Nous zllons maintenant caractériser les seuils ;7 comme étant les zéros des valeurs

n

ropres d’'un opérateur Sy(3), autoadjoint a résolvante compacte. Plus précisément, consi-
P N\, J

dérons la forme bilinéaire continue sur H&{Q(I‘) définie par:

. Y
(428) .SN(ﬁ; ¢,' 1})) = / (;5 -'; (p(/;')?:"(l.‘)(“\t
ot la fonction G'y(y) est donnée par:

4y(1+yH(1 -« 4y~ (2y? 4+ 1)°
(1 = a+ y4)1/2

(4.29) Gs(y) =
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A
x=) ,
{decroissance)
AN
}; S 0 Ay < O
Yo courbe x =1, (B)
@rﬁmc des valeurs
\ intermediaires
A > 0
=% X: >0
By B

Figure 4.8 : Signe de A

Tl est facile de montrer que sy(f3; &, %) définit un opérateur autoadjoint a résolvante com-

pacte, soit Sy(5), de la fagon suivante:

D(sw(®) = Hi(D)
(Swo.8) = sw(Bioub) (o.ih) & HY(T) x Hg*(T)

Le spectre se Sy(B) est donc purement ponctuel:

o(sv®) = (DB 1)< +00)
s¥(B) € s5(B) < ... < VP € . < 400
W2, Sm(B) = 4eo

En fait, il est facile de lire sur la formule (4.28) que la forme bilinéaire by (w,3; ., . ) 2
priori définie pour 0 < w < BV se prolonge par continuité au domaine fermé 0 < w < Vs

et que par construction (en effet Gs(y) = Gr(1,y)):
sn(Baid,¢) = On(AVs. 55 0.0)
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De fagon équivalente, 'opérateur Tn{w, B) se prolonge par continuité sur la droite w = Vs

et Tn(BVs, Vs) = Sn(3). Nous allons établir le:

Lemme 4.11

o~

. . . : o 1
Il existe deux fonctions continues striclement positives C1(a) et Cafa), ¢ € [0, EJ telles
que:
vme N N — 2, c s < 2
m c sm(ﬂ)zO —_— /B:/m) TC[(G) <Bm < —[j_,z(a)

Démonstration .

Elle comporte plusieurs étapes :

(). Pour tout ¢, l'application 8 — sy(f3; ¢, ®) est strictement décroissante. Ceci est

une conséquence du fait que:

(4.30) Gs(y) = Ga(ly)

Nous avons démontré que l'application y —— Ggr(z,y) était croissante pour tout
z dans [z, 1], c'est donc en particulier Je cas pour Gs(y), d’ou le résultat en vertu
de (4.28). Cette propriété, jointe au principe du max-min permet d’établir que la
fonction 8 — N (B) est, pour tout m, décroissante au sens large. OI} montre en

fait, en reprenant la démonstration du théoréme 4.1, que cette fonction est strictement

décroissante.
(i1).
sV(B) < 0 pour B > %Cg(a)

1 ) .

Nous remarquons que Gg(0) = — m < 0. Mieux, au voisinage de y = 0,
—a

nous avons:

1

Gs(y) = - T=ar + 4y + o(y?)

Par ailleurs, au voisinage de +o00, il vient:
Gs(y) ~ 2(1-a)y
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Par conséquent, la fonction:

Ds(y) = ,—II{GSM * (TIIT}

est une fonction continue de y vérifiant:

Ds(0) = 4
im Ds(y) = 2(1~a)
y—-+oo

Nous posons:

(4.31) Cs(a) = max Ds(y)

yvER

Nous écrivons alors:

1 .
sn(B;6,6) = —(—1"_—"(—1—)'5 / gcb(k)}%fk
Lo LEY dooean
t g [ #Ds \ﬂ> SOk
Par conséquent, '
: 1 2 oy 99
sn(B6,0) = “Goare Hel® + Csla) ol 5 I

Lorsque ¢ appartient a l’espace V,, engendré par les m premiéres valeurs propres de
2

Popérateur 73 dans H}(0, L), nous avons donc:
T

sw(Bi6,8) < {—(—1—_1—7 + oo} ol

Par conséquent, par le principe du min-max, s (8) < 0 dés que:

BL > mn(l—-2)Cs(e) = mCsa)
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Ve

eﬁ(ﬂ) pour 4 < 7 Ci(a)
Nous écrivons maintenant que:
4 1
Gsly) = 21-a)y +o(;) y — oo
et que par conséquent:
Gsly) = 201 -ua)y + DT(y)

ou D%P(y) tend vers 0 lorsque y tend vers +-co. Nous posons alors:

(4.32) Cs(e) = maxiDPy)l > 0

Nous avons

sw(gio) = 222 [ midonpa

+ | oy (%) 1B(k)2dk
et par conséquent:
2(1 -
(4.33) sn(8;6,¢) = ~-(—,-3—“—> 1$lyr — CF() | @ I

Si Wiy désigne le sous espace vectoriel de Hégz(r‘) engendré par les (m— 1) premieres
fonctions propres de 'opérateur £, nous déduisons de (4.33) que:

veewh, s@os z (MoE oz e

Donc, par le principe du max-min nous voyons que s (4) > 0 dés que:

2(1 — a) _
BL < —C‘_go(_a—TVm = sz,(a)

La conclusion de la démonstration résulte directement des points (i), (ii) et (iii} et

du théoréme des valeurs intermédiaires.
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Les nombres 7, prennent tout leur intérét grace au:

Théoréeme 4.3

¥ym > 1 I[i’,’: = g3

- m

Démonstration .

Le résultat est intuitif et les difficultés de démonstration sont purement techniques.

Commengons par remarquer que la fonction

Gr(z,y) — Gs(y)
(1 + :112)1/2(1 — :1:2)1/2

®(z,y)

se prolonge "par continuité” sur la droite z = 1 par

e(ly) =
4 st y=20
Par ailleurs:
lim &(z,y) = 201 -a)(a?®~1)
y—+00

On en déduit que la fonction & est bornee:

®(z,y)}} < C Y(z,y) £ [0,1] xR

EI{ conséquence, nous avons, pour tout .¢ dans Hééz(r‘)
2 u.;-2 1/2 R
b0 5:8,0) — sw(6io, as)il e (1 _ W) J @ ) 1O d
vV

Le principe du Min-Max nous fournit alors (nous omettons les détails):

| 2 A(w, B) — sV < | mir? 1 W\
e -e) < o) (-5

En particulier, pour tout 8 > A% il vient, comme AN (w!(8),8)=0:
22\ 1/2 N¢py2y /2
N mér wh(B)
lsm(BP) < C (1 + 5 ) <1 -
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Mais nous avons:

wh (BN
h 1 - 2o = 0
N ( F2VE )

Par conséquent, par continuité de la fonction </ (f):

sm(B) = 0

ce qui entraine, compte tenu des propriétés de la fonction s¥(8), que B = 3%

4.3 Etude de l'opérateur tangentiel Tr({w, 3)

Nous identifions dans ce paragraphe 'espace f/y & L*(T') et désignons par ¢ = (é:,43)
I'élément générique de L*(T)2.
Rappelons que, par définition, Tr(w, B) est 'opérateur autoadjoint dans L*(T)? défini

par la forme bilinéaire:

. Ve . - M
br(w, B d,4) = %;2/<A(w,u;k)¢(k),w(1c))dk

(4.34)
(TT(w 8,%) = brlw.8:,0)

ou A(w,B;k) désigne la matrice hermitienne 2 x 2 définie par la formule (4.3). Rappelons

que les directions propres de la matrice A(w, 3; k) sont :

(4.35)
( 2
1 k N ﬂ‘/§PR(ws/‘3ak)
ESH(}C,B) = _—__—-(k? m 52)}/2 ( 3 ) associe a /\sfl(w,B; k) = E:E Kg(w,,!?‘, k)
1 -8 L pVs
ep(k,8) = W ( \ ) associéd & Ap(w,B3k) = E—%[&g(w B k)
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Compte tenu des propriétés d’homogénéité de Ja matrice A(w, f; k), nous pouvons écrire:

u B

(4.36) br(w, 8;4,¢) = 2;3/ (AR (l%) é(k),é(k))dk

ot la matrice hermitienne Ag(z,y) est définie par:

(F(R”(Q:, y) Cla,y)

(4.37) Ar(z,y) =
Clry) GRzy)
(4.38)
G(l)(m ) 4y?(1 + y? = 221+ y? = ax?)? ~ (24 2y% = 28)? — 372 + 4(1 + ¥P)
R ’

(1 - .y2 _ 1:2)1/’2

4(1 -+ yz _ 12)1/2(1 - y2 _ (L$2)1/2 _ (2 4 23/2 . 1.2)2 + 4y2(1 + y'z) _ 31,2&,2

(3) _
GR (l',y) - (1 + y2 - .,1;2)1/2
y(4(1 +y? = )L + y? ~ az?)V? + 322 — 4(1 + y2)>
Clz,y) =

(1 + y2 — z2)1/2

Les valeurs propres de Agp(z,y) étant données par:

~ (;.39)

Gp(z,y) = z*(1+y*-z2)}/?
M1+ +y° ~ 2?21 4y — aa?)V? - (24 2% ~ 2?)° Fr(z,y)
Gsu{z,y) = =

(1+y? — z2)1/2 (1+y%—22)

Il est facile de voir que:

GP("L', y)

v
o

v(z,y) € {0,1] x [0, +00]

Gsy(z,y) > O Yy € [0, +ool, pour z < g
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En particulier:
r<ar = br(w,B:6,6) 20 Yé& HlX(T)

Nous en déduisons le:

Lemme 4.12 .

Pour z = < TR, 0N a:

¥Ym & N* AMA(w,B) >0

Nous allons maintenant établir ’équivalent du lemme 4.3, c’est & dire déterminer une
w

région du plan (z = _V_q’ﬁ) dans laquelle on peut affirmer que la fonction AT (w,f) est
strictement négative. A ~nouveau, nous allons utiliser de fagon essentielle le principe du
max-min. La situation ic1 est légérement plus compliquée que pour le cas de opérateur
Tn(w, B) car on travaille avec des champs tests vectoriels. Or, ici, nous allons voir que
les deux composantes du champ ¢ ne jouent pas le méme role. Dans le cas de 'opérateur
Tn(w, B), nous avons pu montrer que la fonction A (w, B) devenait négative pour 8 assez
grand en mettant a profil le comportement de la fonction G'gr(x,y) au voisinage de y = 0. Le
point essentiel était que Gr(x,0) < 0 pour g < & < 1. Ici c’est également le comportement

au voisinage de y = 0 de la matrice Ap(z,y) qui va étre déterminant. Or nous avons:

G'(;;)(s:,O) = 0

Rz
Gg)(x,o) = (—1—-_:%——))1/—2 < 0 pour zIpr<z<l

Pour rendre b(w, §; &, ¢) négatif, il est naturel de travailler avec des champs tests de la

forme :

(4.40) ¢ = (0,42) ¢ Hg (D)

pour lesquels seule la fonction G’g) mtervient :
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3 . k
(4.41) br(w, B; 6. 8) = fﬁ/—,z/c,'<,?>(m,ﬁ)|¢3(k)|2dk

2.
avec
(3) 4(1 + y? = 21+ y? — ax?)V2 — (2429 — 20)? + (1 + y?) — 32¥y?
GR (:Ea y)

(1+y2 - 22)1/2
La propriété importante de la fonction G ,;’ ) vient donc de son comportement au voisi-

nage de y = 0 qui est analogue a celui de Gp(z,y).

R(z)

(3) _
Gr(2.0) = (1- 2272
Gg)(xv?/) = GS)(-'Z—',O) =+ 6‘53)(:E)y2 + O(y")
C((,B)(-”"J) — Co(x) —_ {4(1 . $2)1/2(1 _ ax2)1/2 -4+ 33:2}
introduisons la {onction:
I '(‘) p 1(3) .
(442) C‘(3)(:I:) — max !GR (I’y) ’_ GR (7'30)i
yeR+ ! yi’ i
Elle satisfait :
CO)(z) < 400 Vr <1

CP¥z) = +o0

Cette derniere propriété vient du fait que:
)
i

En fait, on peut voir qu’il existe une constante C® positive telle que:

C(a)(z) 2 0(53)(3) -~ —%R’(x?)(l - a)—”2 r— 1

~ (1= 2%V z—1

(4.43) C®z) < COQ -2



En efet, il suffit de voir que ’application :

2GR (2, y) = GR'(2,0)
(1-2°) /7

(z.y) —

est de classe C! pour (z,y) € [0,1] x [1,+0oo[ et qu’elle est bornée lorsque y — +oo

uniformément par rapport a z. Quoiqu’il en soit, nous pouvons énoncer le:

Lemme 4.13 .
Pour B%c% < w? < B2VZ, alors, siz = Bt
BVs
AL > mx(1l = z?)/4 %9;%;—2 v = MNu,f) <0
Démonstration .

Il suffit en fait de se rapporter a la démonstration du lemme 4.2.

Notons que si nous posons:

W3) )2
(4.44) B(z) = 7w(1— )/ (gﬁ(%l r €lzr, 1]
alors, du fait de (4.43), on a: '
Blz) > B, > 0  VYzeleami
B(z) — +o0 T — IR

Nous pouvons donner ’allure de la région:
{(z,8)] BL>m B(z)}

sur la figure 4.9
Avant de passer & I'étude des régions on les fonctions A sont positives, ce qui nous

ermettra de rninorer les seuils d’apparition des modes guidés correspondants, nous allons
Y &
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Lk

>0

£

Y

xR

Figure 4.9 : Signe de AL

nous intéresser plus particulidrement & la premiére valeur propre A7(w,3). Cette valeur
propre joue un rdle particulier car nous allons voir qu’elle change de signe en fonction de
w pour toutes les valeurs de 7 donc en particulier lorsque § — 0. Cela se traduira en
pratique par 'existence d’un mode guidé sans fréquence de coupure (i.e. par la nullité du
premier seuil). En outre, en établissant cette propriété, nous allons étre capable de préciser
le comportement de la courbe de dispersion associée a ce mode au voisinage de 3 = 0, ¢’est
& dire au voisinage des basses fréquences. Notre premier résultat dans cette direction est

donné par le:

Lemme 4.14 .

Il eziste une fonction F.(8) : 10, +oo[— R* vérifiant :

(4. FB) ~

A, o

A2L2 &Xp — B2L2

#—0
ou o est donné par:
lol3
a = 4 mm YISO
sedil?ony | [ ¢(z)dz|?
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(ZZ) 1 - F*(ﬂ) > IR V[B >0
telle que:

1-F(B8) £ z= < 1 = MwB) < o0

Démonstration .

Nous travaillons toujours avec des champs tests de la forme:
_ /2
¢ = (Ov ¢3) é\i = [joo (I‘)

Nous poserons ¢3 = ¢, pour ne pas surcharger les notations (dans cette démonstration, la
fonction ¢ est donc exceptionnellement scalaire).

Nous notons que:

(4.45)
Y
) _ U(z,y)
GR (I,y) - (1_2:2+y2)1/2
U(z,y) = 4(1+y° P31 +y? - aa®)'? = (24 2y% - %) + 4*(1 +¢%) = 32y°

¥(z,y) est une fonction continue sur [0, 1] x [0, +o0] de classe €' sur [0, 1] %[0, +oo{\{(1,0)}

et qui vérifie en outre:

¥(zx,0) = R(z) (< 0 pour 2z < xp)

U(z,y) ~ =% y— +o0

En fait, nous pouvons écrire:

X(z,y)
(1 — 22 + y2)1/2

GR(z,y) = 4(1+y*—az?)?+
(4.46)
X(z,y) = —{(2-2zP 4%z -14)

Cette fois X(z,y) est bien entendu de classe C* et de plus:
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X(z,0) = —(2-2%)* < 0

ce qui entraine, et c’est le point essentiel que:

(4.47) im GPzy) = -—oo

(2.y)~(1,0)
Nous utilisons (4.48) pour écrire:

—(2—1:2)2/( L] —Y

2\ 1/2
1—1:2-1-;2)

2
f%ﬁwwﬁww>

1 A c2(x? ~ 4
+ / {4 (1 ~az® + —5—;) + ol ) )1/2} lp(k)|*dk

ﬂ2<1—l +'7

Comme z? — 4 < 0, nous avons:

2 z? ., Lf2
—-%xzby-(w,ﬁg 6, ¢9) < —(2- z")2 / ; id)( )lk2 73 dk
# (1-22+ &)
2\ 1/2
| + 4/ (l —c112+;—2> #(k)2dk
12\ 1/2 , IH""I
Comme (1 - az® + 52) <(1-az?)V? 4 '—5—, il vient:
2 ,,. )2
22 o fi00) < —(2- o [ — 2L g
uh (1-224+4)"
\ "z
(4.48)
Foa(l —a2®) | o | —Lé—lé‘zj
T K v 5‘, )_2_’r~
Occupons nous de la premiére intégrale. Par le changement de variable ¥ = Sy nous
obtenons:

Ié(k)lz' . lo(By)*
,/( db = 6/ (1 dy

Py )1/2 — 22 4 y2)i/2
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Pour étudier le comportement de cette derniére intégrale, nous écrivons:

(4.49)
L. R V) S #ENE_ iy,
o

dy =
1— 224 y2)1/2 ¥ -y (1= 22 4 y?)i/2 Y sy (1 — 2% 4 y?

y* étant un paramétre strictement positif. Mais:
p P

/ L B e | 1By

yisyr (1 — 22 4+ y?)1/2 fyl>y*
(4.50)
1
| == "

IN

[ 168y

Par ailleurs;

v {é(ﬁy)lg _ 2 [V dy
L7 dy = o) [

1— 22 + y?)1/2 1 — 22 + y2)i/?

J Oy

L R R E

D'autre part:

o -s0) = [

l1#(By)l = 1¢(O)ll = Bysup |¢'(k)l

IN

By [ [ +16(x)1ds]

Donc

[#(B)* ~ 16(0)F < Byl ad[lw (216(0)] + By Il ¢ llz)

Par conséquent, comme y < (1 — z2 + y?)!/?

" o)l - 19O o
L 2simre < 0l +8 = 1t

Enfin, en posant 1 — 22 = 22 et y = te, il vient:
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. o v
/y dy = 2/’ L 2Argsh( )
— (1 — 22+ y2)i/2 o (14 12)172 c

Nous avons donc le résultat:

v eByPdy L v\l
(/—y - 216(0)] '1793}1((1_3’.2)1/2)‘

» (1= 22 4 y2)1/2
(4.51)

< 2B8l6(0) [ zé [l + By || 2o If1s

Et par conséquent, compte tenu de (4.50):

l¢(/3./)| d" . y" |
‘/ -zt +y)2 216(0)f" Argsh ((1 - 1-2)1/2)!
(452) < L0 sy zolln < B Il 2611

=25 (V)7

= 2C(z.B.y",¢) (par definition)

De (4.48) et (4.52), nous déduisons:

z/" \

2z , s
; br(w, 8;6,0) < —=28(2— 2°)*16(0)|* Argsh (\ﬁ’_‘_’“_)ﬁi)

—~
>
(4]

[ %

p—

-

28(2 ~ 2*)*C(z, 8, v, @)

4
+ 4(1—ax®)/? 4 |)F + ’,éid)‘z%r

Par conséquent, br(w, 3;¢,9) < 0 dés que:

oy D 0(z,8,y", 8)
Argsh ((12)“’2) = 316(0))?
0(z,8.y",¢) = C(z,5,4".9) __ (1 —az®) o |I* + 3145!2, }
M ) RN N A e 2(2‘-12)2 ! ! '9 'ii’r
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Nous pouvons obtenir aisément une majoration de 0(x,d,y", @) uniforme par rapport a z:

([ 0(z, 8,y ¢) < 08,5 8)

6*(B,y*,¢) = %(

1 . _ 2
+ G- e G+ el

ligi”

.

b By edlh + zm(om;mnp)

Nous choisissons maintenant y* de fagon a rendre 0*(, 5", #) minimum:

= y(b.¢)
aunquel cas on a:

(B, y"(B,9),¢) = 0*(5.d) (par de finition)

= Blioll llzslle + Bla(O)] |l =4 |I}

1 A 2.
+ s -awh) el + Fleli,

Nous savons que br(w, 4; ¢, @) < 0 dés que:

v(8.9) \ o 0(8.9)
-] = BlO)F

Argsh (

Ce qui équivaut a:

) 23172 _ '3/*(.[”’ ®)
(1 Z ) :\ Qh <9"(ﬁ.fi'))
=\ Ble(0)?
Soit encore a:
(4.54) r > 1- F.(B.9¢)

Un rapide calcul montre que, lorsque 8 — 0:

, (g 32 [2 l(bl%,r 2
(4.55) F(6.¢) ~ 2(3.9) exp"W(won)

114



11 nous reste & choisir ¢ de facon i rendre [.(f, ¢) maximum au voisinage de § = 0.

Pour cela, observons que:

, o1t
b= ¢e£€2{2(r) W >0
En effet :
Sty e el
| froé(x)de? e ) #(z)dz]?
Or

Id’l?l. r v
—2_ > I gpec » >0 (cf section 4.2)
el L

D’autres part, par Cauchy-Schwartz:

L \?
([ qs(z)dm) < Lifelf
0
De telle sorte que:

N

oLy = Tz

En fait, par un argument d’homogénéité il est clair que:

@
(L) = I

18l
a = 4 inf ____l__l__f‘_f

seHI(00) Iifol (j)(m)d.ri

En fait, cet inf est un minimum. En effet, toujours par homogénéité, il est clair que:

¢l r

—_—2— = inf |¢})
cerion T aeyder BT
ol nous avons posé:
( 12 !
Ho = {s€ BT [ olzydz = 1}
0
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Or Hjp est un hyperplan fermé de ch{z(o, 1) et l'application ¢ — |¢|i . est strictement
1

convexe. Le minimum de cet application est donc atteint en un unique pomnt de Hp, soit

#o. Nous choisissons maintenant @(z) = ¢y (7—), nous avons:

s

Ml;[ _ o
,fol 415(.1'\)(1:1:,‘2 L?

Nous obtenons alors le résultat annoncé avec:
!
Jo ‘750(93)2‘1:”

Ao = 2
(fol :quo(x)dz>

Ce résultat nous permet d’affirmer, via le théoréme des valeurs intermédiaires, que
I'équation A7 (w, B) = 0 admet, pour toute valeur de 4, une solution unique w;(f) et qu’en

outre cette solution vérifie:

(4.56) ”’éﬂ) > Vs(1~ Fi(B))

w1<,(3)'

ce qui nous fournit une majoration de

Nous allons maintenant obtenir un résultat qui va nous donner une majoration, assez

fine, de ©1(8)

5

. Ce résultat‘ est le suivant :
Lemme 4.15 .

1l existe une fonction F*(8) : Rt — R vérifiant :

. A” (a)
(i). FX(8) ~ szepr;ZL,_,

ou A* est une constante adimensionnelle et g(a) < 1

3 —0

(i7). F*(8) < 1-zp V8 >0
telle que:

< 1-F(8) == M{(w,B)>0

fe)
—t
v
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Démonstration .

Nous travaillons cette fois 3 nouveau avec des fonctions tests ¢ vectorielles, c’est a dire

1/2

de la forme (¢, ¢3) € Hyi"(T')*. Nous posons maintenant :

(4.57) Gp(z,y) = min (C:P(iﬂsy), C"su(l',y)>
Nous avons évidemmment :
br(w, B 6,8) 2 br(w,B;9,9)

oll IOUSs avons posé:

(4.58) N LI R e RO
’ —F 0 L‘),’;,, = Ry T, = !@“ v
uB * A 8
L'étude des fonctions Gp(z,y) et Gsy(z,y) permet de démontrer que:
. 6 — 16a
J Grlz,y) = Gsu(z,y) pour 14 y* < z? <m>
Golz ) = - 2y 2 (8~ 16a
1 Grlz,y) = Gpla,y) pour 1-+y~ >z (8 — ]6a)

Compte tenu des formules (4.39), nous pouvons écrire:

R

FE.(mv y)

(4.59) Grlz,y) = (1— 22 + y2)1/2

i , (06— 16u
IFE(m,y) = Fr(z,y)  pour 1+yz§m-<8—16a>

(4.60)

1 Fplz,y) = z*(1-z*+y?) pour 1+y* >z’ (6—:@>
R ‘ 'Y =T \8—16a

Nous avons démontré (lemme 4.8) que pour z > zg, la fonction y — Gr(z,y) =

Fr(z,y)(1 — z? + y*)~"/? est croissante. Par suite, il est clair que les fonctions:
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y — a1 -2?+y%)

y — FR(-‘??,?})

sont croissantes, il en est de méme pour Fj (a,y). Par ailleurs comme Fr(z,y) = Fg(2,0) =

R(z), nous pouvons écrire :

(4.61) Fr(z,y) = R(z)+T(z,y)

ou la fonction I'(z,y) est positive, croissante par rapport i y, continue et identiquement
nulle en z = 0.

Quoi qu’il en soit, nous pouvons écrire :

272 lo(k)[?
X Bi0.0) = Al | S —
K 1—72—{»%)

I (z,4
(=5) | (k)2 dk
oy kz\l/?
1 -2 "T'E?)

+/(

C e . 2z°  _ , .

ce qui fait apparaitre 71)7 (w, B; ¢, ¢) comme la somme de deux termes, le premjer étant
L

négatif et le second étant’positif. Pour des raisons purement techniques, nous ne travaille-

rons pas directement avec cette écriture. Nous utiliserons en fait une décomposition un peu

différente en écrivant, & 'aide d’un paramétre p > 0:
R(z) = r(a)-p+p

Et par suite:
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2

- Jar
%Fb%(w,ﬁ;@cﬁ) = [[i(a:)_/)}/ j¢(k)]

(1 —z?+ %)wdk

(482) v f : ARACT REWAT

a2
1—:52+f—;5

= L+

ou I; est négatif et I, est positif. Pour obtenir un résultat de positivité de b7 (w, 8; 6, ), il
nous faut minorer [, et majorer |/;].

La fonction y — p + I'(z,y) vérifiant :

p+T(z,y) ~ 2% y — +oo

!p+1’(1f~,y) > p vy >0
p+Tla.y)
y(1—z? + y2p /2

La fonction y — K,(z,y) = satisfait :

p

l e \
l ] P\:rﬁ y} (1 _ 3)2)1/2:(] V:I/ > 0
K — 2 y — oo

Par conséquent, comme I'(z,y) ne s’annule jamais:

(4.63) Co(z) = min Ky(z,y) > 0
y—
Remarquons que comme I'(z,y) vérifie:

| M(z,y) ~ Colz)y® y—0

D(z,y) ~ 2(1-ally? y-— +oo

Nous pouvons introduire :
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(4.64) v =

min 2
r€lrg ] y>0 1/

de telle sorte que:
Ky(z,y) 2

Et par conséquent:
(4.65) Cy(z) > min

Or un rapide calcul montre que:

1/2

, 2[/}(7 - p)} pour p < 2
(668)  flp)=map (LTI
>0 \y(l+y?)/?
v pour p=> Y2
Nous avons donc :
(4.67) C(x) = fip)
Quoi qu’il en soit, nous avons:
T(z,5) + |k
(=:5) L.
weg)”
Par conséquent nous avons:
. Colz e Co(z)
(468) Eoz S [mgpae = S
Par ailleurs, comme p+ |R(z)| < p+ [R(1)| = p + 1:
(k)2
(4.69) il < (1+p)/ L )i,z\mdk
(1-22+ %)
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Nous utilisons maintenant une estimation déja obtenue dans la démonstration du lemme

précédent (voir équation (4.52)) :

/ lé(k)h ')(lk < ﬂ {2‘4)(0)[2/\7,!/5/1' (J——) + ZC(-T, ,B, v, d’)}

(1-—x2+—2%)1/~ (1 — z2)1/2

Par conséquent on a le résultat de positivité de b(w, 8; ¢, ¢) = I; + I, dés que :

|8(0)f y” 20(z,8,y", 4) C,(z)
4.70 2 Argsh + < e
(4.70) o, T e 917 = P+ )
Posons alors:
TR
Moy = wp  EEEEL
se YA (r)2 'i@[r;;.r
1 12
M(L) = sup L2l

£ 2
serif2r 191 p

(4.71) & #(z)dz| fi z|é(x)ide

1813
Y l%,r

Mx(L) = sup

oEH (T2

rL el 2d
My(L) =  sup O ZOTINTE ‘”"D{(f)[ :
ee HA Ty ld’i;.r

Bl

Comme C est donné par:

C(z,8.57.9) = %((l_ﬁ”f“(;/,)g)m + 2816028l + B"’y*llwll%:)

Un majorant du membre gauche de 'inégalité (4.70) est donné par:

*

{ZM(L) Argsh ((1 _yxz)l/z> D) 4 iy + Bzy,Maz(L)}

En choisissant :




ce majorant s'écrit :

*

7

{ZM(L) Argsh <~(—1-:17271—/3) + s*(ﬁ)}

1/2
S(B) = BIMyL)+ 2(M,(L)A4;;(L)> |
D’autre part, grace 2 (4.67), un minorant du terme de droite de I'inégalité (4.70) est donné
par:
fp) 1
1+p p°
Choisissons alors p = p* tel que:
[ %
o) 0 e L)
1+ >0 1 4 p
Un rapide calcul montre que:
Y f(e7) g /
> = 1 = = = T = I'{a
£ 2+ ¢ 14 pr (24 )14 v)i/2 (= Ie))

Nous savons alors que b7(w, 3; ¢, ¢) est nul pour tout ¢ dans Hééz(l‘) des que:

1 M, (L)\"* '>~1/21 x I
4.72 2M(L}Argsh | = ‘ 1~ 2 + s < =
(472)  2M(LyArgsh [ﬂ (@) e s s@ s g
ce qui équivaut a: .
1 Mi(L) 2o L[ T s*(8) }
— —_° < - —_—
FaLL) T S SMITEmE T ML
Soit encore :
“IIMI([L,;
2 BZ W5
u-s) o= sh? [21\4(‘;)&2 - 23/\:1((62)]

ce qui peut s’écrire bien entendu:
x = 1-F(f)
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Pour obtenir un équivalent de F*(8), il suffit de voir que (1 — %) ~ 2 F*(B) pour

obtenir :

. 1 ML r 1
F(8) ) exp| }

B (1) ST 2M (L) A
Pour achever totalement la démonstration du résuitat, il suffit de remarquer que, pour une

simple raison d’homogénéité on a:

2
M(Ly = ML* = L
(4
L
M1<L) = A4]L = —_
n
A’j2([/) = A’{QJJZ
L J’\~’]3(L) = ,’\']3L3

Nous obtenons alors le résultat annoncé avec:
M,

A = —
o -

Nous pouvons maintenant résumer la situation concernant la premiere valeur propre
M{w, B). En regroupant les résultats des lemmes 4.15 =t 4.16 a celwi du lemme 4.17 pour

m = 1, nous avons pu construire deux fonctions:

BL — X*(a,8L) §>0 (ae[o,%b

BL — X7 (a,BL) B>0 (aé[O»%J)

telles que:
(i)

X*+(a,8) > X~(a,8) ¥(a,B8)e [o%] « R*
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1 , At « ,
1-X*a,B) ~ exp <_/32[,2> B — 0

1-X"(a,B) ~ '.i‘1*~ exp (“%(;L[i?) A — 0

X (a,B) =2 zp pour tout (@, B) et pour

X (a,B) = zn BL assez grand

(iv).
Xt (a,B) > zr pour tout (a,B) et pour

i2Vs 1
X (a,8) = zp+ % + 0 R BL assez grand
f

pour lesquelles on a le résultat suivant:

Y oz > X*(ZL a) o<

Y ox > X(B8L,a) AMo> 0 ‘

Nous donnons une illustration graphique sur la figure 4.10.

Nous ne détaillerons pas ici la construction des fonctions X+ et X~ qui est purement

technique. La seule difficulté consiste & raccorder correctement les lemmes précédents.

Quoigu’il en soit, nous pouvons d’ores et déja énoncer le:

Lemme 4.16 .

Pour tout 8 > 0, I'dquation M(w, B) admet une soluiion et une seule w = wy(fB) dans

Uintervalle [0, BVs] qui vérifie :

X~ (a,8) < ‘“"ﬁf) < X*(a,8)
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Figure 4.10 : Allure des fonctions X'* et X'~ au voisinage de = O
Commentaire 4.1 .

Du lemme /.16, on déduit en particulier que:

f

wlkﬁ) .

— = -+ et ecisement
e bm 5 Foo et plus precisement

< u)}(H) < f,i?"/s 1
c CR =+ — o
R 3 RT 32re2 322
! . , w , . . LW
o La courbe de dispersion 5 — —]é—ﬂ)- décolle trés lentement de la droite 5 = Vs au
~

voisinage de = 0. On peut en fait conjecturer lezistence de deuz constantes A et §
posttives telles que :

[855] (ﬂ) 14 5
—_—— ~ Y — — 0
1 ’51/5 ,L/))QL? e}“p ( ﬂQLQ) (/‘6) )

Nous allons maintenant prouver que seul le premier seuil est nul (contrairement & ce
qui se passe dans le cas d’une fissure non plane ou d’un obstacle d’intérieur non vide) en

établissant 'existence d’un nombre d’onde 5, > 0 tel que:

B< B == Mw,B)>0 Yw&li0,HVs]
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Le résultat que nous allons établir est le suivant:
Lemme 4.17 .

Il ezxiste une fonction continue et slrictement positive de la variable z, soit P(z,a)

définie pour = € [zg,1] telle que:
BL < Plz,a) = M(w,f)>0

En particulier si P.(a) = n{minx] P(z,a),alors
2ET R,

BL < Pla,¢) = A(w,9)=0
Démonstration .

Par la caractérisation Max-Min de A,(w, ), nous savons que si nous pouvons trouver

un espace V; de dimension 1 inclus dans L*(T') tel que:
voe VI, bn(w.B;6,6) > O

alots, cela signifie que AT (w, B) > 0.
Pour obtenir un tel résultat, nous allons travailler a I’aide d’une nouvelle expression de
br(w, B; ¢, ) faisant appel aux projecteurs spectraux de la matrice A(w, 3; k).

Les deux directions propres de cette matrice sont:

1 k

(k? + ﬂg)]/g 3 (pour Ase(w, B k))

63;{(16, 5)

1 y;
ep(k,B) = CEYBIE : (pour Ap(w,; k))

\

auquelles nous associons les deux projecteurs spectraux:

Pou(k,8)é = (esulk,B),d) esulk,B)

PP(kuﬂk; = (ep(k, B)GAS) GP(J\T,,B)
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et nous avons l'identité:

(A(w, B k)d, q“s) = Nen(w, k)| Psi (k. B)3)?

I -

| + (w8 ) Po(k, B)BP
a partir de laquelle nous pouvons écrire:

2

. k g
?ulﬂbT(w,.ﬁ; ¢, 8) = / Cip (mﬁ) | Pe(k, B)(k)I2dk

A )
+ /Gsn (%;) | Porr (k. B)d(k)|*dk

i

Soit ¢ = (&1, ¢3) dans Hoj*(T')? tel que:

/¢3(3;)(l.77 = 0

En posant:
wa(z) = //o pa(€)dE
nous voyons que:
1}:‘3 6 JLfa/Q(F)ﬂ Hé(I‘)
Pa = dz
Par suite, il est facile de voir que:
, 3 k 2 [1‘712 P N\ L. 7 k 2
|Psu(k, B)o(k)] TEYE [61(k) + 18¢a(k)]

Par ailleurs, par Cauchy-schwartz:

L
a2 = 7 [ ala)da
0

donc: ,
L
s P < |l és )’ 5
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Soit maintenant V; le sous espace de dimension 1 de L*(I')? engendré par le vecteur (0, 1),

nous avons donc établi que:

, s
¢3 = 7;:_
/T 2 L2
sevi = Lkl < =l
12 . )
\Psa(k, BYa(k) = W\%%,—E{(¢1+iﬂws)(k)lz

Considérons maintenant un champ test quelconque ¢ dans ¥,7, notre but est de montrer

que pour 3 assez petit (indépendamment de ¢):
br(w,f8,¢.6) > 0

comine .

Gp(z,y) = z*(1+y° -2

nous voyons que:
2
Ge(x,y) = 2%y

de telle sorte que:

. L . )
@) [or (“E) Prlk BN 2 D [ KBk B)pR) P
Par ailleurs, nous savons que:

FR(-’R.‘/)
(1 + y2 — :1:2)1/2

Gsu(z,y) =
ou la fonction Fr(z,y) vérifie:
Frlz,y) = 201 -e)2®y’ +0(1) y— +o0

Par suite nous pouvons écrire:
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Gsn(z,y)

(4.74)
D,H(l‘ y) O(l)

Nous écrivons:

/Dsy (.’Z‘,-g) 'Psy(k,ﬂ)a&(k),%[k

2(1 - (L)argy +

Dsp{z,y)
(14 y% - )2

(y — ~+00)

21 - @)% / 1]l Psn(k, B)(k) >k

DSH T, L3
+ / ( /’) 5 P (. B)b( ) [ dk
(1-22+ 5
En utilisant 'identité:
|Psr(k, 8)d(k)12 (k) + B9s(0)P
i 3 * l l}\‘2—L‘ [9,,( 1 I 3
w2 X
T y2§¢’>1(ff) + 1 8bs(k))?
nous obtenons, comme y < (1 + y? — 2%)1/2
fva( s;) o(k)[?
T + 2161 (k) + 18s(E)f*
Par conséquent :
¢ | 7 |
Dsy (z,% l
‘/ K }_f) 5| Psu(k, 8)é B(k)|2d!
S -ate )"
(4.73) !
| | Ds# (2
< /LB—H (|k,2\>‘|<;s,(z)~r i3k P dk
8 (1+%)

La fonction (x,y) —

14y
+00, donc, en posant:
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N — !/ i e s
(4.76) Csufz) = max 1+;‘/2|U>,/(J.,y)]

nous définissons une fonction strictement positive et continue de la variable z.

k
/( - (x’f)l/z[P.s'll(/f’ﬁ)‘?g(k)lzdk =

a2 1 2 + 2 2
(4.77) < 2Csu(a)(lig* + B2l esll®)
52/42

o 19sll”)

< 20sy(z)(llenll® +

< (24 B82LA)Csulz)l|el?

Par conséquent, en utilisant (4.74) et (4.77), il vient:

/GSH <?;}§> |Psri(k, B)(k)Pdk >

(4.78)

< 2(1-0%2 U!kHPSH(k,,9>és(ﬂv>lzd‘“] — (2 + B2LH)Cr(2)]I4]?

Nous regroupons les inéigalités (4.73) et (4.78) pour obtenir ¢ dans Vi*:

br(w 810.6) 2 21— )% [ KIS0 ~ (24 B L) Con(a)ll 6l

(4.79)

> {2(1 04 (24 62L2>csy(x>} 61

Désignons alors par P(a, z) 'unique solution de l'équation en ¥':

I/ll'z

7~ = (2+Y)Csn(=)

2(1 — o)

La figure 4.11 donne une illustration graphique de la solution P(a,z).
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/ézﬂkn(X)(Z*‘Y’)

A P

P(a.x) Y

2

"
7

Figure 4.11 : allure des courbes Z = Csy(2)(2 +Y?) et Z = 2(1 —a) ;

Nous définissons ainsi une fonction strictement positive et continue de la vanable z

pour laquelle:

7 21'2

BL

AL < P(a,:t) == 2(1 —a) - (2 -+ ,BQLZ)C,_;H(Q) > 0

Le lemme est donc démontré.
La généralisation du résultat précédent a tout entier m va nous permettre une minora-

tion des seuils que nous définirons par la suite. Nous allons en fait préciser la région dans

laquelle la fonction A, {w, ) est strictement positive.

Lemme 4.18 .

. . s . w
Pour tout entier m > 0, et pour B%c < w? < F*VE, nous avons (r = ———) :

0

/BL > UM'Q(G’I) = Agm+3(wv B) >0
ot Q(a,z) désigne une fonction continue el striclement positive des variables z et a.

Démonstration .

Nous allons construire un sous espace particulier de dimension 2m + 2 (sous espace de

L3(T)?), établir certaines propriétés des fonctions appartenant a 'orthogonal de ce sous
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espace pour finalement travailler avec des champs test dans cet orthogonal et conclure a
Paide du principe du Max-Min.
Soit {wi,.....,wn,-...} une base de fonctions propres dans Hé(fz(l") de Yopérateur E

défini au paragraphe précédent. Nous avons:

Vi
Eu)m = ""L_ Win

I /r wyw,dr = 6y,

Nous définissons les fonctions de L?(I')?:

om(z) = [ wn(6)de & L¥T)

Considérons alors les (2m + 2) fonctions de L?(I')? suivantes:

i

J M = (1,0) 32 = (0,1)

l éj) = (v;,0) ¢£2) = {0.v;) 1<;<m
et désignons par V4o le sous espace de L?(T') de dimension 2m + 2 engendré par ces

fonctions. Soit ¢ un élément de V;,_,. En posant:

ey = [ s(e)e
il est facile de voir que:
v € HYAT)n Hi(T)

ay

dr = 0

Par transformation de Fourier (aprés avoir prolongé ¢ et 1 par 0 en dehors de (0, L]}, nous

avons:

(k) = [k{lD(k)]

Par ailleurs, 1, et ¥, sont orthogonales 2 toutes les fonctions w;, 1 <

IA

m. En effet,

pour [ =1,2:
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dv;
(Y, w;) = (‘V-’u‘(‘gf‘)

= —(vj,¢) = 0
Par consequent:
(4.80) b€ Vi =[R2 T [ k)
Etudions alors b(w, 3; ¢, ¢). Nous avons:
2I2b [j' , > Q;E’ZZ_ _,)) ..
7["—[; T(wv. )d)e¢) ot W”]'(L"sl)q)vw)

JKer (%) (k) Pk

D’apres (4.57), le comportement (2 z fixé) de la fonction y — Gx(z,y) pour y — +o0
est le méme que celui de la fonction Ggp(y).

Comme pour la fonction Gsy(z,y), nous pouvons £écrire:

, Da(z,v)

— _ .2 R\

CTR(l)?J) = Ty + (1 — 22+ y2)1/2
(4.81)

Dg(z,y) = 0(1) y-— 4
Par suite:

/G,}-Q (I,g) !G‘S(/C)IQCHC = 35/“”&(")[2(“3

Dx I’K) 7 2
+ /( R 5 18(k) | dk

B
2
1—x2+§5)
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. ) AR
Comme |¢(k)| = |k|jp (k)] et |&] <l -z + 73—-2—) < g, 1l vient:

If(k)l; VR Akl (k)
(1-22+5)

Par conséquent en posant:

(4.82) ca(z) = max [Dp(z,y)l (€ CO([0.1])
Nous obtenons:

/G‘R G%) FORTEE %/!k[l&(ﬁc)izd/:
(4.83)

1 — en(e)B [ Klib(k)dk
Nous utilisons maintenant 'inégalité de Holder:

[ kP = [ )Lk

o (] wriora (] ora)”
= ([ e ([ dra)”

pour obtenir 'inégalité:

(f 1kl1D(E)2dE)
(f 1(k)PdE)’

[ iwidnrar 2

Soit encore, compte tenu de (4.80):

(4.84) / (k|lo(k)2dE > <£Lﬁ>2 ./ M‘,H’(,Z’(k)lgdk

En reportant dans (4.83), nous obtenons:



(4.85) /G;(x,—g)ws(fc)[’dk > {%(ig)z—cmw} [ W

. . X 14
Par conséquent dés que § > ———7 <—3>, nous avons:
cr(z)17? \ L

Vée Vit br(w,B;6,0) >0

Le résultat est alors une conséquence directe de la caractérisation Max-Min de /\g,Tn)+3(w, B),

en posant:

(4.86) Qa,z) =

cn(z)i/?

Dans la formule (4.88), la dépendance de Q(«, z) par rapport a a est cachée dans cp(r)
qui, en toute rigueur, dépend également de a.

Le résultat du lemme nous servira & minorer les seuils associés aux modes tangentiels
(seuils dont la définition sera donnée par le théoréme 4.4 & venir et que nous noterons 5{7)
et donc & préciser comment 57 tend (au moins) vers +o0.

Plus précisément, en posant :

Q(a) = sup  Qaz)

r&fzg,li

nous savons ~que .
BL>Q (a)vm == A,,3(w B)>0

ce qui entrainera que I’équation /\gm+3(w,ﬁ) = 0 n’aura pas de solution w dans l'intervalle

10, BVs{ d&s que SL sera plus grand que Q*(«¢)v., ce qui entrainera que:

Pl Q*{a)

Pamts 2 ¥m 13

Ceci établit en particulier que 5{7) tend vers +oc puisque la suite v, tend elle méme vers
+00.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le principal résultat de ce chapitre:
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Théoréme 4.4 .
Pour tout entier m > 1, i existe f1 > 0 (™ scuil) tel que:

(3). pour B < BT, ’équation en w, AT (w, ) = O n'a pas de solution dares lintervalle
[Oa BVS]

(ii). Pour 3 > B, I'équation en w : AT (w,3) = 0 admel une solution et une seule dans

Iintervalle [0, BVs]:

La fonction w¥(B) a les propriétés énoncées auzx lemmes £.14, 4.15 et /.16 et pour tout

m2>1, ona:

B —  wl(B) est continue

wri(ﬁ) > Ber  pour toul 8

T (3T T
wn(Bn) = BaVs
T 21, 2
wi (B) . ataVs m '
\Cp_ < -'“',8—— < CRT M WTO m‘; (IB"'—""OO)
Enfin, la suite B2 a les propriéiés suivantes :
BT =0 < BT < BT < ... < pro< < +o0
. T N "
i, On = o

Cim < BT <« Cym

m

ou Cy et C, désignent deuz constantes strictement positives ne dépendant que de a.
Démonstration .

D’apres les lemmes 4.13 et 4.18, joints aux théorémes des valeurs intermédiaires, nous

savons que I’équation A{7){(w, ) = 0 admet une solution unique pour J assez grand, aucune
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pour 3 assez petit. Par ailleurs, nous savons que pour tout §, le nombre de solutions de
cette équation est 0 ou 1. Pour conclure les points (i) et (ii), il nous reste 2 démontrer que

'ensemble:

(4.87) En = {p/3w €]0,8Vs] telque M w, 8) = 0}

est un intervalle du type |8{7)(w, 3), +00[. Pour cela, nous ne pouvons pas reprendre la
méme démarche qu’au théoréme 4.2, car nous n’avons pas établi la monotonie des fonctions
MT)(zBVs, B) par rapport & B (bien qu'un tel résultat soit probablement exact - voir
conjecture ci-apres).

Nous allons faire une démonstration par I’absurde en utilisant un résultat général abs-

trait établi dans [7]. Nous introduisons:

B8+t = wf{B/VYB >3, B¢E.}
(4.88)
5. = miE,

Bien stur 87 < 6. Il s’agit de montrer que 5, = 5. Nous supposons maintenant que:
3. < B%

Nous construisons la fonction &, (F) définie par:

Om(B) = WI(B) st BEEn
(4.89)

Om(B) = BVs sinon

wl (B) désignant P'unique solution de A7 (w,f) = 0 dans |0, SVs| lorsque 8 € E... Des
propriétés de continuité de la fonction An(w, ), nous déduisons que la fonction Lm(B) est

continue, que &, (B1) = B Vs et que E,, est caractérisé par:

Eo = {ﬂ/‘:)m(g) < 5‘/5}



si B < B, il est facile d’établir 'existence d’une suite #%!, croissante tel que:

V1< p<+oo pn < B < 8%

" T

(B < BV

(4.90)
lim g% = pr (< BF)
p—s+oc0
Jm 5.8 = ALV

En effet, il suffit d’appliquer de fagon itérative le théoréme des valeurs intermédiaires. Si
B < B, 1l existe B )37, BF] tel que B e B, c’est & dire tel que &, (8V) < 8V,

La fonction fn(B) = 5?VZ — &,.(B) étant une fonction continue, positive ou nulle vérifiant :

(B3 > 0
fm(B7) = 0
1l existe B2 €}, B tel que:
(B = S im(B)

Et ainsi de suite, on construit par recurrence la suite 3{®) par:

X

g+ ~ 182 B
(4.91)
fm(ﬁtpﬂ)) = lf"('g(p))
m 2 t m

La suite B() étant croissante (strictement) et majorée (par 3} ), elle converge vers une
Lmite B} < B} et en passant 2 la limite, nous tirons de (4.91) I'égalité :
fm(Br) =0 = On(f) = Vs

Maintenant nous utilisons le théoréme 3.2, nous savons que, pour tout p > 1, il existe un

entier k, tel que:
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(4.92) wa(BIY = s (B)

Mais la suite des entiers k, varie dans un easemble fini. Cela est dit au fait que (cf §1):

si(B) < BPVE == B> B, avec k_lizfoo B = +oo

Sila suite k, était non bornée, on pourrait toujours en extraire une suite, que nous noterons

toujours k,, tendant vers +co.

D’aprés (4.92), nous aurions donc:
()21 .
sip(BE) < BETVE = 80 > B

Par suite S{P) tendrait vers oo, ce qui contredit le fait que B! < 8. Par suite, la suite
k, prenant un nombre fini de valeurs, il existe un entier k qui est "atteint” par cette suite
un nombre infini de fois. Par suite quitte 3 extraire de A{?) une sous suite toujours notée

BP) nous savons que:

(4.93) Om (AP = s (BY)
donc:
(4.94) ‘ fm(BENY? = BPVE - s (BY)

Mais dans (7] on a démontré que la fonction § — G°VE — s.(fF) était croissante au sens

large. Par suite, nous avons:

(4.95) Tm (B2 > f.(8%))

ce qui contredit (4.91) puisque, par ailleurs, nous savons que ces deux nombres sont dif-
férents de 0. Ceci prouve que donc que 3, = /37 et établit donc les points (i) et (ii} du

théoréme avec ,8,(33 = 1nf E,,.
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Les autres résultats énoncés dans le théoréme s’établissent trés facilement, en raisonnant

comme au paragraphe 4.2. Ce sont des conséquences directes des lemmes 4.14 a 4.18.

Remarques et commentaires.

La démonstration utilisée ici pour montrer que ’ensemble des valeur de B pour lesquelles
Péquation AT)(w, B) = 0 & une solution dans 'intervalle ]0, 3Vs| est un intervalle |8}, +00]
aurait pu également marcher, pour le théoréme 4.2, avec 'équation MM (w, 8) = 0. Tou-
tefois, nous disposons du résultat de décroissance des fonctions 3 — MM (w, 3) qui four-
nissait un argument de démonstration beaucoup plus simple que celul utilisé ici. En outre,
nous tirons de ce résultat une information supplémentaire intéressante, a savoir la décrois-
sance des fonctions M en fonction de . Il est plus que probable que ce résultat de

décroissance de la vitesse de phase =n fonction du nombre d'onde reste vrai pour les modes

tangentiels. Nous énongons la:

Conjecture 4.1 .

Wil 1(8)

£

~.

Pour tout m > 1, la fonction 8 — esl slriclement décroissante de [intervalle

m 1S

1B, 40| dans intervalle |cp, Vs

_ Pour établir ce résultat, il suffirait donc d'établir la décroissance, & z fixé, des fonctions
B — XTI zpVs,B) (z €]0,1[). Pour cela, il suffirait détablir que la forme quadratique

¢ — br(zPBVs,F; ¢, ¢) est, pour tout ¢ fixé une fonction décroissante de 8. Comme:

br(zBVs,B;0,0) = E—B—/ (AR <.7:,—g> k), d)(k))(lk

2 x?

. JdA :
Il suffit de démontrer que les valeurs propres de la matrice 5 R(:z:, y) sont des fonctions
oy

-

AR
dy

propre est beaucoup plus long et fastidieux mais peut se faire & 'aide d’un programme de

(2,7). Le calcul de ses valeurs

positives. Il est facile de calculer sur ie papier la matrice

calcul formel (MACSYMA). Nous avons utilisé les expressions fournies par ce programme
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(expressions que nous ne donnerons pas ici - ce serait inutile) pour représenter, pour diffé-
AR
dy

de y. Les courbes ci-dessous, suggérent que les valeurs propres restent bien positives lorsque

d .
rentes valeurs du parametres z, les variations des valeurs propres de (z,y) en fonction

y parcourt [0, +oof et lorsque & parcourt Jap, 1[.

En fait, il est facile de montrer que, pour 7 assez grand, (il suffit de faire tendre y vers

+00).
4 0AR .
ir ( By (.1,3/)) > 0

det <a(;:JR(;z‘,y)> > 0

ce qui prouve la positivité des valeurs propres pour y grand. Pour conclure, il suffirait de

det ((sza(:v’y))

n'a pas de solution pour y > 0. Il s’agit 1a d’un travail de romain devant lequel nous avons

prouver que ’équation :

i
o

baissé les bras.
Nous allons maintenant donner une propriété des seuils correspondant aux modes gui-
dés associés a lopérateur tangentiel Tr(w,3). Comme dans le cas de I'opérateur normal

Tr(w, B), I'idée consiste a faire tendre = =

W . s
a7 Vers 1 par valeurs inférieurss.
2Ys
Situons tout de suite la difficulté qui intervient ici. Si on se donne un champ de vecteurs

¢ dans HY/*(T)?, on a:

(4.96) [4sdz # 0 = lm br(w,8i6,6) = —oo
r 3= 1

s
Mais nous savons déjd que le premier seuil est 0. Il ne nous reste plus qu’a caractériser les
Ja g

autres. Pour cela, il nous suffit de travailler dans ’espace de Hilbert:

(4.97) H = {éc LT} / $sdz = 0)
e
qui est un sous espace fermé de L?(I')°. On notera que:
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H, = [(O, 1)]L

Nous définissons alors la forme bilinéaire sur //; .

(4.98) sr(B;¢,¢) = lLm bp(aBVs, 5,6, 6)

qui est définie ssmplement par:

) (0. 9(0))

(4:99) s(gi8,9) = [ (AT(I:;E

ol la matrice hermitienne Ar(y) est définie par:

[ oMy Crly) |

(4.100) Arly) =
Cr(y) GP()
avec.:
CYy) = 4(1—a+y?)/? -4y
2‘ 1
Gy) = 41 -a+y?)? -3y — -
y
Crly) = 4y(1—a+y*)/?% —4y? -1

N

On notera que seul le terme G'(y) est singulier en y = 0 (lirr(x] G%-a)(y) = +n0). Si nous
y-—'

posons :
Vi = HiNH(TY

alors il est facile de voir que s7(8; @, ¢) définit une forme bilinéaire continue et symétrique

sur V; (muni de la topologie de Hyl*(I')?). Le seul terme délicat 2 traiter est le terme:

142



. k . .
/ G§ (5) |pa(k) [ dk

Mais ce terme se traite sans probléme en procédant comme dans la démomstration du
lemme 4.14 (il faut couper l'intégrale en deux morceaux) compte tenu du fait que /r ¢3(z)dz =0
et donc que ¢3(0) = 0.

Maintenant, par le théoréme de Lax-Milgram, la forme bilinéaire s7(JF; @,) définit
un opérateur autoadjoint a résolvante compacte sur I'espace Hy, soit sr(). Le seul point

délicat a vérifier est 'existence d’une constante positive C'-(/7) telle que:

st(Big,0) =~ C_(B)lel

L'existence de cette constante s’obtient aisément toujours par 'astuce utilisée dans la

démonstration du lemme 4.14. Nous pouvons donc écrire:

a(Sr(B)) = {5 (B)s ooy sF(B)) ]
(4.101)
mlirfw st(B) = 400

Nous savons d’autre part que les fonctions S ~— s7(3) sont des fonctions continues de
B. Comme dans le cas des modes normaux, 'idée consiste & montrer que 'on obtient les

seuils en résolvant les équations sB(f) = 0. Le résultat précis est le suivant:
Théoréeme 4.5 .
o Tout seuil BT annule une des valeurs propres de ['opérateur St(f3), pour m > 2.

o Si¢n(f) désigne un vecteur du noyau de opérateur Tr(8) pourw = wi (8), 8> AL,
alors :
. 1/ ; '
1 »)a(B)d { = 0
g | (el

et plus précisement, il eriste une constante Uy > 0 telle que:

, o wi(8)
|/r (¢m)3(ﬂ)da! < Cn |Log <1 -~ S >

-1
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Démonstration .

Elle est basée sur le résultat suivant, que nous admettons provisoirement :
Lemme 4.19 .
Il eziste une constante C(w, f8) positive, dépendant continuement de w et 8 pour § >

0, 0 <wL fVs telle que :

(4.102)
Ve € Hob*(T)?

br(w, B; 6, 8) = —C’(w,ﬂ)iLog (1— -——) (/ ¢3da> + br(w, 8; 6, 6)

ou la forme bilincaire byr(w,f; ., . ), @ priori définie pour 0 < w < BVs se prolonge par

continuité a la droite w = BVs et vérifie:

(4.103) Yo Vi br(BVs,B:9,¢0) = sr(Bid ) VeEW

Soit alors ¢m(B), pour 8 > BZ, dans le noyau de Tr(wX (8),B), nous avons donc:

(4.104) br(wl(B),8;6m(B)) = 0 Ve HE (D)

Normalisons ¢,.(8) par la condition:

(4.105) iLog (1 ) [mstarde] + [ lom(BPde = 1

En fajsant 1 = ¢,,(8) dans (4.104), il vient compte tenu de (4.102):

(4.106)
Cm(8)

T

og (1= 2| ([(6l6)ie) + r(,Bi60(8). 602)) = 0
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ol TOUS avons poseé:

Cu(B) = Cl(wn(B),8)

Mais 1l est facile de voir que si:

0 <po < p <

Ber £ w < BVs

alors il existe deux constantes positives (1 (5., 3*) et C2(B., 3*) telles que:

(4.107) br(w,8i8,8) 2 Ci(Bn BOIBN - = CaBe 816

compte tenu de (4.105), (4.106) et (4.107) nous en déduisons que si [ varie dans l'intervalle
(6T, %] (nous choisissons 8* > AL > 0, alors, comme nécessairement Bcr € wn(8) < 8Vs,

m

nous pouvons affirmer que:

(4.108) om(B) est bornee dans Hyl*(T)?

Par compacité, on peut trouver une suite 3 ielle que:

’

5(;)) N\, BZL

6n(BP) — &,  dans L*(T) fort

| 4n(B%)  — ¢ dans Hpf'(T) faible

Réécrivons (4.104) pour 8 = 3'p) sous la forme:

(4.109)

Br(wZ(5°), % 6m(B7) %) — Com(B7) |Log (1 ~ “"’TL(B”)’ ( / (¢m)3(,5p)da> K / 1,1'>3do> =0

| pPVs
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Choisissons ([ 13do) # 0. En utilisant I'inégalité (4.107) et le fait que $,,(5) soit bornée

dans Hoo(T')?, nous voyons que:

ST |

En particulier, par passage a la limite quand /3 — 0

"

mh

/(émkdo = 0 = &,

Dans ce cas nous choisissons 9 fixé dans 'espace V] et nous avons:

br(wh(87), B2 dm(BP). ) = 0

Nous pouvons passer & la limite lorsque AP — 0, la convergence faible de la suite &,(57)

étant suffisante. Ceci nous donne comme ®,, et ¢» sont dans V; :
s7(Bidmth) = 0 Yy el

Pour conclure, il reste & montrer que ¢,, # 0. Pour cela, il suffit de passer a la limite

dans I’égalité de normalisation [7].

Démonstration du lemme 4.19.

Nous reprenons les idées du lemme 4.14. Remarquons que:

To o 1
Ar(y) = AR(y) - 0 1
L y

ot la matrice A%(y) est régulidre en y = 0. De la méme fagon, nous avons (cf. démonstration

du lemme 4.14):

-

0 0
Awy) = AYy) - (2 22)2
A Pp R

ot la matrice A%(z,y) est réguliere, y compris lorsque (z,y) — [0, 1]. La forme bilinéaire

sur HSéQ(I‘)
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i (/10 (z%—‘> (k) , (,iy(l.z)) s

est bien sir réguliére en = et § et vérifie:

. 0 &Y |, N2 g ) J_E 300 100 2
lim [ A (:c?) sy de = f (.4T<ﬂ')<p(k), cp(k)) d

Il reste a traiter le terme:

—(2 - z%)? /( |q7)3(/g)‘2 dk

o2 AN
I~z 4 )
Nous écrivons:

1012 Ve ()12 3a( k)2
/ |¢d(k)l~2 dk = / 1@53(/)!.2 Ak - / |da( )l“ de
(1-22+ %’7)1/2 ki>1 (1 — 22 + ZL0y1/2 ki<t (1 — 22+ LBEye

’ 32

Soit encore:

os(R) a(B? 19— 1es(O))
LAk = 2 L IR Sk + ] 2 o L2
(1_3:2_4_}‘4_)1/2 i1 (1 — 22 + ZE)i72 i<t (1 —z?+ SF)

]
32

/ 3 2
-+ 2[5 A7’g$/l km) (\/1‘ ¢3dO’>

Nous vérifions aisement que:

lim {/ 7 {Ba(k)[? dk — 28Argsh (__i___) (/ ¢"3d0\)2\l, _

z—1 — 22 4 ELyy \(1-a?)iz) \Ur /]

_ o les(R)E |03(K) ~ 185(0)*
- 5(\/%!21 dk + [ u\,)

k| JIk< k{2
S 3 J R I
Par consequent, si nous posons (avec & = 3¥-):

2z

2o 0 i“_’ e A e .
TFiTw Bis.w) = / (A ( B)¢(f»)7¢<’~>> dk

242 l$3(k)l2 A
— (2-2Y) /Mz] 5 dk

k|2
-2 1_[_312__)1/2

léz(’f)[Q — 1&3(0)12&:
. [2
iz (1 — 2+ %)1/2

- (2- 1:2)2
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Nous avons:

bT((U, ﬁ) ¢a ¢)

avec

C(w, B)

-I;T(wa B: ¢» Qé) -

w?

‘/'..2 ’))'1
N AEL; Argsh ((

Pour conclure, il suffit de remarquer que:

] é(wa 5) ~ -
o T)T(,H\/S’ ,Byd)a d))

2

w

Loy (1 - b*r)

sr(B,d.0) Vo

C'(w,ﬂ) ('/1: ¢3drf>2

/j )
1 - 13;)‘2/5 )1/2

w — BVs.

1/1

(1)}

Remarque 4.6 .

Notre résultat est notablement moins précis que celui que nous avions obtenu (théo-
“ , 1 . " . . . ) - ’ ’ ) d' N
reme {.3) pour les modes normauz. En particulicr, nous n'avons énoncé qu’une condition
necessaire pour qu'un réel 8 > 0 soit le seuil d'un mode langentiel. Le fait que nous n’uvons
pu obtenir un condition nécessaire et suffisanic vient avant que nous n’'avons pas de résultal
d’unicite poue les équations s7(B) = 0. Un itcl résultat est cependant probabdle.s [l suffirait

d’etablir la monotonie des fonctions f — sP(f). Cette monotonie est factle a provver

"numeériquemnent”. La démonstration rigourcuse est sans doute irés pénible et irés fasti-
dieuse (voir les commentaires qui suivent la démonstiration du théoréme 4.{). D’autre part,
nous ne savons pas relier 'indice m duv sewil avee le numéro de ['équation si(B) a résoudre.
Iy a simplement une relation de monotonie évidente entre | et m. Cetle lacune est due
au fait que nous n'avons pas utilis€ un raisonnement passant par les Maz-Min comme au

théoréme 4.3. L 'utilisation de cet outil est en cffet rendu délicat par le changement d’espace

enter H(lx{z(l‘)2 et Vi lorsque ’on passe a la limite au voisinage d’un seuil
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CONCLUSION

Nous avons donné dans ce travail une approche par équations intégrales d’un probleme
de propagation d’ondes de surface élastiques guidées par 'extérieur d'une cavité, ou d’une
fissure, cylindrique infinie et de section arbitraire. Nous nous sommes particubiérement
intéresssés au cas limite correspondant & la dégénérescence de la cavité en une fissure.
Nous avons donné une nouvelle formulation du probléme en introduisant un opérateur,
de type integral, défini sur le bord du domaine de propagation. Cet opérateur d’'epend de
beux parametres r'eels qui sont la fréquence w el le nombre d’onde 3. Il est autoadjoint, a
résolvante compacte et borné inférieurement .Nous avons établ I'équivalence mathématique
entre la détermination des relations de dispersion des ondes gwdées el la recherche des
zéros dans le plan (8,w) des valeurs propres de cet opérateur.Nous avons d’ailleurs montré
un résultat de dépendance monotone des valeurs propres de cet opérateur en fonction de
la fréquence w. Ce résultat est trés intéressant tant du point de vue mathématique que
numeérique.

Le cas particulier de la fissure plane a fait 'objet d’une étude approfondie. Dans ce
cas, la géometrie particuliere de la fissure plane permet d’obtenir des résultats plus fins
grace & 'utilisation de la transformation de Fourier partielle selon la direction de la fissure.
Nous o’l‘atenons dans ce cas une décomposition de I'opérateur de bord en la somme d’un
opérate;ur normal, représentant les modes normaux, et d’'un opérateur tangentiel, représen-
tant les modes tangentiels. On peut alors mener la théone compléte de I'existence et du
comportement des modes guidés. Nous avons ainsi pu compléter et généraliser les résultats

de la littérature en insistant notamment sur les propriétés des seuils {(nombres d’ondes

critiques en dega desquels les modes ne peuvent se propager).
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