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Résumé : Nous nous intéressons au probleme de I'existence et du calcul numé-
rique de modes guidés par la perturbation géométrique locale d’'un demi-espace
élastique 3D homogene. La géométrie du milieu est infinie et invariante dans la
direction de propagation. Ce probleme se ramene a un probleme linéaire de va-
leurs propres, posé dans la section 2D transverse du guide. Nous présentons une
méthode numérique permettant de calculer les relations de dispersion des modes
ainsi que de les représenter. Cette méthode a comme principale caractéristique
que le domaine de calcul est limité a la seule perturbation, grace a l'introduction
d’une condition aux limites transparentes a l'interface entre le demi-espace et la
perturbation. Nous présentons les résultats numériques obtenus avec différents
guides d’ondes étudiés par cette méthode.
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WAVES GUIDED BY THE LOCAL
GEOMETRIC PERTURBATION OF THE
HOMOGENEOUS ELASTIC HALF-SPACE

Abstract: We are interested in the problem of the existence and the numerical
approximation of guided surface waves by a local geometrical perturbation of a
3D elastic homogeneous half-space. The geometry of the propagation medium is
infinite and invariant by translation in the propagation direction. This problem
can be reduced to a linear eigenvalue problem set in the 2D cross section of the
propagation medium. We present a numerical method, that allows us to compute
the dispersion curves of the modes, and to represent them. The principal char-
acteristic of the method is that it allows us to reduce the computational domain
to the geometrical perturbation, by means of the introduction of a transparent
boundary condition on the interface with the perfect halt-space. We present
various numerical results obtained for different guides by this numerical method.

Key-words: Guide waves - Elastic homogeneous half-space - Self adjoint oper-
ateur - Figenvalue problem - Transparent boundary condition - Residues - Dis-
persion curves.
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Introduction

Le domaine mathématique de la propagation des ondes élastiques, régi par
les équations de 1’élastodynamique, a été largement étudié par de nombreux au-
teurs, tels Achenbach [1], Auld [3], Eringen et Suhubi [24], Miklowitz [36]. Parmi
les ondes se propageant dans des milieux élastiques, figurent les ondes de sur-
faces, qui ont comme particularités d’étre guidées par la surface d’un corps, c’est
a dire de se propager parallelement a celle-ci, et de décroitre exponentiellement
lorsque 1'on s’en éloigne. Pour l'existence de ces ondes, la condition de surface
libre qui exprime le fait qu’aucune contrainte n’est exercée sur celle-ci, joue un
role fondamental.

De telles ondes ont été étudiées pour la premiere fois par Lord Rayleigh [40],
dans le cas du demi-espace homogene isotrope, le cas anisotrope ayant lui été
étudié plus récemment par Guillot [26], et Chadwick [19]. Dans ces deux cas,
les calculs peuvent étre effectués explicitement. Ces études ont été complétées
par une analyse numérique dans le cas du demi-espace, menée par Joly [27]. Un
autre cas ou les calculs peuvent étre menés explicitement, est celui de 'extérieur
d’un cylindre infini, creux, de section circulaire, plongé dans un milieu homogene
élastique: voir les travaux de Bostrom [14] et [15], Burden [17] et [18] et Midlin
[37].

Il n’est pas possible dans tous les cas de mener les calculs analytiquement, et
d’autres techniques d’analyse mathématique, utilisant la théorie spectrale, ont
été utilisées pour mener a bien I'étude théorique des ondes de surfaces. C’est
ce qu’ont fait par exemple dans le cas du cylindre infini, quand la section est
quelconque, Bamberger-Joly-Kern [9], ou Wilson et Morrison [44] pour une étude
du comportement a hautes fréquences des modes, et dans la cas de la fissure, Joly-
Tlili [28]. Nous renvoyons aussi le lecteur aux travaux de Gautesen et Achenbach
[2].

Parallelement a ces études purement théoriques, des méthodes numériques ont
été développées pour le calcul de ces ondes. Citons Bostrom-Burden [16], ou Tlili
[41] pour le cas de cavités cylindriques de sections arbitraires,ou encore Lagasse
[31] et [32] dans le cas de guides topographiques. C’est dans cette derniere lignée
que se situe le travail que nous présentons dans ce rapport.

RR n” 2324
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L’usage des techniques mathématiques et numériques employées pour traiter

ces problemes, n’est pas spécifique aux traitement des ondes de surfaces en 1’élas-
ticité. Des problemes d’ondes guidées les utilisant se rencontrent dans nombre
de domaines de la physique, et ont fait I'objet de tres diverses études mathé-
matiques. En accoustique, citons par exemples Auld [3], Wilcox [43], Parker et
Maugin [38]. En électromagnétisme, Marcuse [34] , Bamberger-Bonnet [7], Bon-
net [13] et [12], Djelloui [23], et tres récemment Poirier [39], se sont intéressés
a différents types de guides. Le cas hétérogene en élasticité a été lui étudié par
Bamberger-Dermanjian-Joly dans [8]. Le cas de I'hydrodynamique a été abordé
par Ursell [42] et Bonnet-Joly [21].
La différence fondamentale entre les cas précédemment cités, (accoustique et élec-
tromagnétisme notament), ou l’existence des ondes guidées est uniquement su-
jette a la présence d’hétérogenéités des coefficients physiques, et 1’élasticité, tient
dans le fait que le guidage est rendu aussi possible par I'existence d’une condition
de surface libre dans ce cas.

Le probleme que nous abordons ici, est celui d’un guide topographique, évoqué
par Auld [3], constitué par un demi-espace élastique homogene isotrope, géomé-
triquement localement perturbé, et invariant dans une direction d’espace, avec
condition de surface libre a I'interface avec le vide. Les ondes guidées seront des
solutions particulieres se propageant dans la direction d’invariance, harmoniques,
caractérisées par leur nombre d’onde f et leur fréquence w, et dont I’énergie trans-
verse sera essentiellement concentrée dans la zone perturbée du demi-espace. 1l
s’agit d’un probleme sensiblement plus difficile que ceux évoqués plus haut. En
particulier, il n’existe a notre connaissance aucun résultat publié sur ’existence,
(au sens mathématique du terme), d’ondes de surface dans ce type de situation.
Ce qui explique que les études menées sur ce probleme soient de natures essen-
tiellement numérique. Citons les travaux de Lagasse [31] et [32], et Maradudin
Nous présentons ici une méthode de calcul numérique destinée a calculer les
courbes de dispersion des modes, quand ils existent. L’étude théorique de I’exis-
tence des modes ne sera pas abordée ici, et est renvoyée a une publication ul-
térieure. La méthode couple éléments finis et équations intégrales. Son avantage
principal, et par la-méme son originalité, est de limiter le domaine de calcul a la
seule perturbation du demi-espace, le prix a payer étant que le probleme est alors
non-linéaire par rapport aux deux parametres du probleme, le nombre d’onde et
la fréquence.

L’article est organisé de la facon suivante:
Chapitre 1:

Le probleme physique y est décrit, puis formulé mathématiquement: il se présente
alors sous la forme d’un probleme de valeurs propres posé dans toute la section

Inria
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du guide, ou le carré de la fréquence joue le role de valeur propre, et ou le nombre
d’onde apparait comme un parametre.

Chapitre 2:

Le probleme précédent est ramené a un probleme équivalent borné, c’est a dire
posé dans la seule perturbation du guide, grace a I'introduction d’une condition
aux limites transparente a l'interface perturbation-demi-espace.

Chapitre 3:
L’opérateur de bord intervenant dans la condition aux limites transparente, est
calculé.

Chapitres 4 et 5:
La discrétisation et les résultats du calcul intégral associé a 'opérateur de bord
sont présentés.

Chapitre 6:
La discrétisation par éléments finis de la partie élasticité a I'intérieur de la per-
turbation est présentée.

Chapitres 7 et 8:

L’ algorithme complet de la résolution du probleme, le principe de la validation
de la méthode, et le traitement de différentes difficultés d’ordre informatique,
liées au probleme, sont traités.

Chapitre 9:
La validation de la méthode, et 1’étude numérique complete de deux guides
d’ondes sont présentées.

Annexe:

Elle contient le détail des calculs dont les résultats seuls sont donnés au sein du
chapitre 5.

RR n” 2324



10 Jean Duterte, Patrick Joly

Chapitre 1

Le probleme théorique

1.1 Position du probleme

1.1.1 Géométrie du probléeme physique

@)
vide r \
a a 4 X1
Q 0O
P A, 1
Fia. 1.1 - géométrie du guide
(1.1) D={x2 < f(x1)}

ou

{ f(x1) >0, x1] < a
(1.2)

f(x1)=0, |x1] > a

Inria
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On considere un milieu de propagation invariant par translation dans la direc-
tion d’espace x3, i.e. de la forme 2 x IR. Sa section est un demi-espace localement
perturbé, élastique, homogene et isotrope. Il est caractérisé par ses coefficients de
Lamé A et p constants, et par sa densité p, elle aussi constante. La perturbation
est décrite a 1’aide une fonction f(x1) qui est continue, positive sur [-a; a] et nulle
en dehors. L’interface entre le vide et la matiere est I' x IR.

Nous nous intéressons a un phénomene de propagation d’ondes dans ce milieu:
nous nous intéressons a un type particulier de solutions, qui sont les ondes guidées:
une telle onde se propage sans déformation dans la direction x3: nous espérons
obtenir le guidage grace a la conjonction des deux propriétés suivantes: le fait de
mettre une condition de surface libre a l'interface I' x IR entre la matiere et le
vide (on montre qu’il n’existe pas d’onde guidée avec la condition de Dirichlet
homogene), et le fait d’avoir localement perturbé le demi-espace (on montre qu’il
n’existe pas de mode guidé dans le cas du demi—espace parfait).

1.1.2 Plan du chapitre

L’objet de la premiere partie de ce chapitre est de formuler le probleme dans
0 x IR, puis dans un deuxieme temps de présenter le type particulier de solution
recherchée: les ondes guidées. Dans la troisieme partie, nous nous ramenerons
a un probleme posé dans la section non bornée () du guide. Nous aurons alors
affaire a un probleme de valeurs propres. Enfin, nous terminerons ce chapitre par
une derniere partie consacrée a 1’étude spectrale de 'opérateur du probleme posé

dans f2.

1.2 Formulation du probleme

1.2.1 Equations du probléeme

Nous nous intéressons a un phénomene de propagation dans un milieu élas-
tique: il est décrit par les équations classiques de l’élastodynamique. En tenant
compte de la condition de surface libre, notre probleme s’écrit:

: U
(1.3) divo(U)=p e dans Q@ x R

oU) -n=0 CSL.surI'x IR

ou

e n est la normale extérieure a of)

RR n" 2324



12 Jean Duterte, Patrick Joly

e U(x,t) est le champ vectoriel de déplacement.
® X = (X1,X2,X3)

e Le tenseur des contraintes o(U) est relié au tenseur des déplacements

e(U) par la loi de Hooke:

(1.4) oU)=Atre(U) + 2 pe(U)

e Le tenseur des déplacements £(U) est, lui, donné par:

1 (aU, | oU,
(15) ) =3 (axj * axi)

Nous introduisons maintenant trois quantités qui joueront un réle important
dans tout le reste de ce travail: il s’agit d’abord des vitesses Vg et Vp définies
par:

[A+2
(16) VS = ﬁ et VP = —I_ K
Ve p

Ces vitesses Vg et Vp sont respectivement la vitesse des ondes cisaillement et la

vitesse de pression, appelées ondes S et ondes P. Elles sont présentées en détail
dans [1] par exemple. Enfin on définit

_ Vi
-

En général, on considere que les coefficients A et p sont positifs, auquel cas la

(1.7) T

quantité 7 vérifie la propriété suivante:

(1.8) T€]0;

DO | =

1.2.2 Présentation des ondes guidées

Définition 1.1
Une onde guidée par le demi—espace localement perturbé est une solution par-
ticuliére de (1.3) de la forme:

(1.9) U(x,t) = u(x1,x2) exp t(wt — [x3)
. (w.8) € R:®

Inria
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° [ est le nombre d’onde

° w est la pulsation de l'onde

L’amplitude de Uonde 0 (x;,x2) =(1 (x1,X2),02 (x1,X2),03(x1,%2)) doit étre
HY intégrable, c’est a dire :

(1.10) /Q|f1(X1,X2)|2—|— IVi(x,, x0)|? dxydxy < oo

L’équation (1.9) exprime le fait que le champ de perturbation est une onde
harmonique en temps, se propageant dans la direction x3. Une telle onde se pro-
page a la vitesse de phase ¢ = w/f3. L’équation (1.10) signifie, du point de vue
de la physique, que I’énergie transverse de 1’onde est concentrée dans
une région limitée de ’espace, qui comme nous le constaterons ultérieure-
ment, sera la perturbation du demi-espace. La troisieme propriété d’un mode est,
comme nous le verrons aussi plus tard, de n’exister que si w et 3 sont reliés par
une relation, dite relation de dispersion du mode.

1.3 Formulation mathématique du probléeme

1.3.1 Passage a un probleme 2D

Notre probleme est posé dans ) x IR. En injectant la forme particuliere de
solution (1.9) dans la premiere équation du probleme (1.3), on obtient le systeme
suivant:

RR n” 2324



14 Jean Duterte, Patrick Joly

8 afll aUQ ) 8111 0 8&1 8&2
‘a—mNa—HaxQ “3“3)““@ ]+a_><2lt<a_x2+a_><l)]

—i13 [;L <% — zBul)] = —pwiiy
aXl

8 0&1 6f12 8 8111 5112 ) 8~
* [ﬂ (a_ * a_)] S [A (a— T % ﬂ) T ZNaXJ

—ifB |p (8113 zﬂug) = —pw’iy
aXz i

8 @ug 8 [ 8113 |
] ()

—18 | A oty au? — 1Bl | — 2uifus| = —pwiis
aXl an

(1.11)

On remarque que dans ce systeme (1.11), les dérivées partielles par rapport a
x3 sont remplacées par le facteur multiplicatif — /3.

Afin de se ramener a des fonctions réelles, on effectue le changement de va-

riables suivant :

up = uq
(112) 1~12 = U2
us = 1 us

Nous obtenons alors le systeme équivalent suivant :

Inria
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(1.13)

Nous posons :

gm L(ow  Ouz) 1 (0us
x4 2\ 0xs 0x4 2\ 0x4 u1
1 [Ou;  Ou Ju 1 {0u
Bl = | = (2224 222 o2 - =
c (u) N 2 (an —I_ 3X1) aXQ 2 (an ﬁUQ)
1[0 L {0
(1.14) 5 (a_i? = ﬂul) 5 (a—i‘;’ = ﬂuz) Bus
duy  Ju
Blu) = L L 272
tr e”(u) = o, + s + Bus
o”(u) ou afj(u) =X b tr efj(u) +2p efj(u) ,avec ¢,7 € [1;3]

Nous formulons alors le probleme: “chercher les ondes guidées par un demi—espace
élastique localement perturbé” de la facon suivante:

RR n" 2324



16 Jean Duterte, Patrick Joly

Etant donné 3 > 0, trouver w?
et u(xq,x2) = (u(x1, X2), uz2(x1,X2), uz(x1, X)) vérifiant :
/Q u(xs, )2 + [Vu(xs, %) dxydxe < 400,  u0
et tels que :
2 d 5 P .
(1.15) —E <gaij(u)) - O'Z»]-(u) =pfn; o, i=1,2 dans €
7=1 7
9 B 2 P 2
> gaw(u) + B 03;(u) = pwius dans Q
7=1 J
Jﬁ(u)-n:() sur I’

Nous constatons que nous nous sommes déja ramenés a un probleme posé
uniquement dans la section ) du guide. Nous sommes donc passés d’un probleme
3D a un probleme 2D. De plus, il apparait comme un probleme de valeurs propres
pour un opérateur différentiel dont les coefficients dépendent de 3 et ot w? joue
le role de la valeur propre. Ce choix est 'inverse de celui fait dans certaines
applications physiques, ou la relation de dispersion s’écrit sous la forme § = F(w),
mais il est tel quel plus agréable a manipuler du point de vue mathématique.

1.3.2 Formulation variationnelle du probleme

Nous précisons d’abord le cadre fonctionnel. Nous commencons par poser:
H=1%*(Q)? ; V =H! (2)?
ou H est muni du produit scalaire:
(u,v) = [q pu; v; dx pour tout (u,v) € H x H
Rappelons que V est dense dans H.

Nous avons utilisé la convention de sommation des indices qui se répetent.

Inria



Onde guidées par une perturbation du demi-espace élastique homogene 17

Enfin, en utilisant formule de Green et la condition de surface libre, on montre
que (1.15) est équivalent au probleme variationnel suivant:

Trouver u € V tel que
(1.16)
a(Bu,v) = Hu,y)  (FEV)

ou a(3;u,v) est la forme bilinéaire classique de I’élastodynamique sur VxV définie
par:

(1.17) a(f;u,v) = / J»ﬁ-(u) e»ﬁz(v)dx 1,7 =1,2,3

7 7
Q J J

Cette forme bilinéaire est symétrique et positive sur V. En effet, on a aussi

(1.18) a(B;u,v) = )\/Q (tr (55 (u)))2 dx + ZM/Q (52’3 (u))2 dx ¢,57=1,2,3

La forme bilinéaire a(/3;u,v) est aussi continue sur V. Nous allons pouvoir alors
parler d’opérateur associé a a(f;u,v).

Nous faisons maintenant les hypotheses suivantes, valables pour toute la suite de
ce travail, sur le domaine €):

(i)  Nous supposons que la perturbation O du demi-espace est telle que
I’inégalité de Korn dans € est vérifiée, ce qui est vrai si dO est lipschitzien,
ou bien quand 'ouvert O est étoilé (voir [30]).Cette hypothese est nécessaire
pour obtenir le caractere auto-adjoint de l'opérateur associé a la forme
bilinéaire a(/;u,v).

(ii) Nous demandons de plus a O de vérifier la propriété du segment, (voir
[35]), ceci afin d’avoir I'injection compacte de H}, (Q) dans L*(Q)°. Cette

loc
hypothese est nécessaire pour la détermination du spectre essentiel de I'opé-

rateur associé a la forme bilinéaire a(3;u,v).

1.3.3 Le probléeme de valeurs propres

A la forme bilinéaire a(3;u,v) est associé un opérateur A(3) défini dans H par
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18 Jean Duterte, Patrick Joly

(1.19) Y(u,v) € D(A(B)) x V, A(B;u,v) = a(f;u,v)

Le domaine de 'opérateur A(3) est défini par:

(1.20) DA(B))={ueV /ABueH; ¢°(u)n =0sur I}

ou 'opérateur différentiel A(3) est défini par:

(1.21)  [A(B)u]; =

(S () o) e

Nous avons alors, quand u € D(A(f)):

Et nous pouvons réécrire (1.16) sous la forme équivalente:

Trouver u € D(A(B)) et w?* € Ry  tel que
(1.22)
A(B)u = wu

Théoreme 1.1
Lopérateur A (3) est non borné, positif, et auto-adjoint.

Preuve:
Le fait qu’il soit positif et non borné provient de la définition méme de 'opéra-
teur. Il est aussi auto-adjoint grace a ’hypothese (i). O

Nous constatons immédiatement dans cette formulation du probleme de la re-
cherche des ondes guidées possede les aspects suivants:

e Nous sommes bien passés d’un probleme 3D a un probleme équivalent 2D,
posé dans la section non bornée €} du guide.
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e Nous avons bien affaire a un probleme de valeurs propres, ot w? joue le
role de la valeur propre et ou 3 apparalt comme un parametre.

e D’autre part, le probleme (1.22) constitue une caractérisation mathéma-
tique de la relation de dispersion qui lie 3 et w. Des études (semblables a
celle que nous allons mener) de telles relations de dispersion peuvent étre
trouvées dans [41] et [8] par exemple.

e Enfin, ici, nous avons fixé comme parametre 3, mais ce n’est pas une
obligation: nous aurions pu fixer w, et chercher les 3 solutions de (1.22).

1.4 Etude spectrale du probleme

Comme nous avons affaire a un probleme de valeurs propres, nous allons
procéder a ’étude du spectre de l'opérateur A(f3). Le fait que la section 2 du
guide ne soit pas bornée entraine que les réponses aux questions de ’existence et
du nombre de solutions du probleme ne sont pas immédiates et justifie une étude
spectrale approfondie.

1.4.1 Rappels de théorie spectrale
e Le spectre de A(f3) est

o(A(B)={ze @, A(B) - z 1 n’admet pas d’inverse borné }

Comme A(f3) est auto—adjoint, o(A(3)) C IR.
On note p (A (8)) la résolvante de A(3), complémentaire du spectre.

Définition 1.2
Un opérateur A de domaine D(A) C H Hilbert a valeurs dans H est a résol-
vante compacte ssi (YA € p(A))

R4 = (A—AD)™" € L(H)
ou L (H) est U'ensemble des opérateurs compacts fermés de K (H) .

Un tel opérateur A borné inférieurement, auto—adjoint et a résolvante com-
pacte, a un spectre constitué uniquement de valeurs propres de multiplicités finies:

o(A)={)1,...; Ay} A < Augr, A, de multiplicité finie | nh_)rgo A, =+
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Comme la section ) du guide n’est pas bornée, nous n’avons pas l'injection
compacte de H'(Q2) dans L*(f2), nous ne sommes donc pas dans le cadre bien
connu des opérateurs a résolvante compacte. A(/3) est alors un opérateur a ré-
solvante non compacte et son spectre n’est pas constitué uniquement de valeurs
propres. Nous distinguerons alors a I'intérieur de o(A(f3)) deux parties distinctes
et complémentaires appelées spectre essentiel et spectre discret, notées respecti-
vement o, €t 0.

o(A(B)) = 0ess Uoy
(1.23)
Oess (1 Og = @

Nous avons les caractérisations suivantes données dans [9] pour ces deux spectres:

Junlly =1
(1.24) X € 0es(A(B)) & T(un) € D(A(B)) tuq. { |JA(B) — Al — O

u, — 0 H faible

A valeur propre
(1.25) A€ o4(A(B)) & ¢ A de multiplicité finie

A point isolé du spectre

1.4.2 Spectre essentiel de A(f)

Il est invariant par perturbation compacte. C’est pourquoi nous le détermi-
nons a partir du spectre de l'opérateur qui intervient dans le cas du demi-espace
parfait.

Cas du demi—espace parfait

Pour déterminer le spectre essentiel de l'opérateur, on s’intéresse a un pro-
bleme proche de celui qui nous occupe. Il s’agit du probleme de 1’élastodynamique
dans le demi-espace parfait, que nous noterons D.
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Onde guidées par une perturbation du demi-espace élastique homogene 21

N2
X3
N
O /X1

Fia. 1.2 - le demi-espace élastique parfait D

La forme bilinéaire qui apparait dans ce nouveau probleme est semblable a celle
obtenue précédemment:

B B .. o
. = 7, e (v)d 1.1 =1.,2.3
(126) aD(ﬂauvv) /]DUZJ(H) Z](V) X 1,7 5 Ly
(u,v) € H(D)’

Nous notons Ap 'opérateur associé a ap(f;u,v). On montre, (voir[27]), résultat
que nous admettrons ici, que 'opérateur Ap(3) a un spectre purement continu:

(1.27) o (Ap(B)) = 0uss (Ap(B)) = [ V&RB?; + 0)

ou Vg est la vitesse de Rayleigh. Nous remarquons que le spectre ponctuel de
lopérateur Ap(f3) est vide et que par conséquent, il ne peut y avoir de modes
guidés dans le cas du demi—espace parfait.

La vitesse de Rayleigh

Son origine est la suivante: considérons cette fois le probleme de 1’élastodyna-
mique en 2D dans le plan (x3,x3) et cherchons des solutions de la forme:

u(xz) exp i(wt — [x3)

ol u(xz) = (uz(xa,xs),us(x2,x3)) est exponentiellement décroissante depuis la
surface et vérifie: ,
0 du(x
/ |u(X2)|2—|— M dxs < + ©
—o0 dX2

Il s’agit ici encore d’un probleme de valeurs propres:

(1.28) a(Biu,v) =w?(u,v) VveH (R.)
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ou la forme bilinéaire a est donnée par:

&(ﬁ;u,v):)\/_o
-I-Z,u/ (du2

du2
d—X2 + Bus

+ 8lus) )de +u/

dX2

(1.29)

dX2

X2

N
0 \% X3

SO D

FiG. 1.3 - onde de Rayleigh

Proposition 1.1
Le probléme admet une unique valeur propre w = Vg ou Vg est solution de
l’équation de Rayleigh:

(1.30) 4(1—\\;—;) (1—%) (2—\\;—2) =0

Cette équation d’inconnue V provient de la nécéssité de vérifier la condition de
surface libre. De plus,

Vg € ]0; V|

Pour déterminer Vg, il suffit de déterminer le zéro de f(x) € ]0;Vs?[ ot:

13 =g X s X (32 (Ll L
‘ VEVET T VET T VE\VE T VR Vi VE

Cette étude est détaillée dans [27].
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fx)

FiG. 1.4 - allure de la courbe de f(x)

Détermination du spectre essentiel

Théoréme 1.2
(1.32) Ocas (A(B)) = 0ess (Ap(B)) = [ VRB*; + o0)

Démonstration

Elle se fait par une méthode de perturbation compacte et utilise I’hypothese
géométrique (ii) sur .

Nous montrons dans un premier temps I'inclusion:

) oenl(A(B)) C [VAG? +o0)
Le spectre de Ap(/3) est absolument continu, d’ou:

(83 0,w) = ap (B ) = 82V, [ plufdx = 0
a(;u,u) = ap(B5u,u) + [ ofi(w)ef(u) dx

Par conséquent:

{an (80,0 = V& [ plulax}
D
. 2 2 2 _ B B
a(Biu) = 8 Vil = | + [ ofw) () dx

8 Vi [ pluldx
(6]
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Introduisons les formes bilinéaires suivantes:

ao(f;u,v) = /Oag(u) efj(v) dx

p(B5u,v) = —5* Vi [ puv dx
o)
ap est positive et nous avons le résultat de compacité suivant sur p(3;u,v):

Lemme 1.1 .
Pour toute suite (u,) bornée dans H'(O)® et convergeant faiblement dans
L2(0)° vers une limite u, on a:

(1.33) lim p(8; un, un) = p(f;u, u)

n—oo

Ce lemme est immédiat grace & U'injction compacte de HY(O)® dans L2(0)” et &
I’expression simple de p(3;u,v).

Soit A € o alors 3 (uy,) vérifiant (1.24). Alors:

lim [a(3;un, un) — 3 VIQ% p (Un, n) — A (g, )]

= lim [(A(B) — M) — 82 VE = —52 V3
= nh_{go [d(ﬂa unaun) —A (un7un) + aO(ﬁ; unvun) - p(ﬂ; umun)]

or si (u,) est bornée dans H'(O)® et tend faiblement vers 0 dans L?(0), alors

lim p(B;un,u,) =0

n—oo

ce qui donne

_ﬁQVQR =—A + d(/Ba unaun) + aO(ﬁ; unaun)
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Comme d(3; up, u,) + ao(f; up,u,) > 0, on a le résultat. Enfin, comme 'inéga-
lité de Korn est vraie par hypothese sur O, on a bien (u,) bornée dans H'(O)?,

ce qui donne 7).

Nous montrons maintenant 1’inclusion réciproque:

i1) oess(A(B)) D [V&B?; +00)

Nous posons A = V3 8%+ k? avec k; € IR*. Nous allons construire pour toute va-
leur de A une suite singuliere (u,) € D (A (5)) vérifiant (1.24). Nous considérons
d’abords 'onde suivante:

(1.34) 0@ =ugr(B,x2) exp(—ikix1) exp ¢ (wt — fx3) avec up=| uj

Cette onde est I'onde de Rayleigh précédente, se propageant cette fois-ci dans le
demi-plan I, vu de dessus dans la figure (1.5).

X3

I1

FiGc. 1.5 - L’onde de Rayleigh dans le plan 11

Si on voulait fabriquer directement une suite singuliere a partir de cette onde 1 se
propageant dans la direction (ky, 3), on la tronquerait dans la direction x; pour
la rendre de carré intégrable, et on la translaterait dans cette méme direction
pour éviter la perturbation O. Nous aurions alors a considérer la suite
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C X3
(1.35) u, = E ug (8,x2) exp (—tkixy) 6 (;) n>1

ou 6 (x1) est une fonction C* & support compact, son support évitant la pertur-
bation O du demi-espace, C étant une constante réelle a fixer.

La difficulté qui apparait alors, est que cette suite (u,) n’appartient pas au do-
maine de lopérateur A (/3), car elle ne vérifie pas la condition de surface libre.

Pour contourner cet obstacle, nous avons suivi une technique de troncature pro-
posée dans [20]. Nous commencons par établir le lemme suivant, ou

R? = {(Xl,XQ) € R? t.q. x; < 0}

Lemme 1.2 .
Il existe une transformation linéaire bornée £ de Hz (IR, ]RS) dans H? (IRQ_, ]RS)

t.gq.Vhe H? (IR, IRS), lextension u = Eh satisfait

© 6?2 (u)|X2:0 = hl (Xl)

(1.36) (A +2p) o (u)|x2:0 = hy(x1)
s (Wp=o = hs(x1)

De plus, sic € IRY et si supp h est compact, l'extension u = Eh peut étre choisie
telle que

(1.37) supp u = {(x1,%2) € R2;d (xy,5upp h ) < &;[xa| < 1}
ot d est la distance euclidienne sur IR?.

Preuve du lemme
Soit

Yo (Vi) = Vi|x2=0 Y1 (Vi) = (8)(2) 1=1,2,3
|X2:0

pour tout v € H? (1R2_, IRB)

Toute extension v de h doit satisfaire le systeme suivant
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I (71 (V1) + 0 (g—;:)) = hy(x1)

203 02+ (30 (52) + 50 00)) = o)

(1 (v3) = B0 (vz2)) = hs(x1)

(1.38) (S) =

Le systeme (S) de (1.38) a une infinité de solutions. On impose alors en plus
(1.39) Yo (V1) =70 (v2) =70 (v3) =0

Soit une fonction o € D (IR_) telle que a(0) = 0 et &/ (0) = 1. On obtient alors
comme solution u de (S) et (1.39):

N ( ) 1 a(vl+p2 X?) B ( )

up (p,X2) = - 1P
( Vv1+p?

X 1 oz(\/l—l—p2 Xg) .

Ug (p7 X?) = )\ _I_ ZIU, m h2 (p)

(1.40) u

1A13 (p7 X?) =

u vérifie immédiatement (1.39), car o (0) = 0.
Pour montrer que u vérifie le systeme (S), on passe en Fourier dans (S), ce qui
donne

(1.41) (S) &) (A+2u) m(va) = ha(p)

car
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et

1 -
i) el (V197 ) i=1,3
(@ui) - (afv’) ) we T o L
0 \0 B . /
X2 |X2:O X2 |xg:0 1 hz (p) O{/ < 1 _I_ p2 XQ) L = 2

A+ 2pu

|X2:0

Comme o' (0) = 1, on a bien la vérification de (1.41).

Il faut ensuite vérifier que la transformation £ est bien un opérateur borné de

H? (IRZ_, ]RS) dans Hz (IR, IRS). Il faut par conséquent trouver C’ tel que

(1.42) ||u||H2(]R2_,]R3) < C'b]| ¥ (R R?)
On a que
Ml = [l + || ol [[o4) | ||o* 5
u 2 = || 2 —_ o _— JE—
H L 0x1 |2 Ox2 |2 x| |2 03 ||,2 0x10%3 || ;2

Etant donné que nous disposons de I’expression de 1 (p, x3), transformée de Fou-
rier dans la direction x; de i (x1,x2), nous avons

0%,

2
0x3

o,
aXQ

+ ||p? &
L2

+ ||p @

ou;
il [z >

an

“[f

|

L2 L2

i=1,2,3

||y {/ / (p,x2) dp dXQ}%Jr{Q /]R_ /]Rp2 82 (p. x2) dp dXQ}%
{/ /(gzz) p7X2)dde2};+{/1RAp4ﬁ?(P,X2)dpdx2};
{/ /(QXQ) P,xz)ddeQ} {/ / (gz;) p7X2)dde2}%

Alors
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bl < 2 [ [ (149%) 0 (px2) dp dxe
o,
+ 2/ / (8){2) (p,x2) dp dxz
A 2
2) (p,x2) dp dxy

AL

On a
a1 +p?xy) .
4 (p,x2) = G ( ! 2) h; (p) i=1,2,3
V14 p?
o N )
o (Px2) = Cid <\/1+p2 Xz) hi (p) i=1,23
2
0%1; . _
8;2 (p,x2) = C;y/1+p? a"(\/1+p2X2) h;(p) ¢=1,2,3
2
Alors

/ / (aai:) (p,x2) dp dxy
= /]R_/]RC? (1+p?) B2 (p)a” (W x2) dp dxs
= (? /]R (1 —|-p2) h? (p) (/]R_ "2 (M XQ) dXQ) dp

On effectue le changement de variable t = /1 + p? x5

[ /(%) () dpdsy = €2 [ (1492) i) dp [ o ()l

0x3
. 2 7?2 :
= 2 [ a0 iy g

De méme
NN -

/]R_ /]R (1+p?) (g—}:) (px2) dpdxy = Cf /]R(lJrPQ)Eh? (p) dp /]R_ o'’

Ct [ o Ot il g e

RR n" 2324



30 Jean Duterte, Patrick Joly

et
2)? 42 _ 2 2\3 2 9
S J (0wt @ ) dpde = CF [ (14 07) B 0) dp [ o (1)

€t [ o O Iy g

Comme a (x3) € D(IR_), il existe C” € IR} tel que (1.42) soit vérifiée.

Enfin, si h est a support compact, on peut choisir ® € D (IR x IR_) telle que
® = 1 sur un petit voisinage de supp h. Alors €h = du satisfait (1.36) et (1.39).
En effet

a(q) u ) 0 ((I)2u2)
P 141
M Eqg ((I)u)|x2=0 /L( aXQ + aXl |x2=0
_ 00, Juy 99, uy
= ”(&Q u + (I)l 6)@ + aXl uz + (I)2 6x1)|x2:0

Or 7o (u1) = 740 (uz2) = 0, ce qui entraine

au au
B = - ;
)u/ 512 ((I)u)|x2:0 - H/ (@16—}(2 —I_ @2 a—)(l) |X2:0

Mais comme sur supp h, ® =1, on a

K 5?2 (®u) hy

|X2:0

De méme, ®u vérifie les autres équations de (1.36).
O

Nous appliquons maintenant ce résultat en réutilisant la fonction (1.35) pré-
cédente.
On note h, (x1) la trace de u, (x1,x2) sur le bord de la section € du guide. h,, (x1)

est a support compact et supp h,, (x1) C {(Xl,Xg) €eR*t.q.x; = 0}, car le sup-
port de u, évite la perturbation. A cette restriction h, (x1), nous pouvons lui
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appliquer le lemme précédent, donc en donner un relevement noté w, (x1,xz), qui
aura un support compact dans un voisinage de h,, (x1).

Remarque:
Sif (x1) est la fonction décrivant la perturbation du demi-espace, avec supp f (x1) C
[—a;a],a € IRY, et si 6(x;) est telle que

supp 0 (x1) C [b;¢] avec b,c € R} ,a < b<c
0(x1)=1sur [b+e;¢c—¢]

alors les fonctions f (x1), 0 (x1), 6, (x1) et h,, (x1) ont I'allure suivante

f(x1)
—a§ 0 ‘ia X1
supp f (x1)
Q(Xl)
1
0 axbi b+e c—e%c X1
supp 6 (x1)
gn (Xl)
1] /
0 a{ nb n(b+e) nic—e) nc X1
supp 0, (x1)
hn (Xl)
0‘ a' nb n{b+e) nic—e) inc x4
supp hy, (x1) supp hy, (x1)
F1G. 1.6 - Allure des fonctions f(x1), 0 (x1), 0, (x1) €t h, (x1)
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Le support de h,, (x1), décrit par le dernier dessin de la figure (1.6), a cette forme,
car quand 6, (x1) = 1, u, (x1,x2) vérifie la condition de surface libre.
Le support dans IR? de i, (x, x3) est décrit par la zone achurée de la figure (1.7).

X2

0 nb—e" n(b+e)+e" n(c—e)—¢ ne+é X1

FiG. 1.7 - Allure du support de u, (x1,X2)

Nous allons maintenant montrer que

(1.43) i, = u,— i,

est une bonne suite singuliere.

eu, € D(A(B))

ety (1) o = b — b} =0

055 () iy = h — 03 =0

B /-
523 (un)|x2:0 = hg - hg = 0
car

Ug (un)|x2:0 = hZL vi = 17273
u, = &h,
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Par conséquent, u, vérifie la condition de surface libre sur le bord 0f2.

D’autre part, 1, et u, € H? (IR2_, IRS), leurs supports respectifs évitant la per-

turbation du demi-espace. On a méme u,, € H? (Q2).

o ||u,]|y = C” ou C” est une constante réelle strictement positive.

ol = [Jun = nlly < [Jwnfla + [0 ]|y

On peut fixer la constante C dans I'expression (1.35) de u,, de telle sorte que

[|unly =1

En effet

C? X
luallhe = [ 5 0 (32) uh (8 x2) dxa

n

X
On pose t = 2L, Alors
n

[l = / C? 0% (t) uf, (B,xq) dt dxy
Q
ce qui permet bien de fixer C.

Nous allons montrer que lim ||u,||; =0
n—-40o

Pour cela, il suffit de montrer que lim ||h, (x1)]] 1 . = 0, car comme
n"-too H2 (]R,]R )
U, = &h,, (1.42) est vérifiée. Comme ||U,||y = ||ﬁ”||L2(]R2_,IR3) < ||ﬁn||H2(]R‘2_7IRg)7

ce sera terminé. On a

by (x1) = pel (Tn) 0

u (3,0) exp (—ikix;) [aixl& <ﬁ)]

n

(1.44)

<o gl

0 <ﬁ) l 9 (exp(—iklxl) ult (ﬂ,O))

n 0x4

+ a—XQ (eXp (—iklxl) 1111DL (ﬂ70))]
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Or comme u donnée par (1.34) vérifie la condition de surface libre pour le pro-
bleme de élastodynamique posé dans IR? , et que supp 0 (x;) N supp f (x1) = 0,
on a que le second crochet de Iexpression (1.44) est nul. Alors

) =l (50 exp (ko) | 0 ()

Par un raisonnement équivalent, on a que

b ) = Aol (5,0) e (i) | 0 (2]

Vv Ox1 \n
hg (Xl) = O
Ay =p Cult(B,0)
On note R
Ay =ACu (570)
Alors
A; . 1 .
hi (x1) = \/—ﬁ exp (—ikixq) " 4 (%) v =1,2

Par Fourier, on a

’ Az . d .
irp) = S5 [0(2) ew(=ia+pn) T =12

n

<2

X
On pose t = 2L, Alors
n

hr(p) = \%

On pose g (t) = 0'(t). Alors

/ 0 (1) exp(—in(ky+p)t) dt  ,i=1,2
R

) By = 5 ) oy = 5o [ & O0a4p)) dpi= 1,2
On pose & = ky + p. Alors
A2
I o) oy = g [ 87(n€) dELi=1.2
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On pose t = né. Alors

) ey = 3o [ 8@ d = = [ g =12

Etant donné que g (t) = 6’ (t), 'intégrale dans le dernier résultat est une constante
et alors on a

lim [ (x1) || gy = 0

n—-+4o0o
Enfin,

n )2 A? ~2 . )
Y (<) 1y = p(hf) (p)dp = ==/ pg®(nki+p)) dp ,i=12
On pose s = ky + p. Alors

A? ) ,
|h?(X1)|H§(]R) = 72 ]R(S—kl)g (ns) ds ,i=1,2
Alors on pose t = ns
n Al 1ot 2
) br gy = o (=K ) (1) o
A? A2
< L[ tg*(t) dt+ Lk /”t dt
_n2mg() —I_nllag()
C (A2
< LA O g+ A0 e

ou C est une constante réelle. Nous avons alors

lim |[h* (x1) |

n—-+oo H%(R]Pﬁ) =0

o u, — 0 dans H

Soit ¥ € D(Q)S. Pour n assez grand, on a supp ¥ Nsupp u,, = . On conclut par
densité.

o lim ||A(B)in — A il =0

n—-4oo

A ) 00— A tlly < 1A (B — A Tally + 11 A (8) e — A Iy
Or

1A (B) i — Aol = [ (A (8) = AT € bl
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€ h, € H* (R?)

Et comme
{ {A(B) — A1) est continu sur H2 (]RQ_)

1A= A Tl < C il g
ce qui entraine

lim || A (8) T, — A fin|ly = 0

n—-+o0o
D’autre part, on pose

U, = ugr (3, x2) exp(—tkixy)
Alors

B)th, — Adty, = A (B) i1, — (82 VR +k}) 1, = 0

ce qui permet d’obtenir

IA(B) 1 — A uslly = 7 (1) B+ o (2

n

) P8}

|6

ou B () et F () sont deux opérateurs différentiels définis par

H

oul on o N un

—(A+u)<aX2+3 ) — (A +2p) 0
B(B) i, = ity et F(B)il, = — i1}
(A+p) (ax2 -
(A +p) i o

Ces deux opérateurs sont définis de H* (IRZ_, IRS) dans L7 (IR2_, IRS). On note 1
le support de la fonction 8 (x;). Alors
()

A EE)

2

/ v 2
1 o 1B

f Lz(
A (B)un = Auglly <~

N LI
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L’expression dans 1’accolade est homogene a une constante, et le facteur en —
n
devant cette accolade permet d’obtenir

li{l_n A(B)u, —Au,]ly=0
Nous avons montré que toute valeur A € 3% Vi;+o0c) est dans le spectre es-
sentiel. Comme le spectre est fermé, 3* Vi € o (A (8)). Comme ce point du
spectre n’est pas isolé, il est lui aussi dans le spectre essentiel de 'opérateur

A(B). 0

i

1.4.3 Spectre discret de A(j3)

Il nous importe de savoir si, quand nous perturbons le demi-espace, nous ar-
rivons a créer un spectre discret pour A(3), ce qui revient a faire apparaitre des
modes guidés solutions du probleme de valeurs propres (1.22), ayant une vitesse
w/fB < Vg. Ce sont ces modes que nous calculerons avec la méthode numérique
que nous présentons ici.

ai(A(B)) #0 7

Nous allons voir que, a priori, la forme de la perturbtion O et la présence ou
non de singularités sur le bord dO vont jouer un role important dans le contenu
de 04(A(f3)): nous détaillerons dans un article ultérieur les résultats théoriques
d’existence obtenus pour des perturbations particulieres de formes rectangulaires,
triangulaires, ... par exemple, puis a ’aide de ces résultats, pour des géométries
plus quelconques.

D’autre part, le probleme de I'existence de valeurs propres plongées dans le
spectre essentiel est encore ouvert.
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e
N \/ N/ [ Oess N\
/N /N /N |_ /

o
FiG. 1.8 - le spectre discret

A ce stade de 1’étude, il n’est pas envisageable de traiter numériquement par
éléments finis le probleme ainsi écrit, car il est posé dans un domaine non borné.
La réécriture du probleme sous une forme utilisable numériquement est 1’'objet
du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Reformulation en un probleme
borné et principe de sa
résolution numeérique

Plan du chapitre

Si nous voulions résoudre dans I’état actuel le probleme posé dans toute la sec-
tion ) du guide par une méthode déléments finis, il faudrait utiliser un domaine
de calcul “grand” par rapport a la perturbation O, et sur la frontiere située “loin”
de O, mettre une condition de Dirichlet (I’énergie des solutions étant supposée
étre concentrée dans O). Mais alors, le traitement numérique risque de devenir
cotuteux tant du point de vue du maillage que du temps de calcul. De plus, com-
ment quantifier rigoureusement “grand” et “loin” 7 Cette méthode n’a été utilisée
(avec les précautions nécéssaires concernant le maillage, donc au prix d’un temps
calcul important) que pour valider celle que présentons ici.

Nous allons, afin de pouvoir résoudre numériquement plus rigoureusement
le probleme, le réécrire sous une forme théorique équivalente, ou le domaine de
la nouvelle formulation sera désormais limité a la perturbation O. Cette trans-
formation du probleme sera 1’objet de la premiere partie de ce chapitre. Elle
requiert I’écriture d’une nouvelle condition aux limites entre la perturbation O et
le demi-espace parfait D. L’opérateur d’interface S(w, 3) qui entre alors en jeu,
n’est malheureusement pas calculable.

Mais dans la seconde partie de ce chapitre, nous verrons que cette difficulté
peut étre contournée, la condition aux limites naturelle réécrite sous une forme
inverse, avec apparition d’un opérateur d’interface T(w, 3) cette fois—ci calculable,
dont nous donnerons les principales caractéristiques. Nous écrirons, pour termi-
ner cette partie, la formulation variationnelle du probleme borné avec I'opérateur

T(w, ).
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Nous pourrons alors décrire dans la troisieme partie le principe de la résolu-
tion numérique du probleme. Nous verrons au passage comment obtenir, avec
comme point de départ la formulation variationnelle précédente, la discrétisation
de l'opérateur S(w, ), puis la formulation finale du probleme discret. La contre-
partie d’avoir alors écrit un probleme borné, est que celui—ci n’est pas linéaire
par rapport aux deux parametres w et 3.

Enfin nous terminerons par le bilan des calculs théoriques et numériques imposés
par la méthode proposée.
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2.1 Le probleme équivalent borné, une premiere
formulation

2.1.1 TUne nouvelle condition aux limites, introduction
de l'opérateur S(w, )

Pour limiter le probleme a la perturbation O, il faut introduire une condition
aux limites a 'interface ¥ entre O et le demi—espace inférieur D. Cette condition
va relier naturellement le champ de déplacement u(x,t) et le champ de contraintes
o®(u(x,t)) par I'intermédiaire d’un opérateur d’interface S(w, 3):

(2.1) S(w, Blupy = Jﬁ(u).nm

\ 0 90
AN
of(u).n =0 uy =¥ % of(u).n =0 r

FiGc. 2.1 - réduction du domaine

Sur la figure (2.1), I' = {(Xl,XQ) €R*t.q.xo=0et (x1,x2)¢ Z}

Afin de définir plus précisément I'opérateur de bord S(w, ), nous considérons le
probleme suivant, posé dans le demi-espace inférieur D

A(B)u = w?’u dans D
(2.2) (P1) u = v sur %
Uﬁ(u).n =0 sur I’

ou n désigne la normale extérieure au demi-espace D.

Si l'on parle d’une fonction u qui appartient a HI(D)S, on peut parler de la restric-
tion de sa trace a un segment ¥ du bord de D. C’est pourquoi, dans le probleme

(P1), nous considérerons que ¥ € H%(E)S.

RR n" 2324



42 Jean Duterte, Patrick Joly

Par contre, il n’en va pas de méme pour o”(u).n. Nous savons que si u € H'(D)?,

alors o?(u).n € H_%(]R)S. Mais il n’est pas vrai que l'on a automatiquement
Jﬁ(u).an € H_%(F)S, quand I' est un intervalle de IR. C’est pourquoi nous pre-
nons la condition aux limites sur I' dans le probleme (P1) au sens faible suivant

Jﬁ(u).an =0 < o’(u)n¢e H;%(F)S

ou

“1o3 def Y E H_%(IR)S t.q. V&€ Hé(IR)3 t.q. supp £ C T,
HO,E(F) =

< @8 >H—%(1R)3,H%(B)3

Nous allons montrer que le probleme (P1) est bien posé, qu’il admet une unique
solution dans 1’espace H'(D)?, telle que A(f)u € L%(D)’. Pour ce faire, nous
allons écrire un probleme variationnel (P2), admettant une unique solution, et
qui sera équivalent au probleme (P1).

Nous avons ¥ € H%(Z)S. Nous notons 7, 'application trace de H(D)? dans

1

Hz(IR)®. Alors il existe un relevement g € H'(D)? tel que Y0(g))z = V. Soit main-
tenant le probleme variationnel

(u—g) € Hyz(D)" = {v € H'(D)" t.q. 30(v)s = 0}
(2.3) (P2)

Vv e Hig(D)  ap (B, v) — o (u,v) = 0
ou ap (3;u,v) est la forme bilinéaire classique de I’élastodynamique dans le demi-
espace inférieur D.
Ce probléme admet une unique solution u € H! (D)S. En effet, considérons la
forme bilinéaire ag (5;1, V) définie sur H(ILE(D)3 X H&E(D)3 par

aR (:3; ﬁ7 6) = ap (/3; ﬁ7 %) -’ (ﬁa G)

Cette forme bilinéaire vérifie

aR (:3; ﬁa ﬁ) > /32\/123{ (ﬁa ﬁ) -’ (ﬁa ﬁ)

> (B2VE - «?) (1,10)
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ce qui donne la coercivité de la forme bilinéaire ag (5; 1, V).
D’autre part

f(%) = aR(ﬁ,gﬁ) —w? (gﬁ)
est une forme linéaire définie et continue sur H(IJ’E(D)S. Par conséquent, nous pou-

vons appliquer le lemme de Lax-Milgram, qui donne I’existence et 1'unicité de la
solution du probleme (P3):

(2.4)(P3)  Trouver ii € Hy (D)’ t.q. ar (3;1,¥) =f(¥) V¥ € Hy (D)’

Mais alors u = @ + g, u € H'(D)?, est 1'unique solution du probleme (P2).
Nous allons montrer maintenant 1’équivalence des problemes (P1) et (P2).

Soit u solution du probleme (P1), alors

u € HI(D)3
A(B)u € L*(D)* = o (u) .n € H 2(IR)?
A(B)u = w?u

Soit v € H(ILE(D)S, ce qui implique vy (v) = w € H%(]R)S, avec supp w C I'. Alors,
la formule de Green suivante est vérifiée

(A(B)u,v) = /D A(B)u v dxydxs

= ap (/3’ u,V) —< O-ﬁ (u) -, W >H_%(]R)37H%(]R)3

Mais, par hypotheses,

o7 (u) . € Hy 3(I)?

Yo (V)|z =wg =0
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Alors u solution de (P1)
= ap (/37 u, V) = w2 (u7 V) Vv € Hé,E(D)S
= u — g solution de (P3)

= u solution de (P2)

Réciproquement, soit maintenant u solution de (P2). Alors
o (Bi,v) = (1,¥) W € Hyg(D)
En particulier,
ap (B;u,v) = w? (u,v) VYveDD)?

mais alors
ap (Bju,v) = < A(B)u,v Zp/(D)?,D(D)?

et donc

A(B)u=w?u dans D'(D)’

Comme u € LQ(D)S, alors A (f)u € LQ(D)3

D’autre part, u = u 4 g avec

{ ue H(IJ,E(D)S = 0 (1)g =0

7o (g)|z =

Enfin, il reste a voir que o (3) (u) .n € H;%(F)S
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on a A(3)u = w?u dans L*(D)?
soit € H%(]R)3 tel que supp ¢ C I

alors 3 v € HYD)? tel que v (v) = ¢, ce qui donne ’Vo(V)|g = 0, et donc
v E H(ILE(D)S.

On en déduit que

(A(B)u,v) = /D.A(,B) u v dxydxy = w* (u,v)

Par conséquent, quand u est solution du probleme (P2),

(A(B)u,v) =ap (F;u,v)

Or comme la formule de Green est ici encore vérifiée, c’est a dire

(A(B)u,v) = /D A(B)u v dxydxs

= ap (Biu,v) — < 0" (u) .0, % (v) Zu-h )k (r)°

On en déduit immédiatement que

<o (u).n, e >3 . =0 Vope H%(]R)3 avec supp ¢ € T’

(R)? HE ()
SRS
ce qui implique u € H,, ¢(I')7, par définition de cet espace. O
Le probleme (2.2) donc bien posé, soit u sa solution.
Nous pouvons maintenant définir 'opérateur de bord S(w, 3) de la fagon suivante:
3 —5 3
H>(X)" — Ho (1)

(2.5) S(w, B) :
U=uy — ¢= Uﬁ(u).nm = S(w, B)¥
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ol u est solution du probleme (2.2), et ot o”(u).nyy est une notation formelle.

A cet opérateur est associée une forme bilinéaire s(w, 8;u,v) définie par le crochet

de dualité suivant:

(26) S(w7 :3; u,V) =< S(wa /B)U,V >H_%(IR)3,H§_(IR)3

Nous allons montrer le résultat suivant

Lemme 2.1
s(w, B;u,v) est une forme bilinéaire positive.

Démonstration

Nous venons de voir que quand u est solution du probleme (P2),

ap (B;u,v) —w? (u,v) = < o®(u).n, 70 (v) > _1

1 3
H—i(IR)S,H%(IR)SVV € (D)

Prenons v = u, ce qui donne

ap (/3; u, u) -’ (ua u) =S5 (wa /3; u, u)

Or
ap (B3 u,u) — w? (uu) > (B2VE — w?) (u,u) >0

ce qui permet de conclure. O

2.1.2 Un nouvel opérateur

Le probleme a l'intérieur de la perturbation O s’écrit alors:
trouver (w, ) € IR:_Q et u#0 e HY(O)’ t.q.
A(B)u — wru=10 dans O
o’(u).n =0 sur 00 — X

o’(u).n — S(w,flu=0 sur ¥
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L’opérateur de I’ensemble du probleme (2.7) dépend a cause de la nouvelle condi-
tion aux limites des deux parametres w et 3: c’est pourquoi nous le notons A(w, 3),
et son domaine est donné par:

u € HY(0)® t.q. A(B)u € L}(0)°
(2.8) D(A(w,B)) =1 ¢’(u)n=0 sur 00 — X

o”(u)m — S(w, flu=0 sur ¥

Il est important des maintenant de noter que nous avons affaire a un probleme
de valeurs propres non linéaires par rapport aux deux parametres w et 3.

Proposition 2.1
Les problémes (1.22) et (2.8) sont équivalents.

Démonstration

Si le triplet (w, 8, u) est solution de (1.22), alors (w, #,up) est solution de (2.8).
Réciproquement, si (w, 3,1) est solution de (2.8), U peut étre prolongée de facon
unique sur tout 2 en une solution u, associée aux meémes valeurs de w et 3, en
posant u ainsi

u sur O

sur D ol u solution de (P1)

i

Alors u € HI(Q)3 et vérifie

A(B)u = w?u

dans O et D. La continuité du champ de contraintes est assurée par la condition
aux limites sur ¥ du probleme (2.8). O

Par passage a la formulation variationnelle dans le probleme (2.7), on obtient la
forme bilinéaire a(w, F;u,v) associée a A(w, 3):

(29) a(w, ﬂ; u, V) = aO(ﬁ; u, V) + S(wa 5; u, V) - w2(u7 V)O
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Dans le terme de droite de cette expression (2.9), on trouve

e leterme ap(f;u,v), défini au chapitre précédent, qui correspond a la forme
bilinéaire classique de I’élastodynamique pour la perturbation O.

e le terme s(w, B;u,v) qui est la forme bilinéaire de I'opérateur de bord. Il
est a noter que dans son expression, la normale n considérée est toujours
celle extérieure au demi-espace D, donc intérieure a la perturbation O, d’ou
le signe positif devant ce terme (ce qui est contraire aux conventions habi-
tuelles pour la formule de Green, mais pratique dans notre cas).

o le terme w?(u,v), qui a été passé a gauche dans la premiere équation de

(2.7).

Le probleme étant désormais posé en domaine borné, il est naturel d’obtenir le
théoreme suivant:

Théoreme 2.1

A(w, B) est un opérateur a résolvante compacte.

Démonstration

Nous allons utiliser une technique classique, présentée dans [22]. 1l suffit de mon-
trer que pour une valeur A appartenant a la résolvante p (A (w, 3)) de 'opérateur
A (w, B), opérateur [A (w, ) — A 17" est compact.

Il est aisé de voir que 'opérateur A (w, 3) est borné inférieurement. Nous pouvons
donc choisir A tel que A < —3*V3. Soit f,, une suite bornée de LQ(O)S, et posons

u, = [A(w,B) = A1d]7' 1,
Alors

[A(w, 8) = A Id]u, =1,

(1A (@, 8) = A 1d] g, 1) = (£, 1)
L1A®) = (@ ) 1) w = [ fou
(@, B3 e, 1) — At 1)

= ao (B;up, up) — wQ(un,un)O — Mup,u,)p + 8 (w, B 1y, u,) = (£, 1,)
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Comme la forme bilinéaire s (w, 8; u,, u,) est positive

ao (B uy,u,) — wQ(un,un)O — Mug, un)p < (£, u,)

Ayant pris A assez petit, sachant w? < 3*V3, alors

Alors

—wQ(un,un)O — AMuy,u,)p >0

ao (B un, uy,) < (fp,uy)

La géométrie de la perturbation étant telle que I'inégalité de Korn est vérifiée, on a

luallin oy = Mlfalliz 0y = +o0

La perturbation O étant bornée, I'injection de H1(0)3 dans L2(0)3 est compacte,

ce qui permet de conclure. a

Ce théoreme entraine que le spectre de A(w,3) est constitué d’une suite dé-
nombrable de valeurs propres, suite qui tend vers 4+o0c0. Notre probleme s’écrit

désormais sous les formes équivalentes suivantes:

(2.10)

o “chercher les modes guidés de vitesse w/3 < Vi

e chercherwet ft.q. w/B < Vg, et u € D(A(w, )) t.q.
Alw, )= 0

e trouver les couples (w, 3) admissibles t.q. les valeurs propres

A de A(w, #) vérifient AM(w, ) =0

Le travail de discrétisation du probleme pourrait étre désormais envisagé,

malheureusement:
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2.1.3 Des difficultés avec 'opérateur de bord S(w, ()

En effet, pour calculer 'opérateur S(w, ), la technique serait la suivante:
on suppose connu le champ de déplacement u sur ¥, et pour trouver le lien
avec le champ de contraintes o’(u).n, on résoud analytiquement le probleme de
I’élastodynamique dans le demi—espace D, avec la condition aux limites mixte sur
la frontiere de D (cf figure (2.1)): or, a cause de cette mixité de la condition aux
limites, on ne sait pas résoudre explicitement ce probleme dans D.

Nous sommes a priori bloqué par cette impossibilité, mais cette difficulté peut
étre contournée, et nous allons maintenant détailler comment:

2.2 Contournement de la difficulté et reformu-
lation du probleme borné

2.2.1 Principe de la solution, introduction de 'opérateur
T(w, 5)

Au lieu de vouloir calculer directement S(w, 3), nous allons calculer son inverse
S(w,B)™" que nous noterons T(w, 3). Si I'opérateur S(w, 3) n’est pas calculable,
son inverse S(w, )" que nous noterons T(w, 3), ’est. Nous pourrons alors grace &
T(w, B) reformuler la condition aux limites transparente, puis le probleme borné.
Nous en donnerons sa formulation variationnelle et nous verrons comment dé-
duire de celle—ci, et de l'inverse de la discrétisation de T(w, #) notée Tp(w, ),
une discrétisation de S(w, ) que nous noterons Sy(w,3). Ce travail peut étre
résumé par le shéma suivant:

S(w, B) — S(w,8) = T(w,B)
(2.11) !
Sh(w, B) = (Th(w, B))™" «— (Th(w, B))

L’avantage est bien stir que T(w, 3) est bien calculable. Nous allons voir que pas-
ser par cet opérateur revient a écrire le probleme dans la perturbation avec une
nouvelle condition aux limites faisant intervenir cette fois-ci T(w, 3), ou morale-
ment

T (w, ) {aﬁ(u).nm] = Uy
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Construction de 'opérateur T(w, 3)

Pour définir et calculer ce dernier, nous allons passer par le probleme inter-
médiaire décrit par la figure ci—dessous, c’est a dire réaliser le travail que nous
n’avions pas pu faire pour S(w, ), qui était résoudre analytiquement un probleme

posé dans le demi-espace inférieur D.
n
i 0 T
2 /

/ // Y = 90N ¥

€ D(A(B)) O [ um=T ) (o7 (u).ng]
A(B)u = w?u

sur X

1

\Z

u’ Jﬁ(ul) n
|| | |

[ ] [ ]

u® Uﬁ(ue) n

A(B)u® = w?u®

Fi1G. 2.2 - Fabrication de la nouvelle condition auzx limites

Dans la figure (2.2), ) désigne le bord du demi—espace. Dans le probleme inter-
médiaire, le probleme intérieur a la perturbation O et le probleme extérieur posé
dans le demi-espace D sont reliés par les équations de continuité du champ de
déplacement et du champ de contraintes.

Définition de 'opérateur T(w, )
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Comme l'opérateur T(w, #) va étre I'inverse de l'opérateur S(w, #), nous suppo-
serons cette fois-ci que sur l'interface ¥, c’est le champ de contrainte o”(u®).n
qui est connu (et non plus le champ de déplacement u), et nous le notons ¢. Il
est naturel, étant donnée la condition de surface libre sur 92, de prolonger for-
mellement le champ de contrainte ¢ a S par 0. Rigoureusement, ceci revient
4 se donner comme condition aux limites sur &, un champ de contraintes @ ap-

_1
partenant a I'espace HOE(F)S. La notation o” (u) .n est alors un abus de notation.

Le probleme intermédiaire posé dans le demi-espace inférieur s’écrit alors

A(B)u® = w?u® dans R%
(2.12) (Pe) ~
’u)n=¢ surd

ou n désigne encore la normale extérieure au demi-espace D.

Nous avons le

Lemme 2.2

Le probléme (Pe) admet une unique solution dans Uespace H(D).

Démonstration
Nous allons montrer que le probleme (Pe) est équivalent & un probléeme varia-
tionnel (P4), dont nous montrerons I'unicité de la solution.

Le probleme variationnel (P4) que nous considérons est le suivant

trouver u € H'(D)? tel que
(2.13) (P4)
ar (B;u,v)=1f(v) ¥veH(D)?

ol ar (3;u,v) est la forme bilinéaire définie sur H'(D)® x H(D)® par

at (/3; u, V) = ap (/3; u, V) -’ (u7 V)

et ou f est la forme linéaire continue sur HI(D)3 définie par
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_1
ou ¢ est le champ de contrainte précédent pris dans ’espace Hoé(F)S, et ou 7o

désigne I’application trace de HY(D)® dans H%(]R)3

Comme w? < 3*V}, la forme bilinéaire at (5;u,v) est coercive, et le lemme de
Lax-Milgram donne l’existence et 'unicité de la solution u de (P4) dans ’espace

H'(D)".
Il reste a montrer 1’équivalence des problemes (Pe) et (P4).
Si u est solution de (Pe), alors
u e H'(D)?
o (1) 0 = ¢ € Hy 3(I)?

A(B)u=w?u = A(B)u € L}(D)’

Soit v € HY(D)?, quelconque, ce qui entraine que o (v) € H%(IR)B La formule de
Green permet alors d’écrire

('A (:3) u, V) = ap (:3; u, V) — <Y (V) >H_%(IR)3,H%(]R)3 = w2 (u7 V)
alors
Réciproquement, soit maintenant u solution de (P4). Alors
ap (/3;117‘7)_@2 (u7V):<9‘9770(V)> -1 VVEHI(D)B

H™Z(R)* HZ (R)?

En particulier

ap (B;u,v) —w? (u,v) = < 9,70 (V) >, 1
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mais alors
ap (f;u,v) =< A(B)u,v > D) p(DY’
et donc

A(B)u=w?u dans D'(D)’

Comme u € L2(D)’, alors A(8)u € L3(D)>.
Enfin, comme on a simultanément la formule de Green, et ’expression de la forme

linéaire f (v)

{ ("4 (6) u, V) = ap (/B; u, V) —< Oﬁ (u) -1, %0 (V) >H_%(]R)3,H%(]R)3 = w2 (u7 V)

ap (B3u,v) — w* (u,v) = < ¢,70(v) “u- e b (wy’

on en déduit que

0 = o’ (u).n € H;%(F)S

Le probleme (Pe) est donc bien posé. O

Nous définissons alors l'opérateur de bord T(w, ) de la facon suivante

Hoe(I)? — H2 (%)’

ou u est solution du probleme (2.12).
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Principe du calcul de T(w, 3)

Le déroulement du calcul de l'opérateur T(w, 3) est le suivant:

e Etape 1: nous supposons donc connu le champ de contrainte o®(u).n sur

- 1
Y et on le note donc . Il est supposé appartenir a I’espace Hoé(F)S

e Etape 2: nous pouvons alors, la condition aux limites étant homogene et
de type Neumann sur tout 3, résoudre le probléme extérieur (2.12).
Nous verrons que ce probleme peut étre analytiquement résolu, et donnera
un lien explicite entre u® et o’(u®).n.

e Etape 3: pour terminer, il suffira de prendre la trace sur ¥ du lien établi
précédemment.

Le résultat de ce calcul qui sera détaillé dans le chapitre suivant, est en fait une
expression en variables de Fourier de l'opérateur T(w,3), et nous la noterons

T(w, B).

Caractéristiques de 'opérateur T(w, /)

Cet opérateur T(w, 3) est linéaire et continu. Etant donné le résultat précédent
concernant la positivité de I'opérateur S(w, 3), il en découle immédiatement que
T(w, B) est aussi un opérateur positif. D’ailleurs, les résultats numériques obtenus
apres discrétisation en calculant les valeurs propres de Ty (w, #) le montre aussi.
La forme bilinéaire associée a T(w, #) est notée b(w, 3; ¢, ). Elle est définie par
le crochet de dualité:

(215) b(w7 :3; ®, \I;) =< T(wa 13)907 v >H%(IR)3,H_%(IR)3

2.2.2 Ecriture du probleme dans la perturbation avec
I’opérateur T(w, 3)

L’écriture du probleme dans O utilisant la condition aux limites avec T(w, 3)
est équivalente a la précédente (2.7):

trouver (w, ) € IR:_Q et u#0 e HY(0)’ t.q.
A(B)u —w*u =0 dans O

(2.16)
Uﬁ(u).n =0 sur 00 — X

u—T(w,B)[e’(u)n] =0 sur ¥
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Afin de faire apparaitre un couplage champ de déplacement-champ de contraintes,
nous coupons la condition aux limites sur ¥ en deux parties: I'inconnue du pro-
bleme est alors un couple déplacement-contraintes (u,p) et I’ecriture équivalente
a (2.16) est:

trouver (w, 3) € ]R*_I_2 et (u,0) # 0 € HY(O)® x H;%(F)S t.q.
A(B)u —w?u=0 dans O
(2.17) o’(u).n =0 sur 00 — X

o’(u)m = ¢ sur ¥

u—T(w,B)e=0 sur X

ce qui correspond a la formulation variationnelle suivante:

ao(B;u,v) — W (u,v), + < p,v>x =0 VveH(0)
(2.18) 1
b(w, B;0,¥) — < U,u >y =0 VU e Hyg(I)

Le signe positif devant le terme < ¢, v >y, provient du fait que la normale exté-
rieure au demi—espace D est intérieure a l'ouvert O sur ¥. Nous notons W I’espace

H'(0)® x H;%(F)S . La formulation variationnelle de (2.17) donne en regroupant
les deux équations de (2.18):

trouver (w, ) € IR’_;2 et (u,0) #0 € W t.q.

(2.19)
d(w, B (u, @), (v,¥)) =0 V(v,¥)e W
d(w, B; (0, ), (v, ¥)) = ao(B;u,v)
(2.20) — b(w, B¢, ¥) = w(u,v),

+< @,V >E+< \I/,u >E

Dans cette formule,

e ap(fB;u,v) est la forme bilinéaire classique déja rencontrée lors de I’étude
du spectre essentiel
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b(w, B; ¢, ¥) est la forme bilinéaire associée a I'opérateur T(w, 3)

o w?(u,v), a été passé a gauche pour que notre probleme revienne simple-
ment a trouver les couples w et 3 qui annulent d(w, 3; (u, ¢), (v, ¥))

o <, v>yet <V, u>y sont les deux termes de couplage entre le champ
de déplacement et le champ de contraintes

le fait que les roles des parametres w et 3 sont interchangeables est encore
plus clair avec la nouvelle forme bilinéaire d(w, 3; (u, ¢), (v, ¥)).

2.3 Les grandes lignes de la méthode numé-
rique

2.3.1 Ecriture matricielle du probleme avec I'opérateur
T(w, 5)

Le but est de décrire succintement comment le probleme (2.19) se présente
numériquement, sans se perdre dans le détail technique des calculs.
En notant

e Id l'opérateur identité dans I’espace H1(0)3
e C et C'les opérateurs de couplage entre déplacement et contraintes

le probleme (2.18) s’écrit matriciellement:

trouver (u,p) #0 € W et (w, ) € IRj_2 qui annulent
les valeurs propres A (w, 3) du probleme :

(2.21) A -w1d| - C u u

Ct ‘ — T(w, ) @ @

Nous avons pour discrétiser ce probleme a calculer les quantités suivantes:

e [ A, ](B) la matrice associée a la discrétisation par éléments finis P1 de la
forme bilinéaire ap(3; u, v): elle dépend uniquement du parametre j.

o [T} ](w,p)lamatrice associée a la discrétisation par éléments finis P0 de la
forme bilinéaire b(w, 3; ¢, ¥) de 'opérateur de bord: I'originalité consistant
ici a effectuer le calcul intégral 1ié a cet opérateur de bord en variables de
Fourier. La matrice obtenue dépend des deux parametres 3 et w.
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e [ C, ] la matrice associée a la discrétisation des termes de couplage dépla-
cement contraintes: elle ne dépend pas des parametres mais uniquement de
la discrétisation.

e [ B ] la matrice associée a la discrétisation du produit scalaire entre u et
v, donc a l'opérateur Id: elle ne dépend pas des parametres.

e [ by ] la matrice associée a la discrétisation du produit scalaire entre p et
U: elle ne dépend pas des parametres mais uniquement de la discrétisation.

Le probleme de valeurs propres (2.19) s’écrit alors sous forme discrete:

[Ah](ﬂ)—WQ[Bh]‘ [Ch] [Bh]‘ 0
:j\h(wﬁg)

(2.22)

[Ch ] ‘_[Th](wvﬁ) 0 ‘[bh]

Le but numérique est de trouver les valeurs réelles positives de w et 3 qui an-
nulent éventuellement les valeurs propres A (w, 3) de ce probleme (2.22), ces va-
leurs Ay, (w, 3) approchant les valeurs propres du probleme (2.10). Mais ce n’est
pas exactement sous cette forme que nous allons résoudre numériquement ce pro-
bleme.

2.3.2 Retour a ’opérateur S(w, 3)
Motivation

Ce retour a l'opérateur de bord S(w, ) est justifié d’une part par le résultat se-
lon lequel 'opérateur A(w, #) du probleme borné (2.5) est a résolvante compacte,
d’autre part le fait qu’il est préférable de travailler numériquement avec des opé-
rateurs faisant perdre de la régularité, que l'inverse, ce qui est le cas avec T(w, ).

Transformation du probléme discret

Au stade ou nous en sommes, nous n’avons pas terminé le plan de travail que
nous nous étions fixé, résumé par le shéma (2.11): nous en sommes au principe de
la discrétisation Tp(w, 3), et il nous reste encore a énoncer comment calculer la
discrétisation S;(w, 3) de la forme bilinéaire s(3;u, v). Le processus est le suivant:

Quand on trouve w et 3 qui annulent une valeur propre A, (w, 3) de (2.22), et un
vecteur propre discret associé (u”, "), on a le systéme suivant qui est vérifié:
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([AR](B) =« [Bu]) v +  [C]e¢" =0

[Ch] u — [Th](w.B) ¢" = 0

(2.23)

I est facile d’éliminer 'inconnue ¢" et d’écrire (2.23) sous la forme d'une équation:

(2.24) ([AR](8) = @*[Br]) "+ ([Ch] [Th ]! (@, 8) [Ch]) u" = 0

La discrétisation Sy(w, #) de la forme bilinéaire s(3;u, v) est alors donnée par la
matrice [ Sy, | (w, 3) définie par:

(2.25) [S](w,8) = [Chl[Th ™ («w,B) [Ch]'

Cette matrice [ Sy, | (w, #) dépend bien str des deux parametres w et f3.

2.3.3 Le probleme numérique final
Sa formulation

Nous disposons désormais des éléments suffisants pour énoncer sous quelle
forme est résolu numériquement ce probleme de guide d’ondes. Numériquement,
il s’énonce ainsi:

Trouver les couples (w, 8) € (IR:_)2 qui annulent

(2.26) les valeurs propres Ax(w, ) du probleme :

[Fi](@,8) = ([An](8) =« [ Br]) + [ Sk ] (w, B) = Mu(w, B) [ By]

[ Fi](w, ) est la matrice de rigidité de ce probleme de valeurs propres, et elle
dépend des deux parametres w et (3. Les valeurs propres A,(w, ) du probleme
discret (2.26) approchent les valeurs propres du probleme continu (2.10).

Sa résolution

Le probleme (2.26) est non linéaire par rapport aux deux parametres w et 3.
(C’est pourquoi nous le résoudrons par une méthode de type point fixe.
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2.4 Bilan et travail a venir

Nous avons décrit dans ce chapitre le principe de la mise en oeuvre numérique
du probleme de guidage: elle constite donc a se ramener a un probleme borné,
puis a le discrétiser afin de le résoudre.

Nous allons dans les cinq chapitres suivant détailler les calculs laissés ici dans
I'ombre. Il s’agit du calcul explicite

e de l'opérateur T(w, 3)

e de toutes les matrices associées aux différents termes de la forme bilinéaire

d(w, B5u,v)

e des matrices qui interviennent dans le probleme discret final.

Le lecteur peut passer cette partie technique de la mise en oeuvre de la mé-
thode numérique, pour s’intéresser directement a la technique de résolution du
probléme non-linéaire (2.26) abordée au chapitre 8.
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Chapitre 3

Le calcul de 'opérateur T(w,p)

Comme annoncé au chapitre précédent, ce n’est pas exactement l'opérateur

T(w, #) mais une expression en variables de Fourier notée T(w, ) que nous allons
établir maintenant. Pour ce faire, nous suivons le plan de calcul énoncé lors de
ce méme chapitre.
Nous donnons ici deux écritures successives de T(w, 3), qui permettront d’écrire
deux variantes de la méthode numérique: avec la seconde écriture, les résultats
numériques obtenus sont nettement plus précis et robustes que ceux obtenus avec
la premiere (juste contre—partie de calculs préparatoires lourds a effectuer), celle—
ci ayant uniquement servi lors de tests pour valider le code.

3.1 Premieére écriture de T(w,ﬁ)

La premiere étape du calcul étant de se donner simplement la contrainte o sur
I'interface ¥, on passe directement a la seconde qui est la résolution du probleme
extérieur a la perturbation. Il s’écrit:

(S) A(B)u=w?u dans D
(3.1) -
(C) o’(u)n=¢ surd

Nous commengons par résoudre le systeme (S) de (3.1):

! (Z (a%gg(u)) + 3 ag(u)) = oWy =12

3.2) (S) <
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L’idée est de faire une transformée de Fourier dans la direction x; afin de se
ramener a un systeme d’équations différentielles ordinaires:

uj(k,xz) = /]R exp(—tkxy )u;(xq,x2)dx;  j=1,2,3

On obtient alors (en notant pour simplifier u la fonction u(k,xs)):

A+ 2 d?
[ ] —I_ﬂkZul—ﬁ(—u;—ﬂQul)
p p \ dx;
A d A
L Ate dus kﬂﬁu;g = Wiy
pdx p
o A+2u duy AN+ 2p d?uy
o —ik — —
p dxo p dx2
A d
-I-ﬁ(kQ—l-ﬂQ) U2—ﬂ = = Wiy
p p dx;
R EVNE S
dX2
A+ 2 d?
+ + Mﬁ?ug—ﬁ(—kng—l— 1123) = w?us
p p dx3

Ce systeme a déja été résolu par J.Tlili dans [29]: cette résolution a été inspirée
par des techniques mises au point par A.Bamberger pour I’étude d’ondes diffrac-
tées en élastodynamique dans [4], [5] et [6].

Le systeme est posé dans IR? = {(k,X2) €R?*t.q.x; < 0}, et on en cherche les
solutions exponentiellement décroissantes.

La solution est une combinaison linéaire de trois solutions particulieres indépen-
dantes et prend la forme:
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ik Ks
u(k, x,) Ap | Kp |exp(Kpxz) + Asg | —tk | exp(Ksxs)
-3

, 0

ik
—|— ASV ,BKS eXp(Kng)

K2 — K3

(3.4)

ou (Ap,Asy, Agy) € IR?, les nombres d’ondes des solutions étant donnés par:

1

Ks = (k2+ﬂ2—w—2)5
(3.5) Vs

1

wh\?
Kp = (1{2—|—,32——2
Vi
Ces deux racines joueront un role important par la suite.

~

Nous allons maintenant passer a la troisieme étape du processus du calcul de
T(w, 3), qui consiste en un passage a la limite. On pose:

u = u(k)

lim u(k,x,) Yk

(3.6) o’ =01 ot o’n=[0"(uk))]n= lim [¢"(u(k,x,))].n

X2—>0_
avecn = (0,1,0)

L’opérateur vectoriel T(w, B) relie u = (uy,uy, uz) et o? = (o},02,03):

u="T(w,B)o"

Par définition de u, on a

u; =tk Ap + Kg Agy + 1k Agy
(3.7)

u

u; = Kp Ap — 1k Agny + 58 Kg Agy

uz = — B Ap + (K — K3) Asy
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Et en utilisant la loi de Hooke et la définition de o2, on a:
of = |2k Kp Ap + (K + Ks?) Asp + 2ik8 KsAsy]
(3.8) 0% { of =pu[(k?+ 8%+ K2) Ap — 2ik Ks Asy + 28 K& Agy]
o3 = u [28 Kp Ap + ikB Asu + Ks(k — 52 — KI) Asy]

Des deux systemes (3.7) et (3.8), on déduit facilement une premiere expression a

k et 3 fixés de T(w,ﬂ):

N 1
T —
@B = = K Prik )
4 ,32 KS Kp 1k KS X ’L'kIBX
2
- (ﬂQ 4 Kg) [2 Ks Kp [4 Ks Kp
+k* (K3 =52 | = (K48 + K&)] | — (K + B2 + 3 K2)]
(3.9)
—1k K5>< KS KPX —13 K5><
[2 Ks Kp (k* + 3 - K2) [2 Ks Kp
— (K + B2 + K2)] — (k2 + B* + K2)]
Lkﬁ X —/BKS X 4 k2K5KP
2
[k* + 3% + 3 K2 [2 Ks Kp — (K + K2)
—4KsKp] | = (K482 +KE)] | 48 (KE -k

ou Pr(k, 8) désigne la fonction de Rayleigh dont I'expression est:

(3.10) Pr(k,B) = (K + #* + K2) - 4 Ks Kp (i + §°)
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La matrice de 'opérateur T(w, () est hermitienne. Nous introduisons maitenant
ce que nous appellerons la fonction “conjuguée” de Rayleigh, (le signe - devient
simplement un signe +), que nous noterons Pr(k, 3):

(3.11) Prlk,8) = (K + 82+ K2) + 4 Ks Kp (K2 + 57)

Nous introduisons alors le produit de ces deux fonctions, qui est un polynéme
par rapport a la variable k*:

(3'12) D(kQ) = PR(ka ﬂ) X P_R(kv 6)

3.2 Deuxiéme écriture de T(w, 3)

Nous allons mettre 'opérateur T(w, ) sous une forme telle que le dénomina-
teur de chaque terme ne soit plus une somme de polynoémes en k et de racines Kg
ou Kp, mais apparaisse comme un produit du polynéme D(k*) avec ces mémes
racines Kg ou Kp. C’est pourquoi nous avons introduit les deux définitions pré-

~

cédentes, et afin d’obtenir ce résultat, nous multiplions T(w, #) par:

Pu(k,3) / Pu(k,B)

Les avantages de cette transformation sont que d’une part, malgré la lourdeur des
expressions obtenues, nous avons des quantités plus simples a manipuler grace
au dénominateur , et que d’autre part, elle permettra d’ecrire une méthode nu-
mérique plus précise.

Afin de simplifier quelque peu ces expressions, nous introduisons les quantités:
w w

9 1« - £ —_
(3.13) s = v, e ar =

Les calculs donnent alors pour les termes de T(w, B) que nous noterons T;;:
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(3.14)

(3.15)

(3.16)

pD(k?)

pD(k?)

pD(k?)

ik

pD(k?)

KsKp

k6
k4
k?

k6
k4
k2

(—4ag)

(16,320z2 + 80/% — 2432a2)
_3664058 —I‘ 326204P)

(af —83%ag — 163%atar
+248%ag + 168°%3 — 163°a3)]

(—4ag)
(108)(ag — 28" + ap)
(4ad)(B*ai — B* — adad + B}

k* (8ap — 4ad)

k? (6ag — 8aiap
+168%% — 832 2)
(68%ag — ag — 45
—83%agap + 85 ap)]

k® (4a?)

k* 2a%(63* — 3ai — 2ap)

k? 204%(631 + af — 6%’
—4p3%ad + 3agap)

203(28° + 33 ada} — 3a3s"

_2540@_@50@ Bra )]

Inria



Onde guidées par une perturbation du demi-espace élastique homogene

67

(3.17)

pD(k?)

(3.18)

pD(k?)

ik
pD(k?)

(3.19)
ik
pD(k?)
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T23

T32

k6
k4
k2

k6
k4
k2

k4
k2

k4
k2

p

= _ET12

(—4a3)

(4ag)(as + ap — 35%)
(405)(28%a5 + 28%

—34" — ofap)
(1a)(Bad + fap — B°

—ﬂQOfsaP)]

(—4a5)

ag(ag +4ap — 1257)
a3 (868%ap + 83%aj
—dagap — 124" — Ofs)
as(asaP 43° — B*a

—4B3%akap + 4ap Bt + 404%54)]

4(4ap — 3a§)
4(4ag —dafap — 64%ad

—|—8,3204P)

(168%ag — 1204 3*

+168%ap — 3ad — 163*agap)]
(4ag)

(4045)(2/3 - 0‘5 - OéP)
(40%)( + O‘SO‘P 5 Ofs
_,320413)]



68

Jean Duterte, Patrick Joly

(3.20)
1
oo = #D(k?)
(3.21)
Lo
pD(k?)

—

+ + +

k6
k4

k2

k2

16(ap — of)

1(86%ap — 96%ag — daga}
+60g)

8(26%ap — 26%agad — af
—3B%d + 45%ag)

(88%as + af — 4%
—5p%ag)]

Nous condensons cette écriture des éléments T;; en introduisant des coeflicients

indicés suivant les termes T;;. Ils dépendent des deux parametres w et 3. Ceci

donne:
1
T =
D(k2
(3.22) a f )
T D)
avec

[ C%l k6—|—C%1 k4—|—C:1))1 k2‘|’C}11 ]

[ C})I k6 _I_ Cél k4 _I_ C%l k? ]
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(3.23)

(3.24)

avec

(3.25)

(3.26)

(3.27)

RR

o
o
o
oy
cu
c
con

T12

cr
cL
c1e
cLe
cLe
ce
cL2

n’ 2324

—4ad
163%ad + 8ag — 243%a
32B%} — 168%adah — bad — 364%ad + 328%ap

af —8B3%ad —168%atad + 243%a3 + 163°af — 165°a2

—4a3
(40)(as — 26 + ap)
(40d)(B%ad — B* — ada} + Bap)

ik
pD(k?)

ik 1
uD(k?) KsKp

RGN |

[ C}12 k6—|—Cé2 k4+cé2 k2+C%2 ]

8ap — 4ad
6as — 8aiad +168%ap — 83%ad
66%at — af —48%ak — 83%adal + 83k
dag
a§(68” — 3ag — 20p)
oz2(634 + a§ — 68%ad — 43%*a} + 3azad
(26’6 + 332asozp — 304334 — 234 ozSozP + 6’2

[T = T = —To
3

‘TQB = T32 = _I._T12
1k
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=B

Ty = e [ Ok 4 CLk? 4 O3 |
(3.28) kDI ; ) )
- 12 16 12 14 12 1.2 12
+ uD(k?) KsKp [ G4 + C; + Cq +C:7 ]
ik 1
Ty = 2P L sy epiepep
eD(k?) Kg
(3.29) kA )
i
_ ClB k4 ClS k2 ClS
+ P‘/D(kQ) KP [ 4 + 5 + 6 ]
avec
CP° = 4(4a} —3ad)
Cy? = 4(4af — 4adap — 63%ad + 85%ap)
C? = (168%ad — 12a2B8* + 168%a} — 3ad — 168%adad)
(3.30) 13 9
Cy” = 4dag
CP = 403(28* — ai — a})
CF = 1a2(5"+ oo — fal — ad)
(331) ‘ T31 = T—13 = —T13
1 1 22 1.6 22 1.4 22 1,2 22
T22 == D) pe— [ Clk—I—CQk—I—C3k—I—C4 ]
(3.32) HD(?)  Ks
' 1 1 22 1.6 22 1.4 22 1.2 22
— k k k
+ uD(k?) Kp [ C5 +C5 k" + Gk + G5 ]
avec
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0 = —4al
€ = 4og(ag+ap — 357
C2 = 4ai(2B8%ai +28%ap — 38" — aiad)
| o = aad(sal + el — 80— Fatad)
(333 3 o _ e
C¥ = oi(4ad +4ap —128%)
C® = oi(83%ap +8B%d — 4akas — 128* — ad)
(3 = ai(asap —46° — BPag — 48%adap + 4ap ' 4 405 %)
1 1 33 1.6 33 1.4 33 1.2 33
Ty = D) Ke [ CPK°+Ck*+ C7 k" 4+ Cy° ]
(3.34) X ;
T L IR
avec
CF = 16(a} - af)
C? = 4(8B%} —98%*ai — 4adai + 60a3)
CF = (28} — 25%aat — ol — 3%l + 15%a})
(3.35) CI¥ = 885+ a3 — 44§55
CZ;S — _462052
CF = —Apad(28— ot a)
7 = —48%(8" + adap — f%ad — B%ap)

Nous disposons maintenant de ’expression en Fourier de l'opérateur de bord
T(w, 3). Nous allons nous intéresser maintenant a la discrétisation du probleme.
La partie de cette discrétisation consacrée a l'opérateur de bord est de loin la
moins classique et la plus délicate: nous allons y consacrer le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Calcul de la forme bilinéaire
b(w,3;p, V) associée a ’opérateur

de bord T (w, )

Plan du chapitre

Nous allons désormais passer a la discrétisation de la formulation variation-
nelle (2.19), afin d’aborder la mise en oeuvre numérique du probleme. La partie
essentielle de ce travail de discrétisation concerne l'opérateur intégral de bord:
nous allons y consacrer deux chapitres: nous commencerons dans celui-ci par la
discrétisation de la forme bilinéaire b(w, 3; (u, ), (v, ¥)). Le calcul de la matrice
discrete qui lui est associée, y est effectué jusqu’au moment d’entamer la partie
calcul intégral: le point important est que nous ne procederons pas a la recherche

de noyaux intégrables, mais que nous ferons le calcul en variables de Fourier.

4.1 Expression en Fourier de b(w, 3; ¢, V)

Nous rappelons que b(w, 3; ¢, ¥) est la forme bilinéaire associée a 'opérateur
T(w, B) et qu’elle est définie par le crochet de dualité (2.15).

Nous avons donc a calculer une intégrale du type:

(11) b(w, B0, 0) = [ (T(w,B)p, W) dx ot (¢, W) € HE(T)° x HGE(TY

Cette intégrale est exprimée en variables physiques i.e.
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(4.2) b(x1;w, B p(x1), ¥(x1)) Z/E(T(wvﬁ)ﬂo(xl)vq‘(xl))dxl

Mais la seule expression de T(w, 3) dont nous disposons est en variables de Fou-
rier. L’expression (4.2) devient en appliquant la transformée de Fourier dans la
direction x; et en utilisant le théoreme de Plancherel:

(1.3 (e B30, 0) = o [ 160, BYel(k), B(k) di

" or

La fonction définie sur ¥ qui nous intéresse est:

$(x1) = T(w, B) [o”(u).n]
Alors:
6(k) = T(w, ) [o(u).n]

Mais comme ¢ = u ou u est la fonction définie au chapitre précédent en méme
temps que o2, et qui est reliée a celle-ci par:

o~ o~

u=u(k) = T(w, ) 0* = [T(w, 8) 0? (k)

Nous avons bien une expression de ¢ connue explicitement et ou intervient 1’opé-
rateur T'(w, #). Nous avons donc une intégrale de la forme suivante a calculer:

(1.4 b, B0, 0) = 5 [ [(T,8)) (6) ¢(k) B)] dk

Avec ces notations, on écrit b(w, 8; ¢, ¥) sous la forme:

—

b, B, 0) = 5= 3 [ [(Titew ) (6) G009 T s

1,5=1

(4.6)

ou les termes T;;(w, 3) sont les termes de T(w, ) calculés dans la derniere partie
du chapitre précédent.
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4.2 Choix effectués pour la discrétisation

4.2.1 Choix des espaces d’approximation

Nous allons faire une discrétisation par éléments finis 1-D de la forme bili-
néaire b(w, 5; ¢, V).
Nous avons décidé, étant donné que les fonctions de 'espace H%(E)S sont peu
régulieres, de les approcher par des polynomes constants par morcaux apparte-
nant a l'espace discret PO(E)S. Une base de cet espace est construite de la facon
suivante:
on découpe l'intervalle [—a; a] = ¥ en N intervalles identiques de longueur h, et on
prend comme fonctions de base les N fonctions notées w! , I € [1,N], constantes
par morcaux, ayant comme support le [-ieme intervalle, égales a 1 sur celui—ci.
La dimension de Py(X) est alors N.
La figure ci-dessous représente une fonction de base de Po(X) quand N est impair:

N wp(xp)

|

[l bl
@)

o |

T o
Q

X1

Fia. 4.1 - Allure d’une fonction de base

Le choix d’un pas de discrétisation constant sur ¥ va nous permettre d’ob-
tenir un gain de temps calcul important.

4.2.2 Transformée de Fourier d’une fonction de base

Les N fonctions de base de Py(X) sont numérotées de la facon suivante:
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w? a pour support [—a; —a+ h]
wg a pour support [—a + h; —a + 2A]
(4.7) w)  a pour support [—a+ (I = 1)h; —a + 1h]
wﬁl_l a pour support [—a+ (N —2)h; —a+ (N — 1)A]
'w{\? a pour support [a — h;a]

Le calcul de la transformée de Fourier d’une fonction de base w! donne:

2 ik kh kh
(4.8) wr(k) = w exp (—iklh) exp (lj) sin (7)

Le produit de la transformée de Fourier d’une fonction de base w” par la conjuguée
de la transformée de Fourier d’une fonction de base w donne:

— 4 kh
(4.9) " (k) 'LT)fn(k) = 12 °XP (—tknh)exp (ikmh)sin® (7)
En notant
(4.10) p=m-—mn
on obtient:
(4.11) '@Z(k) Efn(k) = % exp (tkph) sin® (kz—h)

4.2.3 Approximation de b(w, 3; ¢, V)

On approche les fonctions ¢(x1) et U(x;) par ¢"(x;) et ¥"(x;) qui appartien-
nent a PO(E)3 et ou:
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ot Uy
"= ¥ et U= vy
v vl

(4.12)

N N
=gl wh, =123 et W= YUl wl, =123
n=1 m=1

h

. sachant que:

Nous avons indicé par ¢ et j les fonctions de bases w! et w

wh =w" Vjel,3]

J7n

wh =w" Viell,3]

1,m

car ces indices vont étre importants dans le calcul vectoriel qui va suivre.

Nous approcherons b(w, 3; ¢, ¥) par la forme bilinéaire by, (w, 3; ¢, ¥) qui est don-
née par:

(1.13) b 850, 0) = o= [ [T, )01, WH(K) i

4.3 La matrice associée a b(w,3;¢, V)

4.3.1 Formation de la matrice

Nous explicitons désormais cette expresion (4.13) jusqu’a faire apparaitre
clairement la matrice associée a la forme bilinéaire by (w, 8; ¢, ¥), matrice no-
tée [ T} | (w, B), que 'on calculera numériquement.

Pour toute la suite, on note entre accolades les vecteurs, et par 'exposant t les
matrices et vecteurs transposés. En particulier, les vecteurs des degrés de liberté
de ¢ et WU seront notés:

{1}, {vij,
{4}, et {ws},
{5, (v},
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7

Nous allons écrire by (w, 8; ¢, ¥) sous la forme:

{wi} ) {et} 1)
(4.14)  bu(w,B;0,0) = {\I”S}m o ¢ [Th](w,B) x {Sog}n

{wi}, {e3),

Le point de départ du calcul est 'expression suivante:

bl B W) = 2 3 [ [T 8)) () 2206) W)

1,=1

wﬁm)] dk

3 N N
ba(eo, B, W) = o= 30 30 30 b Wh [ (Tl ) () b, B,
s |

1 N N
balw, B, W) = =30 Y0 % [
™ n=1 m=1 R
h o~k R =h B h =h h  ~h [
[ T11 9917,” wl,n LIll,m wl,m + T12 Lp?,n w2 ) LI} wl,m + T13 9‘93,n wS,n LI11 , M
B ~h h B =h b ~h h
+T21 S‘ol,n wl,n qj?,m 2 ,m + T22 3‘92 ) U“’Q o) LI} w2,m + T23 S‘QSJL w3,n \IIQ ,m
B h ,Ah b~k B =h b ~h h
+T31 S‘ol,n wln \I/ W3 m +T32 Pon Wan LIjS,m W3 m + T33 ¥3,n W3 n \I}Z}m

) dk
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1
br(w, B; 0, ¥) = g/ﬂ (

N
h o~k [N [N <
E (Tll S‘Ql,n wl,n wl,m —I_ T12 S‘QQJL w?,n wl,m —I_ T13 S‘QBJL wS,n wl,m)}

N
b ~h =h b ~h =h h o~k =h
{Z (T21 S‘ol,n U“’l,n wQ,m —I_ T22 S‘QQJL w?,n wQ,m —I_ T23 S‘QSJL w3,n wQ,m

N
R~k =h [N [N <
E (T31 S‘Ql,n U“’l,n wS,m + T32 S‘QQJL w?,n wS,m + T33 S‘QSJL w3,n wS,m

1

br(w, B0, V) = g/ﬁ ( {‘1’2}m .

~h =< ~h
[Tll wl,n wl,m] [T13 wS,n wl,m

hTh:|

N . ho
[TQl wl,n wQ,m [T23 wS,n w?,m

ah
[TSl wl,n wS,m]

Gis

x4 et by ak

{5},

Nous sommes parvenus a mettre b, (w, 3; ¢, V) sous la forme désirée et avons alors
a calculer la matrice [ T}, | (w, 8) de taille 3N x 3N suivante:
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/ Ty @ G / Tyg G G / Tys @ B
m,n /IR m,n m,n
1 ~h —=<h [ ~h —=<h ~h —=<h
[T, ) 2 S ] P e e 2t _—
/ Ty @ B / Typ @ B / Tys @ B
L m,n R m,n m,n
Soit la matrice [ T | définie par
1
(1.15 (T4 08 = o 7]
T

Nous devons procéder au calcul de [T ], qui est une matrice composée de neuf
blocs [TZ ] ;1,7 €[1,3], de taille N x N chacun. Nous avons alors:

[T, [T, [T,

Iy

(4.16) [T]= [ T4, ]mn [ T}, }mn [ T3, ]mn
(T, (T3], [T5],,
Les éléments (TZ)mn de chaque bloc [ TE ]m . de la matrice [ T | sont donnés par
la formule: 7
(4.17) (8) = /IR Ti(k) @'(Kk) B (k) dk myn € [L,N]

4.3.2 Les intégrales a calculer

Etant donné (4.11) et (4.10), chaque bloc [TZ] de la matrice [T ] est

Toeplitz: c’est la conséquence importante du fait d’avoir choisi un pas de dis-

crétisation h constant sur le bord ¥. Comme la matrice [ T | est pleine, ceci
apporte un gain de temps de calcul important, car nous avons alors pour chaque
bloc un seul élément par diagonale a calculer, noté (Tg)p qui a la forme suivante:

4 . . kh
(4.18) ‘ (T?j)p = /]R Tij(k)ﬁexp (ikph)sin® (7) dk
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Comme p = m —n, on a |p| € [0,N — 1], le signe de p varie de la fagon suivante
dans chaque bloc:

p <0

(4.19) ; p=0

p>0

Il reste encore a vérifier si les intégrales sont bien calculables. Or la seconde écri-
ture des expressions T;; montrent clairement que les fonctions a intégrer tendent
vers 0 a l'infini. De plus, grace a une étude des dénominateurs de ces expressions,
(qui sera exposée au début du chapitre suivant), et en particulier du polynome
D(k?), nous nous placerons dans le cas ot la valeur du parametre 7 ne génera pas
I'intégrabilité. Enfin, le produit (4.11) étant continu, il ne sera pas génant non
plus.

4.3.3 Quelques propriétés de la matrice [ T ]

Nous allons maintenant montrer que les blocs de la matrice [ T ] sont soit
symétriques, oubien antisymétriques, et que la matrice [ T | est globalement sy-
métrique et réelle.

Le fait que les blocs de la matrice [ T | soient symétriques, soit antisymétriques,
dépend uniquement de la parité des fonctions a intégrer. Or, quand on regarde
les expressions des éléments T;; de T(w, 3) établies a la fin du chapitre précédent,

on a que

o Tyi(k) est une fonction paire et réelle.
e Tia(k) est une fonction impaire et imaginaire pure.
o Ty (k) est la fonction conjuguée de Tz(k).

o Tys(k) est une fonction paire et réelle.
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o Tsy(k) est égale a Tas(k).

e Ti3(k) est une fonction impaire et imaginaire pure.
o Ts(k) est la fonction conjuguée de Ty3(k).

o Tiy(k) est une fonction paire et réelle.

o Ts3(k) est une fonction paire et réelle.

Comme on multiplie ces fonctions par la fonction paire

4 kh
ﬁ Sin2 (7) dk

et encore par
exp (tkph) = cos (kph) + ¢ sin (kph)
il en résulte que

e les blocs [ T ]m [ T, ]m et [ Tk, ]m sont symétriques.

bl
s 3T T

e les blocs [ T, ] et [ Tk, ] sont égaux et symétriques.

’

e les blocs [T{LQ ] et [Tgl ] sont opposés et antisymétriques.

’

e les blocs [T?3 ] et [T§1 ] sont opposés et antisymétriques.

’ ’

De plus, tous les blocs sont réels.

La conséquence immédiate de ce qui précede est que la matrice T, a calculer est
une matrice pleine, de taille 3N x 3N, réelle et symétrique.

Une autre conséquence de ces propriétés de symétrie est que nous n’aurons a
calculer les intégrales (4.18) que pour p > 0.

Nous résumons tout ceci dans le shéma suivant:
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0 T%, 0 Tl A
. antisym - antisym
T{LI \ﬂ N
sym
0 0
0
ﬁ / égaux
Tgl TSS/ =
antisym \ sym < sym
0
sym 0
ja |7
"
mol o 7 T
antisym sym sym
0 o
N /
3N A

Fia. 4.2 - Aspect de la matrice [T |
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4.4 Un premier choix numérique important

Nous avons a calculer numériquement les intégrales données par (4.18). La
technique habituelle dans ce type de calcul consiste a revenir aux variables réelles
en procédant a la recherche de noyaux intégrables. Ces méthodes, concues

par A. Bamberger et J.C. Nédélec, ont été par utilisées par exemple par J.Tlili
dans [41].

Ici, nous sommes au contraire restés en variables de Fourier pour faire le
calcul des intégrales (4.18) ,suivant ainsi une idée de F.Collino. Ce choix permet
de construire une méthode précise, rapide et robuste, de calcul des intégrales. En
effet, le temps utilisé pour traiter numériquement 'opérateur de bord ne dépasse
pas 10% du temps de calcul global pour résoudre le probleme complet a 3 et w
fixés, sur station de tavail D.E.C..

4.5 Reformulation des intégrales a calculer

4.5.1 Remarque sur le polynéme D(k?)

(est un polynéme en k? qui s’écrit:

8 6 2 3(4)2 2(4)2 9
DK =< 8L (124 82) +8 2 [ _ 2 ) (k2 4 2
(€)= 5 ~8 g (M +#) +8 |7 g ) (¥ 7)

(4.20) o .
2 2

Soit P(k?) le polynome défini par:

(4.21) D(k*)=CP(k*) et PE)=k°+--

ou la constante C vaut:

wroW?
C=-16 | =5 — —
(V§ Vi
On note K le produit de C par le quotient (ux/ 2) ce qui donne pour l'inverse
cette constante (a 3 et w fixés) I'expression suivante:

(4.22) P
' K CMAVE T V2
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4.5.2 Nouvelle présentation des intégrales
Nous avons les intégrales suivantes a calculer:
4 kh
(Ty;) :/ T;;(k) — exp (ikph) sin® (—) dk
(4.23) e T :

Il s’agit simplement des intégrales (4.18) multipliées par 1 /27. Nous allons ré-
écrire les intégrales (4.18), en utilisant la seconde écriture de T(w, ), sous forme
de combinaisons linéaires des quatre intégrales suivantes:

1 1k
K (; :/ <
pn) = o Kok PO9) K2

exp (tkph) sin® dk n €0;7]

1 k" , . o [Kkh
J(p,n) = /]R m 1 OXp (tkph) sin (7) dk n € [0;5]
1 1 k» . . o [kh
I(p, n) = /IR K_S m k_2 exXp (lkph) sSi1 (7) dk n ¢ [0, 6]
(4.24)
1 1 k" kh
! o T - RS . 2 - .
I'(p,n) = /]R Ke PO 12 exp (tkph) sin ( 5 ) dk n € [0;6]

Nous aurions pu a priori utiliser pour (4.23) la premiere écriture des éléments T};:
c’est a ce stade précis qu’apparaissent les deux variantes (annoncées au chapitre
précédent) de la méthode numérique.

Ces quatre intégrales (4.24) sont caractérisées par la présence aux dénominateurs
des fonctions a intégrer, du polynome P(k?) et des facteurs 1, Kg, Kp, et KsKp.

(C’est pourquoi nous les faisons apparaitre.

Nous avons alors a calculer pour p > 0:
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(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

RR n” 2324

(Tu), = K
(T), = iK
(Ts), = —BK
(Tis), = iBK

[

P + + o+ + + o+

+ + o+

Ci'I(p,6) +
C3'I(p,2) +
Ci'I'(p,6) +

Ci'T'(p,2)

Ci*J(p,5) +
Ci* J(p, 1)
CY¥K(p,7) +

Ce K(p.3) +

Cy' I(p,4)
Cy' I(p,0)

Cg' I'(p,4)

Cy* J(p,3)

Ci* K(p,5)

C* K(p,1) ]

Ci*J(p.4) 4+ C3*J(p,2)

C3* J(p,0)

Ci*K(p,6) + C;*K(p,4)

Ce’ K(p,2) + C#K(p,0) ]

Ci?I(p,5) + C°I(p,3)

C3° I(p,1)

Ci’T'(p,5) + C5°1I'(p,3)

Ce’ I'(p,1)
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(Tm)p = K [ C®I(p,6) + C221(p,4)
+ CP¥I(p,2) + CP¥I(p0)
(4'29) C2 7 C2 1 (p. 4
—I_ 5 (p76) —I_ 6 (p7 )
+ C®T'(p,2) + CZT1(p,0) ]
(ng)p = K [ C#I(p,6) + C3P1(p,4)
CP1(p,2) + CPI(p,0)
(4.30)

CZT(p,4) + CFT(p,2)

+ + o+

CP T (p,0) ]

Nous avons atteint I'objectif qui était d’écrire une discrétisation de la forme
bilinéaire a 1’aide de la seconde écriture de la matrice T(w, 3). Nous ne détaillerons
pas ici la variante obtenue avec la premiere écriture, la méthode qui en résulte
étant peu précise, et ne permettant que la validation (pour N petit) de celle que
nous exposons. En effet, si I'on utilise la premiere écriture, les fonctions a inté-
grer oscillent beaucoup des que l'indice p est grand. De plus, ces mémes fonctions
présentent des singularités qui rendent suffisament instables les calculs pour les
perturber. La “fragilité” des résultats est alors grande, car nous constatons que la
matrice [ Tj, | n’est pas toujours définie positive! A opposé, 'utilisation de
la seconde écriture permet un calcul aisé par la méthode des résidus
des intégrales. Comme nous allons le voir au prochain chapitre, nous controlons
bien par la méthode des résidus les singularités des fonctions, et les fonctions qui
restent a intégrer ne sont pas oscillantes, d’ou les bons résultats obtenus.

Nous allons désormais nous intéresser au calcul des quatre types d’intégrales
J(p,n), L(p,n), ' (p,n) et K (p,n). Cette étude est ’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 5

Calcul des intégrales J(p,n),
I(p,n), I’ (p,n) et K(p,n)

Plan du chapitre

Les difficultés dans le calcul de ces intégrales (4.24) proviennent, d’une part,
du fait que les fonctions a intégrer sont oscillantes, d’autre part, de ce que l'in-
tervalle ou 1’on integre est IR tout entier. Pour y remédier, nous allons effectuer
le calcul de J (p,n), I(p,n), I'(p,n) et K(p,n) par la méthode des résidus.

Dans une premiere partie, nous étudions les poles des dénominateurs des fonc-
tions complexes a intégrer. Cette étude, bien que tres technique, a un intérét par-
ticulier, du fait des conséquences importantes induites dans le travail numérique
que nous avons pu faire par la suite.

Puis dans la seconde partie, nous énumérons tous les résultats obtenus pour
le calcul des intégrales. Le détail des calculs est donné dans I’annexe A, car bien
que classiques, ils sont lourds et trés techniques (a cause en particuliers de la
présence de racines complexes au dénominateur). Nous les avons développés a la
fin de cet article, afin que le lecteur puisse trouver ainsi 'origine des différents
cas présents dans les résultats.

Le point important dans ces calculs, est que la méthode des résidus va per-
mettre d’écrire:

J(p,n) sous la forme d’une somme de résidus,

IL(p,n), I'(p,n), et K(p,n) sous la forme d’une somme de résidus et d’inté-
grales de fonctions strictement décroissantes vers 0 a l'infini.
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5.1 Etude des dénominateurs

Nous allons donc commencer par 1’étude des poles des dénominateurs des
fonctions complexes impliquées dans les calculs de J (p,n), 1(p,n), I'(p,n) et
K (p,n), en particulier des poles du polynéme P(k?). Nous allons commencer par
ce dernier. Or P(k?) est égal au polyndme D(k?*) & une constante C pres donnée
par (4.21). Ce dernier est, comme nous allons le voir, lui-méme lié au carré de la
fonction de Rayleigh: nous déduirons en effet les poles de D(k?) de ceux du carré
de la fonction de Rayleigh dont 1’étude approffondie commence cette étude des
dénominateurs.

5.1.1 Etude de la fonction de Rayleigh

Une partie de cette étude se trouve déja dans [27]: nous n’en rappelons ici que
les résultats nécessaires pour la poursuivre. Le point de départ est 1’équation de

Rayleigh (1.30). On note
r=V?

ce qui donne comme formulation de cette équation:
1 L 2
(5.1) 4(1—l>2<1—1>2—<2—1) =0
Vp Vs Vs

On éleve le terme de gauche au carré, on simplifie par x, et on obtient 1’équation
sivante:

(5.2) f(x)=0

ou f(x) est la fonction (1.31) annoncée au premier chapitre:

x3 x? X 3 2 1 1
5.3 S S Y (. A IV
S A (va v%) ’ (v% vg)

Bien que nous sachions déja que (5.2) a une unique solution réelle dans 'intervalle
10; V[, qui est V&, nous rappelons quelques étapes de la démonstration faite dans
[27], qui vont nous étre utiles.

La dérivée de f(x) est le polynome du second degré suivant:

3 x? X 8 3 2
5.4 %)= —/— — 16 — + — | — —
>4 FRO=3g 1w v (vg V%)
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dont le discriminant A’ est donné par:

8
ou
V3 1
(5.6) T:v—% et 76]0;5[

Soit enfin la fonction complexe:

z3 z? Z 3 2 1 1
5.7 == 8 =+8 =l 16| = — — C
61 1= s ey () e (v ) o

et I’équation

(5.8) f(2) =0

On a alors les différents cas suivants:

e (Cas I:

7 < 1/6 = f'(x) < 0et f(x) strictement croissante sur IR. Comme f(0) < 0
et f(VZ) > 0, f(x) a une unique racine réelle qui est V§. Comme cette racine
est simple, I’équation (5.8) a deux racines complexes conjuguées, que ’on

note:

z1=t+y ,y#0

(5.9) { Sty s
Zog =1 —y

Il est de plus aisé de montrer par ’absurde que t # 0. En effet, I’équation
(5.8) peut étre alors mise sous la forme:

(5.10) C(x—VE) (x—t—iy)(x—t+iy) =0

Apres avoir pris t = 0, et dérivé le terme de gauche, on identifie ce polynome
avec 'expression précédemment obtenue de ' (x) pour conclure.
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o Cas2:
7 = 1/6: alors le discriminant A’ est nul et f'(x) = 0 admet une racine réelle
double notée xo qui vaut 8Vg/3. Sachant ceci, f'(x) étant positive sur IR,
on obtient pour les racines de (5.8) le méme résultat qu’au cas précédent,
de facon similaire.

o (Cas 3:

7 > 1/6: alors le discriminant A’ est strictement négatif et f/'(x) = 0 admet
deux racines réelles notées x; et x, telles que V& < x; < x3. Le tableau de

de variations de f(x) est le suivant:(il est valable V 7 € ]O; %[ )

x |—oc 0 Vi VI xy ~ Vi X + o0

Trois possibilités dans ce cas se présentent alors:

n’a pas d’autres racines réelles que V3.

flx2) >0 = f(x
fx2) =0 = f(x
f(x2) <0 = f(x) a deux racines réelles notées x’ et x” telles que
4
3

)
)

a une racine réelle double x5 = x3.

Vi< x <x <x"

L’existence de ces racines x’ et x” va étre I'objet de I’étude qui suit:

Etude de x' et x”

Afin de simplifier quelque peu les notations, on pose:

a=V: b=V c=V2
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Quand on met f(x) sous la forme:

(5.11) f(x) = (x=¢)g(x)

8¢ c2]

On étudie les racines de g(x) qui sont x’ et x”. Le discriminant A de ce polynéme
vaut:

(5.13) A= [-3bc®+16abc—32a%b+64a°

1
b a®
On a les cas suivants:

A <0 = g(x)a deux racines complexes conjuguées.
A =0 = g(x) a une racine réelle double.

A >0 = g(x)a deux racines réelles distinctes x’ et x”.

Pour étudier le signe de A, on étudie le polynome P(X):

(5.14) P(X)=-3bX?+16abX+32a(2a—b)
On a
(5.15) P(c) = A

On note 6 le discriminant de P(X) et on a:

6<0|= P(X) a deux racines complexes conjuguées.
P(X) est de signe constant et négatif.
P(c)=A<0

(s

C

LR

)
)

a deux racines complexes conjuguées z; et z.
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6=0|= P(X) a une racine double réelle notée Xj.
P(X) <0 sur R — {Xg}.
= P(X)=0en X,

U

A=0 si c=Xg
=
= f(x) a une racine réelle double Xy = x;.
A <0 sl ¢ 7£ XO
=
= f(x) a deux racines complexes conjuguées z; et z.

6>0 = | P(X) a deux racines réelles notées X; et X, distinctes
(on pose X; < X3):

P(X) <0 sur IR —[Xy;X;].

P(X)=0 en Xj et X,.

P(X)>0 sur ]Xy;Xy.

Le calcul de é donne:

(5.16) §=16 x8a2b%[6 7 — 1]

Ce résultat donne les équivalences suivantes:

1)0<0&7<1/6

i) §=0&7=1/6

Comme Xy = §a>c,A<0.

Ces deux premieres équivalences correspondent aux cas 1 et 2 vu précédemment.

) 6 >0&7>1/6

P(X) a deux racines X; et X, qui valent:

(5.17) ngap— ﬂ&—u]
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(5.18) XQZ%aP+wth—U]

Le signe de A dépend alors de la position de Xy par rapport a c:

Xy >c = P)<0 =A<0
Xi=¢ = P(c)=0 =A=0
Xyj<ec = P(c)>0 =A>0

On pose

(5.19) Xi=h(r)

h (7) est une fonction continue, dérivable et strictement décroissante sur
: 11
I'intervalle ] —: —[ .
6" 2

—8a

SRy Yy

Le tableau de variation de h (1) est le suivant:

1
L L
6 2
h'(7) -
8
— a
3
h(r)
0

Or ¢ € ]0; a] et de plus ¢ dépend de 7. ¢ (7) est une courbe continue, décroissante,

strictement bornée par a/2 et a.

Les courbes de h(7) et c(7) ont I'allure générale suivante:
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W oo

FiG. 5.1 - allure de h (1) et c(7)

Il est clair alors qu’il existe une unique valeur 75 > 1/6 telle que:

h(r)>c(r) pour 7 <7
h (7o) = ¢ (7o)

On a donc:
hir) = A<O0
T=7 = c(r)=h(r) = A=0
hir) = A>0

Ce qui donne pour f (x) I'allure suivante pour chacun de ces cas:
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/C a X3 X9

0
X, est a droite de ¢
Fi1G. 5.2 - allure de f (x)
o T=1T

/c:X1 a X1 Xy = Xo

Fi1G. 5.3 - allure de f (x)

Xl /C & 1 X7\\X2_/X”

FiG. 5.4 - allure de f (x)
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Pour calculer 7g, il faut résoudre I’équation:

(5.20) c@)zgap— zwf—m]

Nous ne résolvons pas exactement cette équation, mais nous allons donner des
encadrements de sa racine 7y et son estimation numérique. Tout d’abord, h ()
prenant cette valeur a en un point 7, on a 7 < 7. La résolution de h (7) = a donne:

9 L9
= — T —
64 07 64

=

Puis, comme c est solution de f(x) =0, X; aussi quand ¢ = Xj.
Résoudre (5.20) revient alors a résoudre

(5.21) f(Xy) =0

Quand 7 = 79, on a

4

— a
3

Cc =

P— zmr—m]

ce qui donne pour (5.21) 'expression suivante:

(5.22)

{ 17457 _ per )

2(67 — 1)

Une autre méthode pour obtenir (5.22), consiste a chercher pour quelle valeur
de 7, f(x) admet la racine réelle double %o = x5

X = %a (4—|— V2 (67 — 1))

L’équation f (x2) = 0 redonne exactement (5.22). On éleve cette derniere au carré,
et, chercher les solutions de I’équation obtenue, revient a chercher les racines de
la fonction v (7) suivante:

v (1) =8(67 —1)> — (17 — 457)*

Il est facile de voir que pour 7 > 1/6, v admet une unique racine qui est donc 7,
et de déduire pour 7y I’encadrement suivant:
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3
(5.23) — < Ty < —

L’estimation numérique de 7y donne =~ 0.3125.

Conclusion pour les racines de f(x)

e Casl:0<7<7y

Alors f(x) a une racine réelle simple qui est V§, et deux racines complexes
conjuguées que 1’on note:

z1=t4+1y ,y#0
(5.24) { ' ?

7y =1t —1y

. s e : . 1 .
De plus, le fait que t est non nul est vérifié aussi dans 'intervalle [ G i To [

o Cas2:t=1g
Alors f(x) a une racine réelle simple qui est V§, et une racine réelle double

notée Xg.

o Cas3hfp<r<1/2

Alors f(x) a trois racines réelles simples qui sont V&, x’ et x”.

Les racines de f(x) ont été calculées numériquement par les formules de

Cardan.

5.1.2 Application de I’étude de f(x) a P(k?)

Posons

X = k2‘|‘/32
Alors, d’apres (4.20)

8 6 2 32 22 2 2
DIX) = — 82 X482 (2 2 )x2i6 [ -2 x°
a3 a b a

at a b
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,quand on compare D (X) = 0 et f(x) =0, il apparait le lien suivant entre D (X)
et f(x):
2 3 w?
D(X)=wX —
W=l ()

et donc la relation suivante entre les trois poles X;, 5 € {1,2,3}, de D (X) et les
trois poles x;,7 € {1,2,3} de f(z):

(.()2
J

(5.25) donne un moyen numérique pour calculer les poles de D (X) et donc de
P (kQ) o p (X), qui a la forme suivante:

w?

(5.26) P(X) = (x -7

) (X —X;) (X =X3)

Nous introduisons trois quantités: A, B et A’ qui vont jouer un role trés im-
portant dans les calculs de résidus. Nous posons en effet:

B? = p2-
Vi
2
A2 = g2
V3
2
A12 — /32 . w_
Vi
Comme w? < 82V et Vi < VE< V3, ona
0<B<A<A
avec
P P P
S RS PO P
Vi Vs Ve
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Nous distinguons maintenant trois cas, suivant la valeur de 7:

e Casl:0<7<7y

w
Xl—Zl— ,
. t 42y
Xy =21 =14y 5
. w
Comme dans ce cas { X =2z =t —1y ,ona X, =12y = -
<2 t —y
XB_VR w2
X il
3 V2

Alors (5.26) devient:

w10 2=5) e o-e35) (9%

R

On pose alors

2

71 = w' —/32:( ot ﬂQ)—I-‘i( wy2):ReXp(i9)

t + 1y t2—|—y2_ t2+y
2 24 2
Ty=—— —p= 2 52| —i [} = Rexp(—if)
t—ly t2_|_y2 t2+y2

Alors (5.27) devient

(5.28) P (k) 2P (X) = (K +B) (k- Z) (K — Z)

En conséquence de quoi, nous pouvons écrire P (k?) sous la forme du polynéme
P (k) suivant:

(5.29)  P(k) = (k—iB)(k+iB) (k — ky) (k — ky) (k — ks) (k — ky)
klz\/ﬁexp(ig) , ng\/ﬁeXp(i(g—l-ﬂ'))
kgzx/ﬁexp(—ig) , k4:\/ﬁexp(i(—g—|—ﬂ'))

avec

Quand on repasse en coordonnées cartésiennes, les quatre poles distincts de P (k)
prennent la forme suivante:

kj = tatib ,j€[1;4]
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ou a et b désignent désormais les valeurs absolues des coordonnées cartésiennes
non nulles des poles. En effet, a et b # car § # 0. Nous pouvons alors énoncer le
résultat suivant:

Proposition 5.1
Pour < 7y, P (k) admet siz poles simples complexes, 1B, —iB, a+ib , a—1b,
—a+tb et —a —1b, disposés de la fagon suivante:

i 9 LA '
—a -I_ Zb "':"\'\j lA '/:,":"' a -I_ Zb

iA
B

—lB JR N
—2A -

—a—ib Sia—ib

—iA

F1G. 5.5 - position des poles pour 7 < 7y

avec a, b, B > 0 et réels. De plus,
(5.30) P (k) = (k* +B?) [k* — (a+ib)’| [k* — (a — ib)’]

Remarque 1: le calcul numérique de a et b a partir des poles de f(z) est im-
meédiat.

Remarque 2: les intégrales J (p,n), I (p,n), I’ (p,n) et K(p,n) sont bien définies,
les poles de P (k) n’étant pas réels, et les fonctions a intégrer étant continues et

décroissantes en 1/k (dans le cas le plus défavorable), en +oc.

o Cas2:0<7< 17

Alors f(x) a une racine réelle simple qui est Vi, et une racine réelle double
Xg. P (k) a par conséquent aussi une racine double X'y = w?/Xq, et on sait que
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Xg > 8V3E/3: alors

Xo0

(5.31) P (k) = (k? + B?) (k2 + 47— “"—2)2

2
Soit (G = ﬁQ_(f_.

X0
Alors P (k) = (k? 4+ B?) (k2 4+ G2)*.

I est de plus facile de vérifier, d’une part que A < G, d’autre part que A’ < G,
grace a l'encadrement de 7y et ’expression de xq:

L2 /o N

Proposition 5.2
Pour 7 = 7y, P (k) admet deuz poles simples complexes, 1B et —iB, et deux
poles doubles complexes, 1G et —iG , disposés de la facon suivante:

iG -1

iAo

iA |

iB |-

—B -4

—2A -4

A

—iQ

F1G. 5.6 - position des poles pour 7 = 7
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avec 0 < B < A <A’ <G et G réel. De plus,

(5.32) P (k) = (k +B) (k — iB) (k + 1G)*(k — iG)?

Remarque 3: du point de vue numérique, nous ne pouvons avoir la valeur exacte
de Xq: nous serons en pratique, soit a gauche, soit a droite de cette valeur, et il
n’est pas utile par conséquent dans ce cas de poursuivre plus loin les calculs.

o Cas3:7> 17

Alors f(x) a trois racines réelles simples qui sont V&, x’, x” avec Vi < x' < x”
et P (k) s’écrit:

On introduit les quantités:

/ w? w?
E= ﬂQ—; et F= ﬂQ—g

Nous avons immédiatement: 0 < B < A < E < F, ainsi que x” > X donc F > A’.

Il faut maintenant déterminer la position de E par rapport a A’, donc de x’ par
rapport a V.
Or, dans le cas précédent, nous avons vu que pour 7 > 3/10, V3 < Xq.
D’autre part, on a que
2 L 4
F(Vi)=—=@r-1)"'>0

a3

Or, f(x) est négative sur |x";x"[ d’apres l'allure de la courbe (cf fig(5.4)).
Donc, Vi < 2’ < %o < 2”. On en déduit finalement que A’ < G < E < F.

Proposition 5.3

Pour 7 > 7o, P (k) admet siz poles simples complexes, 1B, —iB, iE, —iE , E
et —1E | disposés de la fagon suivante:
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iE |-
iA!

iA
iB 1

—B -4
—2A --1--
A
—iE
—iF 1

F1G. 5.7 - position des poles pour 7 > Ty

avec 0 < B< A< A'<E<F, et E<F réels. De plus,

(5.34) P (k) = (k+iB) (k — iB) (k + iE) (k — iE) (k + iF) (k — iF)

Remarque 4: comme pour le premier cas, les fonctions a intégrer ne posent pas
de difficultés, mais les calculs de résidus sont plus compliqués, étant donné la
position des poles —iF, —E, (E et ¢F.

Remarque importante

Tous les calculs d’intégrales qui vont suivre, n’ont étés effectués, et le pro-
gramme écrit, que pour 7 € |0; 7g[. Les autres cas nécessitent de refaire le méme
travail, en tenant compte des changements décrits ci-dessus pour les dénomina-
teurs des fonctions a intégrer.

Nous pouvons désormais passer au calcul des intégrales élles-méme.
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5.2 Résultats des calculs

Nous les énoncons directement, calculs et justifications étant donnés dans
I’annexe A.

Quelques notations

Nous introduisons d’abord toute une liste d’expressions qui vont toutes in-
tervenir dans les formules des résidus que nous allons donner dans la suite de ce
chapitre. Dans ces expressions, les quantités a, b, A, A’ et B sont celles définies
dans la premiere partie de ce chapitre.

EX; =[1 + sh(hb) exp(tha) — cos (ha) exp (hb)]

EX; =[1 4+ sh(hb) exp(—tha) — cos(ha) exp (hb)]

EXSZ(V¥+%b+Af\Aﬁ+(b—Af)%

EX4 = exp ! arcsin bt A + arcsin b4
2 a2+ (b+ A)? a2+ (b — A)?

7 b+ A
EX;5 = exp —i arcsin ( + + arcsin (

|

el
)

. ( “b—A
4+ arcsin

Va+ (b —A)° Va2 + (b+ A)
EX7; = exp ! arcsin A-D + arcsin b4
2 a2+ (b — A)? a2+ (b+ A)’

L

EXSZ(v@2+(b+A02v%2+(b—fvf)2

; ' N,
EXg = exp L arcsin bt+4 + arcsin b-4A
2 a2 + (b + A’)? Va2 + (b — Ar)?

; / N,
EXip =exp _ arcsin b+4 + arcsin b4
2 a2 + (b 4 A)? a? + (b — A/)?

Va? + (b+A)’

EXg = exp | —= |arcsin

|

|
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|

@ A'—b

. . —b — A’
EXy; =exp | —= |arcsin + arcsin
2 Va2 + (b — Ar)? Va2 + (=b — A"’

|

7 . A"—b ) —b — A/
EXyy; = exp | = |arcsin + arcsin
2 Va2 + (b — A1)? a2 + (b + A)?

Trois nouvelles intégrales

Nous introduisons trois nouvelles intégrales définies par:
Pour p € {1;...;N} et n € {0;...;6},

(#t)" [exp(—pht)]

N(p,n) = / dt
A 262 VI2— A2 (B2 —t?) [t2 + (a+ib)*| [t* + (a — ib)’]

Pour p € {1;...;N} et n € {0;...;6},

. (#t)"  [exp (=pht)]
N'(p,n) = / , dt
242 \/t2 — A2 (B2 —t?) [t* + (a+ ib)*| [t + (a — ib)’]

Pour p e {1;...;N} et n € {0;...; 7},

N (it)" [ exp (—pht)]
M(p,n) = / dt
Yl o2 B AZAR g2 (B2 —t2) [t2+ (a +ib)*| [t + (a — ib)’]

Ce sont des intégrales de fonctions exponentiellements décroissantes a l'infini,
sauf pour p = 1, ou la décroissance est au moins en —.

Elles interviennent dans les diverses expressions des résultats du calcul de I (p, n),
I'(p,n) et K(p,n), et nous devons donc les calculer numériquement: ce calcul nu-
mérique ne présente pas de difficulté particuliere, car par rapport a ce que nous
avions au départ a intégrer pour calculer I(p,n), I'(p,n) et K(p,n), les fonc-
tions a intégrer dans N (p,n), N’ (p,n) et M (p,n) ne sont pas oscillantes.

Nous avons calculé numériquement les intégrales N (p,n), N’ (p,n) et M (p,n) a

I’aide des subroutines de la librairie QUADPACK, en demandant au minimum
une précision relative de 10™® pour les résultats. Demander une telle précision
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se révele tres utile, car les combinaisons linéaires de ces intégrales dans les ex-

pressions de I(p,n), I'(p,n) et K(p,n), sont, elles, tres petites par rapport aux
résultats (dans une proportion relative pouvant atteindre 10%).

Pour les intégrales N (p,n) et N’ (p,n), nous avons utilisé la subroutine dgagi de
QUADPACK, l'intervalle sur lequel nous intégrons étant non borné.

Pour I'intégrale M (p, n), nous avons utilisé la subroutine dqags de QUADPACK,
I'intervalle sur lequel nous intégrons étant par contre borné.

Résultats pour J(p,n)

Ils se présentent sous la forme d’une somme de résidus: le calcul donne donc
une expression analytique de J (p,n).

Nous rappelons que:

I k» . . kh
J(p,n) = /]R m 2 &P (ikph) sin® (7) dk

pour n € {0;...;5} et p€ {0;...; N —1}

P(k) = (k—iB)(k+iB)
(5.35) [k — (a+ib)] [k — (a— ib)]

[k — (—a+tb)] [k — (—a —tb)]

Soit les fonctions complexes:

fpon) (2) = 5 iz) 2—2 exp (izph) sin’ (?)
v(n)(z) = i PEZ) 2—Zexp (izh)
w(n)(z) = i PEZ) E—Zexp(—izh)
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Nous avons alors:
Pour p > 0 et n € {0;...;5},

J(p,n) = 2ix [Rés(f (p,n);iB)+ Rés (f (p,n);(a+ b))+ Rés(f (p,n);(—a+ tb))]

Pour p =0 et n € {1;3;5},

J(p,n)=0

Pour p =0 et n € {2;4},
J(p,n) = 2ix[Rés(u(n);iB)+ Rés(u(n);(a+1ib))+ Rés(u(n);(—a+1b))]
— 2ir[Rés(v(n);iB)+ Rés(v(n);(a+1tb))+ Rés(v(n);(—a+ b))

+ 2w [Rés(w (n);—itB) + Rés(w(n);(a—1tb))+ Rés(w(n);(—a—1b))]

Pourp=0etn=20
J(p,n) = 2ix[Rés(u(n);iB)+ Rés(u(n);(a+1ib))+ Rés(u(n);(—a+1b))]
— 2ir[Rés(v(n);iB)+ Rés(v(n);(a+1b))+ Rés(v(n);(—a+ib))]

+ 2w [Rés(w (n);—itB)+ Rés(w(n);(a—1tb))+ Rés(w(n);(—a—1b))]

+ 2w Rés(w(n);0)

Résidus pour J(p,n)

Pour p > 0 et n € {0;...;5},

(iB)" exp (—Bph) sh? (%B)

Rés (f (p,n);iB) =

2B [B2 + (a+ib)’] [B? + (a — ib)’]
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Pour p > 0 et n € {0;...;5},

a +1b)" exp (ipha) exp (—phb) EX;
Rés (£ (p,n) ; (a + ib)) = (a + ib)" exp (ipha) exp (—phb)

16 ab (a+ib)’ B2+ (a+ib)’]
Pour p > 0 et n € {0;...;5},

—a+tb)" exp (—ipha) exp (—phb) EX,
Rés(f(p,n);(—a—l—ib)):( +ib)" exp (—ipha) exp (—phb)

—16iab (—a+1ib)° B+ (—a+ib)’]

Pour p =0 et n € {0;2;4},

(iB)"
Rés(u(n);iB) =

—4i B [B? + (a+ib)’| [B* + (a — ib)’]

Pour p =0 et n € {0;2;4},

(a4 tb)"

Rés (u(n);(a+1b)) =
16 ab (a+ib)’ [B? + (a+ib)?]
Pour p =0 et n € {0;2;4},

(—a+b)"
Rés(u(n);(—a-+1b)) =

~16iab (~a+ib)’ [BX+ (a — ib)’]

Pour p =0 et n € {0;2;4},

(:B)" exp (—hB)

Rés (v(n);iB) =
—8i B® [B?+ (a+ib)’| [B? + (a — ib)’]
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Pour p =0 et n € {0;2;4},

(a4 1b)" exp (tha) exp (—hb)

Rés(v(n);(a+1b)) =
32iab (a+1ib)’ B+ (a+ib)’]
Pour p =0 et n € {0;2;4},

(—a+tb)" exp (—iha) exp (—hb)
Rés(v(n);(—a+1b)) = P P

—32iab (—a+1ib)° [B? + (a—ib)’]

Pour p =0 et n € {0;2;4},

(—iB)" exp (—hB)
Rés (w(n);—iB) = P

8iB° [B2+ (a+ib)’] [B? + (a—ib)’]

Pour p =0 et n € {0;2;4},

(a +1tb)" exp (iha) exp (—hb)

Rés(w(n);(—a—1b)) =
~32iab (a+ib)’[B2+ (a+ib)’]
Pour p =0 et n € {0;2;4},

(a —1b)" exp (—iha) exp (—hb)
Rés (w(n);(a—1b)) = P P

—327ab(a— ib)S [B2 + (a — ib)Q]

—th

Rés (w(0);0) =

4 B? (a +ib)* (a — ib)®

Résultats pour [(p,n) et I'(p,n)

Les résultats pour les deux intégrales I(p,n) et I'(p,n) sont identiques, sauf
que pour la seconde intégrale, il faut de remplacer A par A’ dans tous les résultats
de la premiere.
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Ils se présentent sous la forme d’une somme de résidus et d’intégrales N (p,n)
pour I(p,n), d’intégrales N’ (p,n) pour I' (p,n).

Nous rappelons que:
1 1 k» kh
I :/——— ikph) sin? [ <2 dk
(p7n) IF{KS P(k) k2 eXp(L p )Sln (2)
pour n € {0;...;6} et p€ {0;...;N—1}

L’expression (5.35) de P(k) est, elle, toujours valable.

Soit les fonctions complexes:

f(p,n)(z) = KLS P ) 72 exp (1zph) sin® (%)

Nous avons alors:

Pour p > 0 et n € {0;...;6},

I(p,n) = 2ix[Rés(f(p,n);iB)+ Rés(f(p,n);(a+ib))+ Rés(f(p,n);(—a+ib))]
+N(p+1,n)+N(p—1,n)—2N(p,n)

Pour p=0et n € {1;3;5},

I(p,n)=0
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Pour p =

L(p,n)

0etne {246},

—  2in[Rés(s(n);iB) + Rés (s (n); (a+ ib)) + Rés (s (n) 5 (—a + ib))
— 2ir[Rés(v(n);iB) + Rés (v (n); (a + ib)) + Rés (v (n) ; (—a + ib))]
T 2im [Rés (w(n); —iB) + Rés (w (n) s (a — ib)) + Rés (w (n); (—a — ib)]

—2N(0,n)4+2N(1,n)

Oetn=20

= 2ir[Rés(s(n);iB)+ Rés(s(n);(a+b))+ Rés(s(n);(—a+ib))]

— 2w [Rés (v (n);iB)+ Rés(v(n);(a+1tb))+ Rés(v(n);(—a+ib))]

+ 2w [Rés (w(n);—iB)+ Rés(w(n);(a—1b))+ Rés(w(n);(—a—1b))]

— 2N(0,0) +2N(1,0) + 2ex Rés (w (n);0)

Résidus pour [ (p,n)

Pour p >

Pour p >

Rés (f (p,

pour p >

Rés (f (p,

Rés (f (p,n);:iB) =

n);(a+ib)) =

n)i(—atib)) =

0etne{0;...;6},

(iB)" exp (~Bph) sh? (%B)

2iB% VAT B [B?+ (a+ib)’] [B+ (a—ib)’]

0etnei0;...;6},

(a+1b)" exp (ipha) exp (—phb) EX;

16iab (a+ib)’ B+ (a+ib)’| EXs EX,
0etne{0;...;6},

(—a +1tb)" exp (—ipha) exp (—phb) EX;

~16iab (~a+ib)’ [B*+ (—a+ib)’| EX; EX;
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Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(iB)"

Rés (s (n);:B) =
~4iB* VAT B? [B? + (a+ib)’] [B2 + (a —ib)’]

Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(a+1b)"

Rés (s(n);(a+1b)) =
16 ab (a+ib)’ [B? + (a+ib)’] EXs EX,

Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(—a+1ib)"
Rés (s(n);(—a+1b)) =

—16iab (—a+1ib)° B+ (—a+ib)’| EX; EX;

Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(:B)" exp (—hB)
Rés (v (n);iB) = P

—8i B VAT—B? [B? + (a+ib)’| [B? + (a — ib)’]
Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(a+1b)" exp (tha) exp (—hb)
Rés(v(n);(a+1b)) = P P

32iab (a+1ib)° [B?+ (a+1ib)’] EX;EX,
Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(—a+tb)" exp (—iha) exp (—hb)

Rés(v(n);(—a+1b)) =

—32iab (—a+1ib)’ B+ (a—ib)’| EX;EX;
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Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(—iB)" exp (—hB)

Rés (w(n);—iB) =
8B VAZ_B? [B 4 (a+ib)’] [B? + (a — ib)?]

Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(a+b)" exp (tha) exp (—hb)
Rés(w(n);(—a—1b)) = P P

~32iab (a+ib)’[B2+ (a+ib)’| EXs EXe
Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(a —ib)" exp (—tha) exp (—hb)
Rés (w(n);(a —1b)) = P P

—32iab (a—ib)’ [B?+ (a—ib)’| EXs EX;

—h
Rés (w (0);0) =

4 A B? (a+ib)* (a —ib)?

Résultats pour K (p,n)

Ils se présentent sous la forme d’une somme de résidus et d’intégrales M (p, n).
Nous rappelons que:

11 1 Kk kh
K (; :/———— ikph)sin® | — | dk
) =y R Kp P (k) iz oxp (tkph) sin (2)

pour n € {0;...;7} et p€ {0;...; N —1}

L’expression (5.35) de P(k) est elle toujours valable.

Soit les fonctions complexes:
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Z

() 6) = 1 7 2 exp )i (5

Nous avons alors:
Pour p >0 et n € {0;...;7},
K(p,n) = 2ir [Rés(f(p,n);iB)+ Rés (f(p,n);(a+ b))+ Rés(f(p,n);(—a+ib))]
+M(p+1,n)+M(p—1,n)—2M(p,n)
Pour p=0et n € {1;3;5;7},

K(p,n)=0

Pour p =0 et n € {2;4;6},
K(p,n) = 2ir[Rés(s(n);iB)+ Rés(s(n);(a+ b))+ Rés(s(n);(—a+th))]
2iw [Rés (v (n);iB)+ Rés(v(n);(a+1ib))+ Rés(v(n);(—a+ib))]

+ 2im [Rés(w(n);—iB)+ Rés(w(n);(a—1b)) + Rés(w(n);(—a —b)]

—2M(0,n)+2M(1,n)
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Pourp=0etn=20
K(p,n) = 2ir[Rés(s(n);iB)+ Rés(s(n);(a+ b))+ Rés(s(n);(—a+th))]
— 2ir[Rés(v(n);iB)+ Rés(v(n);(a+1tb))+ Rés(v(n);(—a+1ib))]

+ 2im [Rés(w(n);—iB) 4+ Rés(w(n);(a—1b))+ Rés(w(n);(—a—1b))]

— 2M(0,0) +2M(1,0) 4+ 2ix Rés(w (0);0)

Résidus pour K(p,n)
pour p>0etn e {0;...;7},

LB
(:B)" exp (—Bph) sh? —
Rés (f (p,n);iB) = ( 2 )

20 B® VAT = B2 \/A? - B2 [B? + (a+ib)’] [B? + (a— ib)’]
Pour p >0 et n € {0;...;7},

(a4 tb)" exp (ipha) exp(—phb) EX;

Rés (f (p,n);(a+ib)) =
16iab (a+ib)’ [B? + (a+ib)’| EXs EXs EXy EXy

Pour p >0 et n € {0;...;7},

(—a+tb)" exp (—ipha) exp (—phb) EX;

Rés (f(p,n); (—a+1ib)) =
—167ab (—a+1ib)° B+ (—a+ib)’| EX;5 EXs EX; EXyo

Pour p=0et n € {0;2;4;6}

(iB)"

—4i B VAT—B? \/JA” — B? [B?+ (a+1b)’| [B? + (a — ib)’]

Rés (s (n);:B) =
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Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(a4 tb)"
Rés (s(n);(a+1b)) =

16 ab (a+ib)’ [B?+ (a+ib)’| EXs EXs EXy EXy
Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(—a+1b)"

Rés (s(n);(—a+1b)) =
~16iab (~a+ib)’ [B*+ (—a+ib)’| EX; EXs EX; EXyo

Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(:B)" exp (—hB)

—8i B® VAT —B? \/JA” — B? [B? + (a+ib)’| [B? + (a — ib)’]

Rés (v (n);iB) =

Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(a4 tb)" exp (tha) exp (—hb)

Rés (v (n);(a+1b)) =
32iab (a+1ib)’ B+ (a+1ib)’| EX;EXs EXy EXo

Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(—a+tb)" exp (—iha) exp (—hb)

Rés(v(n);(—a+1b)) =
—32iab (—a+1ib)° B+ (a—ib)’| EXzEXs EX; EXyg

Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(—iB)" exp (—hB)

81 B° VAT -B2\/A? — B2 [B? + (a+ib)’] [B? + (a— ib)’]

Rés (w(n);—iB) =
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Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(a4 1b)" exp (tha) exp (—hb)
Rés(w(n);(—a—1b)) = P P

—32iab (a+ib)’[B?+ (a+ib)’| EXsEXs EXq EXyy
Pour p =0 et n € {0;2;4;6},

(a —tb)" exp (—tha) exp (—hb)
Rés (w(n);(a —1b)) = P ’

~32iab (a—ib)’ B2+ (a—ib)’| EXs EXs EX; EXy

—ih
Rés (w(0);0) =

4 A A B? (a+ib)® (a —ib)?

Remarque: nous avons validé la partie du programme calculant les intégrales

J(p,n) , L(p,n),I'(p,n) et K(p,n) (incluant les résidus et le calcul de N (p,n),
N'(p,n) et M(p,n)) en comparant les résultats obtenus sur quelques cas tests,
avec les résultats obtenus en intégrant par la méthode des trapezes. Cette der-
niere n’était pas envisageable bien sir pour notre programme, car trop cotteuse
en temps calcul.
Avec cette méthode, nous avons validé aussi le calcul des éléments de la matrice
[ Ty] . Nous avons pour ce faire, comparé le résultat obtenu grace aux combi-
naisons linéaires de J (p,n) , I(p,n) ,I'(p,n) et K(p,n) donnant les éléments de
[ Th ], avec le calcul de ces mémes éléments, en utilisant la premiere écriture de
lopérateur T (w, 3), et en calculant les intégrales (4.23) obtenues avec cette écri-
ture, par la méme méthode des trapezes. La coincidence des résultats est bonne
tant que p reste plus petit que 10. Apres, comme il a été dit a la fin du chapitre
précédent, comme les fonctions a intégrer avec la premiere écriture oscillent beau-
coup, les résultats obtenus avec celle-ci, se dégradent suffisamment pour que la
matrice [ T} | ne soit plus définie positive: or, c’est contraire a la théorie, et a ce
qu’on obtient avec la méthode proposée ici.

La discrétisation de 'opérateur de bord est maintenant achevée. Mais il reste
encore a discrétiser les autres formes bilinéaires qui interviennent dans le pro-
bleme. Nous allons maintenant nous intéresser au terme d’élasticité a 'intérieur
de la perturbation O.
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Chapitre 6

Calcul des autres formes
bilinéaires

Plan du chapitre

Nous allons nous intéresser a la discrétisation des termes restants de la forme
bilinéaire d (3; (u, ), (v, ¥)). Par rapport a ce qui vient détre fait pour l'opéra-

l

teur de bord, les calculs sont beaucoup plus classiques, et moins délicats.

6.1 Calcul de la forme bilinéaire ap (3;u, V)

Le calcul, par raport a celui de la matrice associée a la forme bilinéaire clas-
sique de l’élasticité, comporte des différences dues uniquement au fait que les
dérivées partielles par rapport a x3 sont remplacées par un facteur multiplicatif
(3. Nous détaillons ici le calcul, afin de faire apparaitre explicitement ces diffé-
rences. La présentation de ces calculs est tres proche de celle de MODULEF et
de celle de Mr Perronet.

Nous avons a calculer la matrice [ Ay ] (), obtenue lors de la discrétisation
par éléments finis Py de la forme bilinéaire ap (3;u,v) ou:

ao (B;u,v) = /Oefj (u) afj (u) dxydxz

Nous pouvons mettre ap (3;u,v) sous la forme:

ao(,B;u,V)z/O[B(V)]t[D]t [K][D][B(u)] dx

Inria



119

Onde guidées par une perturbation du demi-espace élastique homogene
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On pose:
[(W]=[D] [K][D]
et alors:
[ (A+2¢) 0 0 O A 0 0 0 A |
0 p 0 0 0 0 0 0
0 0 p O 0 0 —p O 0
0 g 0 0 0 0 0 0
[W]= A 0 0 0 (A4+2x) 0 0 0 A
0 0 0 O 0 g 0 —p 0
0 0 —u O 0 0 pux 0 0
0 0 0 O 0 - 0 —p 0
L A 0 0 O A 0 0 0 (A+2u)
Nous pouvons alors mettre ap (3;u,v) sous la forme:
(6.1) ao(ﬁ;u,v):/()[B(v)]t [W] [B(u)] dx

Le domaine O est approché par un recouvrement Ej de triangles e;. Ces tri-
angles ont comme intersections possibles une aréte, un sommet ou ). Les sommets
des triangles e; appartenant au bord du recouvrement, appartiennent aussi a 90.
Nous imposons de plus, que les sommets situés sur ¥ coincident avec les sommets
de la discrétisation Py de I'opérateur de bord, et inversement: pour un découpage
de ¥ en N intervalles, on a N+1 sommets de triangle qui coincident avec les N+1
extrémités de ces intervalles.

6.1.1 Rappels sur I’élément fini P,

L’élément de référence € utilisé est le triangle suivant:
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>

FiG. 6.1 - FElement fini de référence €

On note X = (X1, X2), et une base de dimension 3 de P; (&) est:

131 (}A(l,)A(Q) = 1 _)A(l _&2
(6.2) Py (k1,%2) = %
Py (%1,%) = %

On a pour les sommets §;, j € {1;2;3}, de &

P;(8;) = ¢

Nous définissons l'interpolation d’une fonction IJ) sur Py (é), par le relevement

I (@/A) (f{)) suivant:

wm>
—
~—

—>
N
-
~—
wa>
SNa—
~—
—
o>
~—
W
SN
it
Lo T T
—
wm>
¥
R —

N
wm>
w
N—
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ou [15 (&)] désigne la matrice ligne [131 (%) P, (%) Py (5{)], et ou {@/A) (él)} désigne

le vecteur colonne des degrés de liberté.

Pour interpoler une fonction ¢ sur P; (e), ou e est un triangle de Fj, on se sert
de é. Pour ce faire, nous définissons le (7 difféomorphisme, noté F° (%), de é sur
e, par:

x] ¥y
e (%) = [P(%)]{ x5 v3
X5 Y3

Nous nous intéressons maintenant a l'interpolation du gradient de %, or nous
avons le lien suivant avec le gradient de :

N

Vi (%) = [DI* (3)] Vi (x)
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[ oFs (%) OF (%) ]
0x4 0%4

e (%) IFE (%)
0%, 0%,

Nous aurons alors le lien suivant entre 'interpolation du gradient de @ sur e, no-
tée D1 (x), et I'interpolation de ce méme gradient apres changement de variable,

notée D1 (X):

En appliquant au gradient de % ce qu’on a vu pour ¥ pour interpoler, on obtient
finalement:

avec:
[ 0P, (%) 9P, (%) OP3(R) |
9% 9%, d%,

Py (X) 9Py (X) IPs (%)
9%, 9%, D%,

Nous pouvons alors approcher les intégrales de ¥ et Vi de la facon suivante:

[0 dex [[PGO]IA(R)] di § ¥ (s2)
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/e Vi (x) dx ~ / [DFe (5)] 7 [DP (2)] 14° (%)

dx § ¥ (s2)

ol |A® (%)| désigne la valeur absolue du Jacobien du difféomorphisme ¢ ().

6.1.2 Application a la forme bilinéaire ap (3;u, V)

Nous avons:

(6.4 30 (Biu.v) = [ e (w) o (w) dx~ ¥ [1B()] [W] [B(w)] dx

eEEh €

Nous approchons dans (6.4) les fonctions u et v par leurs interpolations respec-
tives uy et v, qui appartiennent a I’ensemble Vh(O)3 défini par:

Vi = (vavgvvg) € CO(E}L)S
Vh(O)S = L . A\ =1
t.q. Vi, = [P 0 (Fe) (X)] {V;}, Vee E,Vye{l;2;3}

En appliquant les rappels ci-dessus a chacune des composantes de u et v, ainsi
qu’a leurs gradients, en gardant les mémes notations, ’approximation par élé-
ments finis P; de ap (3;u,v) s’exprime de la fagon suivante:
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ao (Biu,v) = / (IM]INT AV [W] ([M][N] {U}) A" (5)] dk

eEEh €

= 3 [Vl (INFIM] (W] [M][N]){U} A" (5)] dk

eEEh €

uy (sq) vy (s1)
uy (s2) v1 (s2)
uy (s3) V1 (s3)
uy (sq) vy (s1)
{Us} =< uy(s2) et {Ve} =< va(s2)
uy (s3) vy (s3)
us (sq) V3 (s1)
us (s2) v (s2)
us (s3) V3 (s3)
[DF (%)) 0 0 0
0 3 0 0 0
- 0 [Die ()] 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 [DF )] o
0 0 0 0 3
DP (%)] 0 0
P (%)] 0 0
N 0 [DAP (%)] 0
0 P (%)] 0
0 0 [DP (%)]
0 0 P )] |
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Nous avons donc pour chaque triangle e de Fj, a calculer une matrice 9 x 9, notée
[ Z¢ ], de la forme suivante:

[B°] 0 0 [B°] 0 0
[ze]:/é 0 [B] 0 | [W]| 0 [B] 0 ||A(R)dk
0 0 [B] 0 0 [B°]

avec:

La différence avec la forme classique 3D de la matrice de rigidité en élasticité
apparait ici, dans I'expression de [ B¢ |: dans le cas classique, X = (X1;Xg; X3) et
les matrices [DP ()21;5(2;&3)] et [DFe ()21;&2;&3)] sont 3 x 3 et:

[ B* ] = []A)Fe (&1; Xa; &3)]_1 [1515 (>A<1; Xa; 543)]

La matrice [13 (5()] a été donnée. Il reste a calculer les deux matrices []313 (f{)]

et [ Dl (%) ]_1. Le calcul de la premiére est immédiat et donne:
50 ) 110
X)) =
-1 0 1
Le calcul de [ D (%) ] se fait avec la formule (6.3), et donne:

a1  agy

[Bﬁwe (}A{)] _ [all a2 ]
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avec:

e e

a1; = —X4 + X9
_ e e

aig = —y; Ty,
e e

a1 = —Xy + X3

agy = —yy +¥3

Nous notons le déterminant de [BFe (%) ] par D, et:

D, = ay1 ags — ag2 ag
D’autre part, nous notons:
—agy — a2
Eyj = —
D.
agg
Eqp =
D.
aiz
Eq3 =
D.
—agy1 — a1l
By =———
D.
asy
Eq =
D.
ail
Eos =
D.

Grace a ces petits calculs, nous avons une expression de [ B¢ |:

Ell E12 E13
[B°] = Ea Eao Ess
BPL(R) BPy()) BPs(R)
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La quantité |A® (x)| est donnée par:

|A® (%) = det [ DI (%) | = [De] = Jan azs — a1 an

Enfin, pour avoir tous les éléments nécessaires au calcul de [ Z°® ], on s’intéresse
au calcul des intégrales suivantes:

1
[ 1A dx = S|D.]
2 (D a3\ Aera 5 L - 5. ¢
(P () AR k= 5 BD Ve {152:3)
. 1
[ 8P B ) AR Ak = - BD Ve {1323)i A
R 1 ..
. 13 PZ ()A() E]‘k |Ae ()A()| dx = 6 13 E]‘k|De| \V/Z,] - {1,2,3},Vk - {1,2}

Nous pouvons maintenant donner une expression directement utilisable de la ma-
trice [ Z°]. Cette matrice est symétrique, et est constituée de neuf blocs { Z3; ],

i,7 € {1;2;3}, de taille 3 x 3:

(23] [23,] [Z35]
[Ze]: [Z%] [Z;2] [Z;:a]

[Z55] [735] [755]

avec
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[ 75

[75

RR

1]_

2]:

1

E()“FZN)E%

—{—l EQ—I—L /32 * ok ok * k k

2# 21 12#

1 1 9

E()\—I—Z;L)En Eqz E()\+2#)E12

1 1 1 1

Eq1 E — u 32 — E — u 3
-I-ZM 21 22-|-24,u -I-:ZM +12M * % k

1 1 1 5
E ()\ + 2#) E11 E13 5 ()\ + Z/L) E12 Elg 5 ()\ + Z/LL) E13

1 1 1 1 1 1

— 1 Esy E — u 3? Eq E — u 3? — u E? — 2
-I-Q,M 21 23-|-24,uﬂ -I-ZM 22 23-|-24/L -I-Q/L 23—|—12,uﬁ

1
5()\—|-2;L)E
1 1 o
+2/LEH—|—E;L,3 * *k * %k
1 1 9
E(AJFZN) Ez Eg §(A+2p) E3
1 1 1 1
‘|’2ME11E12‘|’ﬂﬂ32 ‘|‘2NE12‘|‘5N132 * % k
1 1 1 9
E()\—I—ZM) E21 E23 E()\—I—ZM) E22 E23 E()\—I—ZM) E23
1 1 1 1 1 1
+§/LE11E13+Q/L[32 +2,ME12E13+ﬂ/L32 +§/LE%3—|—E/L52
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H (Eil + Egl)

1
—|-E()\—|-2,u)/32 % k k % ok k

1 1
5 M (E11 E12 + Eg Egy) 5 K (Efz + Eg2)

[ Z§3 ] = 1 1
+ﬂ()\—|—2/¢)3 —I—E()\—I—Z;L)ﬁ? * K ok
1 1 1 9 5
3 t(Eiq Eqis 4+ Egq Eg3) 3 ©(Eiz Eis 4+ Egg Eg3) 3 7 (E13 + E23)
+1(>\+2)/32 +1(A+2)6 +1(A+2)6
24 s 24 . 12 .
1 1 1
2 (A + 1) Eqq Eg 3 (1 E11 Ega + A Eq2 Egq) 3 (1 E11 Eas + A Eq3 Eg)
1 1 1
[Z7,] = B (A E11 Eas 4+ ¢ Eq2 Eg) 3 (A + ) Eq2 Ego B (1 E12 Eas + A Eq3 Eg9)
1 1 1
B (A E11 Eas 4+ ¢ Eq3 Eg) B (A E12 Eas 4+ ¢ Eq3 Eg2) 3 (A4 1) Eq3 Eas
1 1 1
6 :B ()\ — [L) E11 6 /3 ()\ E12 — U Ell) 6 ,3 ()\ E13 — U Ell)
. 1 1 1
[Z13]: E'B()\ E11—ME12) E,B(A—M)Elz 6,3()\ E13—,ME12)
1 1 1
6/3()\ Ein —p Eis) 8’8()\ Eiz — p Ei3) gﬁ(A—ﬂ)Ew
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13 ()\ — [L) Egl /B ()\ E22 — U Egl) 13 ()\ E23 — U Egl)

[=2N

1
6

[N

B (A —p)Ey B (A Egz — p Eg)

| =
| =

[ Z;:a ] = ,3 ()\ Eq — M Ezz)

| =

1
13 ()\ E21 — K E23) 6 /B ()\ E22 — U E23) 13 ()\ — ,u) E23

(=N
(=2 N

Chacun des blocs [ At ] de [ Z° | donne le lien entre une composante u? de u”, et

une composante V;L de v".

6.1.3 Assemblage de la matrice [ A;, ] (3)

La matrice [ Ay, | () associée a la forme bilinéaire ap (3;u,v) , est de taille
3 NS x 3 N5, si le nombre total de sommets dans la triangulation est 3 NS.
Elle s’obtient en sommant toutes les matrices [ Z¢ |, multipliées chacune par la
matrice booléenne de taille 9 x 3 NS, notée [ Bo® | (et par sa transposée), reliant
la numérotation locale des sommets du triangle e, avec la numérotation globale
de la triangulation:

[AL)(B) =Y ([Bo*] [2°] [ Bo"]")

eEEh

Nous adoptons provisoirement le choix suivant pour le classement des degrés
de liberté de la matrice [ A, | (8): les degrés de liberté de u” et v" sont classés
composante par composante, et dans l'ordre de numérotation des sommets a
I'intérieur de chaque composante.

6.2 Calcul de la forme bilinéaire (u,v),,

Nous avons a calculer:

(uv)o = [ pux)v(x) dx
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Nous fixons la valeur de p égale a 1 pour toute la suite, ce choix n’influancant
pas les résultats ultérieurs: en effet, la quantité 7 est indépendante de la valeur
de p.

Nous avons en fait a calculer la matrice associée a la discrétisation de 1’opé-
rateur Id, donc la matrice de masse [ B, | du probleme.

Or, le calcul de cette matrice de masse [ By ] est plus simple que celui de la
matrice [ Ay, | (5): tres classique et ne présentant aucune difficulté, il ne sera pas
autrement détaillé ici.

6.3 Discrétisation des opérateurs de couplage

C et Ct

Nous avions imposé la coincidence entre les sommets des triangles situés sur
3., avec les extréemités des intervalles de longueur h provenant de la discrétisation
de l'opérateur de bord:

FiG. 6.2 - Coincidence des sommets

Nous imposons, de plus, que les sommets de la triangulation ) soient numé-
rotés de telle sorte que les derniers sommets numérotés soient précisément ceux
situés sur X.

Ces deux précautions, (la seconde n’étant pas une obligation), et le choix pré-
cédent pour le classement des degrés de liberté pour la matrice [ A, ] (3), vont
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permettre d’obtenir une structure trés simple pour les matrices [ C ] et [ Cp ",
associées respectivement a la discrétisation des opérateurs C et C*.

. s . t . . .
Il est alors aisé de voir que [ Cj, | est une matrice creuse qui a I’allure suivante:

3 NS
: 0
0 \ 0 0
¢ 0
: 0
0 0 : 0
P 0
: 0
1@ 0 0 0 \
P 0

NS EN—H;

FIG. 6.3 - Allure de la matrice [ Cy, |'

Les trois blocs diagonaux de cette matrice sont égaux.

Les coefficients non nuls de [ Cj | sont aussi tous égaux et valent tous —.

Cette valeur provient du calcul suivant: un élément C;; d’un bloc diagonal est
donné par:

Gy :/Z) wi (x1) Wy (x1,%2) dxy

w; (x1) est la i—eme fonction de base de 'espace Pg (¥)
. Wjs (x1,X2) est la trace de la j—eme fonction de base de I'espace Vy, (O),
ou:
associée au sommet s; de la triangulation Ej: elle vaut 1 au point s;

, et 0 sur le bord de son support.

C;; est non nul quand les deux conditions suivantes sont réalisées: I'intersection
des supports des fonctions de base est non nulle, et sur le segment qui constitue
cette intersection, la fonction Wjz (x1,x2) est non nulle:
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SuUpp w; N\, N

FiGc. 6.4 - Coincidence des sommets

Ceci termine la discrétisation de tous les termes de la forme bilinéaire

d (:33 (ua 9‘9) ) (Vv \I}))
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Chapitre 7

Bilan de la discrétisation et
compléments d’ordre numérique

Plan du chapitre

Nous allons dans une premiere partie résumer le travail des chapitres 3 a 6
inclus. Puis nous présenterons deux aspects importants de I'implémentation de la
méthode numérique, a savoir le stockage de la matrice de rigidité et la méthode
choisie pour calculer les valeurs propres du probleme discret (2.26).

7.1 Bilan de la discrétisation a w et (§ fixés

Nous avons achevé la discrétisation du probleme (2.19), et nous savons calcu-
ler toutes les matrices qui interviennent dans sa formulation discrete (2.26). Plus
précisément, dans I’équation discrete de ce probleme (2.26), nous savons calculer
tous les termes quand les valeurs des parametres w et 3 sont fixées, et en parti-
culier la matrice [ F}, ] (w, 3).

Nous résumons dans 'organigramme suivant toutes les étapes numériques a
réaliser pour obtenir numériquement ’équation discrete de (2.26), a w et 3 fixés.

Remarque: nous constatons en particulier, quand nous parcourons l’organi-
gramme, que nous avons a inverser la matrice la matrice [Ty | (w, 3): ceci ne
présente pas de difficulté, car c’est une matrice de petite taille. En effet, lors des
tests numériques que nous présenterons au chapitre 9, il n’a pas été nécessaire
d’excéder 40 points de discrétisation sur le bord ¥ pour obtenir des résultats
satisfaisants. Par conséquent, la taille de la matrice [ T}, | (w, 8) ne dépassait pas
120, ce qui est raisonnable pour une inversion complete.
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ORGANIGRAMME
Calcul des intégrales
QUADPACK
N{(p.n) , N'(p,n) et M(p,n)
Calcul des intégrales
résidus
J(p,n), L(p,n), I'(p,n) et K(p,n)
Calcul de [ T} ] (w, 5)
Calcul de [ T, 17" (w, B) Calcul de [ Cp, et [Cy "
Calcul de [ Sy ] (w,8) =[Ch] [T ] (w,8) [Ch]' PARTIE ELASTICITE

Calcul de [ Ay, | () et [ Br |

ASSEMBLAGE FINAL
Caleul de [ Fy ] (w, ) = [ Ax ] (8) —w? [ By ] +[Sh ] (. 5)

Pour w et 3 fixés, résolution par ARNOLDI de
[Fr](w, 8) = An(w,B) [Bn]
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7.2 Allure de la matrice [ F}, | (w,3)

Il es important, au stade ou nous en sommes, d’avoir une idée précise de la
forme de cette matrice. En effet, il est tres utile, lors de I'implémentation du
code, de savoir qu’elle est I'influence sur 1’allure de la matrice de rigidité, de la
condition aux limites transparente sur 'interface . Il s’agit aussi de fixer dé-
finitivement le principe de numérotation des sommets de la triangulation, ainsi
que le classement des degrés de liberté pour chaque composante de ce probleme
vectoriel.

Afin d’illustrer cet aspect numérique du probleme, nous nous plagons dans le
cas d’un probleme concret: nous représentons sur la figure (7.1) aspect final apres
assemblage de la matrice [ Fy, | (w, #), pour une perturbation O du demi-espace
en forme de triangle. Nous avons pris dans ce cas 36 points de discrétisation pour
I'interface ¥ et un total de 654 sommets pour la perturbation. Les degrés de
liberté sont classés dans cette représentation composante par composante: nous
voyons apparaitre neuf grands blocs ayant tous la méme structure fleche, chacun
de ces blocs reliant deux composantes entre elles. Les petits blocs carrés que ’'on
trouve a l'intérieur de chaque bloc correspondent a la contribution de 'opérateur
de bord et les fleches proviennent du couplage entre champ de déplacement et
champ de contrainte. Cette structure a été obtenue en optimisant la numérota-
tion des sommets de la triangulation afin de réduire la largeur de bande de la
matrice [ Ay, ] (), en tenant compte de la contrainte d’avoir sur ¥ les derniers
sommets numérotés. C’est cette contrainte qui permet de contréler la position des
termes de la matrice [ Fj, | (w, 3) dis au couplage, et d’avoir la structure fleche
pour chaque grand bloc.

Cette représentation de la matrice de rigidité du probleme révele par contre
que le choix de classer les degrés de liberté composante par composante, ne donne
pas une bonne structure globale a la matrice. Au contraire, on obtient une bonne
structure profil en renumérotant la matrice de telle sorte que les trois degrés de
liberté (un par composante) de chaque sommet de la triangulation, soient succes-
sifs. La contrainte sur la numérotation des sommets est, elle, conservée, car elle
contribue a obtenir cette bonne structure profil.
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Fi1G. 7.1 - Aspect de la matrice [ Fy, | (w, )

Nous allons maintenant évoquer la derniere étape de I'organigramme, qui est
le calcul des valeurs propres.

7.3 Choix de la méthode de calcul des valeurs
propres

Le probleme (2.26) est un probleme de valeurs propres généralisé de grande
taille. En effet, si le nombre de points sur le bord ¥ donne une matrice [ T}, | (w, )
de petite taille, le probleme global est lui de taille nettement plus importante, car
il dépend de la discrétisation de toute la perturbation O. Or, nous avons, pour
certaines formes de perturbations, utilisé des triangulations comportant plus de
1300 sommets, ce qui donne des problemes de taille approximative 4000 x 4000.
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Une méthode de type QR n’était pas envisageable, car trop couteuse
en temps calcul. De plus, il n’est pas utile de connaitre tous le spectre discret.
En effet, ce sont uniquement les plus petites valeurs A, (w, 3), susceptibles d’étre
négatives, qui nous importent pour détecter la présence ou non de mode guidés:
leur nombre n’excede pas 10 dans les cas présentés ici.

C’est pourquoi nous avons opté pour la méthode d’ARNOLDI. Nous avons
adapté a notre cas et utilisé un code écrit par Jean-Louis Vaudescal. Cette mé-
thode, présentée dans [25], permet d’avoir une estimation des deux extrémités
(en valeur absolue) du spectre. Le point délicat tient dans le fait que les valeurs
propres A (w, 3) les plus petites du spectre, peuvent étre négatives, sans étre
parmi celles qui ont la plus petite valeur absolue. C’est pourquoi en pratique,
nous avons décalé le spectre calculé, en ajoutant “une certaine quantité de fois”
la matrtice [ By ] a la matrice [ F, ]. Cette “quantité de fois”, (notée fact), est
en pratique suffisante, quand elle est de 1'ordre de 2(1 + 3). Le spectre discret
alors obtenu, est completement positif: il suffit, pour obtenir les véritables valeurs
propres, d’enlever a celles obtenues, cette quantité fact.

La discrétisation est achevée: nous allons pouvoir passer a la phase suivante:

la résolution du probleme discret, donc la recherche des modes guidés a propre-
ment parlé.
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Chapitre 8

La résolution du probleme
discret: la recherche des modes
guidés

Plan du chapitre

Dans ce chapitre, nous allons terminer la description de la méthode numé-
rique de recherche des modes guidés. Nous explicitons en particulier la méthode
de résolution du probleme non linéaire (2.26).

Nous savons désormais assembler completement, pour 8 > 0 donné, et w €
10; BVR[ donné, les matrices de 1’équation discrete :

(8.1) [Fh](w, B) = ] (w, 8) [ B ]

Les )\? (w, #) sont les valeurs propres réelles du probleme discret. Nous les déter-
minons par la méthode d’Arnoldi.

Nous abordons maintenant la derniere étape de la méthode, qui consiste a
déterminer les couples (w,3), avec 8 > 0 et w € ]0; BVR[, qui vont annuler les

valeurs propres )\;? (w, B).

Il nous faut alors décrire la méthode utilisée pour la recherche des zéros des
)\? (w, #). Cette recherche sera faite en deux temps.

Le premier temps consiste en la détection des modes pour une valeur de 3
fixée. Cette étape va permettre de mettre en évidence les zéros des )\? (w, #) pour
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une valeur de # donnée. Nous verrons alors comment procéder a la validation de
la méthode que nous présentons ici.

Le deuxieme temps constite simplement a généraliser le premier, en faisant va-
rier 3. Nous verrons alors comment tracer les courbes de dispersion des modes, qui
vont représenter 1’évolution de w en fonction de 3 pour chaque mode: ces courbes
vont illustrer la relation de dispersion (8.1) des modes obtenus. Nous verrons
au passage comment tenir compte de la difficulté essentielle pour la résolution,
qui est la non-linéarité du probleme discret par rapport aux parametres w et 3,
et qui provient du fait que la matrice [ F, | (w, #) dépend de ces deux parametres.

8.1 Détection des modes guidés pour une va-
leur de 3 donnée

Supposons que nous voulions étudier une forme précise de perturbation du
demi-espace et déterminer si elle constitue un guide d’onde: nous procédons ainsi:
nous avons vu dans le second chapitre que les deux parametres w et 3 jouent des
roles symétriques et interchangeables dans le probleme: ’idée consiste a fixer I’'un
d’entre eux, en l'occurence 3, et a faire varier le second, w. Plus précisément,
nous faisons varier le rapport w/3Vg dans l'intervalle [0;1]. Nous calculons et
représentons alors I’évolution des valeurs propres /\5” (w, #) de la matrice de rigidité
en fonction de ce rapport:

)\?(w7 13)

w/BVr

FiG. 8.1 - courbe des valeurs propres

Sur cette figure (8.1), I'allure des courbes est a priori arbitraire: elle correspond
cependant comme nous le verrons a ce que nous avons obtenu numériquement.
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L’existence de 7 modes guidés pour la valeur de [ fixée est révélée par l'intersec-
tion des courbes des j premieres valeurs propres )\?(w, ), avec 'axe des abscisses.
Ces intersections permettent de déterminer les valeurs w; () du parametre w pour
lesquelles ces modes existent. Les vecteurs propres associés sont ceux correspon-
dant aux valeurs propres )\;-L(wj (B),8) =0 des matrices [ Fj, | (w; (5),3).

Ce procédé ne donne pas la garantie de détecter des modes, puisque nous
ne faisons pas varier 3. Cependant, il s’est révélé étre un moyen peu couteux
en temps calcul, par rapport a la résolution complete du probleme, pour établir
I’existence de modes guidés, pour les différentes formes de perturbation du demi-
espace que nous avons étudiées.

De plus, ce calcul étant effectué a § fixé, nous n’avons a calculer qu'une seule
fois les matrices [ A, | (8) , [ Bn ] et [ Ci ] qui ne dépendent pas du parametre w.
Bien stir, a chaque pas de discrétisation de Iintervalle [0;1], nous recalculons la
matrice [ Ty | (w, ) et réassemblons la matrice [ Fy, | (w, 3), qui dépendent, elles,
de w.

Enfin, ce calcul peut étre répété pour différentes valeurs de .

8.2 Description de la technique de validation
de la méthode

Cette validation a été effectuée sur le cas modele d’une perturbation O en
forme de triangle. Nous allons en donner ici le principe, qui est valable pour
toute forme de perturbation donnant des modes guidés. Le résultat définitif de
cette validation est donnée dans le chapitre suivant, avec ’ensemble des résultats
numeériques.

Soit une perturbation O, ou nous détectons des modes guidés par la méthode
précédemment décrite, pour une valeur de 8 donnée. Notons £}, la triangulation
du domaine de calcul O. La validation de la méthode repose sur la comparaison
de ces résultats avec ceux obtenus par un deuxieme calcul que nous décrivons
maintenant: il repose sur le fait que 1’énergie des ondes guidées est essentielle-
ment concentrée dans la perturbation O et dans le voisinage de celle-ci. Il est
alors possible en étendant le domaine de calcul par un demi-disque suffisament
grand, en imposant sur le demi-cercle, noté C', une condition de Dirichlet, de
résoudre le probleme de valeurs propres linéaire de départ (1.16). Nous illustrons
par la figure ci-dessous les deux domaines de calcul que nous utilisons pour la
comparaison: ils correspondent aux zones achurées des dessins:
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Do

FiG. 8.2 - Les deuzr domaines de calcul pour la comparaison

Le probleme que nous résolvons dans le “grand” domaine, noté Do s’écrit:

Trouver u € Wp, tel que
(8.2)
apo(B;u,v) = w(u,v) (Vv e Wp,)

ou Wp, = {v € H; (Do) t.q. v=_0sur C}

et ou ap,(3;u,v) est la forme bilinéaire classique de ’élastodynamique sur Wp, x
Wp, définie par:

apo(fB;u,v) = / J»ﬁ'(u) v (v)dx 1,7 =1,2,3

Do

La discrétisation de ce probleme linéaire de valeurs propres est faite par élé-
ments finis Py, en procédant exactement comme nous 1’avions fait pour la forme
bilinéaire ap (f; u, v), et nous obtenons le probleme discret sous la forme suivante:

(83) {Kh ] (13) = w2 [Eh ]

ou [Kh ] (B) et [Eh] désignent respectivement les matrices de rigidité et de
masse du probleme. Nous notons par @;, les racines carrées des valeurs propres
obtenues.

Comme nous 'avions annoncé au début du second chapitre, une telle méthode
n’est pas viable pour étre généralisée. En effet, la détermination de la distance
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suffisante a prendre entre la perturbation, et la frontiere avec condition de Diri-
chlet, ne peut étre faite que par des essais successifs, ou I’on augmente la distance
jusqu’a stabilisation des résultats: en pratique, nous avons constaté que cette dis-
tance doit étre au moins vingt fois plus grande que la taille de la perturbation
concernée. Or ceci est synonyme d’un maillage tres important: méme si le pro-
bleme (8.3) est linéaire, les calculs deviennent tres cotiteux en temps calcul. De
plus, la grande taille du probleme peut poser rapidement des problemes pour
le stockage des matrices. A tailles de problemes égales, la méthode non-
linéaire permet d’étudier de fagcon beaucoup plus raffinée ’allure d’un
mode guidé a 'intérieur de la perturbation, que ne permet de le faire
la méthode linéaire.

Afin que la taille du probleme linéaire ne soit pas excessive, nous avons
construit le maillage de telle sorte qu’il soit raffiné la ou I’énergie de I'onde guidée
est concentrée: plus 1’on s’éloigne de la perturbation O, plus le maillage est lache.

Pour que la validation soit rigoureuse, nous imposons que la trace sur la
perturbation O, du maillage du domaine Do, corresponde exactement
a la triangulation F, utilisée pour la perturbation O.

Notre méthode non linéaire est validée, si les racines carrées @; des valeurs
propres obtenues avec le probleme linéaire, coincident avec les valeurs wj, qui
annulent, a 3 fixé, les valeurs propres )\? (w, #) du probleme non linéaire. Nous
avons préféré a des tableaux de résultats, une illustration graphique des résultats
de la comparaison. L’allure des résultats espérée est la suivante:

)\?(w, 3)
| N
0 . f 1
wl 52 C()/IBVR
BV ‘m\
Fic. 8.3 - Allure des résultats graphiques devant permettre la validation
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Graphiquement, les intersections des courbes des valeurs propres )\? (w, #) avec
i
R

I’axe des abscisses, doivent coincider avec les valeurs , symbolisées sur ce

meéme axe des abscisses par des segments verticaux.

8.3 Principe du tracé des courbes de disper-
sion des modes guidés

Ces courbes vont illustrer la relation de dispersion des modes: elles repré-
sentent pour chacune des ondes guidées, 1’évolution de w quand [ varie sur un
intervalle donné [0; Auax]-

Plutét que de représenter w, nous représenterons la vitesse de phase adimen-
w

BVr

Nous ne disposons pas actuellement de résultats théoriques de monotonie

tionnelle en fonction de 3, afin d’avoir en ordonnée un intervalle borné [0;1].

concernant ces courbes.

Nous procédons ainsi pour le tracé: nous découpons l'intervalle [0; Byax] en
intervalles équidistants, dont nous notons les extrémités f;: 0 < 1 < B < ... <
Pumax. Pour chaque f3;, nous cherchons les valeurs w; (3;) de w qui annulent les
valeurs propres )\"77‘ (w, 55).

C’est a cet endroit précis qu’intervient la non-linéarité du probleme, et que
nous utilisons une méthode de type point fixe pour sa résolution. En effet, cher-
cher les valeurs w; (/3;) qui vont annuler les valeurs propres \; (w, 3;), revient a

. . . w
chercher les intersections des courbes \; (w, ;) en fonction de Gy avec I'axe
R
1
des abscisses. La méthode que nous avons utilisé pour la recherche de ces zéros

est la méthode de la sécante, plus rapide qu’une simple dichotomie.
L’algorithme pour chaque valeur 3; est le suivant:
e nous commencons par calculer les matrices [ Ay | (8;) , [Br ] et [ Ch ].
e Puis nous déterminons le nombre de modes guidés, noté J, qui existent

quand 3 = ;. Pour ce faire, nous effectuons deux fois le calcul de valeurs propres
)\;? (w, B;) par Arnoldi, pour deux valeurs de w différentes, que nous notons wins

Winf

et weyp: la valeur de wiys est choisie de telle sorte que le rapport soit proche

/

i VR
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de 0, et la valeur de wyy,, est choisie de telle sorte que le rapport Lsup it
i VR

proche de 1. Ces deux calculs exigent de calculer les deux matrices [ T} | (winf; 5:)

et [ Th | (wsup; Bi) , ainsi que d’assembler les deux matrices [ Fy | (winf; i) et

[Fn ] (wsups Bi):

Pour wiy, )\;? (wWinf, 3;) > 0 Vj > 1. Par contre, pour wg,p, les plus petites va-
leurs propres )\;? (Wsup, 3i) correspondant a des modes guidés de vitesse inférieure
a Vg, vont étre négatives. Par conséquent, pour 8 = 3;, J est égal au nombre
de changements de signe. Si J = 0, nous passons directement a [3;11. Sinon, nous
poursuivons pour [3;.

e Dans ce dernier cas, nous procédons d’abors, a la détermination de la valeur

w1 (B;) qui annule A (w, 3;). Nous utilisons la méthode de la sécante: le point de
départ en est ’encadrement:

Xg = Winf < W1 (62) <X1 = Wsup

et nous posons f (x) = A\ (w, B;) = A" (8?/ ) =\ ().
Mt VR

Trouver la valeur w; (f;) qui nous intéresse revient a trouver X qui annule f (x).

L’algorithme de la méthode de la sécante est alors le suivant:

n=0 Xg= Wins
n=1 Xi=wsp
Xn — Xp-1

n>2 Xp41 = Xp +h, avec h, = —f (x,)

Xp41 est une bonne estimation de X quand |x,41 — x,| < &

sinon on incrémente n de 1.
Nous avons fixé ¢ = 0,005. A chaque itération de cette boucle, nous avons a re-
calculer la matrice [ Ty, | (w; ;) et a assembler une nouvelle matrice [ Fj, | (w; 3;).

e Quand la valeur de w; (f;) est déterminée, nous passons a wy (f3;), et ainsi
de suite jusqu’a J.

e [’avantage de toujours utiliser la méthode d’Arnoldi pour effectuer le calcul
des valeurs propres est que, quand nous cherchons w; (3;), nous calculons aussi
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M (x), pour j < k < J, a chaque itération: ces résultats permettent de réduire
Iencadrement de départ [winf;wsup] pour les valeurs wy (5;), pour j < k < J,
et d’accélérer ainsi considérablement le processus de détermination des valeurs

Ceci termine la description de la méthode numérique. Nous allons maintenant

présenter les résultats numériques obtenus par cette méthode, et entre autre, les
résultats qui ont permis sa validation.
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Chapitre 9

Résultats numériques

Plan du chapitre

Dans une premiere partie, nous montrerons comment nous avons validé un
premier code, destiné a traiter la partie éléments finis P; du probleme numé-
rique: le probleme modele utilisé est un guide d’ondes élastique, homogene et
isotrope, constitué d’une cavité circulaire, infinie dans la direction de propaga-
tion.

Dans la seconde partie, nous présenterons les résultats obtenus pour le pro-
bleme modele que nous avons retenu (inspiré des travaux de Lagasse), qui est
une perturbation du demi-espace en forme de triangle: nous nous intéresserons
en particulier a la validation du code (incluant le premier), aux courbes de dis-
persion des modes obtenus, ainsi qu’a ’aspect de ceux-ci.

Enfin, dans la derniere partie de ce chapitre, nous donnerons un exemple de

perturbation donnant elle aussi des modes guidés, bien que ne présentant pas de
coin comme le triangle.

9.1 Validation de la partie éléments finis P1

9.1.1 Le guide d’ondes circulaire

Le guide d’ondes que nous considérons, décrit par la figure (9.1), est un cy-
lindre creux de section circulaire constante.
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FiG. 9.1 - Le guide d’ondes circulaire

Ce probleme a été étudié par de nombreux auteurs, dont Biot, [10] et [11], qui
s’est intéressé a la propagation du mode axisymétrique, Mindlin [37], qui a établi
que la vitesse de tout mode guidé s’approche de la vitesse de Rayleigh a haute
fréquence, Bostrom et al [16], qui ont mis en évidence I'existence d’une suite de
modes. Ces travaux sont aussi résumés dans [9] et [41], et nous en rappelons ici
les résultats utiles a notre validation.

Les modes guidés obtenus existent grace a la condition de surface libre sur le
cylindre, et ont des vitesses comprises dans U'intervalle [Vg; Vg|.

Les équations du probleme sont toujours les équations classiques de 1’élasto-
dynamique. On se ramene encore a un probleme linéaire de valeurs propres posé
dans la section du guide. Le probleme peut étre résolu de facon semi-analytique:
soit a le rayon du cercle de la section droite du cylindre. Cette section 2 du milieu
élastique est alors:
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Q:{XER2,|X|>a}

On passe en coordonnées polaires (r,6), et on effectue un passage en potentiel,
en cherchant le champ de déplacement u sous la forme:

u = grad  + rot U
oll les potentiels ® et rot U satisfont les équations d’onde a pulsation w:

VEAT4+FVEF—u?D = 0

=
Il
o

CVEAU 4 B2 V2D - W

Suivant Miklowitz [36], nous écrivons le potentiel vecteur ¥ sous une forme qui
fait jouer un role particulier a I'axe €s.

U =7 &+ rot (7 &)

avec
—VEAT+ B VET—w'7 = 0

~VSAT+ Ve - = 0

Le probleme est ainsi ramené a trois équations découplées en ®, 7 et 77, le couplage
n’intervenant que par 'intermédiaire de la condition aux limites. Les potentiels
sont cherchés sous la forme:

® = ® (1) cos(nb)
(9.1) 7 =~ (r) sin(nf)
7= () cos(n0)
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D’autre part, la relation de dispersion du n**™¢ mode est donné par:

(9.2) det M,, (B,w) =0 0 <w < BVsg

ou M,, est une matrice 3 x 3 dont ’expression provient de la nécessité de vérifier
la condition de surface libre, et de (9.1). n est I'indice du mode (n > 0). Elle est
donnée dans [9] par exemple. La résolution numérique de (9.2) permet de tracer
la courbe de dispersion du n**™® mode. Ces courbes sont données dans [16] et [9].

Notre but est de retrouver les résultats obtenus avec (9.1) et (9.2) par
un calcul entierement numérique, effectué avec le code d’éléments finis
P; qui est destiné a traiter la partie élasticité de la perturbation du
demi-espace. Le domaine €, de calcul utilisé a ’allure suivante:

o

Z

Fi1G. 9.2 - Allure du domaine de calcul

Q, = {x € R* t.q.r < [x| <R}
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et on résoud numériquement par éléments finis Py:

A(B)u = w’u  dans Q,
u = 0 sur C,

Jﬁ(u) n = 0 sur C

ou A () est opérateur différentiel défini par (1.21).

Dans ce probleme de guidage, les ondes cherchées sont des ondes de surface,
dont 1’énergie est concentrée pres de la surface libre C' x IR. C’est pourquoi nous
prenons R >> r et que nous mettons sur C, une condition de Dirichlet.

9.1.2 Le maillage utilisé

I est représenté sur la figure (9.3). Nous avons pris t = 1 et R = 40 (R a
été augmenté jusqu’a stabilisation des résultats). Le maillage, étant donné les
remarques ci-dessus, est tres raffiné pres de la surface libre. Il comporte 3900
sommets et 7400 triangles.
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Fic. 9.3 - Maillage de la section du guide

Nous donnons les résultats obtenus pour une valeur du nombre d’onde 3 égale
a 6, et pour 7 = 0.3:

mode w

1 2.215

2 2.224

3 2.256

4 2.313
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Fic. 9.5 - COMPOSANTE TRANSVERSALE DU 4°™¢ MODE / 3 = 6 /
w=2213 /7=0.3

La figure (9.5) représente 'amplitude de la déformation transversale de la sur-
face libre du guide. Nous avons préféré cette représentation, a celle complete, de
la déformation transversale dans toute la section 2 du guide, car elle fait mieux

apparaitre la vérification de (9.1), ou n = 3.
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Fic. 9.6 - COMPOSANTE LONGITUDINALE DU 4*™¢ MODE /3 = 6 /
w=2213 /7=0.3

La figure (9.6) représente 'amplitude de la déformation longitudinale de la
surface libre du guide. Nous constatons encore la périodicité de la déformation,

prévue par (9.1).

Ayant ainsi validé la partie éléments finis Py, nous allons désormais nous
intéresser a la validation de I’ensemble de la méthode, et en particulier a 'autre

partie du code qui traite I'opérateur de bord.
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9.2 Le probleme modele: perturbation en forme
de triangle

9.2.1 Motivation de ce choix
Le probleme de Lagasse

Lagasse et al, [31] et [32], se sont intéressés, dans le cadre de recherches sur
les guides d’ondes en piézoélectrécité, aux ondes guidées par des perturbations
du demi-espace, soit de forme triangulaire, soit rectangulaire. Pour cette étude
de nature numérique, ils ont employé la méthode d’éléments finis que nous utili-
sons pour valider la méthode que nous présentons ici: ils ont été confrontés a la
difficulté de placer assez loin de la perturbation, la frontiere sur laquelle I'on met
la condition de Dirichlet, et se sont limités, pour tracer les courbes de dispersion
des modes obtenus, a des problemes discrets de taille 150 x 150. Pour valider leurs
calculs, ils disposaient de résultats d’expériences physiques.

Dans le cas de perturbations ayant une section rectangulaire, ils ont obtenu des
modes guidés, sous réserve de prendre une perturbation “plus haute que large”.
Nous obtenons des résultats semblables, et montré numériquement 1’existence de
modes guidés dans un carré. Ces résultats seront présentés dans un rapport ulté-
rieur.

Nous allons nous intéresser ici plus particulierement aux perturbations ayant
une section triangulaire. Lagasse a déduit de ses résultats numériques différentes
conjectures théoriques concernant l'existence et la vitesse des ondes guidées ob-
tenues par ’aréte d’un diedre infini:
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FiG. 9.7 - Le diedre infini

Les calculs ont mis en évidence 'existence d’une onde guidée, dont la vitesse est
strictement inférieure a la vitesse de Rayleigh Vg, si I’angle 6 du diedre est suffi-
samment aigu. Ils montrent aussi une concentration de I’énergie du mode quand
la fréquence augmente. De plus, il est aisé de montrer qu'une onde se propageant
dans un diedre infini, doit étre non dispersive. En conséquence, I’existence ou non
d’un mode guidé y est indépendante du nombre d’onde 3.

Lagasse a aussi énoncé la conjecture suivante concernant les vitesses de phase des

modes:

(9.3) c= %:VR sin(mf) m=1,2,3,... pour mf < g

i

ou m est un entier désignant ’ordre du mode.

L’expression (9.3) dit que m modes peuvent se propager le long de I'aréte tel que

7-{- N . . I . ~ .
0 < I et a une vitesse inférieure a celle de Rayleigh.
m
Nous avons par conséquent choisi, comme probleme modele, une perturbation

O du demi-espace, ayant comme section un triangle isocele, pour expérimenter
et valider notre méthode.

Le maillage utilisé
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FiG. 9.8 - Maillage du triangle

Il comporte 654 sommets et 1141 triangles. Il est donc tres raffiné, et plus
particulierement pres de l'interface avec le demi-espace (sur ¥ il y a 36 points
de discrétisation): ceci est justifié par le fait que nous voulons valider la partie
du code concernant l'opérateur de bord. La hauteur du triangle est de 1, pour

une base de 0.2. L’angle du sommet a donc délibérément choisi tres petit, afin
d’obtenir un grand nombre de modes.

9.2.2 La détection des modes guidés pour 3 fixé

Nous avons utilisé la méthode décrite dans la premiere partie du chapitre

8, pour mettre en évidence 'existence des modes, pour différentes valeurs de (3
fixées. La valeur de 7 est fixée a 0.25.

Les résultats sont illustrés par les quatre figures suivantes.
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VALEURS PROPRES

0.4 0.6 0.8 1
VI TESSE DE PHASE POUR UN NOVBRE D ONDE FI XE

Fic. 9.9 - DETECTION DES MODES GUIDES POUR =1 /7=0.25

Pour 8 = 1: seule la courbe A (w, 3) coupe 'axe des abscisses, révélant ainsi
I’existence d’un unique mode pour cette valeur de 3. Nous avons représenté aussi
la courbe A} (w, 3), mais elle reste positive.
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VALEURS PROPRES

-0.8 1 1 1 1

0.4 0.6 0.8 1
VI TESSE DE PHASE POUR UN NOVBRE D ONDE FI XE

FiGc. 9.10

DETECTION DES MODES GUIDES POUR =3 /7 =10.25

Pour 8 = 3: nous avons désormais deux modes. De plus, comme I'intersection
de A (w, B3) avec I’axe des abscisses s’est déplacée vers la gauche, on en déduit
que la vitesse du premier mode a diminué.
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VALEURS PROPRES

0.4 0.6 0.8 1
VI TESSE DE PHASE POUR UN NOVBRE D ONDE FI XE

Fic. 9.11 - DETECTION DES MODES GUIDES POUR =6 /7 =0.25

Pour 8 = 6: nous avons maintenant quatre modes: le dernier a une vitesse qui
est proche de celle de Rayleigh.
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VALEURS PROPRES

0.4 0.6 0.8 1
VI TESSE DE PHASE POUR UN NOVBRE D ONDE FI XE

Fic. 9.12 - DETECTION DES MODES GUIDES POUR =10 /7 =10.25

Pour 8 = 10: un cinquieme mode est encore apparu.

Remarque: nous avons en pratique obtenu jusqu’a sept modes, mais pour des
valeurs de § autours de 60. Ce nombre est en accord avec la conjecture de Lagasse.

Ces résultats constituent déja en eux-méme, un bon test de validation de la
méthode. Cependant, afin de la faire apparaitre clairement, nous allons présenter
la comparaison avec la méthode utilisée par Lagasse.

9.2.3 La validation définitive de la méthode

Le principe est celui donné dans la seconde partie du chapitre 8.

Le maillage utilisé
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FiG. 9.13 - Maillage utilis€ pour la validation

La hauteur de la perturbation est 1. Nous placons, “par sécurité”, la frontiere
artificielle avec condition de Dirichlet a une distance de 40. Le maillage, raffiné
au niveau de la perturbation, ’est de moins en moins quand on s’en éloigne.
Ceci permet de “limiter” le maillage a 1459 sommets et 2704 triangles, et donc
le stockage ainsi que le temps calcul. La trace de ce maillage sur la perturbation,
correspond au maillage que nous utilisons pour notre méthode.

Résultat de la comparaison des problemes linéaire et non-linéaire

Le calcul a été effectué pour f = 6 et 7 = 0.25. Les courbes des valeurs
propres )\;-L (w, #) sont celles obtenues précédemment.

Wi
ou w; désignent les

A%

racines carrées des valeurs propres du probleme linéaire, coincident bien avec les

intersections respectives des courbes )\? (w, #) avec ’axe des abscisses. Ce résultat

Nous constatons sur la figure (9.14), que les rapports

permet donc la validation du code mettant en oeuvre la méthode de calcul des
modes guidés ici décrite.
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VALEURS PROPRES

0.4 0.6 0.8 1
VI TESSE DE PHASE POUR UN NOVBRE D ONDE FI XE

Fig. 9.14 - COMPARAISON DES DEUX PROBLEMES POUR =6 /1 =
0.25

9.2.4 Courbes de dispersion

Le tracé de ces courbes a été effectué en suivant ’algorithme présenté dans la
troisieme partie du chapitre 8. Elles sont en accord avec les résultats numériques
obtenus par Lagasse, et illustrent bien la relation de dispersion des modes.

Nous constatons que les modes apparaissent au-dela de valeurs minimales
de 3. Ces seuils d’apparition ne sont pas déterminés par la méthode que nous
présentons ici. Ils nécessitent un traitement spécifique qui reste a définir et a
programmer. D’autre part, dans le cas du premier mode au moins, 'existence
d’un seuil reste sujet a caution: la question de son existence requiert une étude
théorique approfondie, les résultats numériques étant tels quels insuffisants pour
I’éclaircir.

La convergence des courbes, pour 3 grand, vers les vitesses limites proposées
dans la conjecture de Lagasse pour le diedre infini, ne se vérifie que partiellement.
L’explication tient éventuellement, soit dans le fait que nous ne sommes pas exac-
tement dans le cas du diedre, soit que le maillage devient insuffisant a tres hautes
fréquences, I’énergie des ondes étant alors tres concentrée, et les oscillations du
milieu élastique devenant aussi trop imortantes.
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Fia. 9.15 - COURBES DE DISPERSION DES MODES /7= 0.25

9.2.5 Allure des modes guidés

Nous allons donner I'aspect des quatre modes guidés obtenus pour # = 6 et

T = 0.25.

1" mode
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Fia. 9.16 - NORME DU 1 MODE /3 =6 /w=10.395 /7 =0.25

La figure (9.16) révele que I’énergie du mode est tres concentrée dans le som-
met de la perturbation, et décroit de facon monotone quand on s’en éloigne.

Pour la figure (9.17), nous avons “élargi” le triangle, afin de rendre le résultat

plus lisible. Il montre que la déformation transverse du guide est elle aussi plus
importante au sommet de la perturbation.
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Fia. 9.17 - COMPOSANTES TRANSVERSALES DU 1" MODE / 3 =6 /
w=0.39 /7=0.25
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Fia. 9.18 - COMPOSANTE LONGITUDINALE DU 1" MODE / 3 =6 /
w=0.39 /7=0.25

Nous n’avons représenté la déformation longitudinale, sur la figure (9.18), que
pour la surface du guide. Nous constatons que cette composante du champ de
déplacement est antisymétrique par rapport a ’axe de symétrie du triangle.

2¢me mode

La figure (9.19) représentant la norme du champ de déplacement du mode,
montre que 1’énergie est toujours concentrée dans le sommet du triangle, moins
cependant que pour le premier mode. De plus, la norme oscille une fois, ce qui
caractérise le mode.
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Fic. 9.20 - COMPOSANTES TRANSVERSALES DU 2¢™¢ MODE /3 =6 /

w=0.782 /7=0.25
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/,,llh»

T

Fic. 9.21 - COMPOSANTE LONGITUDINALE DU 2™ MODE / 3 = 6 /
w=0.782 /7=0.25

La composante longitudinale, représentée sur la figure (9.21), a aussi cette
oscillation, et est antisymétrique.

3¢"¢ mode

L’énergie est moins concentrée que pour les modes précédents, ce que révele
la norme sur la figure (9.22). On constate aussi la présence de deux oscillations.
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FiG. 9.22 - NORME DU 32™ MODE /=6 /w=1221 /7 =0.25

La déformation transverse, (figure (9.23)), change aussi deux fois de sens.
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Fic. 9.23 - COMPOSANTES TRANSVERSALES DU 3°™¢ MODE /3 =6 /

w=1221 /7=0.25
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Fic. 9.24 - COMPOSANTE LONGITUDINALE DU 3" MODE / 3 =6 /
w=1221 /7=0.25

La composante longitudinale, (figure (9.24)), du mode a aussi cette caracté-
ristique, et est toujours antisymétrique.
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Fic. 9.25 - COMPOSANTE LONGITUDINALE DU 3™ MODE / 3 =6 /
w=1221 /7=0.25

Afin de bien montrer 'importance de la condition aux limites transparente a
I'interface avec le demi-espace, traduite dans les calculs par 'opérateur de bord,
nous représentons sur la figure (9.25), en plus de la perturbation, la composante
longitudinale du champ de déplacement, pour une partie du demi-espace élastique
inférieur: nous constatons que la déformation du milieu est importante dans une
zone située assez loin de la perturbation (I’énergie du mode n’y est pas totalement
concentrée).
4¢m¢ mode

La norme du mode, (figure (9.26)), possede a présent trois oscillations. L.’éner-
gie du mode est, par rapport aux cas précédents, moins concentrée au sommet
du triangle, mais y atteint toutefois son maximum.

Inria



Onde guidées par une perturbation du demi-espace élastique homogene 177

FiG. 9.26 - NORME DU 4™ MODE /B3 =6 /w = 1.746 /T = 0.25

La déformation transversale, (figure (9.27)), est a I'image de la norme. Nous
voyons clairement apparaitre a l'intérieur du triangle trois “tourbillons” dans
la déformation, qui sont situés dans les zones ou la direction de la déformation
change.
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Fic. 9.27 - COMPOSANTES TRANSVERSALES DU 4°™¢ MODE /3 =6 /
w=1.746 /7 =0.25
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Fic. 9.28 - COMPOSANTE LONGITUDINALE DU 4™ MODE / 3 =6 /
w=1.746 /7 =10.25

L’antisymétrie de la déformation longitudinale, (figure (9.28)), s’observe tres
bien a la surface du guide.
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Fic. 9.29

énergie est loin
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9.3 Perturbation en forme de vitrail

9.3.1 Description de la perturbation
Motivation de son choix

Nous allons nous intéresser a une nouvelle forme de perturbation: la section
droite de celle que nous présentons maintenant, a "aspect d’un vitrail roman.

Le but était de vérifier qu’il nétait pas nécessaire d’avoir une perturbation
dont le bord présente au mois un coin, pour obtenir des modes guidés.

Nous n’avons pas réussi a ’heure actuelle a obtenir numériquement des modes
guidés avec une perturbation en forme de demi-cercle.

D’autre part, Lagasse avait obtenu des modes en prenant une perturbation
rectangulaire, avec un rapport hauteur sur largeur plus grand que 1.

L’idée de la perturbation en forme de vitrail provient des trois remarques pré-
cédentes. Nous avons obtenu avec celle que nous utilisée, deux modes guidés.

Le maillage utilisé

Il est représenté sur la figure(9.30), et comporte 588 sommets et 1057 tri-
angles. Il est raffiné pres de l'interface X, ou il y a 36 points de discrétisation.
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FiG. 9.30 - Maillage de la perturbation

9.3.2 Courbes de dispersion

Nous donnons directement ces courbes, notre objectif étant cette fois-ci non
plus la vérification et la validation de la méthode, mais son utilisation directe
pour illustrer la relation de dispersion des modes.

Nous constatons que la premiere courbe, apres avoir atteint un minimum,
remonte: la vitesse des modes tend a se rapprocher de celle de Rayleigh a haute
fréquence. Du point de vue théorique, il reste a déteminer si la vitesse de Rayleigh
est vraiment la vitesse limite, et si les modes vont éventuellement disparaitre a
tres haute fréquence.
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VI TESSE DE PHASE

NOVBREBD' ONDE
Fia. 9.31 - COURBES DE DISPERSION DES MODES /7 =0.25

Le probleme des seuils, et en particulier de I'existence a basse fréquence du
premier mode, est encore ouvert.

9.3.3 Allure des modes guidés

Nous représentons les deux modes obtenus pour 8 = 10 et 7 = 0.25.

1" mode
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Fia. 9.32 - NORMFE DU 1 MODE /3 =10 /w =2.099 /7 =0.25

La norme du premier mode, (figure (9.32)), révele que I’énergie est tres concen-
trée au sommet de la perturbation.
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Fia. 9.33 - COMPOSANTES TRANSVERSALES DU 1" MODE / 3 =10 /
w=2.099 /=025

Dans la figure (9.33), le dessin de gauche représente la déformation transver-
sale uniquement du bord du vitrail, et le dessin de droite, cette déformation pour

la totalité du méme vitrail.
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Fig. 9.34 - COMPOSANTE LONGITUDINALE DU 1 MODE / 3 =10 /
w=2.099 /=025

Dans la figure (9.34), nous donnons une représentation 2D de la composante
longitudinale du premier mode (ce choix de représentation donne un résultat plus
lisible qu’une vue 3D). L’antisymétrie de la composante longitudinale par rapport
a I'axe de symétrie du vitrail est apparente.

Qéme

mode
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FiG. 9.35 - NORME DU 2™ MODE /=10 /w =2.603 /7 = 0.25

La norme du deuxieme mode, (figure (9.35)), présente une oscillation carac-
téristique du mode, et montre que 1’énergie de celui-ci est moins concentrée que
pour le premier.
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Fic. 9.36 - COMPOSANTES TRANSVERSALES DU 2™ MODE /3 =10 /
w=2.603 /7=0.25

Dans la figure (9.36), nous voyons a gauche la déformation transversale uni-
quement du bord du vitrail, et a droite, cette déformation pour la totalité du
méme vitrail. Nous constatons au niveau du changement de direction de la dé-
formation, la présence d’'un “tourbillon” similaire a ceux obtenus pour le triangle.
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Fic. 9.37 - COMPOSANTE LONGITUDINALE DU 2¢™¢ MODE / 3 = 10 /
w=2.603 /7=0.25

Enfin, la figure (9.37), représentant la composante longitudinale du mode,
montre bien "antisymétrie de la déformation dans la direction de propagation.
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Conclusion

Nous avons présenté une méthode numérique pour ’étude de guides topogra-
phiques. Bien que lourde a mettre completement en oeuvre, elle se révele efficace
et performante apres validation des codes.

Elle sera utile pour permettre d’établir des résultats théoriques d’existence, et
donc continuer ’étude mathématique de ce probleme.
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Annexe A

Détail du calcul des intégrales

J(p,n) . I(p,n), I (p,n) et K(p,n):

A.1 Calcul de J(p,n)

Nous avons a calculer:

I k? , . 5 [kh
J(p,n) = /]R m 12 6Xp (tkph) sin (7) dk

pour n € {0;...;5} et p€ {0;...;N—1}
P(k) = (k—1B)(k+:B)
(A.1) [k — (a+1b)] [k — (a — ib)]

[k— (—a+ib)] [k — (—a— ib)]

Soit la fonction complexe:

f(p,n) (2) = Pzz) i—z exp (1zph) sin® (?)

Nous allons distinguer deux cas: p strictement positif, et p nul, le traitement
général pour p > 0 ne pouvant s’appliquer comme nous le verrons a p = 0. Enfin
pour p = 0, nous appliquerons un traitement spécifique pour chacun des cas
suivants:
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e n impair
e n=20
e n=2o0u4

Al1.1 Casoup>0

Le calcul de J (p,n) ne présente aucune difficulté particuliere, et pour 'effec-
tuer, nous utilisons le parcours I' dans le plan complexe décrit par la figure (A.1):
il est parcouru dans le sens direct.

FiG. A.1 - Parcours pour J (p,n)

C désigne le demi-—cercleet I' = [-R;R] U C.

Sur le demi-cercle C'; on a z = R exp (10) = dz = iR exp (:6) db, et on obtient:

Rn—l—l
R38

~

‘/Cf(p, n)(z)dz /07T [ 2 exp (—phR sinf) + exp (— (p + 1) kR sinf)

+exp (—(p—1) kR sinf) | dé
Or, commep >1,h>0,n <6 etsind >0,ona

| 2 exp (—phR sinf) + exp (— (p + 1) AR sinf) + exp (— (p — 1) AR sinf)| < 4
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et par conséquent:

lim f(p,n)(z)dz=0

R—+x Jo

(c’est ce résultat qui n’est plus vrai pour p = 0, a cause du terme
exp (— (p — 1) hR sinf))

et donc

J(p,n) = lim ! f(p,n)(z)dz

R—+x J_R

Alors pour p > 0 et n € {0;...;5},

J(p,n) = 2ix [Rés(f (p,n);iB)+ Rés (f (p,n);(a+ib)) + Rés(f (p,n);(—a+ tb))]

Calcul des résidus

Les trois poles concernés sont simples, ce qui donne les calculs suivants:

o Rés(f(p,n);:B)= lim [(z—1B) f(p,n)(2)]

z—1B

sin? (lh—B) = —sh? (h—B)
2 2

le résultat global étant:

on a en particulier:

pour p>0etn e {0;...;5},

hB
(:B)" exp (—Bph) sh? —
Rés (f (p,n);iB) = ( = )

2B [B? + (a + ib)*| [B? + (a — ib)’]

o R&(E(pn)i(atib) = lim [(z=(a+ i) £(pm) (2)

on a en particulier:

sin® (M) = %[1 + sh (hb) exp (tha) — cos (ha) exp (hb)]
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le résultat global étant:

pour p > 0etn e {0;...;5},

avec EX; = [1 4+ sh(hb) exp(tha) — cos(ha) exp (hb)]

(a4 tb)" exp (ipha) exp(—phb) EX;

Rés (f (p,n);(a+1b)) =

16iab (a+ib)’ [B?+ (a+ib)’]
o Rés(f(pn)i(—atib))= lim  [(z—(-a+ib))f(p,n)(z)]

on a en particulier:

h(— b
. (g

5 ) = %[1 + sh (hb) exp (—tha) — cos (ha) exp (hb)]

le résultat global étant:
pour p > 0etn e {0;...;5},
avec EXy = [1 4+ sh(hb) exp(—tha) — cos(ha) exp (hb)]

Rés (f (p,n); (—a 4+ ib)) = (—a+1b)" exp (—ipha) exp(—phb) EX;

—16iab (—a+ib)° B+ (—a+ib)’]

Al1.2 Casoup=0

On a alors:

£(0,m) (2) = —— % gin? (@)

La difficulté qui apparait alors, vient du fait que I’on n’a plus de terme exp (tkph)
dans l'expression de J (0,n) et qu’alors on ne peut plus faire la majoration pré-
cédente pour l'intégrale sur le demi-cercle C'. Pour la contourner, on décompose
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h
sin? (%) sous la forme:
h 1
sin’ (%) == [—2 + exp (thz) + exp (—thz)]

et on écrit f (0,n) (z) sous la forme:

£(0,n)(z) = u(n)(2) = v(n)(2) — w(n) ()

v(n)(z) = i PEZ) 2—2 exp (i1zh)
v (0)(2) = 1 7 o exp (k)

Bien stir, nous allons utiliser maintenant des contours différents pour intégrer les
fonctions u(n)(z), v(n) (z) et w(n)(z).

Sous-cas i) n impair
n impair = f (0, n) (z) impaire.
Alors pour p=0et n € {1;3;5},

J(p,n)=0

Sous-cas ii) n pair et n =2 ou 4

Nous notons que dans ce cas, 0 n’est pas un pole des fonctions u(n)(z),

v(n)(z) et w(n)(z). Cest ce qui distingue ce cas du cas n = 0, pour lesquel 0
sera un pole double de ces fonctions.

Nous pouvons mettre J (0,n) sous la forme suivante:
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+ oo + oo

v(n) (k) dk — / w (n) (k) dk

— 00

(A2) J(0,n) :/+Oou(n) () dk — |

— 00 — 00

D’abord ,nous nous intéressons aux trois intégrales séparément. Le calcul se fait
en prenant pour les fonctions u(n)(z) et v(n)(z), le parcours I' précédent, et
pour la fonction w (n) (z), le parcours I'" décrit par la figure (A.2).

FiG. A.2 - Parcours pour w (n)

C’ désigne le demi-—cercle et I = [-R; R]U C".
On a alors les égalités suivantes:

dz = | d d
Jum e = [ am)@)det [ n(n) () de

= 2ir[Rés(u(n);iB)+ Rés(u(n);(a+:ib))+ Rés(u(n);(—a+ b))

/FV (n)(z)dz = /[_R;R] v(n)(z)dz + g v(n)(z)dz

= 2w [Rés(v(n);iB)+ Rés(v(n);(a+1b))+ Rés(v(n);(—a+ib))]
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/, w(n)(z)dz = /[_R;H] w(n)(z)dz + . w(n)(z)dz

= —2ir[Rés(w(n);—iB)+ Rés(w(n);(a—1tb))+ Rés(w(n);(—a—1b))]

Sur le demi-cercle €7, on a z = R exp (¢0) = dz = iR exp (:6) d6.

Sur C, on a alors, (M étant une constante réelle strictement positive), comme
n < 5:
n+1

<M

— 0 quand R — +o0

/C u(n)(z)dz

et comme h > 0 et sinf > 0,

n+1

<M

/C v(n)(z)dz

/7T exp (—hR sinf) d@‘ — 0 quand R — 400
0

Sur C’, on a comme h > 0 et sinf < 0

n+1
<MR

0
< T / exp (AR sind) d@‘ — 0 quand R — 400

/C w(n) (z)dz

Donc on obtient le résultat (A.2) sous la forme:

J(0,n) = lim u(n)(z)dz — lim v(n)(z)dz— lim [ w(n)(z)dz

R—+4o0 JT R—+4o00 JT R—+co JT

Alors pour p=0et n € {2;4},
J(p,n) = 2ix[Rés(u(n);iB)+ Rés(u(n);(a+1ib))+ Rés(u(n);(—a+1b))]

— 2ir [Rés(v(n);iB)+ Rés(v(n);(a+1tb))+ Rés(v(n);(—a+1ib))]

+ 2w [Rés(w (n);—itB)+ Rés(w(n);(a—1tb))+ Rés(w(n);(—a—1b))]
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Calcul des résidus de u(n)(z) , v(n)(z) et w(n)(z) pour ce cas

Pour u (n)(z):

e Rés(u(n);:B) = lin%[

(z —iB) u(n)(2)]

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4},

(iB)"

Rés (u(n);:iB) =
4 B? [B2 +(a+t ib)Q] [BQ + (a— ib)Z]

o Rés(u(n);(atib))= lim |(z—{(atib))u(n)(z)]

le résultat global étant:

pour p =0 et n € {2;4},

(a+1b)"

Rés(u(n);(a+1b)) =
16iab (a+ib)° [B? + (a+ib)?]

o Rés(u(n)i(—a+ib) = lm  [(z—(=a+ib) u(n) ()

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4},

(—a+1b)"

Rés(u(n);(—a+1b)) =
~16iab (—a+ib)’ [B?+ (a - ib)’]

Pour v (n) (z):

Les résultats se déduisent facilement de ceux obtenus pour u(n)(z).
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e Rés(v(n);:B)= lim [(z—1B) v(n)(z)]

z—1B

on a

Rés (v (n);iB) = % exp (—hB) Rés(u(n);:B)

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4},

(:B)" exp (—hB)

Rés (v (n);:iB) =
~8i B® [B” + (a +ib)’| [B* + (a — ib)’]

o Rés(v(n)i(a+ib)) = lim [(z—(a+ib)) v(n)(2)

o1 a

Rés (v (n);(a+1b)) = % exp (tha) exp (—hb) Rés(u(n);(a+ b))

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4},

(a4 1b)" exp (tha) exp (—hb)
Rés(v(n);(a+1b)) = b b

32iab (a+1ib)’ B+ (a+ib)’]

o Rés(v(n)i(zatib) = _lim [(z=(=a+ib) v(n)()]

on a

Rés(v(n);(—a-+1b)) = %exp (—iha) exp (—hb) Rés(u(n);(—a+ b))

le résultat global étant:
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pour p=0et n € {2;4},

(—a+1ib)" exp (—tha) exp (—hb)

Rés (v (n);(—a+1ib)) =
—32iab(—a+ib)’ [B2+ (a—ib)’|

Pour w (n) (z):

e Rés(w(n);—iB)= lim [(z+:B) v(n)(2)]

Z—r—1

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4},

(—iB)" exp (—hB)

Rés (w (n); —iB) =
81 B° B+ (a+ ib)?| [B? + (a — ib)

o Rés(w(n);(~a—ib))= lim [(z—(~a—ib)) v(n)(2)]

z—(—a—1b)

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4},

(a+1b)" exp (tha) exp (—hb)

Rés (w (n);(—a—1tb)) =
—327ab (a+ib)* [B + (a+ ib)]

o Rés(w(n);(a—ib) = lim [(z—(a—ib)) v(n)(2)]

z—(a—1b)

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4},

(a —1b)" exp (—tha) exp (—hb)

Rés(w(n);(a—1b)) =
—327ab (a—ib)’ [B2 +(a— ib)Q]
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Sous-cas iii) n pair et n =0

On a alors

£(0,0)(z) = PEZ) 2% sin’ (?)

0 n’est pas un pole de f(0,0), mais est un pole double des fonctions u (0) (k) ,
v (0) (k) et w(0) (k), par lesquelles nous sommes obligés de passer pour effectuer
ce calcul.

Le parcours I'g utilisé pour les fonctions u (0) (z) et v (0) (z) est décrit par la figure
(A.3). Pour intégrer sur IR la fonction w (0) (z), le parcours I'y utilisé est décrit
par la figure (A.4).

FiG. A3 - Parcours pour u(0) et v(0)

~o désigne le petit demi—cercle: soit ¢ son rayon.
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FiG. A4 - Parcours pour w (0)

~1 désigne le petit demi—cercle: soit ¢ son rayon.

Par conséquent, on a:
[u0@d = [ @@ [ )@

+ [ u©) (@) dz+ [ u(0)(z)dz

Yo

= 2w [Rés(u(0);:B)+ Rés(u(0);(a+ b))+ Rés(u(0);(—a+b))]

[r0@a = [ Ot [ 06

[ @zt [ v(0)()a

= 2w [Rés (v (0);¢B)+ Rés(v(0);(a+1tb))+ Rés(v(0);(—a+ib))]
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/rlw(())(z)dz = /]_R;_E[W(O)(z)dw w (0) (2) dz

le;R]
n C/W(O)(z)dz—l—/mw(())(z)dz

= —2ir [Rés(w (0);—iB)+ Rés(w(0);(a—1tb))+ Rés(w(0);(—a—1b))]
On a aussi

[rO@E = [ 0@ [ w0

l&;R]
+ [, w() (z)dz—l—/%w(()) (2) dz + 2im Rés (w (0);0)

= —2ir [Rés(w(0); —iB)+ Rés(w(0);(a—1b))+ Rés(w(0);(—a—1th))]

Comme f(0,0)(z) est analytique sur @, sauf sur les six poles de P(z), on a

/]_R;_E[ w(0)(z)dz+ [ u(0)(z)dz

J(0,00 =  lim - /]_R;_E[V(O) (2) dz — /]E;R[V(O) (2) dz

e—0
R — 4+

De plus, en procédant exactement comme au cas n # 0, on a

lim u(0)(z)dz — 0

R—+c JC

lim v(0)(z)dz — 0

R—+c JC

li d
R_l}r_{loo C,W(O) (z)dz — 0
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Donc,

J(0,0) = 2w [Rés(u(0);:B)+ Rés(u(0);(a+ b))+ Rés(u(0);(—a+h))]
— 2w [Rés (v (0);¢B)+ Rés(v(0);(a+ b))+ Rés(v(0);(—a+ib))]
+ 2w [Rés (w(0);—:B)+ Rés (w (0);(a— b))+ Rés(w (0);(—a — tb))]

—lim [ u(0)(z)dz+1lim [ v(0)(z)dz
=0 Jyg =0 /g

+lim [ w(0)(z)dz + 2ixRés (w (0);0)

e=0 Jno

Il est & noter, pour calculer Rés (w (0);0), que 0 est un pdle double de la fonction

w(0) (2).

Comme £ (0,0) (z) = u(0) (z) —v (0)(z) —w(0) (z) et £ (0,0) (z) est analytique au

point 0, on a

lim/ £(0,0) (z) = 0

e—0

Alors pour p=0et n =10
J(p,n) = 2ix[Rés(u(n);iB)+ Rés(u(n);(a+1ib))+ Rés(u(n);(—a+ib))]
— 2ir[Rés(v(n);iB)+ Rés(v(n);(a+1tb))+ Rés(v(n);(—a+ b))

+ 2w [Rés(w (n);—itB)+ Rés(w(n);(a—1tb))+ Rés(w(n);(—a—1b))]

+ 27w Rés(w(0);0)

Calcul des résidus correspondant a ce cas

Les expressions de tous les résidus de u(n)(z) , v(n)(z) et w(n)(z) , calculées

(
pour le cas n # 0, sont encore valables quand n = 0.
Nous avons donc a calculer seulement Rés (w (0);0), en tenant compte que 0 est

un pole double de la fonction w (0) (z).
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z—0 VA

o Rés(w(n);0) =lim (di |2 w (n) (Z)])

le résultat du calcul donnant:

—th

Rés (w (0);0) =
4 B? (a +ib)* (a — ib)?

A.2 Calcul de I[(p,n) et I'(p,n)

Nous avons a calculer

1 1 k7 kh
Hpn) = [ = s 15 exp (ikph) sin® (7] di
(p.m) r Kg P (k) k? exp (ikph) sin (2)

pour n € {0;...;6} et p€ {0;...;N—1}

1 1k kh
I, — 7k 12
I (p,n) _/ - ( ) 5 €xXp (Lkph) S1n ( 5 ) dk

pour n € {0;...;6} et p€ {0;...;N—1}

Les calculs pour ces deux intégrales étant identiques, nous ne détaillerons que
celui de I(p,n). Pour obtenir ceux de I'(p,n), il suffira de remplacer dans les
résultats A par A’, définis plus haut.

Nous ne pourrons pas utiliser les contours précédents, suite a des problemes d’ana-
lyticité dus a la présence d’une racine complexe au dénominateur des fonctions a

intégrer.
1
En effet, la nouveauté par rapport au calcul de J (p,n), ce sont les fonctions —
S
et —— , qui sont intégrables sur IR. En effet, nous avons pour ces fonctions les

P
eXpressions sulvantes:

Ks = vk? + A2 et Kp = k2 4+ A"
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L’expression (A.1) de P(k) est, elle, toujours valable.

Nous notons maintenant par f (p,n) (z) la fonction complexe:

f(p,n)(2) = KL P}Z) i—zexp (izph) sin® (%)

: 1 . . .
Dans (, la fonction ———— a deux poles: 1A et —2A, et on pose

72 4+ A2

V72 + A2 =7 +1A V7 — A

On voit donc apparaitre deux logarithmes complexes au dénominateur de la fonc-
tion f (p,n) (z), et par conséquent nous avons a fixer deux coupures dans le plan
complexe, au travers desquelles la fonction f (p,n) (z) ne sera pas analytique: nous

les choisissons verticales:

3r T
PR |
z— 1A = exp <7 [ln|z —tA| 4 ¢ arg (z — iA)])
LA T 2
g . 3=«
o=arg(r—id)e | -7 |
arg (z — 1A) 55
0
1
Vz +1A = exp <§ [In|z + tA| 4 ¢ arg (z + iA)])
—1 A :
) : . 3
|l 0 = arg (2 + iA e[_f-_[
| arg (z + 1A) 55
3w i W
2
Fic. A.5 - Choiz des coupures
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Remarque 1: Vz,0+ ' € [—7; 7| = /z? + A? est bien définie. Ce choix permet
d’avoir vz2 + A? = v/k2 4+ A2 quand z € IR.

Remarque 2: Nous allons distinguer les mémes cas que lors du calcul de J (p, n),
et pour les mémes raisons.

A.21 Casoup>0

Nous intégrons la fonction f (p,n) (z) sur le parcours I' (pris dans le sens di-
rect), décrit par la figure (A.6):

FiG. A.6 - Parcours pour f (p,n)(z)

Nous avons les égalités suivantes:
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C1UCuCs

/Ff(p, n)(z)dz = /[_R;R] f(p,n)(z)dz + f(p,n)(z)dz

+ /[PQ] f(p,n)(z)dz + /[RS] f(p,n)(z)dz

= 2w [rés(f(p,n);iB) 4+ rés(f(p,n);(a+1b))

+rés (f (p,n); (—a+ ib)]

et

I[(p,n) = lim ! f(p,n)(z)dz

R—+> J_R

Calcul sur les morceaux circulaires

Sur Cy et Oy, on az=Rexp (i0) = dz = iR exp (i0) df, et on obtient:

n+1 s
‘/ f(p,n)(z)dz| =~ RR9 /2 [2 exp (—phR sinf) + exp (— (p + 1) AR sinf)
o8 0
+exp(—(p—1) kR sinf) ] dé
et
Rn—l—l

/: [ 2 exp (—phR sind) + exp (— (p + 1) hR sind)

2

+exp (—(p—1) hR sind) | dé
Or, commep > 1, h > 0, n <6 et sinf > 0, on obtient

lim f(p,n)(z)dz=0 1€ {1;2}

R—+c Jo,

H

Ce sont, comme pour J (p,n), ces calculs que nous ne pouvons faire pour p = 0.
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D’autre part, sur Cs, z = € exp (16) + tA = dz = ic exp (¢0) df, on a alors:

o i (pn) (2) £ (p.n) (2)
[remearl <[ ¢ o) (2) fa(pi) (2) G (o) (2)

fy (p,n) (z) = ic exp (if) sin B ( exp (i0)+z'A)]

fy (p,n) (z) = (¢ exp (i0) + iA)" [ exp (iph ( exp (i0) + iA))]
f5 (p,n) (2) = (2 exp (i0) + iA)* [(c exp (i0) + iA)* + B?|

f4 (pyn) (2) = \Je exp (i) /= exp (i) + 2iA

fs (b, ) (2) = [(€ exp (0) + iA)? — (a+ ib)?] [(c exp (i0) +iA)* — (a — ib)’]

Il existe, des que ¢ est assez petit, trois constantes réelles strictement positives
notées m, M et M’, telles que:

‘ \/5 exp (i) +2¢A| > m

| (cexp(i0) +iA) [ > m

| [(2 exp (i0) +iA) —I—BQ] > m

| [(c exp (i) +iA)° = (a+ib)’] | > m
| [(c exp (i) +iA) = (a—ib)*] | > m

‘ cexp(if) | = e

|icexp(i0)| = ¢

A
=

| (e exp (16) +iA)" |

| [exp (iph (¢ exp (i0) +2A))] | < M

et
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% + exp (—hA) exp(—ch sinf) exp (—ich cosh)

h
sin? [E (e exp (¢0) + 'iA)] ‘ =
+ exp (hA) exp (eh sinf) exp (ich cosf)

< M

ce qui permet d’obtenir finalement

/Csf(p,n)(z)dz < 1\1[//;

— 0 quand ¢ — 0

Calcul sur les segments [PQ] et [RS]

La difficulté ici provient de la coupure: il importe de savoir si le segment sur
lequel on integre, est a gauche ou a droite de celle-ci.

Sur les deux segments, on a z = 1t = dz = ¢ dt avec t € IR. La racine complexe
s’écrit alors:

1
Vz? + A? = exp (E [In|z + Al 4+ In|z —tA| + ¢ arg (z + tA) + ¢ arg (z — iA)])

Comme le segment [PQ] est situé a droite de la coupure et t > A,

arg (z +1A) =

R NN

arg (z —1A) =

alors:

VAT A = iViT— A
et en posant:

N(t) =[2 exp(—pht) —exp (= (p+ 1) ht) — exp (= (p — 1) ht)]
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D (t) = (B* = t2) [t* + (a + ib)?] [t + (a — ib)?]

nous obtenons finalement pour le segment [PQ)]:

R { (1t)" N(t)
dt

f(p,n)(z)dz =
/[PQ] ! /‘“5 142 VA2 — A2 D (1)

Comme le segment [RS] est situé a gauche de la coupure et t > A

arg (z +1A) = g
37

arg (z —iA) = — 5

alors

Viz? + A? = —iv/t?2 — A?

et en gardant les notations N(t) et D(t) précédentes, nous obtenons finalement
pour le segment [RS]:

R (1t)" N (t)
/ f(p,n)(z)dz = / dt
] Al 42 VA2 AZD (1)
Par conséquent, pour I’ensemble des deux segments, on a:
dt

[ N
[ ) ()de= [ {
[PQIURS] Al 22 VEE—AZD (1)
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Calcul des résidus

Nous allons nous aider des calculs effectués pour l'intégrale J (p,n): en effet, la
seule différence par rapport aux calculs précédents, est la présence au dénomina-
teur de la fonction f (p,n) (z), de la racine complexe /z? + A2, Il va alors suffire
de calculer la valeur de cette racine pour les trois poles simples concernés pour
déduire les différents résultats.

On note:

r(z) = Vz? + A?

o és(f(p,n);iB)= lim [(z—1:B) f(p,n)(2)]

z—1B

comine:

1
r(iB) = exp (5 10 [iB + iA| + 10 [iB — iA| + i arg (iB + iA) + i arg (iB — iA)])

avec:

1
exp (5 o |iB + iA| + In [iB — iA|]> — VAT B!

et d’apres la figure (A.5):

s

arg (1B + 1A)

arg (iB — iA) = —g
on a finalement:

pour p > 0etn € {0;...;6},

hB
(:B)" exp (—Bph) sh? —
rés (f (p,n);iB) = ( 2 )

2i B* VA?=B? [B?+ (a+1b)’| [B? + (a—ib)’]
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o és(f(pn);(atib))= lim [(z—(a+1b)){(p,n)(2)]

2—(a+ib)

en notant:
0 = arg [(a+ib) +iA]
{ 0 = arg [(a+ ib) — iA]

et comme:

1

exp G [In|(a + ib) + iA| + In |(a + ib) — ¢A|]) _ <\/a2 4 (b+ A \fa2 4 (b— A )

o1n a:

1

r(a+ib) = <\/a2 +(b+AY Va2 + (b— Ay )5 exp (%z (9+9’))

la détermination de 8 et 6’ est illustrée par les figures (A.7) et (A.8):

. ( b+ A )
§ = arcsin
a2+ (b+ A)?

, . ( bh— A )
0" = arcsin
a4+ (b — A)?

le résultat global est alors:
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pour p > 0etn € {0;...;6},

avec EX; = [1 4+ sh(hb) exp (tha) — cos(ha) exp (hb)]

avec EXg = (\/a2 +(b+A)? a2+ (b—A) )

avec EXy = exp (é [arcsin ( b+4 2) + arcsin ( b-4A -
a’+ (b4 A) a4+ (b—A)

(a+1b)" exp (ipha) exp (—phb) EX;

|

vés (£ (pon) s (a + ib) =

16iab (a+ib)’ B2+ (a+ib)’| EXs EX,

+ a+ib+iA
iA -+
«
i
a+1b
"/
\
0 .
Pt \&’ \\\ 0
Il K “
o '
— A L
X :
o
37 -
2 2
.

Fic. A.7T- Détermination de 0
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N
37 |0 7
92
;’I 1A —Jf;';'; """ : res s
\ Ly
’ a+1b
0 \ 07
T adib—iA
A+

Fic. A.8 - Détermination de 0’

o és(f(pn)i(—atib))= lim  [(z—(-a+:b)) f(p,n)(2)]

2—(—atib)

en notant:
0 = arg [(—a+ ib) + iA]
{ 0' = arg [(—a+ ib) — iA]

et comme:

1
2

exp (% [In|(—a+ ib) + iA| + In|(—a + ib) — z'A|]) _ (W +(b+ AP a2+ (b—A) )

o1 a:

1
2

r(—a+ib) = (\/a2 +(b+A)? a2+ (b — A)? ) exp (%z (6 + 9’))
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la détermination de 8 et 6’ est illustrée par les figures (A.9) et (A.10):

) b+ A
§ = 7w — arcsin
a2+ (b+ A)?
' ) b—A
0 = —x — arcsin
a4 (b — A)?
—a+tb+:A +
1A -+
. L 0
—a+1b ¥
0
A S
37 ) T
2 2
Fic. A9 - Détermination de 8
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N
_7 A 2
{ i
o Cle
—a+1:b
n /6 ,’:
—a+1b— zA"‘
— A+

Fic. A.10 - Détermination de 6’

le résultat global est alors:

pour p > 0etn € {0;...;6},

avec EXy = [1 4+ sh(hb) exp(—tha) — cos(ha) exp (hb)]

avec EXg = (\/a2 +(b+A)? a2 + (b= A)? )

avec EX5 = exp (—% [arcsin ( bt+A 2) + arcsin ( b-4A -
a’+ (b+A) a4+ (b—A)

(—a+ tb)" exp (—ipha) exp (—phb) EX;

vés (£ (p,n) 5 (—a+ ib)) =

—16iab (—a+1ib)’ B+ (—a+ib)’| EX; EX;

RR n" 2324



218 Jean Duterte, Patrick Joly

Bilan

En regroupant les résultats précédents, on obtient:

I(p,n) = 2ix[rés(f(p,n);iB)+rés(f(p,n);(a+ib))+rés(f(p,n);(—a+ib))]

— lim / f(p,n)(z)dz
POIURS) (p,n) (2)

e —0
R — +o0

On pose enfin:

e (1t)" [exp (—pht)]
N(p,n) = / dt
A 22 Vi2— A? (B2 —t7) [t2 + (a + ib)*| [t + (a — ib)’]

Alors pour p > 0 et n € {0;...;6},
I(p,n) = 2im[rés(f (p,n);iB) +1és (f (p,n);(a+1b)) +rés(f(p,n);(—a+ib))]

+N(p+1,n)+ N(p—1,n) =2 N(p,n)

Nous sommes donc parvenus a mettre I (p, n) sous forme d’une somme de ré-
sidus, et d’intégrales N (p,n) de fonctions exponentiellement décroissantes pour

p > 1, et décroissantes au moins en 7 pour p= 1.

Ces intégrales N (p,n) que nous calculerons numériquement sur Uintervalle
[A; 400, présentent apparemment une difficulté au point A: mais elle est facile
a contourner: sachant que ces intégrales sont finies, on peut procéder soit a des
intégrations par parties, soit poser:

(1t)" [ exp (—pht)]

g(p,n)(t) =
262 Vi+ A (B = %) [t2 4 (a+ib)*] [t + (a— ib)’]

et alors

Inria



Onde guidées par une perturbation du demi-espace élastique homogene 219

N(pn) = /A+°°g(ptﬂi)j(;) &t

Ate g (p,n) () —g(p,n) (A) Ate g (p,n) (A)
A v S A A

too g (p,n) (1)
. N

t

Nous avons programmé ces deux possibilités: elles donnent des résultats iden-
tiques.
La méthode de calcul numérique de ces intégrales est précisée dans le chapitre 5.

Remarque 3: Pour I'intégrale I’ (p,n), nous aurons bien sir une autre famille
d’intégrales a calculer, que nous noterons N’ (p,n), avec

(1t)"  [exp (—pht)]
N'(p,n) = / , dt
262 \/t2 — A (B2 = t?) [t* + (a+ib)*| [t* + (a — ib)’]

Nous notons maintenant par ' (p,n) (z) la fonction complexe:

() () = - 5 2 e i) s (5

Alors pour p > 0 et n € {0;...;6},
I'(p,n) = 2ur[rés(f (p,n);iB) +rés (' (p,n);(a+1b)) +rés (£ (p,n); (—a+ ib))]

+N'(p+ L,n)+N'(p—1,n) =2 N'(p,n)

Pour obtenir les formules des résidus de la fonction complexe ' (p, n) (z), il suffit
de remplacer A par A’ dans les formules des résidus obtenues pour la fonction
complexe f (p,n) (z): en effet, ces deux valeurs jouent le méme role.
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A.2.2 Casoup=0

On a alors

La difficulté qui apparait alors, comme pour J(0,n), vient du fait que 1’on n’a
plus de terme exp (¢tkph) dans I'expression de 1(0,n) et qu’alors on ne peut plus
faire les majorations précédentes pour l'intégrale sur les quarts de cercle C; et

zh

Cs. Pour la contourner, on décompose toujours sin? (—) sous la forme:
h 1
sin? (%) =1 [2 —exp (thz) — exp (—thz)]

et on écrit f (0,n) (z) sous la forme:

£(0,n)(z) =5 (n)(2) = v(n) (2) — w(n) ()

1 1 z"
s(n)(z) = 2 Ks P (2) 2
11 1 2" .
v(n)(z) = 1K P B —3 XD (izh)
w(n)(z) = i KLS PEZ) E—Zexp(—izh)

Bien stir, comme nous avons fait pour J (0,7n), nous utiliserons le méme contours

I' pour intégrer les fonctions s (n) (z) et v (n)(z), et nous intégrerons la fonction
w (n) (z) sur un nouveau parcours [".

Sous-cas 1) n impair
n impair = f(0,n) (z) impaire.
Alors pour p=0et n € {1;3;5},

I[(p,n)=0
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De méme
n impair = ' (0,n) (z) impaire.
Alors pour p=0et n € {1;3;5},

I'(p,n) =0

Sous-cas ii) n pair et n € {2:4;6}

Nous notons que dans ce cas, 0 n’est pas un pole des fonctions s (n) (z), v (n) (z)
et w(n)(z). C’est ce qui distingue ce ca du cas n = 0, pour lequel 0 sera un pole
double (cela était vrai déja pour J (p,n)).

Nous pouvons mettre 1(0,n) sous la forme suivante:

+ oo +oo +oo

v (n) (k) dk — / w (n) (k) dk

— 00

s (n) (k)dk—/

— 00

(A3) 1(0,n)= /

— 00

Nous allons calculer chacune des intégrales du terme de droite de 1’équation (A.3).
Pour ce faire, nous nous intéressons au calcul des trois intégrales suivantes:

(a) /F s (n) (2) dz

(A4) (b) /F v(n)(z)dz

(&) [, w(n) () ds

Le parcours I' est celui décrit par la figure (A.6), et le parcours I est celui décrit
par la figure (A.11) ci-dessous.
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FiG. A.11 - Parcours pour w (n) (z)

o Caleul de /]R s (n) (k) dk

Nous avons les égalités suivantes:

/F s(n)(z)dz = /[_R;R] s(n)(z)dz+ s(n)(z)dz

C1UCUCs

+ - s(n)(z)dz + RS s(n)(z)dz

= 2im[rés(s(n);iB) +rés(s(n);(a+ b))

+rés (s (n);(—a+ ib)]

et

{ /]R s(n)(k)dk = lim s (n) (2) dz
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e Pour les morceaux circulaires de I', le traitement est le suivant:

sur Cp et Cy, z = R exp (i0) = dz = 1R exp (:6) db, et on obtient (M étant une
constante réelle strictement positive), comme n < 6:

Rn—l—l
/Cls(n)(z)dz ~ M "o — 0 quand R — 400
et
n+1
/C2s(n)(z)dz ~ M "o — 0 quand R — 400

puis sur Cs, z = ¢ exp (10) + 1A = dz = 1 exp(:0)df, et en utilisant des
majorations semblables a celle du cas p > 0, on obtient:

Me

~— — 0 quand ¢ — 0

Ve

/Cs s(n)(z)dz

On a alors le résultat intermédiaire:

/]R s(n)(k)dk = 2ix[rés(s(n);eB)+1rés(s(n);(a+ b))

+rés (s(n);(—a+ ib)]

— lim / s(n)(z)dz
R — 4+ [PQJU[RS]

e—0

e Pour les segments verticaux, on a z = 1t = dz = ¢ dt avec t > A. Nous effec-
tuons alors le méme traitement de la racine complexe v/t? — A% qu’au cas p > 0
et nous obtenons alors:

. (it)"

/[PQ]U[RS] s(n)(z)dz = /

RR n” 2324
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En notant

. (it)"
N(0,n) = / dt
A 212 VE2— A7 (B2 —t?) [t2 + (a+ib)*| [t + (a — ib)’]

o1 a

lim / s(n)(z)dz = 2N(0,n
I ) (0,n)

e—0

e Pour le calcul des résidus, nous allons nous aider des calculs effectués pour
I'intégrale J (0,n): en effet, comme pour le cas p > 0, la différence par rapport
aux calculs des résidus de la fonction u(n) (z) est, encore une fois, la présence
au dénominateur de la fonction s (n) (z), de la racine complexe v/z2 + A2. 1l suf-
fit par conséquent de connaitre les valeurs de cette racine pour les trois poles
simples concernés, pour déduire les différents résultats. Or, les fonctions u (n) (z)
et f(p,n)(z) ont les mémes poles: les valeurs cherchées de la racine complexe
Vz? + A? sont donc connues, car ce sont celles calculées pour le cas p > 0. Nous
regroupons maintenant tous ces résultats.

On note toujours:

r(z) = Vz? + A?

o és(s(n);:B)=lim [(z—1B) s(n)(2)]

z—1B

comime:

r(iB) = VA2 — B2

on a finalement:
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pour p=0etn € {2;4;6},

(:B)"
rés (s (n);iB) =

~4iB* VAT - B? [B? 4 (a+ib)’] [B2+ (a—ib)’]

o rés(s(n)s(atib) = lim [(2— (a+ib)) s(n) ()

comime:

1
2

qa+m):<¢¥+ay+Af¢ﬁ+wb—Af) @@<%m0+90

avec:

) b+ A
§ = arcsin
a4+ (b + A)?

, . b—A
0" = arcsin
a4+ (b —A)?

on a finalement:

pour p=0et n € {2;4;6},

1
2

avee EXy = (Vaz + (b+ A o + (b A) )

(a+1b)"
rés (s(n);(a+1b)) =

16iab (a+ib)’ [B? + (a+ ib)’] EXs EX,

RR n” 2324
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o és(s(n)i(—atib) = lim [z (~a-+ib) s(n) (2)

comime:

1

r(—a +ib) = <\/a2 1 (b4 A) a2+ (b— A)? )5 exp <%z 0+ 9'))

avec:

. ( b+ A )
§ = 7w — arcsin
a2+ (b+ A)?

, ( b— A )
0 = —x — arcsin
a2+ (b — A)?

on a finalement:

pour p=0et n € {2;4;6},

=

2

avee EX = (Va2 + (b+ A y/ar + (b= A) )

avec EX5 = exp (—% |:arcsin ( bt4 2) + arcsin ( b—4A -
a’+ (b+ A) a?+(b—A)

(—a+b)"

|

rés (s(n);(—a+1tb)) =

—167ab (—a+1ib)’ [B? + (—a +ib)’| EX; EX;

e Alors pour n € {2;4;6}

/]R s(n)(k)dk = 2w [rés(s(n);iB)+rés(s(n);(a+ b))

+rés (s(n);(—a+1ib)] —2 N(0,n)

o Caleul de /]Rv (n) (k) dk
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Il est tres semblable a celui que nous venons de faire pour la fonction s (n) (k).

Nous avons les égalités suivantes:

/FV (n)(z)dz = /[_R;R] v(n)(z)dz + v(n)(z)dz

CluCuCs

+ /[PQ] v(n)(z)dz + v(n)(z)dz

(RS]

= 2w [rés(v(n);iB)+1és(v(n);(a+ b))

+rés (v (n);(—a+ tb)]

et

v(rn)(k)dk = lim v (n)(z)dz
{ fovmugdk = tim [ v(n)(2)
e Pour les morceaux circulaires de I, le traitement est encore une fois le suivant:

sur C1 et Cy, z = Rexp (i0) = dz = 1R exp (:6) db, et on obtient (M étant une
constante réelle strictement positive), commen < 6, h > 0 et sinf > 0:

n+1 %
/ v(n)(z)dz| ~ M RR9 / exp (—hR sind) d@‘ — 0 quand R — 400
ol 0
et
Rn—l—l T
/ v(n)(z)dz| ~ M E / exp (—hR sind) dH‘ — 0 quand R — 400
Cs z

puis sachant que sur Cs, on a z = ¢ exp (i0) + 1A = dz = ic exp (i0)db, et en
utilisant des majorations semblables a celle du cas p > 0, on obtient:
Me

~— — 0 quand e — 0

NG

/Cg v(n)(z)dz

RR n" 2324



228 Jean Duterte, Patrick Joly

On a alors le résultat intermédiaire:

/]R v(n)(k)dk = 2ix[rés(v(n);:B)+rés(v(n);(a+1ib))

+rés (v (n);(—a+ b))

— lim / v(n)(z)dz
R — 400 JIPQUIRS]

e —0

e Pour les segments verticaux, on a toujours z = 1t = dz = ¢ dt avect > A. Nous
effectuons encore le méme traitement de la racine complexe v/t? — A? qu’au cas
p > 0, et nous obtenons:

(1t)" exp (—ht)

/ V(n)(z)dz:/R
[PQJUIRS] Ate 942 /12 A2 (132 — t2) [t2 + (a+ ib)Q] [tQ + (a — ib)Q]

En notant

(1t)" exp (—ht)

N = [ o dt
A 2t Vi2— AZ (B2 —t?) [t2 + (a+ib)’| [t + (a — ib)’]

o1 a

lim / v(in)(z)dz = N(l,n
LT SRIOI0 (1,n)

e—0

e Pour le calcul des résidus, nous nous aiderons encore des calculs effectués pour
I'intégrale J(0,n), exactement de la méme facon que pour la fonction s(n) (z).
Les valeurs de la racine complexe v/z? + A? restent aussi identiques a celles que
nous avions pour s(n)(z). Nous énoncons par conséquent directement tous les
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résultats.

o rés(v(n);iB)= lim [(z—:B) v(n)(z)]

z—1B

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4;6},

(:B)" exp (—hB)

rés(v(n);:B) =

~8i B> VAT B? [B? 4 (a+ib)’] [B? + (a — ib)’]

o tés(v(n)i(atib) = lim [(z—(a+ib)) v(n)(2)

z—(a+1b)

le résultat global étant:

pour p=0et n € {2;4;6},

avec EXg = (\/a2 +(b+A)? a2 + (b — A)? )

avec EXy = exp (% [arcsin ( bt4 2) + arcsin ( b—4 -
a’+ (b4 A) a’+(b—A)

(a4 tb)" exp (iha) exp (—hb)

|

rés (v(n);(a+1b)) =

32iab (a+1ib)’ [B?+ (a+ib)’] EX;EX,

o rés(v(n)i(—a+ib) =l [(z=(=a+ib) v(n) (2)

le résultat global étant:
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pour p=0et n € {2;4;6},

L

avec EX3 = (\/a2+(b+A)2 \/a2+(b—A)2 )2

avec EX5 = exp (—% [arcsin ( bt+4 2) + arcsin ( b-4 -
a’+ (b+ A) a4+ (b—A)

(—a+tb)" exp (—iha) exp (—hb)

rés (v(n);(—a+1b)) =

—32iab (—a+1ib)° [B?+ (a—ib)’| EX;EX;
e Alors pour n € {2;4;6}

/]R v(n)(k)dk = 2ix[rés(v(n);:B)+rés(v(n);(a+1ib))

+rés (v (n);(—a+b)] = N(1,n)

o Caleul de /]Rw(n) (k) dk

La seule différence notable avec le calcul précedemment effectué pour la fonction
v (n) (k), ¢’ est le changement de parcours: on utilise I'’, pris dans le sens indirect.

D’apres la figure (A.11), nous avons les égalités suivantes:

CyUCsUCs

// w(n)(z)dz = /[_R;R] w(n)(z)dz + w(n)(z)dz

—I—/[ - w(n)(z)dz + w(n) (z)dz

[R'S']

= —2in[rés(w(n);—iB)+rés(w(n);(a—1b))

+rés (w (n); (—a — ib)]

et
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{ /]Rw(n) (k)dk = lim w (n) (z) dz

R—+o0 JI-R;R]

e Pour les morceaux circulaires de [ le fait que Cy et C5 soient situés sous 1’axe
des réels, va permettre de faire le travail suivant:

on a d’abords sur Cy et Cs, z = Rexp (1) = dz = iR exp (¢0) df, et on obtient
(M étant une constante réelle strictement positive), comme n < 6, h > 0 et
sinf < 0:

n+1 _g
/ w(n)(z)dz| ~ M RR9 / exp (hR sind) dH‘ — 0 quand R — 40
Cy 0
et
Rn—l—l —_r
/ w(n)(z)dz|~ M E / exp (hR sind) d@‘ — 0 quand R — 400
Chy _g

puis comme sur C7, on a z = ¢ exp (¢0) + 1A = dz = ic exp (¢0) db, et en utilisant
des majorations semblables a celle du cas p > 0, on obtient:

Me

~— — (0 quand ¢ — 0

Ve

/06 w(n)(z)dz

On a alors le résultat intermédiaire:

/]R w(n)(k)dk = —2ix[rés(w(n);—iB)+rés(w(n);(a—1b))

+rés (w(n);(—a —tb)]

— lim / w(n)(z)dz
R & 4o JPQIURS)

e—0

e Pour les segments verticaux, on a encore z = i1t = dz = ¢ dt, mais cette fois
avec t < —A. La conséquence est que le traitement appliqué a la racine complexe
Vvz?2 4+ A2, en suivant la méme technique qu’au cas p > 0, donne des résultats
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différents, c’est a dire
que pour le segment [P’Q’] situé a droite de la coupure, on a:

arg (z 4+ tA) = —g
s

arg (z —tA) = )

donc:

Viz? + A2 = —iv/t?2 — A?

alors que pour le segment [R’S’] situé a gauche de la coupure, on a:

arg (z+tA) = 3771-
arg (z — tA) = —g

donc:

VAT A= iViTZA?

Nous obtenons finalement pour I’ensemble des deux segments:

a (1t)" exp (—ht)

dz = /
/[ sy WA= [

Nous avions déja évalué a N (1,n) la limite de cette expression quand R — +o0
et ¢ = 0. On a donc:

lim / w(n)(z)dz = N(l,n
LG e (n) (2) (1,n)

e—0

e Pour le calcul des résidus, nous allons nous aider des calculs effectués pour
I'intégrale J(0,n): mais comme nous avons maintenant la présence au dénomi-
nateur de la fonction w(n) (z), de la racine complexe v/z% + A2, et que nous ne
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connaissons pas les valeurs de cette racine aux poéles qui nous intéressent, nous
allons détailler le calcul de ces racines.

On note toujours:

r(z) = /72 + A2

o és(w(n);—iB)= lim [(z+:B) v(n)(2)]

Z—r—1

comime:

1
r(=iB) = exp (5 o |—iB + iA| +In|—iB — iA| + i arg (—iB + iA) + i arg (—iB — iA)])

avec:

1
exp (5 [In|—iB + iA| + In|—iB — z'A|]) — VAT_B?

et d’apres la figure (A.5):

arg (—iB +iA) = —
arg (—iB — iA) = —g

on a finalement:
pour p=0et n € {2;4;6},
(—iB)" exp (—hB)

8iB° VAT B? [B? + (a+ib)’] [B? + (a — i)’

rés (w(n);—iB) =

o és(w(n);(—a—1b))= lim [(z—(—a—1b)) v(n)(z)

z—(—a—1b)
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en notant:

{ 0 = arg [(—a — ib) + 7A]
0" = arg [(—a —1b) — iA]

et comme:

=

exp <% [ln|(—a —ib) + tA| + In|(—a —tb) —Z'AH) — <\/a2—|-(b—|—A)2 \/a2+(b—A)2)2

1

r(—a—1b) = (\/a2+(b+A)2 \/aQ-I-(b—A)?)E exp <%i(9‘|‘9/))

la détermination de 8 et ' est illustrée par les figures (A.12) et (A.13):

iA +

—a+1b —A

Fic. A.12 - Détermination de 0
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37 T
2 .2
| LA [ R B [
\ ,/’07
—a —1b A

—a—ib— A

Fic. A.13 - Détermination de 6’

. ( A—b )
§ = w — arcsin
a2+ (b — A)?

, . —b—A
" = —x — arcsin
a2+ (b + A)?

le résultat global est alors:

pour p=0et n € {2;4;6},

=

2

avec EX3 = (\/&2 + (b +A)? \/&2 4 (b A)z)

; , A—b . —b—A
avec EXg = exp | —= |arcsin + arcsin
2 a? + (b — A)? a? + (b + A)?

(a4 tb)" exp (tha) exp (—hb)

|

rés (w(n);(—a—1b)) =

—32iab (a+ib)’ B2+ (a+ib)’| EX5EXq
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o tés(w(n)i(a—ib) = lim [(z—(a—ib)) v(n)(2)

2—(a—ib)

en notant:
0 = arg [(a—ib) +iA]
{ 0 = arg [(a— ib) — iA]

et comme:

L

exp <% [ln|(a—ib)—|—iA|—|—ln|(a—ib)—iAH) — <\/a2—|—(b—|—A)2 \/a2+(b—A)2>2

o1n a:

1

ma—ﬂo:(¢¥+%b+AfV?+%b—Af)5®m<%M9+WD

la détermination de 6 et ' est illustrée par les figures (A.14) et (A.15):

. ( A—b )
f = arcsin
a? 4+ (b — A)?

, . ( —b—A )
0" = arcsin
a2+ (b+ A)?
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—|— a—1b+ 1A

Fic. A.14 -

Détermination de 0

Fic. A.15 -

.
.- :
.
.
.
.
.
.
.
.
N T ~
N 1 N
. .
.
> .
~ v S
nes ) — b
¢ a—1
.
.
.
.
.
.
.
, .
.
iA 4 .
.
.
.
.
.

¥ a—ib—iA

Détermination de 0’
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le résultat global est alors:

pour p=0et n € {2;4;6},

2

avec EX3 = (\/a2 +(b+A)? \/aQ 4 (b A)Z)

7 . A—-b . —b—A
avec EX7; = exp | = |arcsin + arcsin
2 a? + (b — A)? a? + (b + A)?

(a —ib)" exp (—tha) exp (—hb)

|

rés (w(n);(a—1b)) =

—32iab (a—ib)’ B+ (a—ib)’| EXs EX;

e Alors pour n € {2;4;6}

/]R w(n)(k)dk = —2ix[rés(w(n);—iB)+rés(w(n);(a—1b))

+rés (w (n);(—a—1b)] = N(1,n)

Bilan
“+ oo “+oo
Nous regroupons les résultats obtenus pour / s(n)dk, / v(n)dk et
oo —co —oo
/ w (n) dk, et (A.3) permet de conclure:
Alors pour p =0et n € {2;4;6},
I(p,n) =  2iw[rés(s(n);iB)+1rés(s(n);(a+1tb))+rés(s(n);(—a+ib))]

—  2r[rés(v(n);eB)+rés(v(n);(a+1ib))+rés(v(n);(—a-+1b))]

+ 2w [rés(w(n);—iB) 4 rés(w(n);(a—1b)) +1rés(w(n);(—a —ib)]

—2N(0,n)4+2N(1,n)

Bien str, si on écrit ' (0,n) (z) sous la forme:
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ou:

v/ (n)(z) = i Kip — exp (izh)

1 z"

1 1
i 2 —izh
4 Kp P(z) 22 exp (—izh)

nous pouvons refaire tout le travail pour I (p, n).

Alors pour p=0et n € {2;4;6},

U(pn) =  2im[rés (' (n)5B) + 1és (5 (n); (a-+ ib)) + 165 (5 (n)  (—a+ b))
i v (+' (n) :4B) + rés (v (n) ; (a4 ib)) + 165 (+' () (—a + D))

+ 2iw [rés (w'(n); —iB) +1és (w' (n);(a—ib)) +1és (w' (n);(—a —ib)]

—2N'(0,n)+2N'(1,n)

Pour obtenir les formules des résidus des fonctions complexess’ (p,n) (z), v/ (p,n) (z)
et w' (p,n) (z), il suffit de remplacer A par A’ dans les formules des résidus obte-

nues pour les fonctions complexes s (p,n) (z), v(p,n) (z) et w(p,n)(z): en effet,
ces deux valeurs jouent encore une fois le méme role.

Sous-cas iii) n pair et n =0

On a alors

1 1 5 ., (zh
£(0,0) (z) = Ks P (2) z” sin (7)
Comme pour J(0,0), 0 n’est pas un pole de f(0,0), mais est un pole double des
fonctions s (0) (k) , v(0) (k) et w(0)(k), par lesquelles nous sommes obligés de
passer pour effectuer ce calcul.
Le parcours I'g utilisé pour les fonctions s (0) (z) et v (0) (z) est décrit par la figure
(A.16). Pour intégrer sur IR la fonction w (0) (z), le parcours I'; utilisé est décrit

par la figure (A.17).
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)

;

:

Lo

A

—t A

X

) :
S

FiG. A.16 - Parcours pour s (0) et v (0)

~o désigne le petit demi-cercle: soit € son rayon.
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FiG. A.17 - Parcours pour w (0)

Par conséquent, on a:

Aqm@mzzé%%qm@m+

l&sR[

+Amqm@m+ 5(0) (2) dz

(RS]

+ s(0)(z)dz+ s(0)(z)dz + s(0)(z)dz

Ch Cs Cs

= 2w [rés(s(0);eB)+1rés(s(0);(a+ b))+ rés(s(0);(—a+ib))]
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+ v(0) (z)dz + v(0) (z)dz + v (0) (z) dz

01 02 03

= 2w [rés (v (0);iB) 4 rés (v (0);(a+ b)) +rés(v(0);(—a+tb))]

/F w(0)(2)dz = /]_R;_E[ w (0) (z) dz + /]E;R[W (0) (z) dz + L w (0) (2)dz
n /[P,Ql] w(0)(z)dz+ [ w(0)(z)dz
+ . w (0) (z) dz + . w (0)(z)dz + . w (0) (z) dz

= —2r[rés(w(0);—iB) 4+ rés(w(0);(a—1tb))+rés(w(0);(—a—1b))]

—2im rés (w (0);0)
D’autre part, on a:

/]_R;_E[ $(0) (2)dz+ [ 5(0) () dz

l&sR[
_ - _ 0) (2)d —/ 0) (z)d
1(0,0) 51£>n0 ]_R;_E[V( ) (z)dz ]E;R[V( ) (z) dz
R — 4+

- W(O)(z)dz—/ w (0) (2) dz |

]-R;—¢[ le;R[

En procédant exactement comme au cas n # 0, on a
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plim Cis(())(z) z—0 i€ {l;2}

lim [ s(0)(z)dz— 0

e—0 Cs

plim C,‘V(O)(Z) z—0 1¢e{l;2}

lim [ v(0)(z)dz — 0

e—0 Cs

RETOO . w(0)(z)dz — 0 € {4;5}

lim [ w(0)(z)dz—0

e—0 Ce

Pour les segments verticaux [PQ], [RS], [P’Q’] et [R’S’], on a toujours z = it =
dz = ¢ dt, avec t € IR, ce qui permet d’obtenir:

1

) 5(0) (z) dz = /R dt
[PQIUIRS] Mo 2 VA2 (B‘~’ _ t2) [t2 + (a+ z’b)Q] [t2 + (a— ib)Q]

exp (—ht)

/ v (0) (z)dz = /R dt
[PQJUIRS] Ate 942 /2 A2 (132 — t2) {tQ + (a+ ib)Q] [t2 + (a — ib)Q]

exp (—ht)

/ w(0) (z) dz = /R di
PQIURS M 22 VAT (B2 t2) [12 4 (a + ib)?] [t2 + (a — ib)’]

On pose alors:
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1
N (0,0) = /+°o dt
A 262 V2 — A2 (B2 —t?) [t2 + (a+ ib)*| [t* + (a — ib)’]

. exp (—ht)
N(1,0) = / dt
A 262 V2 — A2 (B2 —t2) [t2 + (a+ib)*| [t* + (a — ib)’]

Ceci permet d’écrire:
p

lim / s(0)(z)dz = 2N(0,0
@) (0.0)

e—0

lim / v(0)(z)dz = N(1,0
R 2 Jequs (0) (2) (1,0)

e—0

lim / w(0)(z)dz = N(1,0
R — 400 /IP'QIUR'S' ) (1,0)

e—0

Ayant regroupé ces résultats, on déduit I'expression suivante pour 1(0,0):

[(0,0) = 2w [rés(s(0);e:B)+1rés(s(0);(a+1tb))+rés(s(0);(—a+ b))
— 2w [rés (v (0);iB) 4+ rés (v (0);(a+th)) 4+ rés (v (0);(—a+ tb))]
+ 2w [rés(w(0); —iB) 4+ rés(w (0);(a— b))+ rés(w(0);(—a—ib))]

— lim [ u(0)(z)dz+1lim [ v(0)(z)dz+lim [ w(0)(z)dz

=0 J~, =0 J, =0 /g

— 2N(0,0) +2 N(1,0) + 27w rés (w (0) ;0)
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Comme f (0,0) (z) =s(0)(z) —v(0) (z) —w(0) (z) et £(0,0) (z) est analytique au

point 0, on a

lim/ £(0,0) (z) = 0

e—0

Ce qui permet de conclure.

Alors pour p=0et n =20
I(p,n) = 2ix[rés(s(n);iB)+1rés(s(n);(a+1b))+rés(s(n);(—a+ib))]
— 2w [rés(v(n);iB) 4 rés(v(n);(a+1b)) +rés(v(n);(—a+ b))

+ 2w [rés(w(n);—iB) 4+ rés(w(n);(a—1ib))+1rés (w(n);(—a—ib))]

— 2N(0,0) +2N(1,0) + 2¢x rés (w (0) ;0)

Le résultat équivalent pour I' (p, n) s’établit de facon identique.

Alors pour p=0et n =20
I'(p,n) = 2ir[rés(s'(n);iB) +rés(s'(n);(a+1ib))+rés(s' (n);(—a+ b))
— 2w [1és (v (n);iB) 4+ 1és (v' (n);(a+ b)) + rés (v' (n); (—a + ib))]

+ 2i7w [rés (W' (n);—iB) + rés(w'(n);(a—ib)) + rés (w'(n);(—a — ib))]

— 2N'(0,0) + 2 N'(1,0) + 27 rés (w' (0); 0)

Calcul des résidus correspondant a ce cas

Les expressions de tous les résidus de s(n)(z) , v(n)(z) et w(n)(z) , calculées
pour le cas n # 0, sont encore valables quand n = 0.

Nous avons donc a calculer seulement rés (w (0) ;0), en tenant compte que 0 est
un pole double de la fonction w (0) (z). Mais comme nous avions déja calculé ce
résidu pour J(0,0), on obtient facilement le résultat. Il en est de méme pour
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rés (w' (0);0).

o 1és(w(n);0) = lim (di 2% w (n) (Z)})

z—0 VA

le résultat du calcul donnant:

—th

rés (w(0);0) =
4 A B? (a+ib)* (a—ib)?

A.3 Calcul de K(p,n)

Nous avons a calculer

11 1 Kk kh
K (; :/———— ikph)sin® | — | dk
(pn) = Jo ke Kp P (k) k2 exp (ikph) sin (z)

pour n € {0;...;7} et p€ {0;...; N —1}

Nous notons maintenant par f (p,n) (z) la fonction complexe:

Z

1 1 1 " . ) zh
f(p,n)(z) = K Ko m — exp (1zph) sin? (7)

Z

L’expression (A.1) de P(k) est elle toujours valable.

La nouveauté par rapport au calcul de I(p,n) et I'(p,n), réside en la présence

simultanée au dénominateur de la fonction f(p,n)(z), des deux fonctions —
S

et —— . Nous rappelons que:

Kp

Kg = vk? + Az et Kp = k2 + A”? avec A< A

Dans @, les fonctions ont pour poles: 1A et —1A, 1A’ et

72 4+ A2 ot 72 + A

—1A’ respectivement, et on pose
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V72 + A2 =272 + 1A Vz — iA

V22 4+ A? =z + 1A' V7 — i A

On voit donc apparaitre deux logarithmes complexes de plus, par rapport au

calcul fait pour I(p,n), au dénominateur de la fonction f (p,n)(z). Par consé-
gent nous avons a fixer au total quatre coupures dans le plan complexe: nous les
choisissons verticales, (voir figure (A.18)), et elles sont donc superposées sur les
deux demi-droites [A’; +oo[ et |—o0; —A’]. Cette superposition aura une consé-
quence importante: les intégrales numériques obtenues ne porteront que sur des
intervalles bornés de types [1A tA’] et [-2A” —2A].

3 Qs
2 AN =
2 /12 1
Vz — 1A' = exp <7 [In|z — ¢A'| + iarg (z — iA’)])
A 2
arg (z —1A') € [ _3._7r; z [
3w 22
2 2 1
FU B z — 1A = exp <— [In|z —tA| 4 ¢ arg (z — 'iA’)])
Fo 2
AL 3
arg (z —1A) € [ —g,— [

1
Vz+ 1A = exp (E [In|z + tA| 4+ ¢ arg (z + 'iA)])

. 37
1A 6[_5. [
arg (z + 1A) 5o

.- 1
é Vz+ 1A’ = exp (E [In|z +iA'| + 7 arg (z + iA’)])
A
[ i . 37
S L A [ _ o7 [
D T P
92 2

Fic. A.18 - Choiz des coupures

Remarque 1: le choix fait pour les coupures permet d’avoir v/z2 + A2 = v/k2 4+ A2
et \/22 + A? = \/k2 + A” quand z € R.
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Remarque 2: Nous allons distinguer les mémes cas que lors des calculs de J (p, n)
et I(p,n) et ce, pour les mémes raisons.

A.3.1 Casoup>0

Nous intégrons la fonction f (p,n) (z) sur le parcours I' (pris dans le sens di-
rect), décrit par la figure (A.19):

AL

FiG. A.19 - parcours pour f (p,n) (z)

Nous avons les égalités suivantes:
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/Ff(p, n)(z)dz = /[_R;R] f(p,n)(z)dz + f(p,n)(z)dz

C1uCyuCs

+ /[PQ] f(p,n)(z)dz + /[RS] f(p,n)(z)dz

g TP @t [ £(pm) (2)ds

(WX]

= 2w [rés(f(p,n);iB) +rés(f(p,n);(a+1bh))

+rés (f (p,n); (—a+tb)]

et
K(p,n) = _lim * f(p,n)(z)dz

R—+4+c J-R

Calcul sur les morceaux circulaires
Les calculs par rapport a ceux faits pour I(p,n) sont identiques, a part

quelques différences dans les majorations pour la puissance de R.

Sur C et Cy, on a toujours z = R exp (i0) = dz = iR exp (i) df, et on obtient
cette fois-ci:

R™1 13 . :
‘/01 f(p,n)(z)dz| =~ RI0 /0 [2 exp (—phR sinfd) + exp (— (p + 1) kR sinf)
+exp(—(p—1) kR sind) ] dé
et
Rn—l—l

‘/ f(p,n)(z)dz

Ca

= Rio /: [ 2 exp (—phR sinf) + exp (— (p + 1) kR sind)

+exp (—(p — 1) kR sind) | d6

Or, commep > 1, h >0, n <7 et sinf > 0, on obtient
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li f(; dz = 7 1:2
R—lgloo . (p,n)(z)dz=0 ,1eq{1;2}

H

Ce sont, comme pour J (p,n) et I(p,n), ces calculs que nous ne pouvons effectuer
pour p = 0, toujours a cause du terme

exp (— (p — 1) hR sinf)

D’autre part, sur Cs, z = ¢ exp (¢6) + 1A = dz = e exp(:6)df. Le fait par
rapport a I (p,n), d’avoir une racine supplémentaire au dénominateur, n’est pas
génant: 'expression du dénominateur est seulement un peu plus lourde quand on
effectue les majorations:

/ ty (p7 n) (Z) f (p7 n) (Z) do
¢ fa(p,n)(2) fa(p,n)(2) f5(p,n)(2) fs(p,n)(z)

<

‘/Cgf(p,n)(z)dz

ou

fi (p,n) (z) = ie exp (i0) sin® [% (e exp (¢0) + z'A)]
f2 (p,n) (z) = (e exp (i0) + 1A)" [ exp (iph (€ exp (10) + iA))]

f5 (p,n) (2) = (2 exp (i0) + iA)* [(c exp (i0) + iA)* + B?|

fi(p,n)(z) = \/5 exp (¢0) \/5 exp (¢0) + 2tA

f (p.m) (2) = [(2 exp (i0) +iAY = (a+ ib)*] (< exp (i8) +iA)° = (a = D)

fo (p,n) (z) = \/5 exp (10) — 1A + 1A’ \/5 exp (10) + 1A + 1A’

Il existe, des que ¢ est assez petit, trois constantes réelles strictement positives
notées m, M et M’, telles que:
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‘ Jeexp(i0) +2A| > m

‘ e exp (i0) +iA +iA | > m

‘ Jeexp (i) +iA—iA'| > m

| (cexp(i0) +iA) [ > m

| [(2 exp (i0) +iA) —I—BQ] > m

‘ [(5 exp (i0) +iA)* — (a + ib 2] > m
| [(c exp (i) +iA) = (a—ib)*] | > m
‘ cexp ()| = E

licexp (i) | = ¢

(e exp(if) +iA) | < M

| [exp (iph (¢ exp (i0) +:A))] | < M

et

1
3 + exp (—hA) exp(—ch sinf) exp (—ich cosh)

h
sin? [5 (e exp (¢0) + 'iA)] ‘ =
+ exp (hA) exp (eh sinf) exp (ich cosf)

< M
ce qui permet d’obtenir finalement

!/

— 0 quand ¢ — 0

L, 1) (2)de| <

Sur Cy, z = € exp (10) + 1A’ = dz = ic exp (¢0) df. 1l suffit d’inverser les roles de
A et A’ pour arriver a:

/C4f(p,n)(z)dz <

!/

NG

— 0 quand ¢ — 0
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Calcul sur les segments [WX], [YZ], [PQ] et [RS]

C’est dans cette partie que nous allons voir apparaitre la principale nouveauté:
le fait d’avoir deux et non plus une coupure entre les segments [WX] et [YZ], va
entrainer que les intégrales de f (p,n) (z) sur ces deux segments vont s’annuler. Il
ne subsistera alors que les intégrales de f (p,n) (z) sur les deux segments bornés

[PQ] et [RS].

Pour les quatre segments, on a z =2t = dz = ¢ dt avec t € IR et:

22 = —t?
z" = it"
exp (1phz) = exp (—pht)
sin? (E) = —sh? (E)
2 2
2 + B? _ B? — ¢’
22— (a+ib)| [ = (a—ib)’] = [t*+ (a+ib)"] [t2+ (a—ib)’]

La différenciation entre les différents segments se fait au niveau des arguments
présents dans les racines complexes qui s’écrivent:

1
Vz? + A? = exp (E In|z + Al +1n|z — tA| + ¢ arg (z + 1A) + ¢ arg (z — iA)])
et

V22 + A”? = exp <% [In|z+ A" +1In|z — tA'| + 7 arg (z + iA") + i arg (z — iA')])

e Comme le segment [WX] est situé a droite des deux coupures et t > A’, on a
d’une part que:

1

exp (E [In|z+iA|+In|z — iA|]) =Vt2 — A2
1

exp (5 Mo |7+ A’ +1n |z — z’A’|]) =iz — A7
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et d’autre part que:

arg (z +1A) = g et arg(z—1A)= g
arg (z 4+ 1A') = g et arg(z—1A") = g
alors:
Vzi 4+ A? =1V

= vVt — A2
V22 + A% = iy/t2 — A

et en posant:

¢

N (t) = —(it)" exp (—pht) sh? (ht)

D (t) = —t2 (B — t?) [t* + (a + ib)*| [t* + (a — ib)’]

nous obtenons finalement pour le segment [WX]:

Alte N (t)
/[WX] f(p,n)(z)dz = /R 7 dt
V12— A2/t2 - A% D (t)

e Comme le segment [YZ] est situé a gauche des deux coupures et t > A’, on a
encore:

exp (% [In|z+iA|+In|z — iAH) =Vt2 — A2

1
exp (5 Mo |7+ A’ +In |7 — z'A’|]) — iz — A2
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mais maintenant:

3
arg (z + t1A) = g et arg(z—1A)= —77

3
arg (z +1A") = g et arg(z—iA") = —g

alors:

V22 + A% = —iv/i2 — A?
V72 + A% = —iy/t2 — A7

et en gardant les notations N(t) et D(t) précédentes, nous obtenons finalement
pour le segment [YZ]:

. N (1)

/Zf(p,n)(z)dz:/A, 7 dt
v v AT At Dy

Nous avons donc bien le résultat annoncé pour les segments [WX] et [YZ], c’est
a dire:

/[WX] f(p,n)(z)dz = — /[YZ] f(p,n)(z)dz

Ce résultat reste vrai quand R — 400 et ¢ — 0.

e Comme le segment [PQ] est situé a droite d’une seule coupure, et A <t < A/,
on a désormais:

1
exp (E [In|z+iA|+1In|z — iAH) =Vt2 — A2

1 .
exp (5 Mo |z 4 A" + n |z — z’A’|]) = /A2 2

et aussi:
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arg (z +tA) = et arg (z — tA) = —

o N
o X

Vs

arg (z +iA') = et arg(z—iA")=— 5

o N

ce qui donne alors:
2+ A2 = (/12 — A2

Z2_|_A/2:,/A/2_t2

ik

En posant désormais:

N(t) =[2 exp(—pht) —exp (= (p+ 1) ht) — exp (= (p — 1) ht)]

D(t) = (B = %) [t* + (a+ ib)*] [t* + (a — ib)’]
nous obtenons finalement pour le segment [PQ)]:

(it)" N (t)

Al—¢
/ f(p,n)(z)dz = / dt
P A+e
el " 42 V2 — AZ/A” —t2 D (t)

e Comme le segment [RS] est situé a gauche d’une seule coupure et A <t < A’
on a dans ce cas aussi:

1
exp (E [In|z+iA|+In|z — iA|]) =Vt2 — A2

exp G M|z + A’ +Injz — Z'A’|]) _ /A ¢

mais par contre:

3
arg (z +tA) = g et arg(z—1tA)= —77
arg (z +1A") = % et arg(z—iA') = —g
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ce qui donne alors:

V72 + A2 = —3/t2 — A2
\/Z2 —|—A’2 — \/A/Q — 12

et en gardant les notations N(t) et D(t) précédentes, nous obtenons finalement
pour le segment [RS]:

(it)" N (t)

/ f(p,n)(z)dz = / dt
RS A+te
el " 4 t2Vt2 — AZ/A” —t2 D (t)

Par conséquent, pour I’ensemble des deux segments, on a:

(it)" N (t)

Al—e
/ f(p,n)(z)dz = / dt
PQJU[RS Ate
PQIuts] Tl 2 Vo AZYA? -2 D (1)

Calcul des résidus

Nous allons nous aider des calculs effectués pour l'intégrale I(p,n): en effet, la
seule différence par rapport aux calculs précédents, est la présence au dénomi-

nateur de la fonction f (p,n) (z), de la racine complexe \/z2 + A’*. Mais comme
le role de A’ dans cette racine complexe est identique a celui joué par A dans la
racine complexe v/z? + A?, ses valeurs pour les trois poles simples concernés s’en
déduisent immeédiatement, ainsi que les résidus cherchés.

o 1és(f(p,n);iB)= lim [(z—iB) f(p,n)(z)]

z—1B [

on obtient:
pour p>0etn e {0;...;7},

(iB)" exp (~Bph) sh? (%B)

rés (f (p,n);iB) =

20 B VA= B2 \/A? - B2 [B? + (a+ib)’| [B? + (a — ib)’]
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o ris(f(pn)ifatib) = lim [(z=(a+ib) £(pn) (2)

on obtient:

pour p>0etn e {0;...;7},

avec EX; = [1 4+ sh(hb) exp (tha) — cos(ha) exp (hb)]

2

avec EX3 = (\/a2 +(b+A)? \/aQ 4 (b A)Z)

avec EXg = <\/a2 + (b + A’)2 \/a2 + (b — A’)2 ) ’
i [ b+ A bh— A

avec EXy = exp (i arcsin ( + ) + arcsin ( )
2| a2+ (b +A)’ a? + (b — A)*

i | b+ A’ b — A’
avec EXg = exp (i arcsin ( + ) + arcsin ( )
i a2 + (b + A’ Va2 + (b — A")?

(a+¢b)" exp (ipha) exp (—phb) EX;

|

|

rés (f (p,n);(a+1tb)) =

16iab (a+ib)’ [B? + (a+ib)’| EXs EXs EX4 EXy

o tis(f(pn)i(—atib) = lim (2= (=a+ib) £ (p.n) (2)

on obtient:
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pour p>0etn e {0;...;7},

avec EXy = [1 4+ sh(hb) exp(—tha) — cos(ha) exp (hb)]

avec EXg = (\/a2 +(b+A)? a2 + (b — A)? )

avec EXg = <\/a2 + (b + A’)2 \/az +(b— A’)2 )5

avec EX5 = exp (—% [arcsin ( bt4 2) + arcsin ( b-4A -
a’4+ (b+ A) a4+ (b—A)

) b+ A’ b — A’
avec EXjo9 = exp (—% [arcsin ( + 2) + arcsin (\/ -
a?+ (b+ A a’+ (b — A"

(—a+tb)" exp (—ipha) exp (—phb) EX;

|

|

—16iab (—a+1ib)’ [B*+ (—a+ib)’| EXs EXs EX; EXyo

vés (£ (p,n) 5 (—a+ ib)) =

Bilan

En regroupant les résultats précédents, on obtient:

K(p,n) = 2ix[rés(f(p,n);iB)+rés(f(p,n);(a+1tb))+rés(f(p,n);(—a+ib))]

— i £(; d
i f s | P27 (2) 42

On pose enfin:

N (1t)" [ exp (—pht)]

M (p,n) = / dt
Ml o2 EECAZ AR g2 (B —2) [t + (a+ib)’] [t* + (a— ib)’]

Alors pour p>0et n €{0;...;7},
K(p,n) = 2ir[rés(f(p,n);iB)+rés(f(p,n);(a+ib)) +rés(f(p,n);(—a+1b))]

+M((p+1,n)+M(p—1,n)—2M(p,n)
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Nous sommes donc parvenus a mettre K (p, n) sous forme d’une somme de rési-
dus et d’intégrales (notées M (p, n)) de fonctions exponentiellement décroissantes

pour p > 1, et décroissantes au moins en — pour p = 1. De plus, contrairement a

ce qui se passait pour I(p,n), les intervalles sur lesquels nous devons intégrer ces
fonctions M (p,n) sont bornés.

Ces intérales M (p,n) que nous calculerons numériquement sur intervalle
[A; A'[, présentent apparemment deux difficultés aux points A et A’: mais, comme
pour N (p,n), elles sont faciles a contourner: sachant que ces intégrales sont finies,
on peut procéder, la-encore, soit a des intégrations par parties, soit poser:

(#t)" [ exp (—pht)]

g(p,n) (1) =
2 VEFAVA? =2 (B2 —t?) [t + (a+ib)°] [t* + (a — ib)?]
et
(it)" [ exp (—pht)]

h(p,n) (1) =

2t VA +EVIZ—AZ (B2 —t?) [t + (a+ i)’ [t? + (a— ib)’]
et alors

M(p,n) = / G0 AAI%&

Ate g (p7 n) (t) — 8 (p7 Ate g P, )
_ /A = ) at +/ dt

A gpn) (A)
A+te m

A" h (p7 n) (t) —h (p7 n) (A/) dt
Al—e Al —t

+ t

_|_

A" h(p,n) (A')

dt
+ Al—e  / Al — ¢
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La méthode de calcul numérique de ces intégrales est précisée dans le chapitre 5

A.3.2 Casoup=0

On a alors

1 1 1 " h
f(())n) (Z) = K_S Z— Sin2 (Z )

La difficulté qui apparait alors, comme pour J (0,n) et I(0,n), vient du fait que
I'on n’a plus de terme exp (tkph) dans 'expression de 1(0,n) et qu’alors on ne
peut plus faire les majorations précédentes pour 'intégrale sur les quarts de cercle

, . ) zh
Cy et Cy. Pour la contourner, on décompose toujours sin® (—

) sous la forme:
2
h 1
sin’ (%) =1 [2 —exp (thz) — exp (—thz)]
et on écrit f (0,n) (z) sous la forme:

£(0,n)(z) =5 (n) (2) = v(n) (z) = w(n) ()

ou:

Bien siir, comme nous avons fait pour J (0,n) et 1(0,n), nous utiliserons le méme

contours I' pour intégrer les fonctions s(n) (z) et v (n) (z), et nous intégrerons la
fonction w (n) (z) sur un nouveau parcours I".
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Sous-cas 1) n impair

n impair = f(0,n) (z) impaire.
Alors pour p=0et n € {1;3;5;7},

K(p,n)=0

Sous-cas ii) n pair et n € {2:4;6}

Nous notons que dans ce cas, 0 n’est pas un pole des fonctions s (n) (z), v (n) (z)
et w(n)(z). C’est ce qui distingue ce ca du cas n = 0, pour lequel 0 sera un pole
double de ces fonctions (c’était déja la méme chose pour J (p,n) et I(p,n)).

Nous pouvons mettre K (0,n) sous la forme suivante:

(A5) K(0,n) :/::s(n) (X) dk—/+oov(n) (k)dk—/_:ow(n) (k) dk

— 00

Nous allons calculer chacune des intégrales du terme de droite de 1’équation (A.5).
Pour ce faire, nous nous intéressons au calcul des trois intégrales suivantes:

(a) /F s (n) (z) dz

(A.6) (b) /F v(n) (2) dz

(c) / w (n) () dz

Le parcours I" est celui décrit par la figure (A.19), et le parcours I' est celui décrit
par la figure (A.20) ci-dessous.
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F1G. A.20 - parcours pour w(n) (z)

o Calcul de /]R s (n) (k) dk

Nous avons les égalités suivantes:
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/F s(n)(z)dz = /[_R;R] s(n)(z)dz+ s(n)(z)dz

C1UCUCS

+ /[PQ] s(n)(z)dz+ s(n)(z)dz

(RS]

+ wx s(n)(z)dz+ v s(n)(z)dz

= 2rm[rés(s(n);iB)+rés(s(n);(a+ b))

+rés (s (n);(—a+ ib)]

et

{ /]R s(n) ()dk = lim s (n) (z) dz

e Pour les morceaux circulaires Cy et 5 de I, le traitement est identique a celui
de p>0:0naz=Rexp (1) = dz = iR exp (i0) df, et on obtient (M étant une
constante réelle strictement positive), comme n < 7:

Rn—l—l
R10

~ M — 0 quand R — +o

/01 s(n)(z)dz

et
n+1

:MRIO

/02 s(n)(z)dz

— 0 quand R — +o

Sur C5 et Cy, on a respectivement z = ¢ exp (10) + 1A = dz = ic exp (¢0) db, et
z = ¢ exp(i0) + 1A’ = dz = ic exp (1) df. En utilisant alors des majorations
semblables a celle du cas p > 0, on obtient:

M
~T° L quand € — 0 pour 7 € {3;4}

VG

/Ci s(n)(z)dz
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On a alors le résultat intermédiaire:
/ s(n)(k)dk = 2ix[rés(s(n);iB)+1és(s(n);(a+ b))
R

+rés (s(n);(—a+ ib)]

e Pour les segments verticaux, on a z = 1t = dz = ¢ dt avec t € IR.Nous ef-

fectuons alors le méme traitement des racines complexes vz2 + A? et \/z? + A

qu’au cas p > 0 et nous obtenons alors:
dz = —/ d
/[WX] s(n)(z)dz v s(n)(z)dz

et en posant

D(t) = (B = t2) [t + (a+ ib)*] [t* + (a — ib)’]

on obtient aussi

(it)"

Al—e
/ s(n)(z)dz = / dt
PQJUIRS Ate
Al T R VR ATA? -2 D (1)

En notant

(it)"

A/

M(O,n):/

Inria
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o1l a

e Pour le calcul des résidus de la fonction s (n)(z), nous nous aidons des calculs
effectués pour l'intégrale 1(0,n), exactement comme nous I'avons fait pour la
fonction f (p,n) (z), dans le cas p > 0.

o és(s(n);:B)=lim [(z—1B) s(n)(2)]

z—1B

on obtient:

pour p=0et n € {2;4;6},

(iB)"

rés (s(n);iB) =

—4iB* VAT -B?\/A” - B? [B+ (a+ib)’| [B? + (a — ib)’]

o tis(s(m)ila+ib) = Tm (2= (a+ib) s(n) (2)

on obtient:
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pour p=0et n € {2;4;6},

avec EX3 = (\/a2+(b+A)2 \/a2+(b—A)2 )2

avec EXg = <\/a2 + (b + A" \/a2 4 (b — A1) ) 2

avec EXy = exp (% arcsin ( bt4 2) + arcsin ( b-4 -
i a’+ (b4 A) a4+ (b—A)

” i I o 12
avec EXg = exp ! arcsin bt4 4+ arcsin b-4A
2| a? + (b + A")? Va? + (b — A1)’

(a4 tb)"

|

|

rés (s (n);(a+ib)) =

16iab (a+ib)’ [B?+ (a+ib)’] EXs EXs EX4 EXy

o rés(s(n)i(—atib) = lim (2= (~a-+ib)) s(n) (2]

pour p=0et n € {2;4;6},

L

avec EX5 = <\/a2—|—(b—|—A)2 \/a2+(b—A)2 )2

avec EXg = (\/a2 + (b + A’)2 \/ b A’ 2 )

|

avec EX5 = exp (—% [arcsin ( bt+A ) + arcsin ( b-A )
vaz+ (b+ A 24+ (b A)

) . b+ A’ . b — A’
avec EXjg = exp [ —= |arcsin + arcsin
2 a? + (b + A)? Va? + (b — A1)’

(—a+b)"

|

rés (s(n);(—a+1tb)) =

—16iab (—a+1ib)° [B? + (—a +ib)’| EX; EXs EX; EXyo
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e Alors pour n € {2;4;6}

/]R s(n)(k)dk = 2ix[rés(s(n);iB)+1és(s(n);(a+ b))

+rés (s(n);(—a+ib)] —2M(0,n)

.C&mdgévmﬂm&

Il est tres semblable a celui que nous venons de faire pour la fonction s (n) (k).

Nous avons les égalités suivantes:

/FV (n)(z)dz = /[_R;R] v(n)(z)dz + v(n)(z)dz

CruCuCs

+ /[PQ] v(n)(z)dz + v(n)(z)dz

(RS]

+ /[WX] v(n)(z)dz + v(n)(z)dz

[YZ]

= 2ix[rés(v(n);iB)+1és(v(n);(a+ b))

+rés (v (n);(—a+ tb)]

et

{@ymﬂm& — lim v (n) (2) dz

R—+o0 JI-R;R]

e Pour les morceaux circulaires (7 et Cy de I, le traitement est encore une fois le
suivant: on a z = R exp (1) = dz = iR exp (¢0) df, et on obtient (M étant une
constante réelle strictement positive), comme n < 7, h > 0 et sinf > 0:

n+1 %
/ v(n)(z)dz| ~ M i / exp (—hR sinf) df| — 0 quand R — +o0
cy R0 |Jo
et
Rn—l—l T
/sz(n) (z)dz| ~ M RI0 /% exp (—hR sind) de‘ — 0 quand R — 400
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puis sachant que sur C5 et Cy, on a respectivement z = ¢ exp (16) + 1A = dz =
ic exp (¢0)df, et z = ¢ exp (10) + 1A’ = dz = ic exp (i) db, et en utilisant des
majorations semblables a celle du cas p > 0, on obtient:

M
~2T° L quand € — 0 pour 7 € {3;4}

Ve

/Oi v(n)(z)dz

On a alors le résultat intermédiaire:

/]R v(n)(k)dk = 2ix[rés(v(n);:B)+rés(v(n);(a+1ib))

+rés (v (n); (—a+ b))

— lim /
R — 4+oc YIWX]JuYZ]
e—0

e Pour les segments verticaux, on a z = 1t = dz = ¢ dt avec t € IR.Nous ef-

fectuons alors le méme traitement des racines complexes v/z? + A? et \/z? + A”?

qu’au cas p > 0 et nous obtenons alors:
v dz = —/ v d
/[ ] (n)(z)dz v (n)(z)dz

et en posant

D(t) = (B = ) [t* + (a+ ib)*] [t + (a — ib)’|

on obtient aussi
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(1t)" exp (—ht)

Al—e
/ v(n)(z)dz = / dt
PQJU[RS Ade
[PQJUIRS] + 2t2\/m~/A’2—t2D(t)

En notant

(1t)" exp (—ht)

o1l a

li dz = M(1
lim [ ¥ @) = M (L)

e Pour le calcul des résidus de la fonction v (r) (z), nous nous aidons des calculs
effectués pour l'intégrale 1(0,n), exactement comme nous 'avons fait pour la
fonction s (n)(z).

(z—iB) v(n)(2)]

o rés(v(n);iB)= lin_%[

on obtient:

pour p=0et n € {2;4;6},

(:B)" exp (—hB)

Yl o2 VEECAZAR g2 (B2 — %) [t2+ (a +ib)*| [t + (a — ib)’]

rés (v(n);iB) =

~8i B VAT —B? \JA” — B2 [B% 4 (a + ib)’| [B? + (a — ib)’]

o tés(v(n)i(akib) = lim [(z=(a+ib)) vin) (@)

on obtient:
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pour p=0et n € {2;4;6},

avec EXg = (\/a2 +(b+A)? a2 + (b— A)? )

avec EXg = <\/a2 + (b + A"? \/a2 +(b— A ) 2

i [ b+ A bh— A
avec EXy = exp (% arcsin ( + 2) + arcsin ( -
i a’+ (b4 A) a4+ (b—A)

|

|

i [ b+ A’ bh— A/
avec EXg = exp (% arcsin ( + 2) + arcsin (\/ -
i a’+ (b + A" a4+ (b—A)

(a4 tb)" exp (tha) exp (—hb)

rés (v(n);(a+ib)) =

32iab (a+1ib)’ B+ (a+ib)’| EX;EXs EXy EXo

o rés(v(n)i(matib) = lim  [(z=(=a+ib) v(n)(2)

on obtient:

pour p=0et n € {2;4;6},

avec EXg = (\/a2 +(b+A)? a2 + (b= A)? )

avec EXg = <\/a2 + (b + A’)2 \/ b A’ 2 )

)

avec EX5 = exp L arcsin bt4 + arcsin b-A
2 a2+ (b+ A)? Va2 +(b—A)?

) . b+ A’ . b — A’
avec EXjo = exp | —= |arcsin + arcsin
2 a2 + (b + A7) Va2 + (b — Ar)?

(—a+tb)" exp (—iha) exp (—hb)

|

rés (v(n);(—a+1b)) =

—32iab (—a+1ib)° B+ (a—ib)’| EX;zEXs EX; EXyg

Inria



Onde guidées par une perturbation du demi-espace élastique homogene 271

e Alors pour n € {2;4;6}

/]R v(n)(k)dk = 2ix[rés(v(n);:B)+rés(v(n);(a+1ib))

+rés (v (n);(—a+b)] —M(1,n)

.Cwmdgéwmﬂm&

La différence notable avec le calcul qui vient d’étre fait pour la fonction v (n) (k)
est le changement de parcours: on utilise I'’, pris dans le sens indirect. Nous nous
intéresserons plus particulierement aux conséquences de cette modification pour

les deux racines complexes v/z2 + A% et \/z2 + A2,

D’apres la figure (A.20), nous avons les égalités suivantes:

/, w(n)(z)dz = /[_R;R] w(n)(z)dz + w(n)(z)dz

CUCsUCs

—I—/[ - w(n)(z)dz + w(n) (z)dz

[R'S’]

d d
Lo ¥ @zt [ () () o

= —2im[rés(w(n);—iB) 4 rés(w(n);(a—1b))

+rés (w (n);(—a — ib)]

et
{AWwQMk: lim w(n) (z) dz

R—+oo J[-R;R]

e Pour les morceaux circulaires de [, le fait que C'5 et Cg soient situés sous 1’axe
des réels, va permettre de faire le travail suivant:

RR n” 2324



272 Jean Duterte, Patrick Joly

on a d’abords sur C5 et Cg, z = R exp (1) = dz = iR exp (¢0) df, et on obtient
(M étant une constante réelle strictement positive), comme n < 7, h > 0 et
sinf < 0:

n+1 _%
/ w(n)(z)dz|~ M R / exp (hR sind) df| — 0 quand R — +o0
cs R0 /o
et
Rn—l—l -
/C6W(n) (z)dz| ~ M RI0 /_g exp (hR sind) dﬁ‘ — 0 quand R — 400

puis sachant que sur C7 et Cs, on a respectivement z = ¢ exp (16) + 1A = dz =
ic exp (¢0)dl, et z = ¢ exp (10) + 1A’ = dz = ic exp (i0) db, et en utilisant des
majorations semblables a celle du cas p > 0, on obtient:

M
~ T L quand ¢ — 0 pour i € {7;8}

Ve

/Oi w(n)(z)dz

On a alors le résultat intermédiaire:

/IR w(n)(k)dk = —2ix[rés(w(n);—iB)+rés(w(n);(a—1b))
+rés (w(n);(—a —tb)]

— lim w(n)(z)dz

=0 JIP'Q']U[R’S]

— lim

w(n)(z)dz
R — 400 /[VV‘X’]U[Y‘Z’] (n) (2)

e—0

e Pour les segments verticaux, on a encore z = 1t = dz = ¢ dt, mais cette fois
avec t < —A. La conséquence est que le traitement des deux racines complexes

V22 + A? et \/z2 + A%, fait en suivant la méme technique qu’au cas p > 0, donne
des résultats différents, que nous détaillons maintenant:
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e Pour les segments verticaux [W’X’] et [Y'Z’], comme t < A’, on a

1
exp (E [In|z+iA|+1In|z — iA|]) =Vt2 — A2

1
exp (5 Mo |7+ A’ +In |7 — z’A’|]) = iz — A7

e Comme le segment [W’X'] est situé a droite des deux coupures, on a:

arg(z—l—z'A):—§ et arg(z—z'A):—5
arg(z—l—iA’):—g et arg(z—iA’):—g

alors:

Viz? 4+ A2 = —v/t?2 — A2

Vz? 4+ A’? = —i\/t2 — A7

et en posant:

N (t) = (it)" exp (ht)

D (t) = —t* (B* — t?) [t* + (a + ib)*| [t* + (a — ib)’]

nous obtenons finalement pour le segment [W’X’]:

—(A'te N (t)
/[VV'X’] w (n) (z) dz / ( )

o —4 /12 = AZ\/t2 - A D (1)

e Comme le segment [Y’7Z’] est situé a gauche des deux coupures, on a:
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3
arg (z 4+ 1A) = % et arg(z—iA)= —g

3
arg (z + iA") = ; et arg(z—1A") = —%

alors:

Va2 + A? = iVt2 — A2

Z 2:Z —
V22 A% =iy — A7

et gardant les notations N(t) et D(t) précédentes, nous obtenons finalement pour
le segment [Y’7Z’]:

N(t)

R
/ w(n) (z)dz:/ ? dt
Yz (Alte
vz w9 | ema e At

Nous avons, comme auparavant pour les segments [WX] et [YZ], la propriété que
les intégrales sur les segments [W’X’] et [Y’Z’] s’annulent:

/[W,XI]f(P,n)(z)dz = — [, ) (2)d2

e Pour les segments verticaux [P’Q’] et [R’S’], comme A’ <t < A, on a

1
exp (5 [Inle+ AL+ Infs — iA]) = Vi~ &2

exp (% [In|z +iA'| +1In|z — iA’H) — /A2 _¢2

e Comme le segment [P’Q’] est situé a droite de la coupure, on a en plus:

s

arg(z—l—z'A):—% et arg(z—iA):—§

arg (z 4+ iA") = g et arg(z—1A") = —g
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donc:

et gardant les notations N(t) et D(t) précédentes, nous obtenons finalement pour
le segment [P’'Q’]:

N(t)

—A—¢
/ w(n)(z)dz = / dt
10! _Alte
i " —4 V2 — A2 \/A? — 2D (t)

e Comme le segment [R’S’] est situé a gauche de la coupure, on a:

s

arg (z +1A) = et arg(z—1A)= -3

et arg(z—1iA") = —g

I N|§"

arg (z +iA’) =

¢

alors:

V22 + A? = /12 — A2
’/ZQ—I-A’QZ’/A’Q—tQ

et gardant les notations N(t) et D(t) précédentes, nous obtenons finalement pour
le segment [R’S’]:

N (t)

—A'te
/ w(n)(z)dz = / dt
RS’ —A—¢
e 4Vt — AZ\JA”? —t2 D (t)

En posant désormais:

D(t) = (B = ?) [t* + (a+ ib)*] [t* + (a — ib)’]
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nous obtenons finalement pour I’ensemble des deux segments [P’Q’] et [R’S]:
(1t)" exp (—ht)

Al—e
/ w(n)(z)dz = / dt
'QMUIR’S! A+e
[P'Q'U[R’S] + 212 \/f2 _ A2 */A’Q—tQD(t)

Nous avions déja posé la limite de ce résultat, quand ¢ — 0, égale a M (1,n). On
a donc:

lim w(n)(z)dz = M(1,n)

=0 J[P'Q'JU[R'S’]

e Pour le calcul des résidus de la fonction w (n) (z), nous nous aidons des calculs
effectués pour l'intégrale 1(0,n), en tenant compte bien sir de la présence au
dénominateur de la seconde racine complexe. A et A’ jouant toujours le méme
role, les résultats s’obtiennent alors immédiatement.

o és(w(n);—iB)= lim [(z+:B) v(n)(2)]

z——1iB

on obtient:

pour p=0et n € {2;4;6},

(—iB)" exp (—hB)
rés (w(n);—iB) = P

8iB° VAT - B2 \/A? — B2 [B? + (a+ib)’] [B? + (a — ib)’]

o s(w(n);(—a—1b))=lim [(z—(—a—1b)) v(n)(z)]

z—(—a—1b)

on obtient:
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pour p=0et n € {2;4;6},

(SIS

avee EXy = (Vaz + (b+ A o + (b A) )

avec EXg = <\/a2 + (b + A’)2 \/ b A’ 2 )

avec EXg = exp L arcsin + arcsin b4
2 a2+ (b —A)? Va2 + (b+ A)?

) ) Al — —b — A’
avec EXy1 = exp | —= |arcsin + arcsin
2 a2+ (b — A’) Va? + (=b — AY)?

(a+1b)" exp (tha) exp (—hb)

|

rés (w(n);(—a—1b)) =

—32iab (a+ib)’ [B2+ (a+ib)’| EXs EXs EXe EXyy

o tés(w(n)i(a—ib)= lim [(z—(a—ib)) v(n)(2)

z—(a—1b)

on obtient:

pour p=0et n € {2;4;6},

avee BX = (\/ab + b+ AF yar + (b - AF )]

avec EXg = <\/a2 + (b + AY? \/a2 +(b— A ) 2

7 A—-b . —b—A
avec EX7; = exp | = |arcsin + arcsin
2 a? + (b —A)? a2+ (b+ A)?

; , A —Db . —b — A’
avec EXy5 = exp | = |arcsin + arcsin
2 Va2 + (b — A1)? a? + (b + A")’

(a —ib)" exp (—tha) exp (—hb)

|

|

rés (w(n);(a—1b)) =

—32iab (a—ib)’[B2+ (a—ib)’| EXs EXs EX; EXy
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e Alors pour n € {2;4;6}

/IR w(n)(k)dk = —2ix[rés(w(n);—iB)+rés(w(n);(a—1b))

+rés (w (n);(—a—1b)] — M (1,n)

Bilan
+oo +oo
Nous regroupons les résultats obtenus pour / s(n)dk, / v(n)dk et

+co
/ s(n)dk, et (A.5) permet, comme nous ’avions fait pour (0, n), de conclure:

Alors pour p =0et n € {2;4;6},
K(p,n) = 2w [rés(s(n);iB)+1rés(s(n);(a+tb))+rés(s(n);(—a+ib))]
—  2rx[rés(v(n);tB)+rés(v(n);(a+ib)) +rés(v(n);(—a+1b))]

+ 2w [rés(w(n);—iB)+rés(w(n);(a—1b)) +1rés(w(n);(—a—ib)]

—2M(0,n)+2M(1,n)

Sous-cas iii) n pair et n =0

On a alors

Comme pour J(0,0) et 1(0,0), 0 n’est pas un pole de f(0,0), mais est un pdle
double des fonctions s(0) (k) , v (0) (k) et w(0) (k), par lesquelles nous sommes
obligés de passer pour effectuer ce calcul.

Le parcours I'g utilisé pour les fonctions s (0) (z) et v (0) (z) est décrit par la figure
(A.21). Pour intégrer sur IR la fonction w (0) (z), le parcours I'; utilisé est décrit

par la figure (A.22).
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7 H
/ /: \
L H
7 H I
—g Al
N N ’
N .

FiG. A.21 - parcours pour s (0)(z) et v (0) (z)

~o désigne le petit demi-cercle: soit € son rayon.
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Fi1G. A.22 - parcours pour w (0) (z)

Par conséquent, on a:

Inria



Onde guidées par une perturbation du demi-espace élastique homogene 281

/Fos(()) (2)dz = /]_R;_E[S(O) (z)dz—l—/]E;R[s(O) (z)dz—l—/%s(()) (2) dz
n /[PQ] s(0)(z)dz+ [ s(0)(2)dz

n /[WX] s(0) () dat [ 5(0) () de

+ [ s(0)(z)dz+ [ s(0)(z)dz

C] C42

+ [ s(0)(z)dz+ | s(0)(z)dz

Cg 04

= 2w [rés(s(0);eB)+1rés(s(0);(a+ b))+ rés(s(0);(—a+1ib))]

/F Y (0) (@) de = /]_R;_E[V(O) (2)dz + /]E;R[V(O) (2)dz + /%V(o) (2) dz

n /[PQ] vO) () ot [ v (0) () dr

+ /[WX] v(O) () et [ v(0)(2) do

+ v(0) (z) dz + v(0) (z) dz

Cl C42

+ v(0) (z)dz + v (0) (z) dz

03 04

= 2w [rés(v(0);iB) 4 rés(v(0);(a+ b))+ rés(v(0);(—a+tb))]
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/F W (0) (z)dz = /]_R;_E[W(()) (z)dz + /]E;R[W(O) (2) dz + /%W(O) (2) dz
n /[P,QI]W(O) (2)dz+ [ w(0)(2)dz

0 d 0 d
Lo O @zt [ (o) () de

+ [ w(0)(z)dz+ | w(0)(z)dz

05 c46

+ . w (0) (z) dz + . w (0) (z) dz

= —2r[rés(w(0);—iB) 4+ rés(w(0);(a—1tb))+rés(w(0);(—a—1b))]

—2im rés (w (0);0)

D’autre part, on a:

l&sR[
_ - _ 0)(2)d —/ 0) (2)d
K (0,0) gliﬂ() ]_R;_E[V( ) (z)dz ]E;R[V( ) (z) dz
R — 4+

En procédant exactement comme au cas n # 0, on a

li d ie{l1;2
plim Cis(())(z) z—0 ©€{l;2}

lim [ s(0)(z)dz— 0 € {3;4}

e—=0J¢cy
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lim v(0)(z)dz — 0

R—+c0 /¢,

lim [ v(0)(z)dz —0

e—0 Cy

i€ {1;2}

1€ {3;4}

lim w(0)(z)dz — 0

R—+c0 J¢,

lim [ w(0)(z)dz—0

e—0 C;

i € {5;6}

i€ {7;8}

Pour les huit segments verticaux [WX], [YZ], [PQ], [RS], [W’X"], [Y'Z’], [P’Q’] et
[R’S’], on a toujours z = it = dz = ¢ dt, avec t € IR. 1l suffit de répéter pour ces
segments le travail que I'on vient de faire pour le cas n # 0 et on obtient d’une

part que:

/[WX] w (0) (z) dz
/[foq 5(0) (2) dz
/[WIX,] v (0) () dz

/[W/XI] w (0) (2) dz

et d’autre part , en posant toujours:
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D(t) = (B = ) [t* + (a+ ib)*] [t* + (a —ib)’]

oIl a:

Al—¢

/[PQ]U[RS] v(0)(z)dz = /A+s

Al—¢
0) (2)dz = /
/[PQ]U[RS]W( ) (2)dz Ate

On pose alors:

1

dt

t2 V12 — A2 \JA? —t2 D (t)

exp (—ht)

dt

t2 V12 — A2 \/A”? — 2D (t)

exp (—ht)

dt

t2 V2 — AZ\/A” —t2 D (t)

CL e v e e

+ (a +1b) ] [ —I-(a—ib)Q]

Ceci permet d’écrire:
p

CL e e o) e

Inria
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lim w(0)(z)dz = M(1,0)

=0 J[P'Q'U[R'S"]

En regroupant tous ces résultats, on en déduit I’expression suivante pour K (0, 0):

K(0,0) = 2w [rés(s(0);eB)+rés(s(0);(a+1b))+1és(s(0);(—a+ b))
— 2w [rés (v (0);iB) 4+ rés (v (0);(a+ b)) +1rés (v (0);(—a+th))]
+ 2w [rés(w(0); —iB) 4 rés (w (0);(a — b))+ 1és (w (0);(—a — ib))]

— lim [ u(0)(z)dz+1lim [ v(0)(z)dz+lim [ w(0)(z)dz

=0 Jyg =0 Jy, =0 Jyg

— 2M(0,0) +2M(1,0) + 2ix rés (w (0);0)

Comme f (0,0) (z) =s(0)(z) —v(0) (z) —w(0) (z) et £(0,0) (z) est analytique au

point 0, on a

lim [ £(0,0)(z) = 0

e—0 Yo

Ce qui permet de conclure.

Alors pour p=0et n =0
K(p,n) = 2im[vés (s (n);iB) + rés (s (n); (a + ib)) + 1és (s (n) ; (~a + ib))]
— 2 [vés (v (1) iB) 4 1és (v () (a+ b)) + 1és (v (n) 5 (—a + ib))]
T+ 2ir [vés (w (n) ; —iB) + tés (w (n)’ (a — ib)) + 1és (w (n) ; (—a — iD))]

— 2M(0,0) +2M(1,0)+ 2ix rés (w(0);0)
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Calcul des résidus correspondant a ce cas

Les expressions de tous les résidus de s (n) (z), v (n) (z) et w (n) (z), calculés pour
le cas n # 0, sont encore valables quand n = 0.

Nous avons donc a calculer seulement rés (w (0) ;0), en tenant compte que 0 est
un pole double de la fonction w (0) (z). Mais comme nous avions déja calculé ce
résidu pour 1(0,0), on obtient facilement le résultat.

o 1és(w(n);0) = lim (di |22 w (n) (Z)})

z—0 7

le résultat du calcul donnant:

rés (w(0);0) =

—th

4 A A'B? (a+1b)? (a—ib)?
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