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Résumé : Ce rapport est consacré a la construction et a I'analyse d’une mé-
thode d’ordre élevé en espace et en temps pour résoudre 1’équation des ondes
en dimension 1. Cette méthode est fondée sur des éléments finis triangulaires
de Lagrange de type P, avec condensation de masse, afin d’éviter une inversion
de la matrice de masse a chaque pas de temps. La condensation de masse im-
plique I'adjonction aux degrés de liberté P, du centre de gravité du triangle afin
de pouvoir utiliser une formule de quadrature a poids strictement positifs. Une
analyse par Fourier de la méthode sur un maillage régulier met en évidence un
résultat de superconvergence. Le gain de précision est illustré par des expériences
numeériques.

Mots-clé : Equation des ondes - Eléments finis d’ordre élevé - Condensation de
masse - Analyse par Fourier - Superconvergence.
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P, triangular finite elements with mass
lumping for the wave equation

Abstract: This report is devoted to the construction and analysis of a method,
higher order in space and time, for solving the 1D wave equation. This method is
based on P, Lagrange triangular finite elements with mass-lumping which avoids
the inversion of a mass matrix at each time-step. The mass-lumping implies to
add to the P, degrees of freedom the triangle center of gravity in order to use a
quadrature rule with strictly positive weights. A Fourier analysis of the method
for a regular mesh points out a superconvergence result. The gain of accuracy is
illustrated by numerical experiments.

Key-words: Wave equation - Higher order finite elements - Mass-lumping -
Fourier analysis - Superconvergence.
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4 Gary Cohen, Alexandre Elmkies

1 Introduction

La résolution de I’équation des ondes en régime transitoire par des méthodes
numeériques est un probleme délicat mais fondamental pour la modélisation d’un
grand nombre de phénomenes physiques (acoustique, élastodynamique, électro-
magnétisme...) pour lesquels I’équation des ondes est un probleme modele. L’ap-
proximation numérique de ce type d’équation est indispensable pour deux confi-
gurations ou les méthodes analytiques sont inutilisables:

— milieux hétérogenes
— domaines de géométrie quelconque

Pour les domaines de géométrie quelconque, méme en milieu homogene, les dif-
férences finies sont naturellement moins adaptées et moins maniables que les
éléments finis. Cependant, en contrepartie de leur maniabilité du point de vue
géométrique, les méthodes d’éléments finis présentent un certain nombre d’incon-
vénients, tels la présence d’une matrice de masse et ’existence d’ondes parasites
pour les méthodes d’ordre élevé.

Le but de cette étude est de construire un élément fini triangulaire H'-conforme
de type P, qui assurera une condensation de la matrice de masse et une préci-
sion comparable a celle des méthodes de différences finies d’ordre 3 ou 4. Cette
précision est classiquement obtenue pour les éléments finis de type Ps (cf. [1]).

Dans le cas monodimensionnel, une étude complete a déja été menée et géné-
ralisée en dimension 2 au cas triangulaire (cf. [2]). On constate que pour obtenir
la condensation de masse, il faut que les degrés de libertés de 1’élément de base
soient définis aux points des formules de quadrature de Gauss-Lobatto, ce qui
entraine, pour les éléments de degré supérieur ou égal a 3, la modification des
neeuds de 1’élément.

Ce type d’approche est équivalent aux éléments finis spectraux (cf. [3]), construits
en principe pour des maillages quadrilatéraux. L’extension d’une telle méthode
aux maillages triangulaires n’est pas immédiate. La difficulté réside dans le fait de
trouver 1’équivalent des formules de Gauss-Lobatto. Malheureusement, une fois
exhibées, ces formules présentent des poids négatifs (pour P3) ou nuls (pour F;).
Cela conduit a des schémas instables pour P; et sans solution pour P;.

Pour pallier cette difficulté, on a développé, dans cette étude, un nouveau type
d’éléments finis qui assurent la positivité des poids des formules de quadrature
définies sur les nceuds de 1’élément. Ceci nous conduit a nous écarter des espaces
P, standards. Ainsi, pour les éléments de type P,, on construit, par adjonction
du centre de symétrie du triangle, un élément fini & 7 degrés de liberté noté P, on
P=Pa® Vect(b), b étant la fonction “bulle” (qui vaut 1 au centre de gravité et
0 sur les cotés). Les nceuds de ce nouvel élément coincident alors avec les points

Inria



Eléments finis P, avec condensation de masse 5

de la formule de quadrature de Simpson (il s’agit d’une formule bien connue a
poids strictement positifs (cf. [4])).

Apres avoir écrit la discrétisation obtenue a partir de cet élément fini, on analyse
la précision de la méthode (dispersion numérique) puis sa stabilité. Enfin la mé-
thode est mise en ceuvre numériquement sur des cas tests.

2 Position du probleme

2.1 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle de

2,
% —AAu=0

est donnée par:
Chercher u € V tel que Yo € V,a(u,v) = [(v) ou:

2
a(u,v) = d—2 / uvdz + c2/ Vu - Vovdz
(0.1) dt? Ja Q
V = H'Y(Q)

2.2 Méthode des éléments finis

On considere comme élément fini de référence le triplet (K,P,B) ou

— K est le triangle suivant:

Les degrés de liberté de ’élément se situent alors aux sommets et aux
milieux des cotés du triangle (cf. figurel).

~ P =PyX,Y]

- B={l,i=1,---,6} C P, avec

li . P2 — R
0.2
0-2) { p — plai)
Les fonctions de forme A;;2 = 1,---,6 sont définies par:

\V/(L,J) € [1,6]2,)\2'(61]') = (52']‘

RR n” 2418



6 Gary Cohen, Alexandre Elmkies

Fi1G. 1 - Degrés de liberté du triangle de référence pour P,

On considere alors une triangulation (7));c;, de Q par un maillage régulier

de pas h.
L’espace V}, est donné par:

Vi = {f : ) — R continue telle que Vi € I, f|n € Pg}

Soit By la base de V), définie par:

By = ¢ij : @ — R tel que ¢y € Vi, et 6ij(p,y,) = bipiq
On écrit alors le probleme approché P :
(Py): Trouver ay, € V,, tel que Vv, € Vj:
(0.3) a(up,vp) = l(vg)
Remarque: la théorie des éléments finis établit que si a vérifie les hypotheses de

continuité et de coercivité , on a l'estimation:||u — vy|| < C.d(u, V4)

En décomposant u;, dans la base By, et en écrivant I’équation (0.3) pour vy, = ¢;;
, on obtient le systeme linéaire suivant:

V(i,5) €z, Y upa(du, ¢ij) =0
(k,)ez
ol on a noté u;, = Z uz;¢kl

(k,1)ez
Ce systeme s’écrit sous forme matricielle :

Inria



Eléments finis P, avec condensation de masse 7

2

d
MhﬁUh + K", =0

ou

Ml = /Q@j(ﬁkzdl’
(0.4)
](Z‘kl = CQ/QVQZ']‘ . ngk]d,?f

Remarque: les intégrales précédentes s’expriment facilement , par décomposi-
tion sur chaque triangle du maillage, en fonction des intégrales:

/ wpwde et/ Vwy - Vwidz
Th Th

2 k2
ou w; est définie par: ¢;; |1,,= w;.
Plus précisément:

M[}'kl = C(L7.}7kvl) ’ /Twzwk

On exprime ici la correspondance entre les fonctions de base restreintes a un élé-
ment et les fonctions de forme (sur I’élément de référence).

Pour diagonaliser M", il suffit donc de diagonaliser la matrice m € Mg(R) définie
par

m;; = /Iwzwjdx .

2.3 Une formule d’intégration numérique pour P,

On considere une formule d’intégration numérique qui permet d’écrire:

/Kp(iv)dﬁﬂ ~ ;Wip(di)

ou les poids w; sont a déterminer (cf. figure 2).

D’apres les travaux de Ciarlet dans le cas elliptique, si cette formule d’intégration
integre exactement les polymomes de P, (en particulier les termes en V¢, - V,)
et plus généralement les polymomes de Py_o si 1’élément fini est Py, 'erreur in-
troduite dans le calcul d’intégrales de polymomes de Py (en particulier les termes
en ¢;¢;) est de 'ordre de celle introduite par I’approximation en espace.

Ainsi, on écrit:

6
[ wswgde = Yo d ) (dy)

k=1

RR n” 2418



8 Gary Cohen, Alexandre Elmkies

d37 w3

FiG. 2 - Points et poids utilisés pour la condensation de masse Ps.

D’apres la définition des w;, il suffit de choisir dy = ax Yk =1,--- .6 pour obtenir:

(0.5) { Mmij = /K'wi'wjdl’ ~ oW sit=]

~ () sinon

Il faut donc que les points utilisés par la formule de quadrature correspondent
aux degrés de liberté de 1’élément fini.
Remarque: les symétries présentées par K impliquent que:

(0.6) {”1 - T e

Wwqg = Wy = Wg

Or, le calcul des poids de cette formule de quadrature donne:

(0.7) { T

Wy =

[N R —)

La matrice de masse est alors singuliere et le probleme est mal posé. Il faut donc
trouver un palliatif a cette difficulté.

2.4 Formule de Simpson. Elément fini associé.

L’idée consiste alors a ajouter aux degrés de liberté de 1’élément fini le centre
de gravité du triangle (cf. figure 3) et aux fonctions de base la fonction “bulle”.
On note {t;}i=1,...7, la famille des fonctions de forme associée a notre élément.

Inria



Eléments finis P, avec condensation de masse 9

Par définition, si on note a; = (z;,y;), on a:

\V/L,J € {177}7 ¢z(rzayz) = 52’]’

On a alors:

az, ‘L/J7, w7

G571/)57w5[
o

Gyg, 1/)4, Wy

O —

=
ar, Y1, wr ag,Pa,wy a3, Y3, w3

FIG. 3 - Degrés de liberté du triangle de référence pour Py

1

“1T 0

1

0.8 _
() Ws 15
_ 9

YT 10

L’élément fini obtenu est constitué par le triplet (K,P,B) avec:

(0.9) P, = P Vect(A) ou A est la fonction “bulle”
' B = {l,i=1---T} C Py avec

(0.10) {Vie{l,?}, L:P, — R
' p — pla)

On a ici: P, C P, C Ps. D’aprés les travaux de Ciarlet dans le cas elliptique, si
’élément fini considéré P vérifie P, C P c Py et que la formule d’intégration
est exacte sur Pyip_o, alors U'erreur introduite par I'intégration numérique est en

RR n” 2418



10 Gary Cohen, Alexandre Elmkies

O(R**1). Ici, la formule de Simpson integre exactement Ps. Notre probleme est
donc au moins en O(h?).

Calcul des fonctions de forme

On travaille en coordonnées barycentriques. On note ainsi:

)\1 - X
(0.11) Ay = Y

A1, A2, Az sont les coordonnées barycentriques associées aux points ay, ay, asz res-
pectivement.

On a déja 7 = X = 27TA1 A5 )3
e Calcul de ¥y, 9y, 93:
On a: ¥ |y,—0= 0; on peut donc poser:

1 = a[As( A Az + a1 + bAgy + c)s)]

ou « est un coeflicient de normalisation.
On écrit que (A As + ads + Az + eds)(a;,y:) = 0Ve € {4,5,6}

ce qui donne:

1
a = ——
3
1
0.12 h = ——
(0.12) .
1
c = =
3
Y1(x1,y1) = 1 nous donne:
1
O[—l = [)\3()\1)\2 ‘|‘ Cl)\l —|— b)\g —|— C)\3)](:L’17y1) = g

On a donc:

1
¥y = 3A3( M Ay — g()\l + A2 — A3))

Par permutation circulaire on déduit:

1
Yy = 3 (AAs — g()\z + A5 — A1)

Inria



Eléments finis Py avec condensation de masse 11

1
3 = 33X (A — g()\:a + A1 — A2))

o Calcul de 4, ¥5, ts:
On a: ¥y |y,=0= ¥4 |x,=0= 0; on peut donc poser:

Yy = 04)\1)\3()\2 - Cl)

(013 i

nous donne:

Qo —

a = )\2(377,‘!/7) =
(0.14)

a = MA3(A —a)(zg,ys) = T

Donc, on a:
1
'¢4 = —12)\1)\3()\2 - g)

Par permutation circulaire on déduit:

1
'@bs = —12)\2)\1()\3 - g)

1
Vg = —12)\3)\2()\1 - g)

3 Ecriture des équations.

3.1 Equations discretes.

On considere le probleme approché sur Q@ = R? qu’on munit d’un maillage
régulier (cf. figure 4):

Le probleme approché s’écrit:

up € Vj
(0.15) (Ph){ pe

— / upvpdr + c2/ Vuy - Vopde = 0,Vv, € Vj
dt? Jo Q

RR n” 2418



12 Gary Cohen, Alexandre Elmkies

S
(©] O (@]
O O O
(©] O (@]
O O O
(©] O (@]
O O O

G

FiGc. 4 - Maillage triangulaire régqulier de pas h.

ot V, = {f : R? — R continue t.q. Vi € I, f|n € ﬁg}
Soit By, 'ensemble des fonctions de base associé a V},. On a:

By, = {é;; 1 R* = R t.q. ¢;; € Vi et ¢ii(xr,y1) = 6651V (k, 1) € Z* pour (i,j) décrivant z*}

(0.15) est équivalent a:

up, € Vj
(0.16) Py dsp% fyotundi;de + 62/ Vuy - Vijde = 0,Y(1,5) € z°
EQ

En décomposant u, dans la base Vj, on obtient:

o d?
v(i,j) € 2% pre) > ’Uz,z/ﬁkl%dfﬂ + ) uﬁ,z/ﬁ(/ﬁm Voijde =0
(k,l)ez? B (k,l)ez? =

(0BT
ot up(z,y,t) = Z 'u’;;‘,z(t)mz(axy)

(k,1)en?

Or, la régularité du maillage nous permet de choisir 6 fonctions de base pour les-
quelles on écrit I’équation précédente. Les termes en [y ¢ri¢ijda et en [y priijda
étant invariants par des translations de direction O, ou de direction O, (le Jaco-
bien introduit par le changement de variable est égal a 1), on retrouvera I’écriture
de I’équation pour toutes les autres fonctions de base (par ces translations) parmi
ces 6 équations. On définit ainsi 6 réseaux de points sur lesquels ’équation est
identique (cf. figure 5).

Inria
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13

= =] = )
Vv Vv V
I Il 0 I
A A A
Vv Vv V
I Il 0 I
A A A
Vv Vv V
I Il 0 I
A A A
C; = =) =

FiG. 5 - Réseaux invariants par symétries

Les 6 réseaux sont ainsi:

Ry, =
Ryy =
Rs, =
(0.18) Ruy =

Rsp =

Rep =

RR n” 2418

{(ih,5h), (1,5) € 2%}

{((G+ 3)h,gh), (i, )) € 27}

{(G+ Dk (G + k), (G,5) € 2%)

{(Gh, (5 + 3)h), (i,5) € 27}

{(G+ Dh G+ Dh), (G:g) € 2%)

{0+ 3)h, (G + D)h), (0,5) € 27}
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On écrit donc:

V(a,B) € {(i,5), i+ 5,7),(+ 57+, 7+3).+57+3).6+2,+2)

dtg Z Ukz/ Pridapdr + Z “kz/ Vor - Voasdr =0

(k1) en? (k1) €52

(0.19)
Notons S, le support de ¢,3 .

Puisque le support de Vg, est inclus dans S,g, (0.19) devient:

V(e,B) € {(i,4), (14 5,0), (i + 5,0 + 3), (b3 +3), (04 5.0 + 5, (1 + 5,0 + 3)}

dtg Z Ukz/ Pr1Papdr + Z “kz/ Vor - Voapdr =0

(k,l)ez? (k,l)ez?

(0.20)
En décomposant les intégrales sur chaque triangle de S,3, on obtient:

V(a,B) e {(i,5), i+ 5,7),(C+57+5),6,74+3),G+57+5).6+25+2)

dt2 Z Ukl Z /¢’k1¢aﬁd;v—|- Z ukl Z /V¢M Vbasdz =0

(k,l)er? TCSqap (k,l)er? TCSqap
(0.21)

Enfin, sur chaque triangle 7' C S,3,01 et ¢op correspondent a des fonctions de
forme données.
On n’utilisera donc pour ’écriture de ces équations que deux matrices: g, m €

M- (R) définies par:

m(i, j)

[ iide
(0.22)
g(t,5) = I{V%'Vﬂ/’jdf

Remarque: les intégrales de la matrice m doivent étre calculées a 1’aide de la
formule de Simpson pour obtenir une matrice diagonale. Cependant, les inté-
grales de la matrice g peuvent étre calculées, soit par la formule de Simpson, ce
qui donne une valeur approchée, soit exactement (a l’aide du logiciel MAPLE).
Les études de stabilité et de dispersion numérique seront faites dans les deux cas.

Inria



Eléments finis P, avec condensation de masse 15

Si on note g la matrice de rigidité calculée exactement et g celle calculée a
I’aide de la formule de Simpson, on obtient :

r7 1 1 9 1 2 1 7
10 15 30 10 15 5 30
87 9, _8 1
15 3 15 5 15 5
1 7 2 1 1
30 15 5 Y 5 Y 1
9 9 81 9 18
9=~ 5 " 1w 5 35 U
L. 9 8 8 7
15 5 5) 3 15 15
2 8 18 8 64
5 1 Y 5 o Y
1 1 1 0 7 0 2
L 30 5 10 15 5
et
r 3 4 1 9 4 1 1 7
4 15 60 20 15 5 60
4 52 2 18 4 4 0
15 15 3 5 5 15
1 2 9 9 0 1
60 3 20 20 20
gs = _— - — _— —

4 4 18 52 2
5 5 Y T3 O3
1 4 1 27 4 76 1
5 15 5 5 15 15 5
1 1 9 2 1 9
L0 Y "w w T3 5 w |

On obtient ainsi les six équations qui suivent dans lesquelles on a utilisé la
matrice exacte g.

RR n” 2418



16 Gary Cohen, Alexandre Elmkies

— Equation en (1, j)

& _ 11 1
buwrooui; + 3wy — (G +uij-1) + (Ui +uicng) + (Wi o1+ ticnia)
8 1
= gt ) (g Ui i)

9 8
E'“H%,j% - B(um‘% + um’—%) + g(ui-kl,j—% + ui—l,j-l—%)

sl Ty o) = (Wit et t Uiz 1) =0

(0.23)

— Equation en (1 + 3, j)

L& 8 1 16
gty = 7 (Uit uieg) (Ui o)
9 8 9
= Uit~ et P Ui o1) — gy =0

(0.24)

— Equation en (1 + %, + %)

d? 9 9 81
Wikt T Wi T pWerds T Wikt
(0.25) . i«
— g'ui7j+%—€'ui+%7j+%:0

Inria
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— Equation en (7,7 + 3)

& 8 1 9
dwgmotti gyt = (Ui i) o (Ui i) — St
16 8 9
+ g ity T E(ui-l—é,ﬂé— Fuit 1) = sli-tits T 0
(0.26)

— Equation en (14 3,7 + 3)

d2

: 18
2W4@ui+§ﬂ‘+;— + g(um' + uip1j41) — B(uz‘%a‘ + uz‘+§—,j+1) Ty Yitgits

128 18
_B(umﬂr;— + uz’+1,j+§) + 5 Yty T T Yiditd T 0

(0.27)

— Equation en (1 + 2, 4 2)

d? 9 9 9
W tisaed T Jotitatt T g T g liitg
(0.28) s .
— g'ui+§_7j+%+ﬁ'ui+§7j+%:0

Les équations obtenues avec ¢, peuvent s’écrire de la méme maniere.
3.2 Analyse par transformée de Fourier
On considere maintenant une famille {w;;,t =1,---,6} telle que:

Vi=1,---,6 u27h|Rz‘h uthih

RR n” 2418



18 Gary Cohen, Alexandre Elmkies

Puisque les équations discretes font intervenir les coefficients les valeurs de uy
aux points des différents réseaux, on obtient le systeme différentiel vérifié par la
famille {w;,¢ = 1,---,6} en remplacant chaque coefficient par la fonction qui
lui correspond. On prend ensuite la transformée de Fourier en espace de ces équa-
tions pour obtenir le systeme différentiel vérifié par la famille {w; e = 1,---,6}:

— Equation en (1, j)

2

0, 2.1 1 .
6wi =Wy p + {3 — = (= cos(hky) + = cos(hky) + cos(h(ky — k2))) }b1n
ot 5'3 3
16 k 2 k N
+H-1z cos(h;l) +5 cos(h(;l — ky)) My
9 Btk R 16 k 2 k R
—ge T an— {5 (cos(hg) + = cos(hlky — <)) Yiba
—I—E cos(hk1 i kQ)'ng, h— ge_"Llirz_k2 we,p, =0
5 5 ’
(0.29)

— Equation en (i + 3, j)

92 8 . 1. . 16
2w4@w27h n {_ﬁ(l n ezhkl) n g(emkz n em(kl—kQ))}ﬁ,Lh_l_ gem%lww
—geihklng Ws, — %(eihklgh eihh;krz s — %eih%l;@ we,, =0

Inria



Eléments finis P, avec condensation de masse 19

— Equation en (7,7 + 3)

9% k. 8 . 1 . . N
2w4ﬁem72'w47h + _B(l + elhkg) + g(ezhkl + 62h(—k1+k2))}‘u’17h
9 Z'hk1+k2 ~ 16 th_Q N
- 56 P ows + 36 2 Wy p
g L 9 . _
B E(ezhkj-;kz elh k12+k2 )'Lbah . gelh%‘lﬁ&h — 0
(0.31)
— Equation en (14 3,7 + 3)
0 . 2 : 8 . :
2@4ﬁ6mk1;k2 'Li)57h + 5(1 + ezhhgkz )‘UAJL}L . E(ezh%(l 4 eka))‘LbZh
18 . 8 .
o ?ezhklgkz s B(eth(l + ezhkl))w4 b
128 18 .
+ Ee REE 5.0 — 362 O wep, =0
(0.32)
— Equation en (1 + 2, 4 2)
w7%62i Mtk b, — mem(’“*’”)zj) o gem(%w Q)me _ gem( 1+’“72)w47h
18 81
5 ° R Wk Eemhklé’% we,, =0
(0.33)
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Ce systeme différentiel peut s’écrire matriciellement sous la forme:
-~ d% . A A
LMhﬁWh + KpyWy, =0
c’est a dire, en posant Ny = Mh_lfg’h:
d* .

EW}L = — N Wy,

L’étude de la stabilité et de la dispersion numérique de la méthode se fera a partir
de la matrice — N, qu’on appelle “symbole de I'opérateur Laplacien discret”. Le
symbole est ici matriciel du fait que ’on a considéré plusieurs types de points, ce
qui a donné un systeme différentiel.

Remarque: le méme résultat peut étre obtenu par analyse par onde plane, c’est-
a-dire en supposant que la solution u; est de la forme:

up = exp(i(w.t — p.k, — ¢.k,)), pour(p,q) € Z*
4 Analyse de la stabilité et de la dispersion
numérique

4.1 Dispersion numérique pour le probléeme semi-discret.

La relation de dispersion est, par définition, celle reliant la pulsation w et le
nombre d’onde |k| pour que I’équation des ondes soit satisfaite lorsque 'on lui
applique la transformée de Fourier en temps et en espace.

Pour le cas continu, en prenant la transformée de Fourier, on obtient la rela-
tion :

W = 02|E|2

ou ¢ désigne la vitesse de 1’onde.
Pour le cas semi-discret, on obtient:

2

d
@ NI —
7 U, + N,U, =0

ce qui donne:
wiUh = —NhUh

Dans une base diagonalisant Nh, cette relation devient:

Vi e {1,6},0], = uj,
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ot {y;} désigne le spectre de Nj.

Un bon moyen d’évaluer l'erreur introduite par un schéma numérique consiste a
calculer I'erreur faite sur la vitesse de 'onde.

La relation de dispersion obtenue dans le cas continu nous donne la vitesse exacte:

dl
||

On définit alors, a partir de la relation de dispersion obtenue dans le cas discret,

Cc =

la vitesse approchée:
_ Wo,n
||

ou wyy est par définition la pulsation donnée par la valeur propre “physique”

Ch

de N, (par définition, c’est celle qui tend vers 0 quand h tend vers 0). On la
note ul. Les autres valeurs propres dites “parasites” qui sont en O(h~2) corres-
pondent a des ondes dont I’amplitude tend vers 0 et la vitesse tend vers I'infini.
Elles apparaissent du fait qu’on a distingué plusieurs types de points auxquels
correspondent plusieurs types d’équations.

On obtient :

_ Won N{)L(kh kQ)
|| ||

Pour mesurer 'erreur faite sur la vitesse, on étudie:

Ch

Ch W
Qh:—:—

C w

Puisque dans notre étude, ¢ = 1, on obtient I'expression de @y:
Q \V /Lg(kh kQ)
h= T
||

On effectue alors les changements de variable suivants:

ph = hlug

0.34 L
031 K - i
27

ou K est I'inverse du nombre d’éléments finis par longueur d’onde, et:

_ ki = |E| cos ¥
0.35 o
( ) { ky = [k[siny

ou ¥ est I’angle d’incidence de 1’'onde. On obtient I'expression de (), pour 1’équa-
tion semi-discrétisée:
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1, (K, )

@=""7%

Dans les figures qui suivent, on a tracé, a la méme échelle, et pour v» = 0°, 15°, 30°, 45°
les courbes:

Qn = Qu(K.¥), K €0, ]

ceci, pour la discrétisation obtenue a partir de la matrice de rigidité calculée exac-
tement et celle obtenue a partir de la matrice de rigidité calculée par la formule
de Simpson.

Courbes de di spersion -sem discret( Matrice de rigidite exacte) Cour bes de dispersion (seni-discret-Mtrice de rigidite approchee
T T T T T T T T T T T T T

1.01 1.01
1.005 Bl 1.005
1 o g & 1 -
S S
N N
N ~
N \
N . \
0.995 - AN . g 0.995 - N
\ . N
\ \
\ \
AY \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
0.99 L L L L L L L L L 0.99 L L L L L L L L
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0. 45
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde }) Inverse nb d el enents par |ongeur d onde

F1G. 6 - Courbes de dispersion pour la semi-discrétisation en espace (G gauche
par le calcul exact et a droite par le calcul approché de la matrice de rigidité).
La courbe inférieure correspond a b = 0° et la courbe supérieure a v = 45°.

4.2 Discrétisations en temps d’ordre 2 et 4.

On a écrit, apres discrétisation en espace, le probleme approché:

2

d
MhﬁUh + K", =0

En notant N, = M" ' K", on obtient:
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2

d
— Uy + NyU, =0
7 r+ NVRUg

e Discrétisation d’ordre 2.

On discrétise alors en temps en approchant a l'ordre 2:

& P — oy 4 U
el t,) =
dt?Uh( ) INE

ou on note {t,, n € Z} est un maillage régulier en temps et U}' = Uy(t,)
Cette discrétisation donne le schéma:

+ O(A#?)

uptt —2ur + Ut
At?

+ NUP =0

e Discrétisation d’ordre 4.

Pour obtenir une discrétisation en temps d’ordre 4, on utilise I’approche de ’équa-
tion modifiée.

Ainsi, un développement de Taylor d’ordre 4 de la dérivée seconde de Uj nous
donne:

d? P2 + UMY A2 dUL(L,)
—Un(t,) = : — E At
a2k (tn) A2 2 am OB

Si Uy, est solution de I’ équation semi-discrétisée, on a:

d2 n+l 2" + Un—l AtQ
ﬁUh(tn) =k At; o T NEU,L + O(AtY)
Par construction, le schéma:
Uptt —2Ur + Ut At?

est consistant avec I’équation des ondes a l’ordre 4 en temps.
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4.3 Analyse de la stabilité

Si on assimile Uy et Wy, les schémas obtenus apres discrétisation en temps
sont de la forme:

Uptt — 20y + U~
At?

+ D Up =0

avec:

Dy, = N, pour l'ordre 2;
(0.36)

At?
Dy, = Ny(ld-— ﬁNh) pour 'ordre 4;

Dy (At) est un opérateur auto-adjoint borné dans L*(R). Donc, la stabilité L? du
schéma est donné par:

At?
Dy(At) >0 et THD;L(At)H <1
On introduit alors 'opérateur :

A

Di(At) = FDy(A)

ou F désigne la transformée de Fourier en espace. Par définition, Dy, est obtenue
en appliquant la transformée de Fourier en espace aux schémas précédents.
Ainsi, on a:

Dy, = Ny pour l'ordre 2;
(0.37)

R R At? .
Dy, = Ny(ld-— HN;L) pour 'ordre 4;

On obtient alors:

DUl = DW= el pour Fordre 2
7,15
0.38
(0.3) | o
Dl = 1Dkl = H;l%xmh(l—ﬁﬂhﬂpour Iordre 4;

ott {ut,i=1,---,6} est le spectre de N.
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Si Nj est un opérateur positif (il I’est dans notre cas du fait de la positivité des
poids de la formule de Simpson), la condition de stabilité devient, pour ordre 2:

2
At < ——— pour l'ordre 2;

- 7
/max] |

Si on pose:

wio o= hw,
(0.39) At

a = c—

h

on obtient la condition:

2

o < ————— pour l'ordre 2;

- 1
/max] |

Pour l'ordre 4, la stabilité est équivalente a:

2 2
o, At? . .
— (1 — —p3)] >0, Vi, K

(0.40)

o, At? o
Z[N%(l — gl S L VLK

L’étude de la deuxieme inéquation montre qu’elle est toujours vérifiée. La condi-
tion de stabilité pour 'ordre 4 devient donc:

<23
Jmax] ]
7, K

1
La minimisation en K est faite sur [0, 5] Cette minimisation est faite numéri-

«

quement puisqu’on n’a pas d’expression analytique des valeurs propres de N.
D’autre part, les conditions de stabilité sont étudiées pour la matrice N, obtenue
a partir de la matrice de rigidité calculée exactement et pour celle calculée par la
formule de Simpson.

Si on note @z mep €ty pae les coeflicients maximum permis par la condition de

RR n” 2418



26 Gary Cohen, Alexandre Elmkies

stabilité de ’ordre 2 et de 'ordre 4 respectivement, on obtient:

— Pour la matrice de rigidité exacte ,

Q2w ~ 0.2187
(0.41)
Oy mar = 0.3787

— Pour la matrice de rigidité “approchée”,

02 mae = 0.1764
(0.42)
Ot oz = 0.3055

Ainsi, on a une meilleure constante de stabilité , pour 'ordre 2 comme pour
I’ordre 4, lorsque la matrice de rigidité est calculée exactement.

4.4 Analyse de la dispersion numérique pour ordre 2
et ’ordre 4.

Comme pour le cas semi-discret, on ne considere que la relation de dispersion
“physique” qui est donnée par:

4 At
T 81112(7(,%) =B

ou [ est la valeur propre physique de:

— Ny pour le schéma d’ordre 2 en temps.

R At? .
- Nin(Id — EN;L) pour le schéma d’ordre 4 en temps.

Ainsi, pour 'ordre 2 en temps, on a:

1
Qr = arcsin <% ;LZ(QW[())

Tak

et pour 'ordre 4 en temps, on a:
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1 o

. a? o
Q= — aresin (5\/(,% - Eu}?)(ZWR ))
At

ou on a posé: a = c—.

h

L’étude de la dispersion numérique est faite selon le schéma suivant :
On considere les deux parametres: ¥ et a. On fixe v parmi les valeurs 0°, 15°, 30°, 45° et
on trace les courbes

i i 1
Qn=Qunla, K,¥), K €0, 5]
correspondant a « = 0.05,0.01, -, Qnaz, Qe €tant la valeur de @ maximum

permise par la condition de stabilité obtenue pour la discrétisation considérée.

De méme que pour le calcul de la condition de stabilité et le tracé des courbes
de dispersion dans le cas semi-discret, n’ayant pas d’expression analytique de y;,
celle-ci est calculée numériquement, point par point, sur un maillage régulier de

1
[0, E] de pas 0.01. On mene cette étude pour la discrétisation obtenue a partir de

la matrice de rigidité calculée exactement et celle obtenue a partir de la matrice
de rigidité calculée par la formule de Simpson.

4.5 Ordre de la dispersion numérique

Si on écrit un développement limité de Ry, = @5 — 1,0n sait que R, = O(K?)
pour un certain entier p. Cet entier est appelé “ordre de la dispersion” introduit
par la discrétisation. On voudrait avoir une estimation de cet ordre dans notre cas.

N’ayant pas d’expression analytique de puj,on procede de la maniere sui-

vante:on trace (toujours numériquement) la courbe R, = RL(K,¢) (a ¥ fixé)
en échelle logarithmique. Ainsi,si on a:

Ry ~ CK?

alors
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Courbes de dispersion - ordre 2 en tenps ( Matrice exacte ) Courbes de dispersion - ordre 2 en tenps - Matrice de rigidite approchee
1.01 T T T T T 1. T T T T T T T T T
1.005 Bl 1.005 Bl
1 g & 1 g
0.995 - Bl 0.995 - Bl
0.99 L L L L L L L AR 0.99 L L L L L L L L "
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0. 45
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde - PSI =0 b Inverse du nb pts par longeur d' onde - Psi=0
Courbes de dispersion - ordre 2 en tenps ( Matrice exacte ) Courbes de di spersion - ordre 2 en tenps -Matrice de rigidite approchee
1.01 T T T T T T T T 1. T T T T T T T
1.005 Bl 1.005 Bl
1 g & 1 g
0.995 - Bl 0.995 - Bl
0.9 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ M 0.9 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 . 35 0.4 0.45 0.5 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0. 45 0.5
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde - PSI =15 d Inverse du nb pts par |ongeur d' onde-Psi=15

Fi1G. 7 - Courbes de dispersion pour la discrétisation d’ordre 2 (a gauche par
le caleul exact et a droite par le calcul approché de la matrice de rigidité). Les
figures a et b représentent les courbes obtenues pour b = 0° et les figures ¢ et d

celles obtenues pour ¢ = 15°.

log(Ry,) ~ log(C') + plog(K)

et donc, la courbe obtenue aura 1’allure d’une droite dont la pente donne 'ordre
de la discrétisation (I’ordonnée a ’origine nous donne la constante devant K?).

Les calculs sont faits, la aussi, pour les deux méthodes de calcul de la matrice
de rigidité et dans les deux cas, on obtient une dispersion d’ordre 4 (cf. figure 11).
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Courbes de dispersion - ordre 2 en tenps ( Matrice exacte ) Courbes de di spersion - ordre 2 en tenps -Matrice de rigidite approchee
T T T T T T T T T T T

1.01 T T T

1.005

0. 995

L L L L L 0.99 L L L L

| | | | | | |
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0. 45 0.5
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde - PSI =30 b Inverse du nb pts par |ongeur d' onde-Psi=30
Courbes de dispersion - ordre 2 en tenps ( Matrice exacte ) Courbes de dispersion - ordre 2 en tenps - Matrice de rigidite approchee
T T T T T T T T T T T T

1.01

1.005

0. 995

L L L L L L L L L 0.99 L L L L

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 . 35 0.4 0. 45 0.5 d 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde - PSI =45 Inverse du nb pts par |ongeur d' onde-Psi=45

FiG. 8 - Courbes de dispersion pour la discrétisation d’ordre 2 (a gauche par
le caleul exact et a droite par le calcul approché de la matrice de rigidité). Les
figures a et b représentent les courbes obtenues pour 1 = 30° et les figures ¢ et
d celles obtenues pour b = 45°.
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Courbes de dispersion - ordre 4 en tenps ( Matrice
T T T T

exacte )
T

1.01 -

1.005

0. 995

0.99 L L L L
0. 05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

0.4 0. 45
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde - PSI =0
Courbes de dispersion - ordre 4 en tenps ( Matrice exacte )
1.01 T T T T T T T T
1.005 Bl
1 4

0. 995

0.99 L L L
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 . 35 0.4
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde - PSI =15

0.45

0.5 d

ordre 4 en tenps -Matrice de rigi
T T T T

dite approchee
T

1.005

0. 995

Cour bes de di spersion -
T T T

0. 05 0.1

L L L
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

0.15
Inverse du nb elnts par |ongueur d' onde - PSI=0

Courbes de dispersion - ordre 4 en tenps -Matrice de rigidite
T T T T T T

approchee
T

1.005

0. 995

0.05 0.1 0.
Inverse d

15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
u nb elnts par |ongueur d' onde- PSI=15

Fi1G. 9 - Courbes de dispersion pour la discrétisation d’ordre 4 (a gauche par
le caleul exact et a droite par le calcul approché de la matrice de rigidité). Les
figures a et b représentent les courbes obtenues pour b = 0° et les figures ¢ et d

celles obtenues pour ¢ = 15°.
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Courbes de dispersion - ordre 4 en tenps ( Matrice exacte ) Courbes de di spersion - ordre 4 en tenps -Matrice de rigidite approchee
1.01 T T T T T T T T T 1. T T T T T T T T T
1.005 Bl 1.005 Bl
1 g & 1
™
A
0.995 - AN Bl 0.995
N O
R\
R
2D
N
0.99 L L L L L L L L L R 0.99 L L L L L L L L L
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 45 0.5
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde - PSI =30 b Inverse du nb elnts par |ongueur d' onde- PSI=30
Courbes de dispersion - ordre 4 en tenps ( Matrice exacte ) Courbes de di spersion - ordre 4 en tenps-Matrice de rigidite approchee
1.01 T T T T T T T T 1. T T T T T T T T T
1.005 Bl 1.005 Bl
1 & 1
0.995 0.995
0.99 L L L L L L L L L X 0.99 L L L L L L L L L
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 . 35 0.4 0. 45 0.5 d 0.05 0.1 0.15 0.2 0. 2! 0.3 0.35 0.4 45 0.5
Inverse du nb elnts par |ongeur d' onde - PSI =45 Inverse du nb elnts par |ongueur d' onde- Psi=45

Fi1G. 10 - Courbes de dispersion pour la discrétisation d’ordre 4 (a gauche par
le caleul exact et a droite par le calcul approché de la matrice de rigidité). Les
figures a et b représentent les courbes obtenues pour 1 = 30° et les figures ¢ et

d celles obtenues pour b = 45°.
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Courbe | 1-Ch| =F(K) en echell e | ogarithnique ( matrice approchee) Courbe | 1-Ch| =F(K) en echelle logarithnique ( matrice exacte )
T T

E A 4 0. 001

b < E 0. 0001

le-05

N
N\
[1-¢n|

4 le-06

E 4 E le-07

E 2 4 le-08

L 1e-09 = L
0

0.1 0.1
Inverse du nb elnts par |ongeur d'onde- PSI=0, 15, 30, 45 b Inverse du nb elnts par |ongeur d'onde- PSI=0, 15, 30, 45

FiGg. 11 - Courbes en échelle logarithmique

Ainsi, de méme que pour les quadrilateres ()5, la condensation de masse fait
apparaitre un phénomeéne de superconvergence puisque d’une erreur en O(h?)
pour les éléments finis triangulaires P classiques on passe a un erreur en O(h?).
Par contre,on n’obtient pas la méme constante devant K?.

Le calcul exact donne:

C.. ~0.27

et le calcul approché donne:

Capp >~ 0.19

on a donc une meilleure constante de majoration lorsque la matrice de rigidité
est calculée par la formule de quadrature.

5 Résultats numériques

Nous résolvons 1’équation des ondes avec second membre sur £ = [0,12]%
définie par:

d%u

w(gy’y,t) — Au(z,y,t) = f(t).9(z,y)
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0 2(%)%2(%)2@ —1.35)2 — 1) exp(—(l%)?(t —1.35)%) Vte[0,3.48]
. . . .
0 sinon

g(z,y) = exp(=T[(z — 6)* + (y — 6)*])

On choisit d’utiliser le schéma obtenu en calculant la matrice de rigidité de ma-
niere éxacte. En effet, pour une perte de précision tres faible par rapport au
schéma qui correspond a un calcul approché, on dispose d’une condition de sta-
bilité moins restrictive.

On laisse évoluer la solution pendant 50 secondes.

On représente les sismogrammes au point de coordonnées (9,3). Les courbes en
pointillés représentent la solution exacte.

Nous faisons plusieurs types d’expériences sur maillages réguliers (cf. figures 12
a l4).

— expériences avec discrétisation en temps d’ordre 2 pour P et P;.
— expériences avec discrétisation en temps d’ordre 4 pour F;.

Pour ces expériences, nous utilisons tout d’abord des maillages avec 7.5 points
P ) P

par unité de longueur, puis des maillages plus raffinés de telle sorte a avoir une
solution “exacte” .

On présente ici les résultats numériques obtenus sur maillage régulier triangulaire

P q
P, dans les meémes conditions pour avoir une idée de ’amélioration de la précision
P P

introduite par le schéma.
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FiG. 12 - Schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse P,

(en haut), t € [25,50],(en bas).
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FiG. 13 - Schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse Py:t € [0,25],

(en haut), t € [25,50],(en bas).
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0.15 T T T T

0.05 -

-0.05

0.05 | \ | / .

-0.05 |- b/ i

-0.15

0.2 1 1 1 1
25 30 35 40 45

FIG. 14 - Schéma d’ordre 4 en temps avec condensation de masse Py:t € [0,25],
(en haut), t € [25,50],(en bas).
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6 Extension a la dimension 3

Nous voudrions maintenant généraliser ce type d’élément fini a la dimension

trois. Il faut, pour cela, d’abord définir les degrés de liberté de 1’élément fini té-
traédrique appartenant & P,. L’élément le plus naturel est celui dont les degrés
de liberté, qui se trouvent sur ses faces, sont ceux de I’élément fini triangulaire
en dimension 2, c’est a dire les sommets, les milieux des arétes et les centres des
triangles (si, au lieu des milieux des faces, on se contentait du centre du tétraedre,
la fonction “bulle” correspondant a ce point serait dans Py).
L’élément étant défini, il nous faut maintenant chercher une formule de quadra-
ture exacte pour P; et dont les nceuds correspondent aux degrés de liberté de
cet élément. Les symétries font qu’en fait, il suffit de déterminer les poids wq
correspondant aux sommets, wy correspondant aux milieux des sommets et ws
correspondant aux centres des faces.

En écrivant que cette formule de quadrature est exacte pour les constantes, on
obtient :

1

En écrivant, de méme, que cette formule de quadrature est exacte pour les mo-
nomes xy et xyz, on obtient les équations:

0.44) L2, 1
' 12T 9% T
1 1
0.45 oa = ——
(0.45) 27 % = 20
La résolution du systeme (0.43)-(0.45) donne finalement :
1 3

qui n’est malheureusement pas une solution acceptable puisque I’'un des poids est
nul.

Remarques: 1. Apres vérification, on montre que les poids obtenus sont bien
ceux d’une formule de quadrature exacte pour Ps.

2. Un autre élément fini appartenant & P, serait celui dont les degrés de
liberté seraient les sommets et deux points sur chaque aréte. Malheureusement,
I’absence de points sur les faces fait qu’une formule de quadrature dont les noeuds
correspondraient aux degrés de liberté de cet élément donnerait 0 comme valeur
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de l'intégrale numérique du monoéme zyz, ce qui est impossible. L’extension de
cette méthode a la dimension 3 reste un probleme ouvert.
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