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Résumé : Nous proposons de décrire la conception d’un nouveau schéma de quantification vectorielle destiné
a prendre place au sein d’une chaine de codage pour la compression de séquences d’images animées.
L’innovation de notre approche, qui doit permettre une construction rapide du dictionnaire, repose sur la co-
opération bénéfique de deux techniques déja éprouvées séparément : la quantification vectorielle algébrique avec
la mise en oeuvre de réseaux réguliers de points (treillis), I’édification par apprentissage et suivant un critére
débit-distorsion d’un dictionnaire arborescent non-équilibré. Précisément, pour concevoir notre quantificateur,
nous mettons en place une hiérarchie multigrille de treillis de méme nature a résolution emboitée. Nous décri-
vons donc le choix du treillis, puis la construction de cet ensemble hiérarchique de réseaux emboités, et enfin
I'utilisation de cette hiérarchie dans un schéma simple de quantification. Deux algorithmes pour la construction
du dictionnaire arborescent non-équilibré sont détaillés : I'un d’élagage et ’autre de découpage de ’arbre.

Un treillis tronqué et un arbre incomplet caractérisent le dictionnaire obtenu, la transmission de ce dernier ne
requiert donc ’envoi d’aucun vecteur représentant.

(Abstract: pto)
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Vector quantization by hierarchical packing of embedded
truncated lattices

Abstract: The purpose of this study is to introduce a new vector quantizer (VQ) which takes place in a
temporal-adaptative coding scheme for the compression of digital image sequences.

Our approach, which has to perform a fast codebook construction, unify both efficient coding methods : a fast
lattice encoding and an unbalanced tree-structured codebook design according to a distortion vs. rate tradeoff.
Moreover, this tree-structured lattice vector quantizer (TSLVQ) has a convenient property : because of its
lattice structure, no reproduction vectors have to be transmitted.

Briefly speaking, the TSLVQ is based on the hierarchical packing of embedded truncated lattices. We investigate
its design : by, first, explaining how to determine the support lattice and secondly how to obtain the hierarchical
set of truncated lattice structures which can be optimaly embedded involving the hierarchical packing. We then
give the simple quantization procedure and we describe the corresponding tree-structured codebook. Finally
we present two unbalanced tree-structured codebook design algorithms based on the BFOS distorsion vs. rate

criterion.
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1 Introduction

Nous pourrions simplifier en désignant les quantificateurs comme les convertisseurs analogiques-numériques

utilisés dans les appareils électroniques tels que les dispositifs de mesure, les systémes d’enregistrement, ceux
de communication. En effet, ces derniers ne manipulent que des données numériques ayant été mises en forme
par un quantificateur.
Si nous nous plagons plus précisément dans le domaine du codage de sources, en plus d’une représentation
du signal, souple et adaptée aux traitements, la quantification permet une compression supplémentaire de 1’'in-
formation ceci au prix d’une perte que ’on peut controler. Cette technique se préte donc particuliérement au
codage d’images qu’il faut comprimer pour les transmettre ou les archiver.

Ce rapport se divise en deux grandes parties.

Dans la premiére nous rappelons ce qu’est la quantification vectorielle et pourquoi elle demeure supérieure a
celle scalaire. Ensuite nous passons en revue les principales méthodes déja utilisées en quantification vectorielle
et nous décrivons le contexte de ’étude : la compression de séquences d’images animées.

Dans la seconde partie nous présentons un nouveau quantificateur : le quantificateur vectoriel par emboitage
d’une hiérarchie de réseaux de points réguliers. Nous décrivons tout d’abord les outils mathématiques utilisés
pour ensuite introduire les techniques mises en jeu. Enfin des exemples de quantification de sources synthétiques
ainsi que d’une source réelle sont donnés, et ces premiers résultats sont analysés.

RR n° 2667



6 V.eecordel, C.Laoit

2 La quantification vectorielle (QV)

2.1 Définitions

La quantification consiste en I’approximation d’un signal d’amplitude continue par un signal d’amplitude
discréte.

La quantification vectorielle [20] [18] (notée QV) consiste alors & représenter tout vecteur x de dimen-
sion k par un autre vecteur y; de méme dimension mais ce dernier appartenant & un ensemble fini D de L
vecteurs. Les y; sont appelés les vecteurs représentants, les vecteurs de reproduction ou les code vec-
teurs. D est appelé le dictionnaire ou le catalogue des formes.

Il n’y a rien de mystérieux a considérer des espaces de grandes dimensions, pour mieux appréhender les rai-
sonnements il suffit de s’avoir que tout s’organise autour des coordonnées des vecteurs, qu’il n’y a pas lieu de
s’imposer une représentation mentale géométrique. Pour I'illustrer nous précisons qu’un vecteur x de ’espace
R* est simplement une matrice colonne constituée de k nombres réels z; : x = (z1,22,...,2r)7, et que par
exemple, une sphére entiérement caractérisée par son centre u = (uy, us, ..., ux)? son rayon p est constituée des

points dont les coordonnées satisfont : Ele(rz —u;)? = pt.

Un Quantificateur Vectoriel de dimension k et de taille L peut-étre défini mathématiquement comme
une application Q de R* vers D
Q : R — D
X Q(x) =yi
avec

D= {yi e R"/i=1,2, L}

Cette application @ détermine implicitement une partition de ’espace source R” en L régions C;. Ces régions
encore appelées classes ou régions de Voronoi sont déterminées par :

Ci={xeR'/Q(x) =¥}

Les conditions suivantes sont satisfaites :

L
UCZ-:R’“
i=1
CiNCi=0, i#j, Vi=1,2 .1
Vi=1,2,..,L

Dans le but d’alléger les notations, ’abréviation QV est utilisée pour désigner selon le contexte, soit
un quantificateur vectoriel, soit la quantification vectorielle.

2.2 QV appliquée a la compression de données
2.2.1 La compression

La compression ou codage de données vise & diminuer la quantité des éléments binaires nécessaire a la
représentation de 'information contenue dans le signal & transmettre ou a archiver. Cette diminution peut au-
toriser ou non la perte d’information [32].

Principe: Soit {z,} ’ensemble des échantillons du signal source :
— Coder c’est déterminer une loi de codage C telle que, C : {z,} — {yn},
— Décoder c’est définir une loi de décodage D telle que, D : {y,} — {z,}.
Si D! = C, il s’agit d’un code sans perte d’information dit réversible (codage statistique ou entropique).
Si D! # C, il s’agit d’un code avec perte d’information dit irréversible.
Une bonne compression est réalisée si on réunit :
— la loi C minimisant le nombre d’éléments binaires y,, a transmettre,

— La loi D assurant une bonne reconstruction du signal source {z,} par les {z,}.

INRIA
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2.2.2 QYV appliquée au codage

La quantification Vectorielle offre la combinaison des opérations de codage et de décodage.
En effet, considérons I I’ensemble des L index des vecteurs de reproduction y; du dictionnaire :

I1={1,2,.. L}
Alors la loi de codage est déterminée par :

cC : R — I

Le processus de décodage est lui défini par:
D : I +— D
Finallement nous obtenons: Q@ = D o C.

Un QV se décompose donc en deux applications: un codeur et un décodeur.

2.2.2.1 Le codeur

Le role du codeur consiste, pour tout vecteur x du signal d’entrée, a rechercher dans le dictionnaire D le code-
vecteur y; le plus proche de x.

Nous introduisons ici la définition générale de la métrique L,, o la norme d’un vecteur x de dimension
k est:

k
Ly(x) = |[x|[P = |/
ji=1
La distance entre 2 vecteurs x; et x5 est alors:
[[x1 —x2|[F = dp(x1,%2)

k
Y lery — eyl
ji=1

La notion de proximité que nous avons mise en place est la distance euclidienne:

d(x,yi) = Y (2 — vij)’

ji=1

C’est donc le cas particulier de L, ot p = 2. Cette distance mesure la distorsion entre les vecteurs x et y;.

Les régions de voronoi sont alors données par:
Ci = {x € B*/Q(x) = yi, si d(x,y)) < d(x,y;),¥j # i}

.. . k . . N
Chaque région contient un ensemble de vecteurs de R" et tous les vecteurs x qui appartiennent a C; sont
représentés par le méme vecteur y; du dictionnaire.

La compression d’information est réalisée a ce niveau car c’est uniquement l'index du représentant y; mini-
misant le critére de distorsion qui sera transmit ou stocké au lieu d’un vecteur. Cette opération, qui perd de
I'information, fait que la QV est une opération irréversible, le signal original ne pourra plus étre restitué tel
quel.

La quantité d’information requise pour représenter le vecteur source est donnée par R le débit binaire en
bits par composante du vecteur, ou bits par dimension, ou encore bits par échantillon:
1

R =
k

log, L

RR n° 2667



3 V.eecordel, C.Laoit

2.2.2.2 Le décodeur

Le décodeur est considéré comme un récepteur voué a la reconstruction du vecteur source, pour cela il dispose
d’une réplique du dictionnaire qu’il consulte afin de restituer le code vecteur correspondant a I’'index qu’il regoit.
Le décodeur réalise donc 'opération de décompression.

2.2.2.3 Schéma général d’un QV

Canal
x i 1 Vi
.| Codage Décodage [
C() D(.)
Dictionnaire Dictionnaire
y y

FiG. 1 - Schéma d’un quantificateur vectoriel

2.2.2.4 Principe de la QV

vecteur

représentant

voronol

associé

Fi1G. 2 - Principe de la quantification vectorielle

2.2.2.5 Evaluation des performances du systéme

Le but de tout systéme de codage est d’obtenir, avec un débit minimal, une distorsion moyenne caractérisant les
performances globales du QV, elle aussi minimale. Il importe surtout que la mesure de distorsion mise en oeuvre
traduise la dégradation subjective faite au signal. Seule une mesure traduisant les caractéristiques perceptuelles
humaines peut apporter un tel résultat [32].

INRIA



Quantification veclorielle par emoboitage ¢ 'une niérarchie de réseaur régquliers de points 9

Précisément la mesure de distorsion doit réunir 3 conditions essentielles [21]. En effet cette fonction réelle positive
doit-étre :

— simple a calculer ;
— utilisable par un algorithme de minimisation;

— significative telle qu'une grande distorsion implique une mauvaise qualité de la restitution subjective du
signal (et inversement).

Le choix d’une erreur quadratique moyenne (la mesure de distorsion moyenne la plus répandue qui s’interpréte
comme la puissance de I’erreur de quantification) permet de vérifier les 2 premiéres conditions, cependant elle ne
caractérise que pauvrement la dégradation qualitative faite au signal. La troisiéme condition serait parfaitement
obtenue au prix de 'introduction d’une pondération spychovisuelle adaptée au codage des séquences d’images.
Cependant nous n’avons pas encore mis en place cette pondération.

Ainsi, a priori, notre travail présente la conception d’un QV non dédié au codage d’une source spécifique. Pour
I’adapter au traitement de la parole ou de I'image, il suffit d’opter pour la mesure de distorsion la plus adéquate.

RR n° 2667



10 V.eecordel, C.Laoit

3 La quantification scalaire (QS)

3.1 La quantification scalaire uniforme

La quantification scalaire [18] (notée QS) est une forme particuliére de la QV, celle ot la dimension des
vecteurs est égale a un.

Afin d’introduire différentes notions de bruits rencontrées en quantification, nous allons présenter le plus simple
des quantificateurs : le quantificateur scalaire uniforme a débit fixe.

Ce type de quantificateur est entierement déterminé par :

— les L + 1 niveaux de décisions: zg, 21, ..., 21, qui partitionnent en L intervalles égaux I'axe des réels R
et déterminent le pas de quantification ;

— Les L valeurs de reproduction: y1, ¥, ..., yr, qui sont les centres de masse de chacun des intervalles de
décision.

Le débit de ce quantificateur est donc donné par R = log, L [bits/échantillon].

Il apparait deux sortes d’erreurs ou bruits de quantification :

— le bruit granulaire qui se produit lorsque la valeur d’entrée z se situe dans I'une des cellules [z;, z;41],
Perreur résultante qui est la différence entre z et Q(x) peut étre majorée par un demi pas de quantification ;

— le bruit de surcharge ou de dépassement qui se produit lorsque la valeur d’entrée se situe hors de
Pintervalle [zg, z1]. La valeur de reproduction est alors soit y; soit yr., et I’erreur résultante supérieure a
un demi pas de quantification.

bruit de bruit de bruit de
surcharge quantification surcharge

Fic. 3 - Ezemple d’un QS uniforme pour L =5

3.2 Le QS optimal

Le QS optimal est celui qui minimise, pour une source donnée et un débit fixé, I’erreur moyenne de re-

construction due aux bruits de quantification et de surcharge. Les niveaux de reconstruction sont donc répartis
en tenant compte de la densité de probabilité de la variable & quantifier. Intuitivement nous comprenons que
la concentration des niveaux de reconstruction est plus importante dans la zone de ’espace ou la densité de
probalité des vecteurs a quantifier est plus élevée. En fait ce probléme d’optimisation & une solution unique et
le QS obtenu est connu sous le nom de quantificateur de Lloyd-Max [28] [30].
En définissant le gain en distorsion comme étant le rapport, & débit fixe, des distorsions de deux quantifica-
teurs, le quantificateur de Lloyd-Max offre, du fait de la répartition non uniforme de ses pas de quantification,
un gain en distorsion par rapport aux autres quantificateurs scalaires. Cependant ce gain est loin de rejoindre
le maximum annoncé par la théorie de I'information.

INRIA
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4 Eléments de la théorie de ’'information

Les références bibliographiques relatives a cette partie du rapport sont [34] [25] [35] [6] [36] [7] [37] [23].

4.1 Entropie

Considérons une source & temps discret et ergodique {z(n)},n = 0,+1,£2, ...
Le flux des symboles z(n) forme une séquence aléatoire {X(n)},n = 0,+1,+2,... dont les réalisations zy
appartiennent & ’alphabet de la source Ay = {ar/k=1,2,..., K}.
Si K est fini la source est dite & amplitude discréte, si K est infini la source est & amplitude continue.
La source est sans mémoire si les échantillons successifs sont statistiquement indépendants.

4.1.1 Source a amplitude discréte et sans mémoire

Soit Py la probabilité d’occurence du symbole 3 : Pr = Pr{X(n) = z1} .
Alors une appréciation numérique de I'information reque est donnée par: I(zy) = — log, Py [en bits].
La quantité d’information moyenne reque ou entropie est alors [en bits/échantillon] :

K
H(X)=E(I(X)) ==Y P;.log, P
k=1
On a:
0< H(X) <logy, K

— si H(xz) = 0 la source est totalement prédictible,
- si H(z) = log, K la source est non prédictible, les symboles sont équiprobables.

log, K mesure la capacité de ’alphabet.
Les redondances de la source sont appréciées en calculant R(X) =log, K — H(X) .

4.1.2 Source & amplitude discréte avec mémoire

Il existe alors des dépendances statistiques entre les échantillons successifs de la source.
Soit x = x(n) = (z(n),z(n+ 1),...,z(n+ N — 1))T, un vecteur constitué de N échantillons successifs de la
source.
Ce vecteur est caractérisé par sa probabilité jointe P(x) qui est indépendante du temps si nous considérons une
source stationnaire.
Alors x est une réalisation du vecteur aléatoire X = (X(n), X(n +1),..., X(n+ N — 1)) .

Soit ’entropie des vecteurs aléatoires [en bits/échantillon]:

Hn(X) = %.E(— log, P(X)) = _%. 3% Y P(x). log, P(x)

On a:
H(X)= lim Hy(X)

— 00

On considére aussi I’entropie conditionnelle d’un symbole & I'instant n étant donnés les (N — 1) symboles pré-

cédents: H(X(n)/X(n—1),X(n—-2),..,X(n— N +1))

Il est démontré que:
H(X(n)/X(n—-1),X(n—2),...X(n—N+1)) < Hy(X)
et que:

Jim H(X(n)/X(n = 1), X(n—2), .., X(n = N +1)) = H(X)

Les deux fonctions Hy(X) et H(X(n)/X(n —1),X(n—2),...,X(n— N + 1)) sont décroissantes avec N.
De plus, pour deux sources ayant deux alphabets identiques et méme probabilité pour les symboles, il est prouvé
que:

(H(X) / source avec mémoire) < (H(X) / source sans mémoire)

RR n° 2667



12 V.eecordel, C.Laoit

4.1.3 Codage sans perte d’une source a amplitude discréte

La théorie annonce qu'un codage sans perte d’information avec un débit binaire proche de I’entropie est
réalisable pour une source & amplitude discréte. Ce codage est dit entropique ou & longueur de code
variable (ex : codage de Huffman [22]). Pour présenter de fagon intuitive ce code, nous pouvons expliquer que
les statistiques du signal a coder sont exploitées en affectant les mots de code les plus courts aux représentants
les plus fréquents. Ce code est efficace (c.a.d le débit proche de I’entropie) si les symboles de la source ont des
probabilités qui puissent étre approchées par des puissances négatives de deux. Pour avoir un tel résultat, il
est souvent nécessaire de regrouper les échantillons et de considérer les probabilités des vecteurs obtenus, les
procédures de codage deviennent alors plus sophistiquées.

4.1.4 Entropie d’un dictionnaire

Le dictionnaire, généré pour atteindre une distorsion moyenne donnée, est un exemple de source a
amplitude discréte.

En reprenant les notations du paragraphe 2.2, 4 chaque vecteur représentant de taille k est associé un index ¢
parmile L index de I’alphabet I. Chaque index i se présente comme un mot de code binaire ¢; de longueur b; bits.
L’entropie de ce dictionnaire est calculée par la formule [en bits/échantillon]:

H(D) = %.ZPi.(—logz P)

i=1
avec:

— FP;, la probabilité de sélectionner le vecteur représentant y, du dictionnaire D ;

— (—log, P;) , Vappréciation numérique sur 'incertitude de sélectionner y;, l'unité d’information étant le

bit.

L’entropie du dictionnaire précise donc la longueur moyenne des mots du code binaire le plus économique pour
transmettre I'information. C’est le débit binaire moyen minimum qui peut-étre approché en construisant un
code entropique. On remarque que I’entropie est toujours inférieure a la longueur moyenne des index :

L
H(D) <Y Ppbi
i=1

Les résultats du paragraphe 4.1.2 nous annonce, dans le cas d’une source avec mémoire, un premier
intérét de la quantification vectorielle : la théorie affirme que pour rejoindre le débit entropique il faut
regrouper les échantillons de la source, ce qui permet d’en exploiter la mémoire, les redondances.
Intuitivement on comprend que dés des tailles raisonnables de vecteurs, I'effet de mémoire s’amenuise,
les blocs deviennent statistiquement indépendants. Alors le calcul du code entropique associé a ces
vecteurs est donc simplifié, plus rapide. A priori, méme dans le cas d’une source sans mémoire, le
calcul d’un code entropique efficace nécessite un regroupement des échantillons.

De plus la propriété d’équirépartition asymtotique implique que, pour une taille trés élevée des vec-
teurs, le code adéquat est & longueur fixe (I’équiprobabilité des vecteurs rend un codage entropique
inutile).

4.1.5 Source & amplitude continue et sans mémoire

Soit {X(n)} une source stationnaire et sans mémoire, nous considérons également qu’elle est centrée.
Soient p,(z) sa fonction de densité de probabilité, o2 = E(X?(n)) sa variance et R, = 02.5(k) sa fonction
d’autocorrélation (6(k) étant le symbole de Kronecker).

Ce signal a une entropie absolue infinie, en effet P(z) = 0 donc H(X) = +o0.
C’est pourquoi on introduit ’entropie différentielle (qui peut-étre positive, négative ou nulle en fonction de
I’amplitude de la source) :

+oo
hCX) = E(-logype(00) = = [ pule).logy (o) do

— 00
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Il est démontré que I’entropie différentielle est maximale si la source suit une loi Gaussienne A(0,02), dans ce

cas:
2

2.02

hMX)g = logy /2.m.e.02

Il est aussi pratique de définir la puissance entropique qui traduit la répartition de 'information par unité
de variance du signal :

)

o) = (2.71'.0?5) 1 .exp(—=

Alors:

Q_ 22h(X)
2.m.e

Pour une source gaussienne ) = o2, pour une non-gaussienne @ < o2

4.1.6 Source a amplitude continue avec mémoire

Nous considérons cette fois un vecteur x constitué de N échantillons successifs de la source. x est décrit par
sa fonction de densité de probabilité jointe px(x) et on définit I’entropie différentielle par :

h(X) = lim hy(X)
avec .

hn(X)

~ E(=log, px(X))

N
+oo +oo +oo
/ / x).log, px (x) dx

De facon générale :
1
(h(X) / source avec mémoire) < (h(X) / source sans mémoire) < §.log2(2.7r.e.0'§)

La borne supérieure est atteinte dans le cas d’une source gaussienne, les entropies inférieures a cette valeur sont
dues aux redondances de la source (sa densité de probabilité n’est pas gaussienne et/ou la source présente une
mémoire alors son spectre de puissance n’est pas “plat” ou “blanc”).

La puissance entropique d’une source gaussienne “colorée” (c.a.d avec mémoire) est :
_ .2 2
Q="7;0;
olt 72 est la mesure de platitude du spectre. Nous avons:
2
0<9;<1

Si 42 = 1 on retrouve le cas d’une source gaussienne sans mémoire.
Si 42 < 1 la source présente une mémoire, le signal est plus ou moins prédictible.

L’inégalité suivante est alors prouvée :

(Q / source avec mémoire) < (@ / source sans mémoire) < o2

4.2 Fonction débit-distorsion
4.2.1 Introduction

‘En pratique la source a coder est le plus souvent & amplitude continue.

On souhaite alors que le systéme codeur-décodeur assure la transmission de l'information avec un débit R
[en bits/échantillon] adapté au canal pour une erreur moyenne de reconstruction D’ minimale. En faisant varier
R on obtient une courbe D'(R).

La théorie de I'information annonce qu’il existe une fonction débit-distorsion D(R) qui fournit une borne
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14 V.eecordel, C.Laoit

aux performances du systéme de codage. Cette fonction D(R) indique la distorsion minimale théorique pour le
codeur avec le débit R:

D(R) < D/(R)
Dans le cas d’une source & amplitude discréte (pour laquelle une transmission sans erreur est possible), on préfére
utiliser la courbe R/(D). La encore, la théorie fournit la courbe distorsion-débit R(D) qui est l'inverse de la
fonction D(R) et telle que:

R(D) > R(D)

4.2.2 Source a amplitude discréte

Un codage entropique est donc réalisable.

Le débit minimum pour transmettre, sans perte, 'information est :
min{R} = R(0) = H(X)

R'(0) = h(X) est atteint & I’aide d’un code entropique ou & longueur variable. Si la source est avec mémoire la
calcul du code est plus aisé.

Nous rappelons qu’un exemple d’une telle source est la sortie d’un quantificateur.

La figure 4 donne un exemple d’une telle courbe, D(R) est donc une fonction monotone décroissante avec R.
La source étant de variance finie, alors D(0) = o2 est finie. En effet on peut considérer que, pour R = 0, le
codeur n’émet que des 0, les erreurs de reconstruction au décodeur sont alors égales aux échantillons des vecteurs
source et la variance de 'erreur équivaut a celle de la source.

Distorsion D

&2

R

H(X) Débit [bits/échantillon]

FiG. 4 - Ezemple de la courbe débit-distorsion d’une source ¢ amplitude discréte.

4.2.3 Source a amplitude continue

4.2.3.1 Distorsion

Nous considérons {X(n)}, n = 0,41, £2, ... une source stationnaire, & amplitude continue et sans mémoire.
Soit x un vecteur de N échantillons de la source, x est une réalisation du vecteur aléatoire X, ce dernier est
caractérisé par sa fonction de densité de probabilité jointe px(x). Les y sont eux les vecteurs de reproduction qui
arrivent au récepteur. y est donc une réalisation du vecteur aléatoire Y. Nous parlons de modéle a amplitude
continue car les échantillons de ces vecteurs appartiennent & la droite réelle.

En général le vecteur de reproduction y, correspondant au x émis, en est différent :

y#x

Nous choississons donc d’apprécier la distorsion moyenne par symbole & ’aide d’une mesure moyenne
d’erreur quadratique:

E[dN(x,Y)]:/:o /_:O /:o dy(x,y).p(x,y) dx.dy

avec
| X
2
dy(x,y) = > (k) — y(k))
k=1
Nous avons p(x,y) = p(y/x).p(x). La distorsion moyenne, sujette & une contrainte sur le débit, dépend donc :
— de la statistique de la source p(x),

INRIA



Quantification veclorielle par emoboitage ¢ 'une niérarchie de réseaur régquliers de points 15

— de la probabilité des transitions p(y/x).

Pour la minimiser il faut choisir une modélisation appropriée entre la source et les vecteurs de reconstruction.

4.2.3.2 Information mutuelle

Le calcul de la courbe D(R) repose sur le concept d’information mutuelle.
L’information mutuelle [par symbole] I(X,Y) est la mesure capable de décrire le flux d’information entre le
codeur et le décodeur, exactement elle apprécie la quantité moyenne d’information qu’implique la “réception”
des vecteurs par rapport a ceux émis.
I(X,)Y)= J\;I—I»I;o In(X,Y)

avec:

1

+oo  poo +oo
wxY) = [ [ [ sy o (00520 96x) dxdy

-4 :o / j - zo p(x, 3)-logs (p(x/y) p(y)) dx.dy

I(X,Y) dépend donc également de la statistique de la source et de celle des transitions.

L’adjectif “mutuel” vient de ’égalité: I(X,Y) = I(Y, X).

L’information mutuelle calcule le débit minimal R nécessaire pour avoir une fidélité de reconstruction D. En
effet, pour une densité p(x) donnée, considérons:

S=1{p(y/x): In(X,Y) < R}

S est ’ensemble de tous les schémas de codage ayant une fonction de densité de probabilité de transition pour
laquelle 'information mutuelle par symbole est inférieure a un débit donné.
Chacun de ces schémas réalise une erreur moyenne E[dn(X,Y)]. Nous recherchons alors celui assurant le
minimum de distorsion :

Dy(R)= min _Bldy(X,Y)]

p(Y/X)€S

Le codeur réalisant Dy (R) est optimal, il assure la distorsion moyenne minimale sous une contrainte de débit
inférieur & R. On peut remarquer qu’a ce stade Dy (R) est une fonction monotone décroissante avec R.
La théorie montre que ce schéma de codage optimal doit étre tel que ses vecteurs source soient statistiquement
indépendants. Alors la fonction débit-distorsion est définie par:

D(R) = lim Dy(R)

La fonction D(R) fournit, pour & un débit donné R, une borne minimale & la distorsion de tous co-
deurs. En pratique aucun schéma de codage ne peut atteindre une telle performance.

Cependant ces équations annoncent que les meilleurs résultats seront obtenus en utilisant des quantifi-
cateurs vectoriels. Déja on remarque que Dy (R) est la distorsion moyenne minimale lorsque les entrées
X et les sorties Y du systéme sont des vecteurs. Et il faut savoir que dés des tailles raisonnables, des
vecteurs peuvent-étre considérés quasiment indépendants.

La courbe inverse de D(R) est R(D). Elle correspond au débit minimal nécessaire pour que le signal reconstruit
au récepteur ait une distorsion D.
Dans le cas d’une sourcqe & amplitude continue R(0) = 400 car, pour D =0:

- p(y/x) = (1siy =x; 0sinon),
- HX)=H(Y)=I(X,Y) = 4.
Il n’y a donc pas codage. Le cas que l'on étudie est :
-D>0
- I(X)Y) < 4+x

Le codage de la source est donc une opération irréversible causant une distorsion D pour un débit R.
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Distorsion D

o2

R

Débit [bits/échantillon]
FiG. 5 - Ezemple de la courbe débit-distorsion d’une source @ amplitude continue.
4.2.3.3 Source sans mémoire

4.2.3.3.1 Cas d’une source gaussienne

Nous considérons la source obéissant & la loi normale A'(0, o2).

Alors:
1 2
R(D)e = maX{O, §.log2 %}
%.log2%2” si0< D<o?
0 si D> o2
et

D(R)g = 272 F.02

T
Comme dans le cas de la source & amplitude discréte, il est évident que pour avoir D = ¢2 il n’y a pas d’infor-
mation & transmettre (On peut considérer que tous les vecteurs de reproduction ont leurs composantes nulles).
On peut remarquer que 'erreur quadratique moyenne est réduite d’un facteur quatre pour chaque bit ajouté a
la transmission, ou encore que le rapport signal & bruit (SN R) [en DB] est 6.02 fois le débit.

1l est intéressant de modéliser les liens enirée/sortie du systéme global de codage afin d’en connaitre la configu-
ration optimale et d’analyser les effets de la quantification.

Ainsi le systéme réalisant R(D)¢g peut étre décomposé en :

—(y — B.2)2
p(y/x):ﬁ.exp(%) avec 6:1—2

o;
La sortie obéit & une loi normale N'(3.z, 3.D). Les erreurs de quantification suivent donc également une loi

gaussienne et elles sont indépendantes vis & vis des variables a ’entrée.
Enfin:

R(D)g = =. (log, 02 — log, D)

N | —

Le débit nécessaire pour reproduire la source avec la distorsion D est la différence en entropie entre la source
et le bruit de quantification qui sont deux variables aléatoires normales de variances o2 et D.

4.2.3.3.2 Cas d’une source non-gaussienne

Il n’existe pas de fonction débit-distorsion explicite mais des bornes de la forme:
“D(R) < D(R) < D(R)g

La borne supérieure est la fonction D(R)g correspondant & la source gaussienne sans mémoire. La borne
inférieure correspond a la borne de shannon:

LD(R) = L p-2r-nx))
2.7.e

— 9(-2.RQ)
INRIA
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On a aussi : )
LR(D) = h(X) — §.log2 (2.7.e.D)

La puissance entropique @ correspond pour une source non-gaussienne a la variance de la gaussienne qui aurait
la méme entropie différentielle.

Pour une gaussienne @ = o2 et on retouve D(R) = LD(R).

En pratique, pour une large classe de distributions et & haut débit, ' D(R) tend vers la fonction débit-distorsion
du systéme D(R). Pour des débits inférieurs (de 1 & 3 bits/échantillon), £ D(R) est une borne trop optimiste,
D(R) est alors calculée numériquement via l’algorithme de blahut [8].

4.2.3.4 Source avec mémoire

La théorie annonce qu’une plus grande compression est possible pour les sources non-gaussiennes avec mé-
moire. Cependant pour atteindre un tel résultat (traduit par la courbe D(R)), le systéme de codage nécessite
plus d’information sur la source que celle uniquement fournit par son spectre de puissance (Sy.(e/'%)) et sa
fonction d’autocorrélation.

La présentation théorique qui suit est introduite afin de mieur apréhender les problémes liés a la quantifica-
tion (la localisation des erreurs introduites par le codage).

La fonction D(R) d’une source gaussienne colorée (c.a.d avec mémoire, par oposition & la source sans mémoire
dont le spectre de puissance constant est dit blanc) est donnée sous une forme paramétrique (le parameétre est

9):

D(¢)e = % +_ min{(/),Sm(ej'w)} dw
R(¢)e = % +_Wmax{0,%.log2%@} dw

Ces équations peuvent éqtre interprétées de la fagon suivante, I’axe des fréquence est divisé en 2 ensembles A
et B:

- wEAsiSm(ej'w)ZqS@WZl
donc R(¢)g > 0, I'information est transmise, la zone est passe bande;
- wEBsiSM(ej'w)<¢<:>w<l
donc R(¢)g = 0, la contibution spectrale n’est pas transmise, ¢’est une zone stoppe bande.
Si nous considérons S,,(e’*), la puissance spectrale de I’erreur de reconstruction r(n) = z(n) — y(n):
Srr(ej'w) = min{q/), Sm(ej'w)}
= {q/) —cste si w € A, Sm(ej'w) siw € B}

Alors:
D@ = 5= [ Sl d
¢ T ox 4 rri€ v
1 [ Sew(e2)
R = . —.log, ———= ds
(¢)G 27 AW 9 O8> Srr(e]'w) w

— dans les zones ¢B, la puissance spectrale de l’erreur est égale a celle de la source (I'information relative &
ces zones n’est pas transmise) ;

— dans les zones A, la puissance spectrale de ’erreur est constante, I'information relative a ces zones est
transmise et ce que ’on désire alors est un rapport signal sur bruit le plus grand possible.

En pratique, les sources continues ont un spectre de puissance strictement décroissant et on pourrait croire
que la quantification est parfaite lorsque son action peut étre modélisée par un filtre passe-bas idéal ( H(e/) =
1 pour w € A ) suivit de I’addition d’un bruit blanc ayant une puissance spectrale constante (égale & ¢) dans
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Seu(ed ™)

Régions A Régions B

F1G. 6 - Schéma de principe (on reconnait les zones A et B).

cette méme région.
En fait, le cas idéal ou en effet le spectre de I’erreur des zones A est constante et égale & ¢, est modélisé par la
combinaison

— d’un filtre passe-bas non idéal :

H(e™, ¢) = miﬂ{oa I %}

— d’un bruit n(n) additif, non blanc, indépendant de la variable & I’entrée et tel que:

San(e®) = min{oj #{1- ﬁ)}

TOoHE, 9

Fic. 7 - Modélisation de la quantification idéale.

Les erreurs r(n) = z(n) — y(n) ont donc une puissance :

Srr(ej'ux ¢) = Sx;c((f]w)ll - H(ej'w, ¢)|2 + S,m(ej'w, ¢)
_ ¢ é ,
= Sm;(ej'w) + q/)(l - Sxx(ej'w)) / w€E A

= SL(M)+S2() Juwea
Iy a2 termes:
— Sl qui est du au filtre passe bande des zones A,
— 52 du a la contribution du bruit additif non blanc dans les mémes zones.

Le troisiéme terme S3. qui apparait dans la figure 8, est du & la partie stoppe bande des régions B.
Dans la littérature S}, et SZ sont les bruits de codage, S2. correspond au bruit de surcharge.
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er(ej'w)

4

N

-

Srr(e7H)

[
o

— 1

SEe(ed )

RN
IR

Sip(ed )

o
o

w

B Régions B

12 Régions A

N

Lo
. .
3 3 Disto:rsi:on totale (puissance spectrale)
Lo
. .
Lo

FiG. 8 - Les bruits de quantification.

4.2.3.4.1 Petites distorsions

On parle de “petites distorsions” lorsque:
o< min{Sm(ej'w)}
w
Alors une forme simple de la fonction débit-distorsion est obtenu avec:

D(R)g =~2.27 %8 o2

T

avec 72 la mesure de platitude du spectre Sy :

exp (% f_+;r log, Sge(e?) d'w)

2
Oz

Yo =

De plus, pour un débit donné, on obtient :
(D(R)g/ source avec mémoire ) = y2.(D(R)g/ source sans mémoire )

En exploitant cette mémoire la distorsion peut donc étre réduite d’un facteur 72 dans la zone de “petites

distorsions” .

4.2.3.4.2 Fonction débit-distorsion en considérant des vecteurs de taille N

Nous avons déja introduit Dy (R), la fonction débit-distorsion correspondant & une source constituée de
blocs de taille N, ces blocs étant indépendants statistiquement entre eux.
Dans le cas d’une telle source gaussienne on a toujours:

D(R)= lim Dy(R)

N—+4o0c0

et il est montré que:

Z

-1

min{¢: Ak}
0

2]~
i
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N-1 1 A
Ry(¢) = N max 0, §.log2E
k=0

A étant la kM€ valeur propre de la matrice d’autocorrélation d’ordre N du processus {X(n)}.
On remarque que :
— Ry apparait comme la moyenne de N débits Ry = maX{O, % log, %‘

chaque Ry résulte du codage de sources gaussiennes sans mémoire de variance Ag ;
— Dy apparait aussi comme la moyenne de N distorsions optimales Dy, = min{¢, Ax}.

Toutes les variables aléatoires dont les variances sont supérieures au parametre ¢ contribuent de la méme fagon
a la distorsion globale du systéme. On n’a donc pas besoin de transmettre ces variables qui n’apportent aucune
information, alors: R; = 0 pour ¢ > A;

Cas des petites distorsions‘

C’est la cas si:

S g i, WA
Alors Dy = ¢ et donc:
N-1
Dy(R) =2728( ,\k)%
k=0

Finallement on obtient :
Dn(R) < (D(R)g/ sans mémoire) = 272 o2

T

En effet :
| Nl N-1 .
RS SETETY ST
k=0 k=0

on a égalité sqi et seulement si les A sont tous égaux (la source est alors blanche).

Les sources avec mémoire peuvent donc étre transmises avec des distorsions inférieures aux sources
sans mémoire.

En utilisant le résultat connu (ot [N Rzz| est le déterminant de la matrice d’autocorrélation):
N-1
|V Rex| = H Ak
k=0
on peut définir la puissance entropique par:

Qn = [N Rax|™

On obtient alors:

Dy(R)=2"".Qx = "D(R)

La fonction débit-distorsion est donc égale & la borne de Shannon pour les petites distorsions.
Remarque:

Les théorémes précédents sont aussi vrais si U'on considére des vecteurs successifs qui ne sont pas indépen-
dants, alors il faut prendre N grand.

‘ Source non gaussienne

On retrouve :

“D(R) < D(R) < D(R)g

avec L D(R) la borne de Shannon. La encore, en considérant un second moment fixé et la métrique euclidienne,
une source gaussienne est moins compressible qu’une non gaussienne.
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5 Supériorité de la quantification vectorielle sur celle scalaire

La théorie de I'information annonce donc d’une fagon générale que de meilleures résultats en codage sont
obtenus si ’on quantifie des vecteurs plutot que des scalaires. En contre partie une complexification des systémes
ainsi que des délais de calcul plus importants sont nécessaires. Ce gain de la QV sur la QS est notamment du
a lexploitation de la mémoire de la source (c.a.d des corrélations existant entre les coordonnées des vecteurs).
Cependant Zador a théoriquement prouvé la supériorité de la QV sur la QS méme si les échantillons de la source
sont statistiquement indépendants.

Résultats de Zador

Nous rappelons les notations du 2.2:
— x est le vecteur dq’entrée de dimension k, soit p(x) sa fonction de densité de probabilité;
— le quantificateur choisit parmi L vecteurs de reproduction le y; le plus “proche” de x;

— C; est le vorongol associé 4 y;, 'ensemble des C; recouvre R* et ces cellules sont disjointes entre elles ;

la notion de proximité (soit ’amplitude de lerreur introduite par la quantification) est mesurée par la
distance euclidienne d(x,y;);

— P’erreur quadratique moyenne [par dimension] est :

1
E = E/Rk d(x,y;).p(x) dx

= %;/c, d(x,y;).p(x) dx

Le probléme est: pour k, L, et p(x) donnés nous recherchons le quantificateur optimal (c.a.d les y;) qui
minimisent E
E(k,L,p) = minE
Y:
E(k, L,p) est l'erreur minimale que ’on peut atteindre.
P.L. Zador a montré qu’il est possible de réduire E en quantifiant des vecteurs de grandes dimensions [38].
Exactement il a prouvé que:

Jim L¥ E(k,L,p) = Gk.(/ij p(x) 7 dx)F

que I’on peut réécrire (sachant L = 28* R étant le débit binaire):

LETOO E(]g’ L,p) = 2_2'R.Gk.(/Rk p(x)% dx)%

La répartition optimale des vecteurs de reproduction est donc celle proportionnelle a p(x)k%
Le paramétre G, ne dépend que de la dimension k.
Zador a montré que:

1 k
(k+ 2).71"F(

donc, si k — 400:

1
G — —— =~ 0.05855
2.w.e

Interprétation et calcul de Gy, ‘

_ limp— 4o L¥ E(k, L, p)

(e p(x) 7 dx)*F
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On considére le cas simple ofl x est uniformément distribué sur une grande région de R* (sur une boule). Alors

sur cet espace:
1

7
Zi:l fc, dx
E est minimale si chaque y; est au centre de son voronoi. En considérant le cas asymptotique (c.a.d L trés
grand, il n’y a pas de probléme de bord):

p(x) =

_1 zlf del)d
k zlf dx

Nous calculons:

——
E
3
~~~
™
e
=
+|
[§
Q
™
S
ko
zr|+
[N
Il
—~~
ling
|
—
™
—
=
H=
[§
QU
™
-
=
zr|+
[N

L
= (% [ a0t
i=1"v ¢
Alors: E(k.L.p)
Gy = Jlim —— = P 5
—teo (£.0 00 fc, dx)*

Gy s’interpréte donc comme le rapport de Uerreur quadralique moyenne [par dimension] en considérant la
quantification optimale d’une source uniforme et des conditions asymptotiques, sur un facteur qui rend Gy sans
dimension.

Gy est alors tabulé pour une densité uniforme de la source [13] [14].

En notant fc dx = vol(C;):

% zlfC Xyl
G = (

iz vol(C >>1+k

La source considérée étant uniforme, on adopte le cas ou les vecteurs de reproduction sont les points d’un réseau

?vl»—k

régulier. Les voronoi sont alors congrues au méme polytope II, alors:

fnd x,0) dx
VO](H)1+%

fH xT x dx

.VOI(CQ)1+%

Gp(Il) =

El - ol e

On retrouve le moment d’ordre 2 de II.

Par exemple si k = 1, les représentants sont uniformément distribués sur la droite réelle, on construit le réseau
tel que les voronol sont des intervalles de longueur 1, I est I'intervalle [—1/2,41/2] (c’est le réseau Z). On
obtient :

1/2
f+1/2 z® dx 1
Gi(Il) = +1/2 =~ 0.08333
S d

Ce résultat est classique en quantification: si une variable uniforme est quantifiée scalairement, ’erreur qua-
dratique moyenne est 1/12 (> —) Zador a donc montré que cette erreur peut étre réduite en utilisant des
quantificateurs de dlmensmns spatiales élevées. Déja, pour k£ = 2, on trouve en utilisant le réseau régulier hexa-
gonal Go(1l) = = \/— ~ 0.080175

‘ Propriété d’équirépartition asymptotique ‘

La source envisagée est sans mémoire, ses échantillons {x,} obéissent & la loi marginale p(z). Alors la den-
sité de probabilité conjointe du vecteur x est donnée par:

i=1 INRIA
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Donc:

—%. log, p(x) = —l- Ing(H p(@i))

i=1

: Z log, (p(x:))

e

Ed e

La loi des grands nombres entraine la version suivante du théoréme de Shannon-McMillan-Breiman [4] :

k
: 1 oo
sik — 400 —. > logy p(z;) — —E(logy p(x)) = —/ p(x). log, p(x) dx

i=1 -

= h(X)
h(X) est I'entropie différentielle de la source et la convergence a lieu au sens des probabilités, c.a.d:

k
. 1
Ve > 0, kll»r+noo Pr(] - 7 Zz_;logQ p(z;) —h(X)]>e)=0
Ainsi: )
si k — +oo: —E.long(x) ~h(X) <= p(x) = 2~ k-A(X)

On peut interpréter le résultat: si k est grand, la probabilité est concentrée sur les vecteurs pour lesquels p(x) ~
2=8h(X) " Autrement dil, des vecleurs de grande dimension d’une source sans mémoire onl avec une forte
probabilité une densité constante, et ils sont distribués approximativement uniformément dans la région compacte
de Uespace ot p(x) est égale a 27X,
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6 QYV optimale

6.1 Approche intuitive

Comme nous ’avons expliqué, quantifier consiste a répartir dans un espace de dimension fixée un nombre
déterminé de représentants, ce nombre étant fonction du débit alloué au quantificateur. L’efficacité du quantifi-
cateur se mesure alors a la qualité de restitution du signal source qui doit étre la plus fidéle possible (c.a.d avec
une erreur de reconstruction minimale).

La QV se révele supérieure a la QS car elle autorise :

— une utilisation meilleure de la mémoire de la source (exploitation des corrélations existant entre les coor-
données des vecteurs) ;

— une liberté pour la répartition dans ’espace des représentants.

Le quantificateur optimal est donc celui qui répartit les vecteurs de reproduction en tenant compte de la distri-
bution des vecteurs & coder dans ’espace (en tenant compte de leur densité de probabilité multidimensionnelle).
En pratique les dimensions d’espace sont limitées aussi un prétraitement de la source est réalisé afin de mieux
“concentrer” I'information dans une région compacte de ’espace afin d’obtenir un signal le plus stationnaire pos-
sible : ainsi les représentants peuvent étre répartis dans cette région (ils ne sont pas dispersés) et le dictionnaire
obtenu reste valide au cours du temps. Des exemples de prétraitements sont :

— D'utilisation, classique en codage, de techniques de transformation du signal ou I'information est décor-
rélée et donc concentrée (les redondances sont supprimées) ;

— la classification des données (on obtient des dictionnaires dédiés).

6.2 Quantificateur optimal - Définitions - Théoréme
Pour une distribution statistique donnée de la source et un débit fixé:
— le quantificateur globalement optimal est celui qui minimise la distorsion moyenne;

— un quantificateur localement optimal a un dictionnaire qui peut étre légérement perturbé sans que
la distorsion moyenne n’augmente.

La théorie qui établit la supériorité de la QV sur la QS n’est pas constructive, elle ne décrit pas la fagon de
concevoir le dictionnaire globalement optimal. Seuls des propriétés suffisantes sont connues qui permettent de
construire des dictionnaires localement optimaux.

Un quantificateur se décompose en 2 applications: un codeur et un décodeur. Le quantificateur (localement)
optimal est alors celui réunissant [27] [18]:

— le codeur optimal (pour un dictionnaire fixé), celui-ci respecte la “régle du plus proche voisin” que nous
avons décrite au 2.2.2.1:
Vi, sid(x,y;) < d(x,y;) = C(x) =y;

cette régle détermine la partition de I’espace R* en voronoi;

— le décodeur optimal (pour une partition de R* donnée), le vecteur représentant y; doit minimiser la
distorsion associée au voronoi C;, y; est donc le centroide de cette cellule: y; = cent(C;);

— une troisiéme condition est nécessaire : il faut que la probabilité d’avoir un vecteur & coder & la méme
distance de deux représentants soit nulle, sinon ce vecteur source est affecté a I’un des 2 représentants, la
partition optimale de I’espace n’est plus et donc la condition de décodeur optimal est devenue impossible,
si les vecteurs source sont & amplitude continue, cette troisitme condition est toujours vérifiée.

6.3 Algorithme de Lloyd généralisé
6.3.1 Description

Les 3 conditions précédentes conduisent a la conception d’un algorithme qui réalise, a partir d’une séquence
d’apprentissage représentative de la statistique de la source & coder, la construction d’un dictionnaire (locale-
ment) optimal.

Cet algorithme de classification, encore appelé algorithme des K-moyens (“K means” [29]) est I’extension
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au cas vectoriel de I’algorithme de Lloyd-Max du cas scalaire.
Il s’agit d’un algorithme d’optimisation itératif opérant a partir d’un dictionnaire initial. A chaque itération
(dite “itération de Lloyd”), 2 opérations distinctes sont appliquées:

— une classification suivant la régle de codage optimal,
— une optimisation suivant la régle de décodage optimal.

Chaque itération de Lloyd, en modifiant localement le dictionnaire, réduit ou laisse inchanger la distorsion
moyenne. L’algorithme converge en un nombre fini d’itérations vers le minimum local le plus proche correspon-
dant au dictionnaire initial. Le choix de ce dernier est donc capital.

Dictionnaire initial

7777777777777 Yoo

: : ! Itération
Séquence i Classification b

e - de
d’apprentissage : } |

i Optimisation ! | Lloyd

I | I

Calcul distorsion

Test de fin

Fin

FiG. 9 - Schéma de fonctionnement de "algorithme de Lloyd.

6.3.2 Choix du dictionnaire initial

Le choix de ce dictionnaire initial est essentiel car il conditionne les résultats finaux de 1’algorithme. Plusieurs
méthodes ont été proposées pour le déterminer.

6.3.2.1 Initialisation aléatoire

Le dictionnaire le plus simple est celui qui contient les L premiers vecteurs de la suite d’apprentissage ou L
vecteurs extraits aléatoirement de cette suite. Ces vecteurs peuvent bien sur ne pas étre du tout représentatifs
de la suite d’apprentissage et on aboutit a des résultats tres médiocres.

6.3.2.2 L’algorithme & seuil

Au lieu de prendre L vecteurs aléatoirement, on fixe une distance minimale entre les éléments du dictionnaire
initial. Cette méthode permet d’obtenir une meilleure représentativité que dans le cas précédent mais n’est
toujours pas satisfaisante, le seuil étant souvent difficile & déterminer puisque dépendant de la complexité de la
séquence d’apprentissage.
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6.3.2.3 Méthode des ”vecteurs produits”

Cette méthode nécessite de quantifier scalairement les £ composantes des vecteurs de la séquence d’appren-
tissage sur Py niveaux (avec P;.Py...Pg = L) et d’effectuer un produit cartésien entre les dictionnaires de
base pour obtenir les L représentants initiaux. Le traitement des composantes de maniére indépendante ne
permet pas d’obtenir & coup sur un dictionnaire optimal. On peut méme, si ’on n’y prend pas garde, obtenir
des représentants initiaux ne représentant aucun vecteur de la séquence d’apprentissage.

6.3.2.4 Méthode par dichotomie vectorielle

Cette méthode référencée comme étant ’algorithme de LBG [27] combine & l'itération de Lloyd une
technique de “splitting”. Celle-ci consiste & découper chaque vecteur représentant y; en 2 nouveaux vecteurs
yi+e¢ et y; —e (¢ étant un vecteur de perturbation de faible énergie), avant d’appliquer au nouveau dictionnaire
obtenu les itérations de Lloyd. Le dictionnaire initial est alors le centroide de la séquence d’apprentissage, puis
I’algorithme génére une succession de dictionnaires (& chaque boucle le nombre de vecteurs de reproduction est
multiplié par 2).

Dictionnaire initial

Séquence
Splitting
d’apprentissage

Itération de Lloyd

Calcul distorsion

Test de fin

Fin

Fic. 10 - Schéma de fonctionnement de lalgorithme de LBG.

6.3.2.5 Complexité

6.3.2.5.1 Complexité de la construction du dictionnaire

La complexité de 1’algorithme est fonction :
— des paramétres du dictionnaire (la dimension de I’espace k, le nombre de vecteurs représentants L) ;
— des parameétres de la séquence d’apprentissage (le nombre de vecteurs M).

Lors de la construction du dictionnaire, la phase de classification de l'itération de Lloyd est la plus couteuse
en terme calculatoire. En effet chaque vecteurs source doit étre comparer a chacun des L représentants, il y
a autant de calculs de distorsion dans R* et cela & chaque itération. Ainsi si n itérations sont exécutées (en
considérant la métrique euclidienne) :

— le nombre de multiplications effectuées est Ny = k.L.M.n,
INRIA
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— le nombre d’additions effectuées est Ny = (2.k — 1).L.M.n,
— le nombre de comparaisons effectuées est N, = (L — 1).M.n.

La phase d’optimisation (calcul des nouveaux centroides des classes) nécessite aussi k.(M — L).n additions et
k.L.n multiplications.

Enfin k.(L + M) + M emplacements mémoires sont nécessaires pour stocker les vecteurs de la séquence d’ap-
prentissage, leurs classes (auquel chacun appartient) et les vecteurs du dictionnaire.

6.3.2.5.2 Complexité de la recherche au sein du dictionnaire

Le dictionnaire obtenu ne posséde aucune structure topologique particuliére facilitant le codage. Ainsi pour
trouver le vecteur représentant correspondant au vecteur de la source a coder, L calculs de distorsion sont
nécessaires. Cette procédure de recherche exhaustive au sein du dictionnaire a donc une complexité d’ordre
L =28 (R étant le débit binaire). En détaillant, coder un vecteur nécessite :

— L.k multiplications,
— (2.k = 1).L additions,
— (L — 1) comparaisons.

Or de bonnes performances ne sont atteintes qu’a débit élevé (pour de petites dimensions), ou inversement avec
de grandes dimensions (pour des débits faibles).

Ce bilan rédhibitoire a conduit & envisager de nouvelles méthodes de quantification vectorielle permettant
un codage avec des couts calculatoires moindres. D’une fagon générale ces méthodes consistent & imposer au
dictionnaire des contraintes structurelles afin de simplifier le codage (rapidité de décision), cependant les
résultats obtenus sont toujours sous optimaux (le représentant choisit n’est pas toujours le plus proche voisin
du vecteur & coder, cependant il en est proche en moyenne): il sagit alors de faire un compromis.
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7 QV avec contraintes structurelles sur le dictionnaire

Le but de cette partie est de présenter brievement deux QV classiques de ce type.

7.1 QV arborescent
7.1.1 Définitions

La figure 11 rappelle briévement la vocabulaire relatif aux arbres. Elle présente I’exemple d’un arbre B-aire
(ici B = 2, on parle d’arbre binaire) c.a.d que d’un noeud pére partent B arétes vers les noeuds fils, cet arbre
est planté (il a une racine) et est équilibré (ses noeuds terminaux sont tous & la méme profondeur).
Exactement, un arbre 7 est un ensemble de noeuds {ng,n1,ns, ...}, ol ng est la racine. T est I’ensemble des
noeuds terminaux ou feuilles de ’arbre. Un sous-arbre & de 7 est un arbre dont la racine n € 7, ses feuilles
S n’appartiennent pas forcément a T (un noeud unique n est aussi considéré comme un sous-arbre). Si de plus
ScC ’Z~', alors 8§ est une branche de 7 (notée § = 7). Enfin un sous-arbre élagué S est un sous-arbre planté

en ng (noté S X 7).

Racine

Hauteur P

0

4
! ! -7 Feuilles J

/ . P
| ! Noeuds intermédiairess < |

\ ' Un sous-arbre élagué (il débute & la racine)

AN =  Un sous-arbre

Une branche
Fic. 11 - Ezemple d’un arbre binaire équilibré.

Avec la QV arborescente, le codage est effectué a I’aide d’un arbre de décision et les vecteurs représentants
sont les I feuilles de cet arbre. Alors, si ’arbre est B-aire et équilibré, sa profondeur (ou hauteur) est donnée

par:
H =logg L

le débit binaire du QV s’exprime par [en bits/dimension]:

1

R
k

.H.log, B

le nombre de noeuds non terminaux est donné par:

H-1

. 1—-BH
E Bt = —
‘ 1-B
1=0

le nombre total de noeuds est donc:
1—-BH 1 — pH+!
BH —

1—-B -~ 1-B
INRIA
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On distingue 2 grandes méthodes de construction de dictionnaires arborescents:

— une approche descendante [10] [18]: elle consiste & intégrer la construction de ’arbre a celle du dic-
tionnaire. C’est la méthode la plus utilisée. Par exemple on construit un arbre binaire en mémorisant les
dictionnaires successifs obtenus avec ’algorithme LBG ;

— une approche ascendante [5]: ’arbre est construit une fois le dictionnaire obtenu. Ce dernier est créé
a 'aide d’un algorithme qui apriori ne lui garantit aucune structure particuliére (par exemple & 'aide
de l'algorithme de Lloyd généralisé). Une classification hiérarchique ascendante est ensuite édifiée, elle
consiste a former, a partir de petites classes homogénes, des classes de moins en moins homogénes jusqu’a
I’obtention d’une classe unique. Pour cette classification 2 fonctions sont définies : une métrique mesurant
la distance entre deux vecteurs et une fonction de discrimination évaluant la dissimilarité entre deux classes
de vecteurs.

7.1.2 Principe du codage

Le codeur, pour effectuer sa recherche dispose de I’arborescence et démarre sa recherche a partir de la racine
de 'arbre.
A chaque étape, on calcule la distance par rapport a chacun des fils du noeud courant et on sélectionne le noeud
apportant une distorsion minimale, la recherche se poursuit ensuite dans le sous-arbre ayant ce noeud comme
racine et ce processus est itéré jusqu’a ce que ’'on atteigne un noeud terminal de ’arbre. Le code-vecteur associé
a ce noeud terminal est alors considéré comme le représentant du vecteur source.
Si I’arbre est B-aire et équilibré, la complexité de 1’algorithme de recherche est donnée par :

B.H = B.logg L

elle est donc devenue proportionnelle au logarithme de la taille du dictionnaire. La contrainte est qu’il faut
stocker le dictionnaire et ’arbre.

7.1.3 Principe du décodage

Il convient de noter que le décodeur ne dispose généralement pas de I’ensemble des noeuds intermédiaires

de I'arbre mais seulement des feuilles puisque le codeur lui transmet directement 'indice du code-vecteur qui
représente le vecteur source.
Cependant dans le cas particulier de la reconstruction progressive [18], le décodeur utilise les noeuds inter-
médiaires. Au lieu d’attendre que le vecteur source ait été complétement spécifié par le codeur, la transmission
se fait & chaque niveau de ’arbre. Au fur et & mesure que le codeur progresse dans sa recherche, le code-vecteur
représentatif du vecteur source devient de plus en plus précis et est interprété par le décodeur.

7.1.4 Arbre non équilibré

Un arbre est non équilibré si les feuilles ne se situent pas toutes sur la méme couche. La longueur du
mot de code associé a chaque feuille étant proportionnelle & la hauteur de ’arbre, cette structure est donc
particuliérement adaptée a la construction d’'un QV a débit variable ou le codeur affecte plus de bits aux
régions plus riche en information.

On distingue 2 principales techniques de construction d’arborescences non équilibrées :

— Algorithme de découpage [33]: lors de la construction du dictionnaire par une approche descendante,
une application non systématique du découpage des noeuds conduit a concevoir un arbre non équilibré;

— Algorithme d’élagage [9]: un arbre équilibré est d’abord construit, cet arbre est ensuite élagué.

Pour chacun des 2 schémas, un citére est utilisé pour déterminer la branche & élaguer ou la feuille & découper.
Ce critére, dans un contexte de codage, doit permettre un compromis débit-distorsion.

Nous verrons plus en détail ces techniques dans la suite du rapport.
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7.2 QV alaide de réseaux réguliers de points (QV algébrique, QV en treillis)
7.2.1 Approche théorique

La propriété d’équirépartition asymptotique (cf le paragraphe 1.2) établit que, pour une grande dimension
d’espace, la probabilité de la source est concentrée sur I’ensembles des vecteurs x pour lesquels p(x) = 2~ 2-k.h(X)
Cette propriété décrit des conditions optimales pour la QV : les vecteurs a coder sont localisés dans une zone
compacte de ’espace, et leur distribution est quasiment uniforme. Alors un dictionnaire, constitué des points
d’un réseau régulier (ou treillis) ne recouvrant que la région ol sont distribués les vecteurs & coder, est parfai-
tement adapté [17].

Par exemple si la source est sans mémoire et gaussienne alors:

et ’entropie différentielle du signal est :

hX) =log, V2.m.02e

Soit B la région de I’espace telle que :

B = {x  p(x) = 2—2.kAh(X)}

On calcule:
k a:2
p(x):Q_z'k‘h(X) — (2 1 > %.6_221312 : :-2—%Alog2(2.7r.o?e)
IO
k
PRI SIS L S T
L€ 2.0 = .€
2.7.02 9 1.02
1
p— E.Zr?:t#
i=1

B est donc une sphére de rayon o sur laquelle sont distribués uniformément les vecteurs a coder. Alors le dic-
tionnaire sera les points du treillis appartenant a cette surface (on peut aussi considérer les points du réseau a
I'intérieur de B) [16].

Au paragraphe 5.2.1, nous avons expliqué que le paramétre Gy de 1’équation de Zador s’interpréte comme
Perreur quadratique moyenne minimale du quantificateur optimal (dans des conditions asymptotiques et pour
une source uniforme). De plus il est montré que, si les vecteurs repésentants sont les points d’un treillis, alors Gy
est le momment d’ordre 2 de ce réseau. Pour une dimension spatiale fixée, le treillis optimal pour quantifier
est donc celui dont le moment d’ordre 2 est minimal. Cependant les seuls treillis optimaux connus ont une
dimension k < 24 [14].

7.2.2 Construction d’un QV en treillis

Les étapes de la réalisation pratique d’un QV en treillis peuvent étre :
— on utilise le réseau optimal correspondant a la dimension d’espace fixée (la plus grande possible);

— une étape de modélisation de la statistique de la source permet de déterminer B (par exemple si la source
est gaussienne B est donc une sphére, si la source est laplacienne B est une pyramide [16]);

— on tronque alors le treillis en ne conservant que les points sur ou a 'intérieur de B.

Il existe des algorithmes de quantification rapides et simples pour la quantification sur les treillis [12], ces
techniques exploitent la haute régularité des réseaux: il n’y a pas de normes a calculer et la complexité est
indépendante de la taille du dictionnaire, ce dernier est naturellement connu du codeur et du décodeur. La
difficulté majeure réside dans le dénombrement et 'indexage des vecteurs de reproduction, il faut faire appel
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a des méthodes complexes [14] [12] [26] [3]. Enfin, le codage entropique des représentants conduit souvent a
utiliser une séquence d’apprentissage pour déterminer les index.

Nous présentons plus en détail dans la suite du rapport :
— les réseaux utilisés,

— les algorithmes de quantification a ’aide de ces réseaux.
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8 Contexte de ’étude

8.1 Schéma de codage

Notre projet est de concevoir un QV qui doit prendre place au sein d’une chaine de codage hybride pour la
compression de séquence d’images animées. Un exemple d’un tel schéma de codage est donné avec la figure 12.

Séquence d’images ] Canal
£> Transformation QV /
Qv~!
i
Transformation ™
T
an
\V
Module
Retard d’estimation et de compensation | Retard

-/ du mouvement _

Fic. 12 - Ezemple d’un schéma de codage hybride.

Les coordonnées des vecteurs & coder (c.a.d les coefficients de la source hybride) correspondent donc & des
erreurs de prédiction de compensation de mouvement transformées (coefficients DCT, coefficients d’ondelette |
...). Une modélisation de la distribution statistique de ce type de source est généralement faite & ’aide d’une
fonction de la famille des gaussiennes généralisées. Cependant, malgré le prétraitement de la source, le signal a
coder n’est jamais tout a fait stationnaire [23] [1] [2].

Remarque:

Une fonction gaussienne généralisée est de la forme:

b.o
a 2T(1/ @)
p(x) = a.exp (—|b.z|*) avec
p = 1L I'(3/a
- o'V I'(1/a)

ou o est ’écart type de la fonction de densité de probabilité & modéliser et I' la fonction Gamma définie par :

+o0
I'(n) :/ e T2 da
0

Dans le cas ou a« = 2, on retrouve la loi normale.
Dans le cas ou a = 1, on retrouve la loi laplacienne.

8.2 Schéma du QV

Il n’existe pas d’algorithme de construction d’un dictionnaire global et optimal. C’est pourquoi nous pré-
férons retenir une technique d’apprentissage pour concevoir notre QV qui doit aussi avoir un caractére
adaptatif [19] [31] : ainsi une remise & jour des représentants pourra étre facilement opéré au cours du temps
a partir de séquences d’apprentissage représentatives de la statistique courante de la source. Un test de validité
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Information pour la
remise a jour du

| |

| |
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R L |

:’ - - == 1
vV
Test de validité
du dictionnaire
Mémoire

(séquence d’apprentissage)

Fic. 13- Schéma du QV adaptatif.

du dictionnaire sera mis en place dans la forme finale de notre quantificateur (ce test peut étre la comparaison
d’une distorsion moyenne & un seuil).

Ce rapport présente uniquement notre premier travail: la conception méme du module de QV de la
figure 13.

8.3 La QV par emboitage d’une hiérarchie de réseaux réguliers de points (QVEHRRP)

Pour concevoir ce QV nous n’avons pas retenu une technique d’apprentissage du type LBG arborescent car
I’encodage et surtout la construction du dictionnaire (et son éventuel élagage ou découpage), bien que accélérés,
demeurent trop complexes. La QV en treillis est intéressante si la source est stationnaire et si sa statistique
autorise une troncature aisée du réseau. Ce n’est pas le cas ici. De plus il ne faut pas oublier qu’en pratique les
dimensions d’espace des treillis sont limitées.

La QV par emboitage d’une hiérarchie de réseaux réguliers de points (QVEHRRP) vise & tirer profil des 2
techniques de codage déja décrites :

— la quantification simple et rapide sur les treillis [11] ;

— la construction d’un dictionnaire arborescent qui autorise une quantification rapide mais également une
partition de ’espace adaptée a la distribution de la source et adaptée & un critére débit-distorsion (arbre
non équilibré).

Les principes de la QVEHRRP sont :

— la dimension d’espace étant fixée, nous considérons le réseau régulier optimal vis a vis de la quantification
mals aussi vis a vis de la rapidité de cette opération: c¢’est le réseau support;

— ce treillis est tronqué tel qu’il puisse etre emboité , aprés un changement d’échelle, dans un voronoi du
réseau support. Ce treillis tronqué est 1’élément de base de notre QV ;

— nous disposons alors d’'un ensemble hiérarchique constitué du treillis tronqué de base & différentes
échelles ;

— a ’aide de cette hiérarchie de treillis, ’espace est découpé, la partition de l’espace est adaptée a la
statistique de la source;

— le dictionnaire obtenu est arborescent : les points d’un treillis tronqué de résolution inférieure sont les
fils du point associé au voronoi de résolution juste supérieure dans lequel ils sont emboités ;

— cet arbre peut étre découpé ou élagué suivant un critére débit-distorsion;
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— la construction du dictionnaire et I’encodage des vecteurs sont rapides du fait des techniques utilisées
(QV en treillis, dictionnaire arborescent), cette simplicité et cette rapidité du QV autorise le montage
d’un schéma de quantification adaptatif.

‘ La partie suivante du rapport décrit la construction d’'un QVEHRRP.
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9 Construction d’'un QVEHRRP

9.1 Les réseaux réguliers de points (treillis)

Les références bibliographiques relatives a cette sous-partie sont [11] [14].

9.1.1 Définitions

Soit un point de R*: x = (z1, 29, ..., z¢)T
Une sphére de centre u = (ug, us, ..., ux)? et de rayon p est ’ensemble des points x tel que :
k
Z(xz Uz)2 - p2
i=1

Dans I’espace de dimension k, nous considérons un empilement régulier de sphéres identiques de rayon p. Un
réseau régulier (treillis ou “lattice”) A est alors constitué de I’ensemble des centres de ces sphéres. Par
définition le point 0 est le centre du réseau.

On montre alors qu’il existe, en plus de 0, k sphéres de centres v; = (v;,,vs,, ..., vi, ). telles que tout point du
treillis peut étre déterminé par la somme:

k

Eai.vi / g; € Z

i=1

Les v; forment la base du réseau, ces vecteurs sont linéairement indépendants.
On détermine le parallélotope fondamental du treillis A comme la région formée par :

k
ZHZVZ / Oggigl

i=1

L’espace entier peut étre recouvert en sommant ces régions (qui elles ne se recouvrent pas). On verra par la
suite que ’on sait déterminer le volume du parallélotope, et donc celui d’un voronoi élémentaire du treillis.

/ / / /
/ / / /

/ / / /
---e--0--0---@®---
/ /

/ /

// ()//.V2 // //
R R Sy SRR

/ / / /
/ / / /

Fic. 14 - Un treillis bidimensionnel et son parallélotope associé.

La matrice génératrice du treillis est donnée par :

U1, Vlg, ceey U, vlT
V2., Va,, P V2, ]
M = . . = :
va
Vs Uk, sy VR

En effet, il est parfois plus facile de décrire un réseau k-dimensionnel & 1’aide de vecteurs de m coordonnées
(m > k). Cependant, pour la suite du rapport on considére avoir m = k.
Alors un vecteur y du réseau est déterminé par :

y=MTe aVGCEI(€1,€2,...,€k)T ] & €L
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On peut redéfinir un réseau régulier A comme ’ensemble des points y de R* tel que:
k
A= {yERk / JeecZt ,y:MT.e:ZQ.vZ}
i=1

On définit la matrice de Gram du réseau par: A = M. M7

Son déterminant est noté (on considére une matrice M carrée) : detA = detA = (det M)?

Alors le volume d’un parallélotope (et donc celui d’un voronoi) est : detM = (detA)'/?

Deux réseaux, Aj et Ag, peuvent-étre équivalents ou similaires aprés rotation et/ou réflexion et/ou change-
ment d’échelle. Ceci se note: A = As

Un treillis Ay admet un dual ou réciproque A;* donné par:

Ak*:{yERk / yT.UEZ,VUEAk}

Les réseaux réguliers de points sont, a ’origine, des solutions trouvées aux différents problémes:
— d’empilement de sphéres dans un espace,
— de recouvrement de ’espace par des sphéres,
— de recherche du “nombre de contacts”.

Depuis ces objets mathématiques ont trouvés de nombreux champs d’application (théorie des nombres, télé-
communications, chimie, mathématique appliquée ...).

9.1.1.1 Probléme d’empilement de sphéres dans un espace

On recherche, dans un espace de dimension fixée k, I’empilement le plus dense de sphéres (toutes sont
équivalentes et elles ne se recouvrent pas). La solution & ce probléme n’est connue, pour k£ > 3, que si on
considére les centres des sphéres appartenant & un réseau régulier de points (la densité maximale peut-étre
obtenue avec des réseaux non réguliers). Dans ce cas on veut maximiser la densité du réseau définit par:

A = proportion occupée par les sphéres
volume d’une sphére

volume d’une région fondamentale

_ Vk.pk
(detA)1/2
ou:
xk/? o2k gkl k-1 ) s LY
- Vi = G/ = (%57 )! est le volume d’une sphere de rayon unité,

— Vi.p* est donc le volume de la sphére k-dimensionnelle de rayon p (sa surface est k.Vi.p*~1).

Le rayon p de ces sphéres empilées définit le rayon d’empilement.

Fic. 15 - Un empilement de sphéres dans Uespace bidimensionnel.
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9.1.1.2 Probléme de recouvrement d’espace par des sphéres

Cette fois on désire obtenir le recouvrement le plus économique de I’espace euclidien de dimension k avec
des sphéres. Ces sphéres toutes identiques qui recouvrent R*, se recouvrent également entre elles; et ce dernier
recouvrement doit étre minimal. La encore la solution n’est connue, pour k& > 3, que si on considére les centres
de ces sphéres appartenant & un réseau régulier.

Soit r le rayon de ces sphéres. alors on veut minimiser ©, la densité du recouvrement (son “épaisseur”)
définit par:

©® = nombre moyen de sphéres contenues dans |’espace
volume d’une sphére

volume d’une région fondamentale
Vk .Tk
(detA)1/2

r définit le rayon de recouvrement du réseau, il correspond & la borne supérieure minimale de la distance
entre un point x de Pespace R® et le plus proche point du réseau. Si les y; sont les points du réseau A et si
d(x,y;) est la distance entre les 2 vecteurs:

r= sup inf d(x,y;)
Rky E

Ces points isolés, a la distance r de leurs plus proches voisins dans le réseau, sont des trous.

Le probléeme de recouvrement apparait le dual de celui de ’empilement, cependant ils sont différents: pour le
premier il s’agit de minimiser r, pour le second on veut au contraire maximiser p. Alors, pour une dimension
donnée, les treillis solution de chacun de ces problémes sont souvent différents.

(-0
()

Q0=

FiG. 16 - Un recouvrement de U’espace bidimensionnel par des sphéres.

9.1.1.3 Probléme du nombre de contacts (“kissing number”)

Cette fois on recherche quel est le nombre maximal 7 de sphéres (toutes identiques et ne se recouvrant
pas) qui peuvent étre arrangées entre elles de fagon a ce que chacune touche la méme sphére centrale. Il s’agit
donc d’un probléme d’empilement mais uniquement sur la surface d’une méme sphére, cet aspect local fait que
les réseaux solutions sont en général différents de ceux solutions du probléme d’empilement de spheres dans
I’espace.

Alors que 7 est variable si on considére des réseaux non réguliers, il ne I’est plus dans le cas de treillis. 7 est donc
en général connu que si on considere des points appartenant a4 un réseau régulier, exactement on ne connait la
solution optimale que pour k =1, 2, 3, 8 et 24

La détermination du nombre de contacts intervient naturellement dans la construction des meilleurs codes
sphériques, un tel code est celui associé a un sous-ensemble de points appartenant a la surface d’une sphere,
aussi la recherche de 7 permet de mieux répartir ceux-ci.

Un nouvel outil intervient alors : les séries Théta qui indiquent le nombre de points sur la surface d’une sphere.
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Séries Théta

Soit y un point du treillis A:y = M7 e
La norme euclidienne Ly de y est :

k
llyl)? = ny =yly=e" MMTe =" . Ae = f(e)
i=1

Cette norme détermine la forme quadratique associée au treillis (il parfois plus simple d’utiliser les coordon-
nées € que celles x). Il existe donc une équivalence entre les lattices et leur forme quadratique.

En théorie des nombres un probléme se pose: on désire connaitre le nombre de fagons d’écrire un entier m
comme la somme de k carrés (par exemple m = Ele y?). Les treillis présentent donc, du fait de leur forme
quadratique, une formulation & ce genre de probleme: considérant le réseau régulier A, soit Ny, , le nombre de
vecteurs y de A de norme m (c.a.d yI.y = m), N,, est encore le nombre de fois que la forme quadratique
associée a A représente m.

Or le calcul de N, est facilité par I'introduction des séries Théta du lattice A :

Oa(z) = quT.y

YeA

400
Z Nm.qm ol q= AR
m=0

Les séries Théta produisent donc le nombre de points qu’il y a & chaque distance de l'origine (le nombre de
points sur chaque sphére de rayon \/m, ou encore, sur chaque surface d’énergie m). Les points étant répartis sur
des sphéres concentriques, pour connaitre le nombre total Ny de points dans la sphére de rayon /m, il
suffit de faire la somme des points sur chacune des sphéres de rayon inférieur :

FiG. 17 - Sphéres concentrigues d’un réseau bidimensionnel.

theta de Jacobi:

0s(2) = Z:f:_oo q(m“'l/z)2 =244 4 2.4 4247514 4

O3(z) = ;;o:o_oo qm2 =1429+2¢*+2.¢°+ ...
()= SRS (o = 1-2at 24t —240 .

Elles s’expriment donc comme un développement en puissance de ¢ donnant le nombre de vecteurs sur le sphéres
successives autour de I'origine. Nous rappelons par la suite les séries Théta des principaux treillis ainsi que leurs
valeurs tabulées par Conway et Sloane.
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9.1.1.4 Les treillis meilleurs quantificateurs

La cellule de voronoi C; associée au point y; du réseau régulier A est la région de I’espace constituée des
points x qui sont aussi proches de y; que d’un autre point du réseau. On rappelle alors la définition déja donnée
au 2.2.2.1:

Ci={xe R [ dixy)<d(xy;) Yi#j}

Les y; sont donc séparés par des hyperplans et les régions obtenues sont des polytopes convexes dont ’'union
forme R*, aux sommets des intersections entre ces hyperplans se situent les trous du réseau.

Pour information, nous indiquons que les sommets d’un voronoi appartiennent aux hyperplans médiateurs
entre les y;, ce sont les points x pour lesquels les distances aux y; sont des maxima locaux. Aussi il existe une
partition de D’espace duale de celle avec les voronoi, il s’agit de la partition en régions convexes de Delaunay :
pour chaque sommet, les points x qui en sont le plus proches forment un polytope, un cellule de Delaunay.
Le réseau étant régulier, tous les voronoi sont congrus au méme polytope II et ont le méme volume égal a celui
de la région fondamentale:

vol(IT) = vol(C;) = vol(Cy) = /c dx = (detA)l/2

Ils ont aussi le méme moment d’ordre 2 (ou moment d’inertie) normalisé:

Gip(Il) = Gp(C;) = G(Co)

)
YHE k vol(Cy)ltE

e
<
O [=]
=
—~
S

On retrouve Gy, le coefficient de “Zador” (cf le 5.1.1).

Le treillis A meilleur quantificateur est donc celui pour lequel G (IT) est minimal.

La encore le probléme est sans solution globale pour k& > 2, et on ne considére que des réseaux réguliers.

Conway et Sloane ont développé pour les treillis Z* (k > 1), Ay (k> 1), Dy (k > 2), Es, Bz, Es, As
et leurs réciproques, des algorithmes de quantification rapide.
Pour notre application nous ne retenons, parmi les plus rapides, que Z2, D4, Eg et Aqs.

9.1.2 Les réseaux réguliers importants

9.1.2.1 Résultats généraux

Nous ne rappelons dans le tableau ci-dessous que les noms des treillis solutions des différents probléemes
évoqués et en nous limitant & des dimensions k < 24.

| k | 1 2 3 4 5 6 7 8 12 16 24 |
Meilleur A3 D4 D5 E6 E7 Eg ](12 A16 A24
empilement
Plus grand Dy, Ds E¢ Ey Prag Ass Mgy
nombre de
contacts 2 6 12 24 40 72 126 240 840 4320 196560
Meilleur A Ay Al Ar AT AL o A% A
recouvrement
Meilleur A Dy D: Ef Ef Ds K A Awg
Riuantifdeateur
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Nous donnons une liste d’explications et de remarques :
— les treillis encadrés offrent la solution optimale globale (parmi les réseaux réguliers ou non);
— les treillis a gauche du trait vertical sont optimaux parmi les réseaux réguliers ;
— les Z* (k > 1) sont les réseaux cubiques;
— les Ay (k > 1) sont les réseaux “racine” (root lattices);

— la plupart de ces treillis appartiennent a la famille des réseaux par “strates” noté Ajp et il existe de
nombreuses équivalences (A; = Z = A} = A7 = Dy, Ay = Ay = A5, A3 = Az = D3, Ay = Dy =
DZ, A5ED5, AggEg, A7§E7, AggEggEg, ),

— As est le réseau de hexagonal ;

— Aj est le réseau cubique a face centrée ;
— Aj est le réseau cubique a corps centré ;
— Kj3 est le réseau de Coxeter-Todd ;

— Ajg est le réseau de Barnes-Wall ;

— Asy4 est le réseau de Leech.

9.1.2.2 Les treillis utilisés

Nous ne présentons donc en détail que les réseaux réguliers que nous avons retenus pour notre appli-
cation.

9.1.2.2.1 Le réseau cubique Z*
Zk = {y:(y1: Ya, ..., yk)T / Yi EZ}
C’est Pensemble des points de R* dont les coordonnées sont des entiers. Nous avons :

— M =1d (ou Id signifie la matrice Identité),

— detA =1,

- 7=2.k,

- p=1/2,

- r=YE =k,

— les voronoi sont des cubes,

- Og.(2) = (93(2))k donc :

Og(z) = 1429424424+ ...
O7.(2) = 1+4.g+4.¢%+...
Og:(z) = 1+6.9+12.¢4°+...
Og.(z) = 1+48qg+244°+...
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Le tableau ci-dessous rappelle le nombre de points pour les premiéres spheres de Z, Z2, Z3, Z*:

Energie m Nombre de points | Nombre de points | Nombre de points | Nombre de points
de la surface sur les sphéres sur les sphéres sur les sphéres sur les sphéres
de la sphéere de Z de Z2 de Z3 de Z4
0 1 1 1 1
1 2 4 6
2 0 4 12 24
3 0 0 8 32
4 2 4 6 24
5 0 8 24 48
6 0 0 24 96
7 0 0 0 64
8 0 4 12 24
9 2 4 30 104
10 0 8 24 144
11 0 0 24 96
12 0 0 8 96
13 0 8 24 112
14 0 0 48 192
15 0 0 0 192
16 2 4 6 24
17 0 8 48 144
18 0 4 36 312
19 0 0 24 160
20 0 8 24 144

e o o o o

e o o o o

[ ] [} . [ [ ]

e o o o o

0 1
oo —o— o -0 -(a) e o o o obh)

Fic. 18 - Les réseauz Z (a) et Z% (b).

Quantification rapide dans un réseau cubique Z* ‘

Soit x = (z1, %2, ..., ;l‘k)T € R* le vecteur & quantifier, on désire lui associer le vecteur de reproduction
y € Z* le plus proche.

Soit f la fonction qui, appliquée au réel z;, nous rend ’entier le plus proche. Dans le cas ou z; est équidistant
de 2 entiers, f nous rend D’entier ayant la valeur absolue la plus petite (c.a.d si ; = ; + 0.5 / ; € Z, alors,

f(zs) = 1;), on choisit ainsi le vecteurs représentant ayant la plus petite énergie. On obtient:

y = f(x)
(f(z1), F(za), .., )"

On effectue donc une quantification scalaire uniforme de pas unité sur chaque coordonnée du vecteur source.

9.1.2.2.2 Le réseau D;, (k> 2)

k
)T ) yezt, EinOmOd(Q)}

i=1

Dk:{y:(yla Y2, .-
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Dy, est donc Pensemble des points de Z* dont la somme des coordonnées est paire. Nous avons :

1, -1, 0, ..., 0 0
1, 1, 0, ..., 0 0
M= 0: _1: _1a 3 Oa 0
0o, 0, 0, .. 1, -1
— detA = 4,
- 7=2k(k-1),

p=1/V2,
~r=pN2 (k=2 3)ou r:p.\/k/_Q (k> 4),
- Op,(2) = % (6’3(,2)’c + 64(2)’“)

Ce réseau est important car il sert aussi a construire les treillis Eg et Ays.
Pour k=1, 2: Dy = A (ils sont équivalents & un facteur de dilatation et une rotation pres).
Pour Dy :

Op,(2) =1+24.¢> +24.¢* + ...

Energie m Nombre de points
de la surface sur les sphéres
de la sphere de Dy
0 1
2 24
4 24
6 96
8 24
10 144
12 96
14 192
16 24
18 312
20 144
L) L) L)
0 2
B S @ - - - —— - @ - - === = tf”(a) ° ° o(b)

F1G. 19 - Les réseauz Dy (a) et Dy (b).

‘ Quantification rapide dans un réseau Dy

Soit x = (z1, %2, ..., mk)T € R le vecteur de la source 4 quantifier, on désire cette fois lui associer le
vecteur de reproduction y € D* le plus proche.
Nous avons déja déterminé la fonction f qui associe au réel z; U'entier le plus proche f(z;).
Aussi 6(z;) = #; — f(2;) correspond & l'erreur de quantification faite (]6(z;)| < 1/2).
Soit w la fonction qui, appliquée & z;, nous rend le second entier le plus proche (“wrong way”):
w(z;) = f(x;) + sign(8(x;)) avec sign(z) = { _1 Zi j i 8
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Alors, étant donné x, soit I'entier n (1 < n < k) tel que:
()] > 16| L VL <<k
i [5(en)] = [6es)| = n<i

z, est donc la composante pour laquelle I’erreur de quantification est la plus grande.
Soit la fonction g définit par:

9(x) = (f(21), f(x2), ., wlan), -y flzr))"

Par rapport & f(x), on a remplacé f(z,) par w(a,). Les deux vecteurs f(x) et g(x) différent donc par une seule
composante, et la somme de leurs coordonnées difféere d’une unité. Le point appartenant a Dy est alors celui
dont la somme des composantes est paire.

La procédure a suivre pour trouver le point y € Dy, le plus proche de x est alors:

— (1) calcul de f(x), si la somme de ses coordonnées est paire alors y = f(x),

— (2) sinon, calcul de g(x), alors y = g(x).
Dans le cas (1), il faut effectuer 2.k opérations: k arrondis (les f(z;)), k — 1 sommes (Zle f(xs)), 1 test de
parité.
Dans le cas ((1) 4+ (2)), 3.k + 2 opérations sont effectuées en tout: il faut calculer en plus k différences (les
8(x;)), une recherche de maximum, un arrondi (w(z;)).

La complexité de cet algorithme de quantification est donc de 'ordre de k. Contrairement aux algorithmes du
type LBG, il n’y a pas de norme a calculer et le calcul est indépendant de la taille du dictionnaire.

Exemples (avec le réseau Dy):

- (a)

x = (06, —1.1, 1.7, 0.1)7
fx) = (1, -1, 2, 0)F
§(x) = (-04, 0.1, —0.3, 0.1)"
g(x) = (0, -1, 2, 0)"

La somme des coordonnées de f(x) est paire, celle des coordonnées de g(x) est impaire, donc y = f(x)
est le point de D4 le plus proche de x.

- (b)

x = (05,05, 05, 05)
fx) = (0,0,0 07
g(x) = (1,0, 0, 07

donc y = f(x)
9.1.2.2.3 Le réseau Ejg

Le réseau Fg, encore appelé réseau en “diamant”, est défini par la relation:
Fe=DsU (214 Ds| on [3]= (2, & !
8 — L/8 2 8 Ouz— .21 2:"'72
Il correspond donc & I'union du réseau Dg avec le réseau décalé (’coset’) [%] + Dg, soit encore :

"

By = {y =W Yoo - Y)Y =Wy Yoo o )T/

veZet Y5, v = 0mod(2), o € (Z+3) et YL, 4 = 0 mod(2)}
Nous avons:

— detA =1,
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T = 240,
- p=1/V2,

- r= p.\/§ =1,

Op,(2) = 1. (02(2)% 4 03(2)® 4 04(2)%) = 1 4 240.¢> + 2160.¢"* + . ..

Energie m Nombre de points
de la surface sur les sphéres
de la sphére de Ejg

0 1

2 240

4 2160

6 6720

8 17520

10 30240

12 60480

14 82560

16 140400

18 181680

20 272160

‘ Quantification rapide dans un réseau décalé r + A

Une procédure ® permettant de trouver le point le plus proche d’un vecteur donné x danxs le réseau A peut
étre étendue afin de déterminer le point le plus proche dans le réseau décalé r + A.
Ainsi si ®(x) est le point le plus proche de x dans A, ®(x — r) + r est le point le plus proche dans A + r.
On généralise en considérant une union de réseaux décalés £ = Ui;é (r; +A).
x étant le vecteur a quantifier, la méthode devient :

— (1) calcul pour chaque i =0, 1, ..., [ —1dey, = ®(x+1;);

— (2) comparaison de chacun des yq, y;, ..., ¥;_;1 avec x et choix du plus proche au sens de la norme
euclidienne Ly ({ calculs de distorsion sont donc nécessaires).

‘ Quantification rapide dans un réseau Eg

Le réseau Eg est I'union des réseaux Dg et Dg décalé de [%], la procédure de quantification d’un vecteur

, T
donné x = (21, @3, ..., #g)" € R® est alors:

— (1) calcul des vecteurs f(x) et g(x), puis sélection de celui dont la somme des coordonnées est paire, soit
Y, ce vecteur;

— (2) calcul des vecteurs f(x — [%]) et g(x — [%]), puis sélection de celui ayant une somme de coordonnées
paire, ce vecteur auquel on ajoute [%] est yq;
— (3) calcul des normes d(y,, x) et d(y;,x), le vecteur y; le plus proche de x est retenu.
La complexité de quantification est donc la somme des complexités suivantes :

— complexité de la quantification dans Dsg ;

— complexité de la quantification dans Dg décalé (c.a.d le décalage, la quantification dans Dsg, le décalage
inverse) ;

— recherche du minimum des 2 normes.
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Cette complexité, indépendante de la taille du dictionnaire, demeure nettement moindres de celle des algo-
rithmes du type LBG.

Exemples:
x = (0.1, 0.1, 0.8, 1.3, 2.2, —0.6, —0.7, 0.9)T
f(X) = (01 0: 1a 1: 2: _1: _1; 1)T
g(X) = (01 Oa 1: 1) 2; 0; _1; 1)T
donc y, = g(x)
1 T
x—[5] = (=04, —0.4,03, 0.8, 17, —1.1, —1.2, 0.4)
1
f(X)— [5] = (0’ 0: 0: 1: 2: _1: _1: O)T
1
g(X)— [5] = (_1’ 0: 07 11 2a _1a _1: O)T

done y; = g(x — [2]) +[4] = (=05, 0.5, 0.5, 1.5, 2.5, 0.5, —0.5, 0.5)"

d(yg,x) =0.65 et d(y;,x) = 0.95
Alors y est le point de Dg le plus proche de x.

9.1.2.2.4 Le réseau de Barnes-Wall A4

Nous avons:

— detA = 256,

- 7 = 4320,

- p= 1:

- r= p\/§1

1
Ons(2) = 3 (09(2.2)'° + 03(2.2)"° + 04(2.2)"® + 30.05(2.2)%.03(2.2)'°)
= 1+44320.¢*+61440.¢° + . ..

Energie m Nombre de points
de la surface sur les sphéres
de la sphéere de Fg
0 1
2 0
4 4320
6 61440
8 522720
10 2211840
12 8960640
14 23224320
16 67154400
18 135168000
20 319809600

Ce réseau est défini par:
31

Aig = U (r; + 2.D16)

=0
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ou les vecteurs de translation r; correspondent aux lignes (ou colonnes) d’une matrice de Hadamard de type
Sylvester Hie dans laquelle on a effectué le changement (—1, 1) — (1, 0), et aux lignes (ou colonnes) de la

matrice complémentée H g .

Nous rappelons que: N .
. 1 11 = 1 Hy Hy
Hy = —. t Hoy = —. ~ =~
T2 < L=l ) N E A (HN —Hn )

‘ Quantification rapide dans un réseau A¢ ‘

Ce réseau se présente comme 'union de 32 réseaux Dig décalés, nous pouvons donc procéder ainsi:
— recherche du plus proche voisin dans chacun des réseaux décalés,

— choix parmi les 32 représentants possibles de celui le plus proche de x selon la norme L.
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9.2 Emboitage de réseaux réguliers de points
9.2.1 Troncature de réseaux

Nous savons déterminé le réseau régulier support correspondant & la dimension de I’espace vectoriel choisi [14].
La seconde étape de la construction du QV est alors la troncature de ce treillis. En effet, nous ne pouvons
conserver qu’un sous-ensemble du nombre infini de points appartenant a la structure réguliére.
De maniére classique on ne conserve que les vecteurs représentants & I'intérieur ou sur la boule de rayon /&7, ol
Er définit ’énergie de troncature du réseau [16]. Cette boule est une sphére si on utilise comme dans notre
cas la norme Lo, c’est une pyramide si on utilise la norme L;. Nous avons décrit au 7.2 ces méthodes classiques
qui consistent a directement tronquer le treillis en fonction de la distribution modélisée des vecteurs source.
Appliquer ces méthodes dans notre cas ne serait pas judicieux car la statistique de la source n’est ni stationnaire
ni simplement modélisable a 1’aide d’une loi normale ou laplacienne. Notre démarche est donc différente.

9.2.2 Quantification par projection dans un réseau tronqué

Tout d’abord nous retenons la technique de quantification qui consiste a projeter, une fois le treillis tronqué,
les vecteurs a coder a l'intérieur de la sphére de rayon /&r.
Alors, si § = {xj =(z1,...,zp)t / j=0,1,2,.. } est la source vectorielle,

— il faut premiérement apprécier ’énergie maximale possible d’un vecteur & coder :
Emaz = mgax{é’(x) /] x €S8}

avec
k

E(x) = La(x) = [Ix|* = Y |l

i=1

— on projette alors un vecteur x, dans ou sur la sphére de rayon +/&pr, en multipliant chacune de ses
coordonnées z; par le facteur de projection:

Er

gma:c

=

Tous les vecteurs de la source seront a l'intérieur ou sur cette spheére car:

— le vecteur projeté est aussitot quantifié en utilisant un algorithme de quantification rapide [11].

Il faut remarquer qu’avec cette méthode le sous-ensemble des points du treillis conservés est alors constitué de
ceux dont le voronoi est entiérement ou partiellement & I'intérieur de la sphére d’énergie &p (voir la figure 20).

Nous voulons adapter cette technique pour réaliser un emboitage de réseaux réguliers.

9.2.3 Emboitage de réseaux réguliers de points

Nous appelons emboitage 'opération qui consiste & inclure dans un voronoi “récepteur” d’un treillis a
une résolution donnée, un méme treillis tronqué de résolution supérieure (échelle inférieure). On dira que ce
dernier est emboité dans le voronoi récepteur. L’emboitement est alors 1’état de ce qui est emboité. Nous
voulons évidemment que ’emboitement soit optimal, c.a.d que les voronoi du treillis emboité s’ajustent
exactement avec le voronoi récepteur, soit encore que le volume de ce voronoi récepteur ne soit remplit qu’avec
des voronoi entiers du treillis emboité. Cette derniére condition est souvent impossible a obtenir. Notre propos
est simplement de décrire une méthode générale garantissant un emboitement presque optimal ol le volume
du voronoi récepteur est remplit d’un maximum de voronoi entiers du treillis emboité.

La figure 21 illustre le principe du changement d’échelle d’un réseau, les figures 23 et 24 présentent des exemples
d’un emboitement optimal et d’un autre presque optimal.
Pour raisonner il est plus simple de considérer que ’échelle du réseau & emboiter est fixe (nous considérons le
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F1G. 20 - Ezemple bidimensionnel ot le point d coder (la croiz) est représenté par un point du réseau extérieur
d la sphére d’énergie Ep.

o= o= réseau support :

R R échelle 1

o R résolution 1

réseau contracté:

- - échelle 1/2

Lo résolution 2

® ® réseau dilaté :

,,,,,,,,,,,,,, échelle 2

® ® résolution 1/2

F1G. 21 - Principe du changement d’échelle d’un réseau (exemple bidimensionnel).
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réseau support d’échelle 1), et que c’est I’échelle du voronoi récepteur que I'on fait varier: ce dernier, placé au
centre du réseau support, est donc dilaté. Dans ce cas:

— sl p et r sont respectivement les rayons d’empilement et de recouvrement caractéristiques du réseau
support ;

— les rayons d’empilement et de recouvrement caractéristiques du voronoi récepteur [14] sont :
bpetbravecbe R / b>1

Ces 2 rayons sont aussi caractéristiques du réseau dilaté dont le voronoi récepteur est le centre.

Dans le réseau support les sphéres de rayon p sont empilées réguliérement les unes contre les autres. Le point
de contact entre 2 de ces sphéres appartient nécessairement a I’hyperplan médiateur qui sépare les 2 points du
treillis associés aux 2 spheres. Cet hyperplan est exactement tangent aux 2 sphéres considérées. Enfin notons
que ’empilement n’est pas modifié par un changement d’échelle du réseau.

Un emboitage presque optimal est donc réalisé si on dilate le voronoi récepteur d’un facteur :

b=2n+1 / ne N

Ainsi un maximum de points de contact entre sphéres empilées du réseau correspondent a des points de contact
entre sphéres empilées du réseau dilaté. En ces points de contact communs, les hyperplans médiateurs entre
points du réseau support sont inclus dans les hyperplans médiateurs entre points du réseau dilaté.

FiG. 22 - Principe de 'emboitage avec n = 1.

F1G. 23 - Ezemple d’un emboitement presque optimal avec le réseau heragonal (n = 2).

9.2.4 Hiérarchie de réseaux réguliers emboités

La hiérarchie de treillis emboités est alors constituée de la suite des réseaux dont les échelles sont ajustées tels
qu’ils puissent s’emboités de proche en proche. Le facteur d’échelle entre 2 réseaux consécutifs de la hiérarchie
est donc b (voir la figure 25).
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F1G. 24 - Ezemple d’un emboitement optimal avec le réseau cubique (n = 2).

o [ °
o L4 °
- - 0 0
B ° [ ° [ ] [ ] [ ]
L] L] L]
[ ] [ ] °
1 1 1
T T T
1 b 2.b échelle
1 1 1
T T T
1 1/b 1/(2.b) résolution

F1G. 25 - Ezemple de la hiérarchie de réseaur cubiques emboités (n=1).
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9.2.5 Quantification a I’aide d’une hiérarchie de réseaux emboités

L’idée de la quantification vectorielle par emboitage de réseaux réguliers de points est la suivante:
— le vecteur a coder est projeté un premiére fois a l'intérieur du réseau tronqué de résolution la plus grossiére ;

— ensuite, en considérant le voronoi dans lequel ce point & coder se situe, ce vecteur peut-étre quantifié plus
finement en le projetant une nouvelle fois dans un nouveau réseau de résolution inférieure, ’opération
peut-étre décrite comme ’emboitage d’un nouveau réseau tronqué dans ce voronoi;

— cette opération peut-étre répétée.

Il est évidemment plus pratique de modifier ’échelle du vecteur a coder plutot que de manipuler plusieurs
réseaux a différentes échelles. Ainsi on peut utiliser uniquement le réseau support tronqué et mettre en jeu le
meme algorithme de quantification rapide.

Nous voulons mettre en jeu a chaque étape de la quantification du vecteur le méme réseau tronqué: il faut donc
étre certain que tous les vecteurs de la source seront inscrits, aprés la premiére étape de quantification, dans
cet espace tronqué. C’est pourquoi le premier facteur de projection a appliquer a pour valeur:

ou
— Emax est ’énergie maximale d’un vecteur a coder,
— p est le rayon d’empilement du réseau.

Deés lors un vecteur a coder est nécessairement inscrit dans un voronoi de cet espace tronqué. Si nous translatons
ce vecteur a coder et son représentant au centre du réseau, on retrouve la cas de la figure 22. Le facteur de
projection a appliquer au vecteur source décalé, pour le projeter dans le réseau emboité suivant, est simplement

b.

1 + 2 <l 3 +

‘ - >

——= Quantification rapide a I’aide du réseau support tronqué

FiG. 26 - Principe de la quantification d’un vecteur.

Pour la figure 26, nous avons donc:
— x est le vecteur de la source a coder;
— les y, sont des vecteurs de reproduction du réseau tronqué (ce sont aussi les vecteurs de translation);
— Emar est 'énergie maximale possible d’un vecteur de la source ;
~ F = (b.p)//Emax est le facteur & appliquer pour projeter x dans le réseau tronqué;

— b est le facteur pour projeter le vecteur translaté dans le réseau emboité suivant.

Ainsi, une fois le réseau support et b(n) choisis, seul £y,qy doit-étre déterminée.

Nous rappelons qu’a chaque étage, la quantification (rapide) est réalisée & ’aide du méme algorithme [11].
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Cependant il ne faut pas confondre notre schéma avec un schéma classique de quantification par étages (“mul-
tistages VQ” [24] [18]) car dans notre cas:

— le nombre d’étages de quantification peut-étre variable pour différents vecteurs (nous utiliserons par la
suite cette propriété);

— les facteurs de projection sont déterminés automatiquement une fois &,,4, appréciée ;

— seul I'index qui correspond au vecteur de reproduction de 1’étage final sera transmis.

Remarque:

La valeur “réelle” du vecteur de reproduction associé au vecteur x de la figure 26 est donc:

1 1 1 1
FNt et et Sy Y

L’erreur “réelle” faite est donc appréciée en calculant :

1
SR b i

X

9.2.6 Dénombrement des points du réseau emboité

Il est important, pour des raisons pratiques d’allocation mémoire et afin d’indexer les vecteurs, de dénombrer
les points du réseau emboité et donc tronqué. Cette opération de dénombrement n’est pas évidente. Par exemple,
considérons le cas ou le vecteur a coder se situe dans le voronoi au centre du réseau support. Ce vecteur est
projeté dans le réseau emboité en lui appliquant le facteur de projection b. Cependant le point du réseau emboité
susceptible d’étre mis en jeu n’a pas nécessairement son voronol partiellement ou entiérement a 'intérieur de la
sphére de rayon b.p (voir la figure 27).

Nous nous proposons de majorer le nombre de points du réseau tronqué, en majorant 1’énergie de la sphére les

T
\y, ,,,,,,,, S S N -

F1G. 27 - Ezemple, & Uaide de Z?, illustrant le cas ou le vecteur a coder (symbolisé par la petite croiz) une fois
projeté (la grande croiz) dans le réseau emboité, est représenté par un point de reproduction dont le voronoi
n’appartient d la sphére de rayon b.p.

contenant, alors, en utilisant la série Théta du réseau [14], nous pourrons dénombrer ces points.

Cette majoration est obtenue ainsi: le point projeté dans ’espace tronqué peut avoir comme plus haute énergie
(b.r)2, il correspond dans ce cas & un trou du réseau dilaté. Son représentant dans le réseau emboité peut-étre
a extérieur de la sphére de rayon b.r, cependant ce représentant ne peut-étre a une distance supérieure de r
du vecteur qu’il représente.

Par conséquent le nombre de points du réseau emboité (et donc tronqué) est majoré en considérant
le nombre de points & 'intérieur et sur la sphére de rayon (b + 1).r.
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FiG. 28 - Majoration de l'énergie de la sphére contenant les points du réseau tronqué : ces points sont nécessai-
rement inscrits dans la sphére de rayon (b.r)+ r.

Cette majoration demeure grossiére si nous considérons n petit. A présent nous nous intéressons au cas
particulier ot n = 1 (ce choix de n pour la quantification sera justifié par la suite).

Casoun=1 |

Nous pouvons alors affiner la majoration (c.a.d obtenir une borne supérieure plus proche du nombre exact
de points du réseau emboité).
Nous reprenons l’exemple précédent ou le vecteur a coder, inclu dans le voronoi central du réseau support, est
projeté dans le réseau emboité par le facteur b=3 (b=2.n+1 / n=1).

Dans ce cas (b = 3) nous voulons montrer que le réseau emboité (tronqué) est constitué de points &
I’intérieur ou sur la sphére de rayon 3.r.

1. Soit le point a coder, avant projection, est a I'intérieur de la sphére de rayon p. Une fois projeté, il est a
I'intérieur de la sphére de rayon 3.p et le résultat est donc vérifié (voir la figure 29 [a]).

2. Le cas qu’il faut mieux étudier est lorsque le point & coder avant projection est un trou (il est donc sur la
sphére de rayon r), projeté ce point est aussi un trou du réseau dilaté et il est a la distance maximale du
centre du réseau emboité:

— un cas de figure se produit lorsque le rayon de recouvrement r caractéristique du réseau support est
maximal, alors les sphéres empilées de ce réseau forment entre elles un angle de 7/2 et, suivant un
axe, les sphéres de rayon r ne se recouvrent pas (elles sont empilées). Dans ce cas, le point & coder
projeté est encore un trou du réseau support : il est donc a la méme distance de 2 points du réseau
emboité, et celui qui est choisi comme représentant est & 'intérieur de la sphére de rayon 3.r (pour
k = 2, il est possible d’établir la relation : r = p.\/2, voir la figure 29 [b]);

— un autre cas de figure se produit lorsque r est minimal, les sphéres empilées sur la sphére centrale de
ce réseau forment entre elles un angle de 7/3. Dans ce cas, le point & coder projeté se situe au centre
d’un voronoi du réseau support et son représentant est sur la sphére de rayon 3.r (pour k = 2, il est
possible d’établir la relation r = p.2//3, voir la figure 29 [c]);

— pour les autres cas de figure le point & coder projeté est donc dans un voronoi du réseau emboité et
tel que son représentant associé soit a 'intérieur de la sphére de rayon 3.r. Plus r est grand, plus ce
représentant est proche du rayon 3.r.
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3. Enfin, le point & coder peut se situer, avant projection, entre les sphéres de rayon p et r, il demeure toujours
inscrit dans le voronoi central. Ce dernier est un polytope convexe, ses frontiéres sont des hyperplans, aux
sommets des intersections entre ces hyperplans sont les trous. Ce point a coder se situe donc dans un
”coin” du voronoi proche d’un trou. Nous avons montré qu’un trou projeté a son représentant inscrit a
I'intérieur de la sphére de rayon 3.r. Ici, le facteur de projection ayant une valeur petite, ce point a coder
projeté a alors une forte probabilité d’étre représenté de la méme fagon que le trou projeté qui lui est

proche.

F1G.29- Ezemples (avec k = 2) illustrant que, pour b = 3, le réseau emboité est constitué de points  Uintérieur
ou sur la sphére de rayon 3.r: le point d coder, avant et aprés projection, est symbolisé par une croix. Nous
retrouvons respectivement les cas 1 ([a]) et 2 ([b] od v est mazimal et [c] od 7 est minimal).
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9.3 Un dictionnaire arborescent

Nous rappelons que le vocabulaire relatif aux arbres est détaillé au 7.1.1
Le dictionnaire obtenu par emboitage d’une hiérarchie de réseaux régulier de points & une structure arbores-
cente ou chaque noeud de 'arbre est étiqueté par une point d’un réseau :

— la racine est étiquetée par le point 0 auquel est associé 1’espace source en entier ;

— les fils d’un noeud sont les points du réseau emboité dans le voronoi associé & ce noeud pére : 'arbre est
donc B-aire, B étant égal au nombre de points d’un réseau tronqué emboité;

— a chaque profondeur de I’arbre correspond une échelle de la hiérarchie : plus la couche est profonde, plus
la résolution est fine.

Nous présentons aux figures 30, 31 et 32, des exemples d’étapes de construction de dictionnaires. La hiérar-
chie est constituée de réseaux Z? et b = 3. Les vecteurs de la source sont les points blancs, leurs coordonnées
indépendantes obéissent, respectivement pour chacune des figures, aux lois normale, laplacienne et gaussienne
généralisée (pour laquelle & = 0.6). Exactement ces figures détaillent le cas ol les étages de quantification se
succedent. Un vecteur représentant et son voronoi (tous les deux en noir) ne sont représentés que s’ils sont mis
en jeu lors de quantification. Les arbres obtenus sont équilibrés.

Ces exemples montrent comment, au fur et & mesure que ’arbre croit, 1’échelle des treillis emboités décroit : les
erreurs de quantification deviennent plus petite mais le nombre de représentants (et donc le débit) augmentent.
Ces figures illustrent également comment la QVEHRRP adapte la découpe de I’espace a la répartition spatiale
(la statistique) des vecteurs source.

Le dictionnaire est construit a l’aide d’une technique d’apprentissage, il est donc possible de caractériser numé-
riquement (en termes de codage débit-distorsion) chacun des noeuds n; de I’arbre 7 = {ng, n1,nsg,...}. Tout
d’abord nous définissons :

— ¥p,: le représentant associé a n;;
— Cy, : le voronol associé a n; ;
- SA={x; / i=0,1,2,...,N}: la séquence d’apprentissage ;

— N = card(SA): la taille de la séquence d’apprentissage ;

card(Ch,) : le nombre de vecteurs de la séquence d’apprentissage projetés dans C,, lors de la construction
du dictionnaire.

Ainsi, lors de ’encodage de la séquence d’apprentissage, & chaque noeud n; de 7 est associé:

— une probabilité d’occurence :

card(Ch,)

P(nl) = L

une distorsion moyenne:
2

1
dn)= ———. 3 -
(n:) card(Cy,) I = ¥,

X€Cn, , XeSA
— une longueur de mot du code binaire entropique [bits/vecteur]:

l(n;) = —log, P(n;)

Nous considérons donc, qu’une fois 'arbre construit, un codage entropique des feuilles est effectué.
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Fi1c. 30 - [a][b][c] - Construction du dictionnaire par emboitage d’une hiérarchie de réseaur Z* (b = 3), mettant
en jeu une étape [a], deuzx élapes [b] el irois étapes [c] de quaniification. Les points blancs sont les vecteurs
source dont les coordonnées i.i.d obéissent a une loi normale.

Fia. 31 - [a][b][c] - Les points blancs sont les vecteurs source dont les coordonnées i.i.d obéissent d une loi
laplacienne.

Fia. 32 - [d][b][c] - Les points blancs sont les vecteurs source dont les coordonnées i.i.d obéissent d une loi
gaussienne généralisée (o = 0.6).
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Il devient aisé de caractériser un sous-arbre & de 7 par:

— la distorsion moyenne associée aux feuilles de S:

d(S) = Y P(ny).d(ny)

nue.S:

— la longueur moyenne des mots du code binaire entropique associée aux feuilles de &§:

(S) =Y P(nu)d(ny)

nueg
L’arbre entier est lui défini par d(7) = D et (7)) = R.

Par simplification nous utiliserons souvent les termes “distorsion” et "débit” au lieu de ”distorsion moyen-

ne” et "longueur moyenne des mots du code binaire entropique”.

Alors que les étapes de la construction du dictionnaire (c.a.d les emboitages) s’enchainent, R croit (ou est
laissé inchangé) et D décroit (ou est laissé inchangée), les fonctionnelles d(S) et [(S) sont dites monotones
(respectivement croissante et décroissante). Ces fonctionnelles sont aussi dites linéaires car leur résultat est la
somme de leurs valeurs aux feuilles [9] [18].

L’arrét de cette construction du dictionnaire est décidé si un débit limite est atteint (arrét si R > Rgeyir)
ou si la qualité de la reconstruction de la source est jugée suffisante (arrét si D < Diseysr).

L’interprétation, relative & la courbe débit-distorsion du codeur, est simple car la paire (R, D) d’un arbre
donné correspond & un point de cette courbe : & l’origine ’arbre est la racine (R = 0 et D est égale & la variance
de la séquence d’apprentissage), le point correspondant de la courbe D(R) est en haut & gauche. Puis, & fur et &
mesure que ['arbre croit par des emboitage successifs, le point de la courbe D(R) se positionne de plus en plus
bas et sur la droite jusqu’a franchir Dj.y;1 ou Rgeyir.

D (distorsion)

Dmar [

arbre

croissant

Deuit

R (débit)

Rieuil Rmax

FiG. 33 - Schéma de la courbe débit-distorsion expérimentale relative a la construction d’un dictionnaire par
emboitage successif de réseaur.

9.4 Construction d’un dictionnaire arborescent non-équilibré

Les dictionnaires des figures 30, 31 et 32 sont des arbres équilibrés (tous les noeuds terminaux sont & la méme
profondeur), les vecteurs source sont finalement quantifiés & ’aide d’un ensemble de réseaux de méme échelle.
Mais il est plus intéressant de répartir le débit alloué au quantificateur afin que des zones de ’espace soient
plus finement quantifiées que d’autres, ’arbre alors construit est non-équilibré. Ainsi, une région de 1’espace
correspondant a des feuilles profondes est finement quantifiée a 1’aide de réseaux de petites échelles et, une
région de I’espace correspondant a des feuilles peu profondes est grossierement quantifiée a ’aide de réseaux de
grande échelle.

Notons que pour controler une telle découpe de D’espace, il est nécessaire qu’elle se fasse progressivement : le
nombre de points représentants injectés & chaque nouvel emboitage doit-étre limité [15]. De cette
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facon les zones spatiales a découper sont localisées de fagon précise et les bits alloués sont répartis avec justesse.
N’oublions pas qu’un codage entropique des feuilles est efficace que si, celles ayant une probabilité faible, sont
peu nombreuses. Ceci conduit a fixer le facteur d’échelle entre réseaux consécutifs de la hiérarchie avec une
valeur minimale:

b(n:l):3

Afin de construire un dictionnaire arborescent non-équilibré nous adoptons, naturellement dans ce contexte de
codage, un critére débit-distorsion pour la détermination des noeuds & découper. Pour simplifier, il s’agit de
faire un compromis: lors de la construction du dictionnaire, les régions de 1’espace ou la distorsion est élevée sont
découpées tout en évitant que le cout en terme de débit soit trop important. Pour construire un tel dictionnaire
adapté au critére débit-distorsion, nous avons exploré 2 grandes stratégies classiques:

— une d’élagage de ’arbre,

— une autre de découpage de ’arbre.

9.4.1 Elagage de 1’arbre

Il s’agit de I’algorithme de BFOS généralisé (BFOS pour Breiman, Friedman, Olshen et Stone [9] [18])
qui permet de réaliser un élagage optimal de I’arbre car 'approche est globale.
Avec cet algorithme, un arbre équilibré de grande taille (profond) doit d’abord étre construit. Le stockage en
mémoire des informations nécessaires pour la construction de ce dictionnaire (cette quantité d’information, qui
sera détaillée, est directement proportionnelle au nombre de représentants) implique que cette méthode convient
uniquement aux cas de faibles dimensions spatiales (k petit) lorsque le nombre B d’aires de ’arbre est réduit.
Une fois cet arbre complet construit, un processus itératif d’élagage est mis en place: & chaque boucle,
suivant un critére débit-distorsion, un branche de ’arbre est supprimée.
Exactement si S, est une branche de ’arbre complet 7, nous déterminons:

— la distorsion associée aux feuilles de S, :

d(Sn)= > P(nu).d(n)

ny €Sy,

le débit associé aux feuilles de Sy, :

(Sn)= D P(nu)d(nu)

Nu€Sn,
— la hausse de la distorsion si Sy, est supprimée (hausse définie positive):
Ad(S,,) = P(ni).d(n;) — d(Sy,)
— la baisse du débit si S, est supprimée (baisse définie positive):
Al(S,,) = U(Sn,) — P(ni).l(n;)

Par définition :

est le retour marginal associé & la racine n; de S, .

Nous allons donc, & chaque boucle de I'algorithme d’élagage, supprimer la branche dont la racine in-
dique un retour marginal minimal, c.a.d celle dont la suppression entraine une hausse de la distorsion
minimale et une baisse du débit maximale.

L’interprétation a I’aide de la courbe débit-distorsion est simple. A ’arbre complet correspond le point de
D(R) le plus bas a droite. A chaque itération un choix doit étre fait parmi les branches & élaguer. A chacun
de ces choix possible correspond un sous-arbre élagué et un point débit-distorsion. Le point de la courbe D(R)
désigné par le critére du retour marginal minimal est celui offrant le meilleur compromis débit-distorsion : la
courbe tracée circule suivant I’enveloppe convexe de tous les points possibles de D(R). Chaque A(n;) peut donc
s’interpréter comme une portion possible de la pente de la courbe débit-distorsion.
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élagage
de

l’arbre

Ad

Al '\'\’wm, (T))

R

FiG. 34 - FElagage de Uarbre: a une itération donnée de l'algorithme de BFOS, le point choist est celui dont le
retour marginal est minimal.

Cette approche s’interpréte aussi comme une technique d’optimisation lagrangienne ou la fonctionnelle
J(8) = d(8)+ A.l(S) doit étre minimisée, A est donc le multiplicateur de Lagrange. En faisant varier A, tous les
points de la courbe débit-distorsion correspondant aux différents sous-arbres élagués possibles S, peuvent-étre
testés et le plus intéressant choisi.

Aprés avoir construit ’arbre complet 7 et avoir déterminer pour ses noeuds n;: P(n;), d(n;) et {(n;), il est
nécessaire, avant de lancer le processus d’élagage, de calculer les retours marginaux associés a chacun de ces
noeuds n;. Heureusement une formule de récurence se met en place, elle permet, en progressant de proche en
proche (des fils vers le pére) & partir des feuilles jusqu’a la racine, de calculer les valeurs de Ad(S,,) et Al(S,,).
En effet :

— pour les feuilles:
Ad(Sy,) = Al(S,,)=0
(ni) = o0
— pour les autres noeuds, si n; a B fils n; (la démonstration suit) :

Ad(S,,) = P(ni).d(n)+ > Ad(Sy,) =Y P(nj).d(n;)

AlSn) = Y AUSH)+ > P(ng)d(ng) = P(ni).d(ns)

_ Ad(Sa)
A = s

i

Démonstration:

Nous exploitons la propriété de linéarité des fonctionnelles d(S) et I(S). Nous avons:

= P(n;).d(n;) — Z P(ny).d(ny)

or:
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donc:

Ad(S,,) = P(ni).d(ni) + > Ad(Sn,) = > P(nj).d(nj)  (C.Q.F.D)
En procédant de la méme fagon :

Al(S,,) = U(Sn,) — P(ng).l(ny)

l
)
~
3
<
\._/
=
3
S—
|
o)
—~~
S
SN—
=
S
S—

Il
e
—~~
3
S
\._/
~
3
p—
|
e
—~~
S
p—
~
S
p—

et:
Al(S,,) = Z P(ny).l(ny) — P(n;).1(n;) < Z P(ny).d(ny) = AUS,,) + P(nj).I(n;)
donc:
Al(Sn) =Y AUS,) + D P(ny)d(nj) = P(ni)d(ni)  (C.Q.F.D)
O

Nous remarquons que la distorsion et le débit associés a I’arbre 7 sont respectivement :

nuET
= P(no).d(ng) — Ad(Sn,)
= d(no) —_ Ad(snu)

d(T)

(T) = > P(nu)d(ng)
nuef
= P(ng).(ng) + Al(Sn,)
= 0+4AlS,,)
= Al(S,,)

Ensuite, aprés chaque élagage, il est nécessaire de remettre a jour les retours marginaux des ascendants (les
péres) de la racine de la branche supprimée. Si nous définissons:

— le sous-arbre élagué produit a I’issue de la boucle j de ’algorithme de BFOS:
S/ j=1,2 ... (8=T)
— la branche, plantée en n;, élaguée lors de cette boucle j:

S/ i=12 ..

— les ascendants (jusqu’a la racine ng) de n;: les ng
Alors, une fois S élaguée, nous remettons a jour:

— les retours marginaux des ny en appliquant (la démonstration suit) :

Ad(SIF) = Ad(S,) - Ad(S])
Al = AlS]) - AlS,)
Ad(SiH!
)\(nk) = 7( T.Lkl)
AI(SETT)
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— le retour marginal de la nouvelle feuille n; :
A(SIF) = AUSIF) =0
A(ny)) = 4o

Démonstration:

La encore, nous exploitons la propriété de linéarité des 2 fonctionnelles.
SIH! est un sous-arbre élagué du sous-arbre 87 (SJ étant la branche supprimée). Alors:

dSh) = Y Pln).d(n)

n.€83,
= Y P(ny)d(ng)+ > P(ny).d(ny)
nuegil nugsll, nuegik
= Y P(nu)dng)+ Y P(ny).d(ng) — P(n;).d(n;)
nuegil nuegitl
donc:
d(s;,) = d(SH)+d(S]) - P(ni).d(n;)

d(SiT) — Ad(S])
soit encore :
P(ng).d(ny) — Ad(SiHY) = P(ng).d(ng) — Ad(SL,) + Ad(S))) <= Ad(SIH!) = Ad(S], ) — Ad(S])
(C.Q.F.D)

En procédant de la méme fagon :

(85,) = Y Pln)d(ng)

= Y P(na)d(ng) + > P(ny,).0(ny)
n.€8%, n@8i,, n,€8i,

= Z P(ny).1(ny) + Z P(ny).(ny) — P(n;).I(n;)

= WS+ D P(nw)d(ny) — P(ni)d(n;)

nuegil
= USLTH+USE,) — P(ni)d(ns)
= WS+ AlS,)
soit encore :
P(ng).(ng) + Ad(SITH) = P(ng).d(ng) + Ad(S] ) — Ad(S] ) < AUSITY) = AIS] ) — Al(S] )

(C.Q.F.D)
O

La distorsion et le débit du nouveau sous-arbre élagué sont donc:
d(STT) = d(S7) + Ad(S]))
(ST = 1(87) — Ad(S])

Ce résultat, traduisant la hausse de la distorsion et la baisse du débit a chaque élagage, implique d’adapter le
critére de fin de la construction du dictionnaire: il faut continuer a élaguer tant que la distorsion est
jugée acceptable (continuer a élaguer tant que d(S?*!) < Dy.ui1), ou tant que le débit demeure supérieur au
débit désiré (continuer a élaguer tant que I(S7+1) > R.yui1). Les vecteurs, associés aux feuilles du sous-arbre
élagué obtenu, sont les représentants du dictionnaire final.

La figure 36 présente un synoptique simplifié de cet algorithme d’élagage (BFOS).
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0

Fic. 35 - Flagage de Uarbre: cas ou, d Uitération j de Ualgorithme de BFOS, la branche SZM est élaguée.

e construction de I’arbre complet 7
e ;=0

e pour tous les noeuds n;, calcul de P(n;), d(n;) et I(n;)

e Iinitialisation des retours marginaux des feuilles : Ad(Sy;) = Al(Sy;) =0 et A(n;) = +o0

e pour les autres noeuds, calcul par récurence de Ad(Sy;) et Al(Sy,), et calcul de A(n;)

e ¢lagage de la branche Sj, pour laquelle A(n;) est minimal

o J=7+1
e mise a jour du sous-arbre élagué 87 :
o pour la nouvelle feuille n;: A(n;) = +oo
o remise a jour des retours marginaux des péres de n;

o remise a jour du débit et de la distorsion du sous-arbre élagué

o test de fin d’élagage

.ﬁn

F1G. 36 - Synoptique simplifié de Ualgorithme d’élagage (BFOS).
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9.4.2 Découpage de ’arbre

Avec cet algorithme [33] [18] le dictionnaire arborescent est construit de fagon progressive par un processus
itératif ol1, & issue de chaque boucle, une seule feuille de I’arbre demeure découpée (un seul nouvel
emboitement a été réalisé). A 'origine, 'arbre n’est donc constitué que de la racine ng. Précisément, & chaque
boucle de I"algorithme de découpage :

— toutes les feuilles de ’arbre sont découpées (un nouveau réseau est emboité dans chacun de leur voronoi
associé) ;

— seule la branche, ainsi créée, présentant le meilleur compromis débit-distorsion est conservée (toutes les
autres sont élaguées).

Cette technique est adaptée a la construction du dictionnaire lorsque la dimension spatiale k est grande,
et par conséquent le nombre B d’aires de I’arbre élevé. En effet, avec cet algorithme, la quantité d’information
a stocker est limitée car exactement ajustée a la taille de ’arbre qui croit progressivement. Cependant cette
approche est locale, les résultats obtenus (en termes de débit-distorsion) sont donc sous-optimaux si nous les
comparons a ceux obtenus a ’aide de "approche globale d’élagage de 1’arbre.

Pour détailler les calculs nous reprenons les notations déja introduites. En particulier nous considérons obtenir,
a Iissue de la boucle j de 'algorithme, un sous-arbre élagué S’ de ’arbre complet final ' = 7 qui lui, est
obtenu au bout de [ itérations (I > j) et tel que le critére de fin de construction du dictionnaire soit rempli.

A Dinitialisation nous avons donc 8° = ng. Pour la boucle j(j > 1) du processus de découpage nous considérons :

— les feuilles du sous-arbre élagué 8= : les n; ;

— les nouvelles branches obtenues par le découpage des n; (c.a.d 'emboitage d’un nouveau réseau dans leur
voronoi associé), sachant qu’une seule de ces branches sera conservée pour &’ : les S} ;

— les retours marginaux aux n; déterminés en calculant :

Ad(S,,) = P(ny)d(ng) —d(Sn,),
Al(Sn;) = USn,) — P(ny).d(ny),
_Ad(S,)

)\(nl) = 7Al Snl).

Nous allons conserver comme nouvelle branche pour & celle offrant le meilleur compromis débit-
distorsion, c’est a dire celle dont 1’ajout offre une baisse de la distorsion maximale pour une hausse du débit
minimale, il s’agit donc de la branche SZ“ dont le retour marginal A(n;) est maximal.
L’interprétation a l’aide de la courbe débit-distorsion nous est devenue familiére: & I'initialisation, le sous-
arbre élagué S° correspond au point de D(R) en haut & gauche. A chaque nouvelle itération j de I’algorithme,
un choix doit étre fait parmi les SZ“ de la branche a ne pas élaguer, a chacun de ces choix possibles correspond un
nouveau point de D(R). Le critére du retour marginal maximal permet de désigner le point offrant localement
le meilleur compromis baisse de la distorsion vs. hausse du débit.

La distorsion et le débit associés au nouveau sous-arbre élagué S’ sont donnés par (la démonstration
suit) :

d(§’) = d(s'7h) - Ad(S])

(S = ST+ AlSE)
Démonstration:

d(8%)

> P(ny).d(ny)

N, €8I

> Pna)d(n)+ > P(ny).d(ng) — P(n;).d(n;)

N €8i—1 nuegil

= 4§ - Ad(S])
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D
(a(5°),1(5%))
découpage
de
l’arbre
- O
Ad $ \\\O
@
Al
R
0

FiG. 37 - Découpage de Uarbre: d une itération donnée de Ualgorithme, le point choisi est celui dont le retour
marginal est marimal.

(S = > P(ny)d(ny)

= Z P(ny).l(ny) + Z P(ny)d(ny) — P(n;).I(ny)

i

= IS+ AlSE)

Ces parametres sont les seuls a devoir étre remis & jour a chaque itération du processus de découpage. Ce
résultat traduit évidemment la baisse de la distorsion et la hausse du débit réalisées par ce nouvel emboitage.
L’arbre croissant au fur et & mesure des découpages, nous retrouvons le critére d’arrét de la construction
du dictionnaire du 9.3 : cette construction est stoppée si un débit limite est atteint (arrét si {(S7) > Ryeuit),
ou si la qualité de la reconstruction de la source est jugée suffisante (arrét si d(S7) < Dieuir)-

La figure 39 présente un synoptique simplifié de cet algorithme de découpage de I’arbre.

D

i (d(5),1(59)) = (d(no), I(n0))
découpage '
de
arbre \\\\ (d(Sj—l)J(SJ'—l))

Ad(S{Ll)i\. (d(Sj),I(Sj))
Ausi) e e (as"),1(8")) = (d(T),(T))
R

0

Fic. 38 - Découpage de Uarbre: cas o, a Uitération j de Ualgorithme, la branche Sfli est ajoutée.

INRIA



Quantification veclorielle par emoboitage ¢ 'une niérarchie de réseaur régquliers de points

e découpage des feuilles n; de Si
e pour les nouvelles branches S7 , calcul de: Ad(S] ), Al(S ) et A(n;)

e conservation de la branche SZ“ pour laquelle A(n;) est maximal

o J=J+1

e mise a jour du débit et de la distorsion du nouveau sous-arbre élagué

o test de fin d’élagage

.ﬁn

Fic. 39 - Synoptique simplifié de Ualgorithme de découpage de Uarbre.
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10 Reésultats expérimentaux

Des premiers résultats de quantification de sources synthétiques et d’une source réelle sont présentés. Le
facteur d’apprentissage [18], qui est défini comme le rapport du nombre de vecteurs d’apprentissage sur celui
des vecteurs représentant (les feuilles de I’arbre), demeure supérieur & 150 pour les sources synthétiques et 100
pour la source réelle. Le débit considéré étant entropique, ce facteur est introduit afin de limiter le nombre
des vecteurs de reproduction. Cependant il implique que la taille de la séquence d’apprentissage soit adap-
tée a la dimension vectorielle : pour un débit donné, plus la dimension de I’espace est grande, plus le nombre
de représentants mis en jeu peut-étre important, la taille de la séquence d’apprentissage doit donc augmenter
afin de disposer d’un champ de vecteurs a coder suffisamment dense et représentatif de la statistique de la source.

La figure 40 montre des exemples d’arbres élagués issus de la quantification de sources synthétiques sans mé-
moire dont les échantillons obéissent respectivement a la loi normale, & la loi laplacienne et a celle gaussienne
généralisée avec o = 0.6. Nous rappelons que ces fonctions de la famille des gaussiennes généralisées permettent
de modéliser la distribution statistique de source d’images différentielles ou hybrides. Ces 3 exemples illustrent
comment notre approche adapte la découpe de I’espace a la distribution des vecteurs source tout en suivant le
critére débit-distorsion : pour un débit donné, le quantificateur découpe grossiérement la région de ’espace ot se
concentrent les vecteurs source peu énergétiques, alors la région spatiale moins dense ou se situent les vecteurs
source énergétiques peut-étre découper plus finement.

Notre schéma est approprié a la quantification de telles images différentielles ou hybrides car ces vecteurs peu
énergétiques et ayant la probabilité la plus grande sont ceux dont les composantes correspondent aux pixels
des régions homogeénes des images différentielles (c.a.d les régions de ces images ol les erreurs de prédiction
de compensation du mouvement ont peu d’amplitude, typiquement ce sont des régions non affectées par les
objets en mouvement ou, 'intérieur de zones uniformes en mouvement). Ces vecteurs, pauvres en information
pertinente, peuvent donc étre fortement quantifiés.

Les vecteurs source énergétiques et de probabilité faible sont ceux dont les coordonnées correspondent aux pixels
des régions inhomogénes des images différentielles (typiquement ce sont les zones de ces images, recouvertes ou
découvertes par les objets en mouvement). Pour une bonne restitution des images, ces vecteurs doivent donc
étre finement quantifiés.

Fi1G. 40 - [a][b][c] - Emboitage de réseaur Z*, élagage de Uarbre, sources synthétiques: les points blancs sont
les vecteurs source, leurs coordonnées i.i.d obéissent respectivement ¢ une loi normale (a), d une loi laplacienne
(b) et i une loi gaussienne généralisée (c).

L’approche par découpage de I’arbre et quantification d’une source synthétique est illustrée par les figures 41
et 42. Celles-ci présentent les courbes expérimentales débit vs. distorsion (exactement entropie du dictionnaire
vs. distorsion) obtenues par le codage d’une source sans mémoire dont les échantillons obéissent & la loi normale
N(0,1). Pour comparer la borne de Shannon est tracée. L’intérét de mettre en jeu des dimensions vectorielles
supérieures est montré car la QVEHRRP donne de meilleurs résultats avec le réseau Dy plutot qu’avec Z2 (a
débit identique, la distorsion est inférieure) et de plus bas débit sont atteints. Ces résultats sont mieux mis en
évidence par la suite.

La figure 43 présente des courbes débit vs. PSNR (entropie du dictionnaire vs. Peak Signal-to-Noise Ratio)
obtenues par la quantification de la source réelle. Excatement il s’agit d’une séquence d’images d’erreurs de
prédiction de compensation du mouvement (une image extraite de cette séquence est montrée figure 44). Pour
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0.8 T T

Experimental fonction o
Shannon bound -----
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F1G. 41 - Emboitage de réseauz Z?, découpage de Uarbre, source synthétique : courbe débit vs. distorsion obtenue
par quantification d’une source vectorielle dont les échantillons i.i.d obéissent d la loi normale N'(0,1).
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Shannon bound -----
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»
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o |
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Rate [bit / sample]

Fi1G. 42 - Emboitage de réseaux Dy, découpage de Uarbre, source synthétique : courbe débit vs. distorsion obtenue
par quantification d’une source vectorielle dont les échantillons i.i.d obéissent d la loi normale N'(0,1).
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comparer, nous avons inscrit la courbe obtenue avec I’algorithme de LBG [27] pour lequel la dimension vectorielle
est fixée égale a 4 et la recherche au sein du dictionnaire est exhaustive. Les quantificateurs par emboitage de
réseaux mettant en jeu les plus hautes dimensions vectorielles offrent de meilleurs résultats (un PSNR plus élevé
a bas débit) et permettent d’obtenir de bas débits. Pour une dimension vectorielle donnée, la quantification
vectorielle par emboitage de réseaux optimaux vis a vis de cette dimension [14], offre la meilleure performance,
ainsi la QVEHRRP avec D, apparait supérieure & celle avec Z*.

38 T T T T T
LBG_4' -+
TSLVQ_Z1' -5—
TSLVQ_Z2 ~4—
TSLVQ_Z4' -0+
6L TSLVQ D4’ -+~ |

0.8 1

0.6
Rate [bit/sample]

Fic. 43 - Emboitage de réseauz, découpage de l’arbre, source réelle: courbes débit vs. PSNR obtenues par

quantification de la source réelle.

FiG. 44 - Image extraite de la séquence d’tmages différentielles a quantifier: une image d’erreurs de prédiction
de compensation du mouvement .
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11 Conclusion

Dans ce rapport nous avons décrit la quantification vectorielle, rappelé la supériorité théorique de cette
approche et étudié les principales méthodes déja utilisées. L’analyse du contexte de ’étude (la quantification de
séquences d’images différentielles ou hybrides) nous a conduit & envisager un nouveau schéma de quantification:
la quantification vectorielle par emboitage d’une hiérarchie de réseaux réguliers de points. Nous avons donc
décrit la conception compléte d’un tel quantificateur ot coopérent des techniques de quantification vectorielle
algébrique et d’édification par apprentissage, suivant un critére débit-distorsion, d’un dictionnaire arborescent
non-équilibré. Des premiers résultats expérimentaux ont été analysés, ils illustrent le bon comportement de
notre algorithme (qualité et rapidité de la quantification).
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