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Delaunay Mesh generation governed by
metrics specifications. Part 2: Applications.

Abstract: This paper gives some application examples resulting from a gov-
erned Delaunay type mesh generation method. Isotropic and anisotropic cases
are considered, these specifications being given via a metric map. The paper
llustrates part II of a study whose algorithmical aspects are describing in a
report refered to as part I. Academic examples as well as examples in C.F.D.
are discussed.

Key-words:  Delaunay triangulation, anisotropic mesh generation, mesh
adaption, a posterori estimation.
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4 H. Borouchaki et al.

1 Introduction

Nous avons proposé dans [2] une méthode de maillage gouvernée par une
carte de métriques. Cette méthode est une extension de la méthode classique
de Delaunay au cas ou une spécification (traduite par cette carte) est donnée
qui doit étre suivie par le mailleur de maniere a ce que le maillage créé soit “op-
timal” vis-a-vis d’elle. L’algorithme correspondant a été implanté en langage
C et en Fortran 90 par H. Borouchaki (pour la partie maillage du domaine)
et P. Laug (pour la partie maillage de la frontiere). Le choix de ces langages a
permis une manipulation aisée des structures de données.

Pour valider la méthode, dans un premier temps une maquette d’expérimen-
tation est mise en place ou les exemples considérés sont de nature académique
(section 3), puis la méthode est appliquée a quelques problémes classiques de
mécanique des fluides (section 4). Avant de montrer et de discuter les exemples,
nous donnons (section 2) une rapide description de la méthode de maillage dont
le détail est donné en (2].

2 Rappel

La méthode de Delaunay classique (i.e. dans un espace euclidien) est éten-
due au cas ou le maillage construit doit étre “idéal” vis-a-vis d’une carte de
spécifications isotropes ou anisotropes. On montre alors qu’il “suffit” de se
plager dans un espace riemannien et de généraliser dans ce cadre les différents
algorithmes mis en jeu dans le processus de maillage.

Deux points importants ont ainsi été étendus au cas riemannien. Le proces-
sus incrémental d’insertion d’un point dans un maillage, ou noyau de Delaunay,
et la facon dont les points internes sont construits a 1'intérieur du domaine.
Ces deux processus étant liés a des calculs de distance, on a montré comment
remplacer cette notion par celle de longueur dans l’espace riemannien associé
a la carte de métriques donnés.

Le cas ou plusieurs métriques sont spécifiées en chaque point nous a amené a
définir la notion d’intersection de métriques et a pouvoir appliquer la méthode
de maillage de facon a construire un maillage adapté non plus a une métrique
mais & un ensemble de métriques (adaptation multicritere).

INRIA



Mailleur bidimensionnel gouverné : Applications 5

3 Exemples académiques

Dans cette section, on montre quelques exemples académiques de maillage
obtenu. La spécification est donnée sous la forme d’une fonction analytique
définie dans R*. Le processus de création du maillage est itératif. Un maillage
classique du domaine est construit (par la méthode classique) aux sommets
duquel on calcule la valeur de la fonction donnée. Ce champ discret constitue
alors la spécification servant a gouverner le mailleur afin de construire un
premier maillage adapté. La finesse plus ou moins grande du maillage initial
tout comme la variation plus ou moins rapide de la fonction de spécification
font que celle ci est plus ou moins bien captée. Par suite, le premier maillage
adapté n’est, en général, pas adapté dans tout le domaine mais uniquement au
voisinage des points du maillage précédent. Il est donc nécessaire de boucler
sur le processus en affinant la carte de spécifications, le couple (maillage, carte)
formant l'espace de controle de l'itération suivante. Comme on le verra, apres
quelques 1itérations, le résultat est stable et la fonction initiale est vérifiée de
maniere globale (au sens ou toutes les longueurs d’arétes sont égales & un dans
P’espace de controle et qu’une nouvelle itération ne modifierait pas le résultat,
ce qui signifie que la méthode ne pourra pas faire mieux).

On considere quatres exemples et pour chacun d’eux, un ou plusieurs
champs continus de métriques. Dans les deux premiers, le champ est isotrope
tandis que dans les deux derniers il est anisotrope. Pour chaque exemple une
boucle (d’adaptation) a été effectuée. A chaque itération, la carte de métriques
specifiée est déduite du champ continu initialement considéré.

Chaque exemple est accompagé d’un tableau indiquant pour chaque itéra-
tion nz,

— le nombre np de points,

- le nombre nt de triangles,

— le temps cpu ¢ de la génération du maillage (en secondes sur une HP735/99Mhz)
et

- la qualité la pire I' des éléments (entre 0 et 1).

Ce tableau montre aussi les valeurs A, et A, représentant pour tous
les points, les tailles minimale et maximale souhaitées indépendamment de la

RR n° provisoire



6 H. Borouchak: et al.

direction et en plus dans le cas anisotrope, les valeurs 7,,;n et ., représentant
pour tous les points le minimum et le maximum de la quantité hy/hy, ou h
(resp. hz) est la taille minimale (resp. maximale) souhaitée parmi toutes les
directions.

Pour chaque exemple, on montre les maillages correspondants a certaines
itérations de la boucle d’adaptation. Nous avons jugés utile de montrer pour
chacune de ces itérations deux diagrammes indiquant la convergence de la
boucle d’adaptation. Soit T; le maillage généré a l'itération : et gouverné par
Iespace de controle (Ti_y, H;), ou H; est la carte de métriques spécifiée aux
sommets de 7;_;. Le premier (resp. deuxieme) diagramme, noté D1 (resp D2)
sur les figures, indique le nombre d’arétes du maillage T;-1 (resp. T;) ayant une
longueur donnée dans ’espace de controle (T;_1, H;). Le premier diagramme
indique si le maillage T;_; est parfait ou non dans ’espace de controle (T;_,, H;)
et constitue le test d’arrét de la boucle d’adaptation. Le deuxieéme diagramme
indique si le maillage T’ est parfait ou non dans I’espace de contréle (T;_,, H,) et
permet ainsi de montrer les capacités de la méthode de génération de maillage
proposée. ,

Pour ces diagrammes, I’échelle de longueur considérée est uniforme par
rapport a la qualité d’une aréte du maillage. Si f = [P, Q] est une aréte du
maillage T; ou T;.1, la qualité ¢(f) de f dans ’espace de contréle (Ti_y, H;)
est définie par

(P,Q) sil{PQ)21

q(f) = ! -
7.0 st i(P,Q) < 1.

Remarque. La graduation de ’axe des z pour les diagrammes doit étre lue
de la fagon suivante:

— mesure symétrique par rapport a l’abscisse 100,
— variation uniforme des longueurs de 0 a 1 dans !’intervalle [0, 100],

~ variation uniforme de l'inverse des longueurs de 1 & co dans ’intervalle

(100, 200}

INRIA



Mailleur bidimensionnel gouverne : Applications 7

3.1 Cas isotrope

Deux exemples isotropes sont donnés.

3.1.1 Exemplel

Le premier exemple, correspond au cas ou un seul champ de métriques est
spécifié dans le domaine. Ce dernier est un rectangle de dimension 7 x 9. La
carte est définie, sur le rectangle, par la fonction

1.—0.95% sy <2
hio ) — 0.05 x 20" si 2<y<4.5
(@.9) =1 go%e si 4.5<y<7
—7
0.2+0.8(y2 ) s T<y<o.

Pour cet exemple trois itérations ont été effectuées dans la boucle d’adap-
tation, la figure 1 montre le maillage initial (itération 0) et les itérés 1, 2 et 3.
On peut suivre I’évolution des diagrammes D1 et D2 sur les figures 2 a 5 en
observant que, d’une itération a l'autre, les diagrammes se rapprochent et en
particulier que le résultat est atteint des l'itération 2 comme on peut le vérifier
tant sur la figure 2 ou les deux maillages du bas sont (presque) identiques que
sur les diagrammes de la figure 4. Le tableau 1 indiquant les valeurs associées
aux différents maillages confirme ce résultat.

n1 np nt t ' | Ain | A

106 | 206 § 0.05 | 0.83 1.
1754 | 3502 | 0.85 | 0.64 | 0.05
2218 | 4430 | 1.30 § 0.70 | 0.05
2227 | 4448 1 1.30 | 0.70 | 0.05

Q

T

Wl =IO
poust | ot | o [

Tableau 1: Statistiques pour ’ezemple 1.

La valeur obtenue pour I' est liée au fait que la taille varie fortement sur
un intervalle court.

RR n° provisoire
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Fi1G. 2 - Diagrammes D1 et D2, exemple 1 (itération 0).
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Fi1G. 3 - Diagrammes D1 et D2, exemple 1 (itération 1).
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FI1G. 4 - Diagrammes D1 et D2, ezemple 1 (itération 2).
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FIG. 5 - Diagrammes D1 et D2, exzemple 1 (itération 3).
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3.1.2 Exemple 2

Le second exemple, correspond au cas ou deux champs de métriques sont
spécifiés dans le domaine. Ce dernier est un cercle centré a ’origine de rayon 5.
Les cartes sont définies, sur le cercle, par les deux fonctions h, et h, dépendant
de r et 8, les coordonnées polaires.

hy(r,0) =0.8|r - 0.26] + 0.02,

ha(r,0) = 0.8 r +0.26] + 0.05.

Le résultat attendu est d’avoir des éléments fins sur les deux courbes
r=028 et r=-0.26

avec une variation linéaire de tailles entre les courbes. Le probleme comporte
donc le cas ou deux métriques s’intersectent.

Pour cet exemple cinqg itérations ont été effectuées dans la boucle d’adap-
tation, la figure 6 montre le maillage initial (itération 0) et les itérés 1, 3 et
5, la figure 7 reprend cette derniere itération. On peut suivre I’évolution des
diagrammes D1 et D2 sur les figures 8 a 11. Le résultat convergé est obtenu a
Vitération 5. Le tableau 2 indique les valeurs associées aux différents maillages.

ne np nt t I'| hmin | Pmaz
0 168 330 | 0.08 | 0.72 0.8 0.8
1 6497 | 12988 | 3.30 | 0.68 | 0.02 0.5
10715 | 21424 | 8.60 { 0.50 | 0.02 0.5
5 | 11430 | 22854 {1 9.80 | 0.56 | 0.02 0.5

Tableau 2: Statistiques pour Uezemple 2.

La variation de tailles est de 'ordre de 25.

RR n’ provisoire
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FIG. 8 - Diagrammes D1 et D2, exemple 2 (itération 0).
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F1G. 9 - Diagrammes D1 et D2, exemple 2 (itération 1).
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F1G. 11 - Diagrammes D1 et D2, exemple 2 (itération 5).
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3.2 Cas anisotrope

Deux exemples sont donnés dans le cas anisotrope.

3.2.1 Exemple 3

Le troisieme exemple correspond au cas ou un seul champ de métriques
anisotrope est spécifié dans le domaine. Ce dernier est un rectangle de dimen-
sion 7 x 9. La carte est définie, sur ce rectangle, par des matrices diagonales

d’ordre 2
— h1($,y) 0 )
M(.’L‘,y)—- < 0 hz(x,y)

avec

'1.—0.9532”- siz <2
A ] 0.05 x 2055 si 2<z <35
H2,9) = g9z si 3.5<z<5
0.2+0.8($-5)4 si 5<z<T.
L <
r Y .
1.—0.955 si y<2
. ) 0.05 x 20 si 2 <y <45
2(2,9) =\ g o5p si 45<y<7T
y— Ty .
\O.2+O.8(—2—) si T<y<9.

Ces données traduisent le fait que ’on veut obtenir dans la direction des
abscisses une taille qui correspond (via une projection) a la discrétisation ob-
servée sur le coté bas du rectangle et dans la direction des ordonnées la taille
observée sur le coté gauche du rectangle. On vérifiera, sur le maillage de I'ité-
ration 3, la bonne adéquation entre cette spécification et tant la forme que la
taille des éléments. L’ordre de I’étirement est au maximum de 20.

Pour cet exemple trois itérations ont été effectuées dans la boucle d’adap-
tation, la figure 12 montre le maillage initial (itération 0) et les itérés 1, 2 et

INRIA
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3. On peut suivre I'évolution des diagrammes D1 et D2 sur les figures 13 a 16.
aux différents maillages.

Le tableau 3 indique les valeurs associées

{ m np nt t I'| hmin | Pmaz | Tmin | Tmac
0 52 98 | 0.04 | 0.80 1.5 1.5 - -
1 815 | 1624 0.5] 045} 0.02 0.5 1. 9.7
2 1328 | 2650 1.0 { 0.44 | 0.02 0.5 1. | 19.5
3 1298 | 2590 1 1.0 | 0.43 | 0.02 0.5 1.1 19.5

RR n° provisoire

Tableau 3: Statistiques pour l’ezemple 3.
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exemple 3 (itération 2).
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FiG. 16 - Diagrammes D1 et D2,

ezemple 3 (itération 3).
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3.2.2 Exemple 4

Le quatrieme exemple correspond au cas ou deux champs de métriques sont
donnés dans le domaine, ce dernier est un carré centré a l'origine de coté 8. Le
but visé est d’obtenir des éléments étirés le long de la tangente aux courbes
algébriques d’équations z° — y> + 2 — 3Az = 0 ou X est le parametre. Le
parametre A est calculé en chaque point du domaine ou il est défini. A partir
de )\, la premiere métrique au point (z,y) est donnée par hy, hy, les tailles, et
¢ 'angle d’anisotropie via les équations suivantes

min(0.2(A —1)* +0.005,1.) si A>1
min

hi(z,y) =
1(:r,y) { 0‘2(1_/\)2_*,0.0171_) st A<,

minEO.Q (A=1)%+0.2, 1.3 siA>1

ha(z,y) =
2(7,9) { 0.2(1 — \)? +0.2,1.

min si A<1,
—2.y
RIEED Y

La seconde carte de métriques est isotrope et donnée par ’équation h(z,y) =
(z — 1)? + y* 4+ 0.01, ce qui donne une taille de P'ordre de 0.01 au voisinage
du point (1,0) et une variation quadratique par ailleurs. Le point ci-dessus est
visible sur la figure 19 partie basse a droite.

Sept itérations ont été effectuées dans la boucle d’adaptation. La figure 17
montre le maillage initial (itération 0) et les itérés 1, 3 et 7. Deux agrandis-
sements sont montrés, figure 18 pour le maillage en totalité et figure 19 pour
quatre vues partielles. On peut suivre 'évolution des diagrammes D1 et D2
sur les figures 20 a 23. Le tableau 4 indique les valeurs associées aux différents
maillages.

f = arctan

ni np nt t L Amin | Pmaz | Tmin | Tmaz
0 110 214 0.1 ) 0.86 1. 1. - -
1 | 378 | 7566 | 1.62 | 0.32 | 0.005 1. 1. | 36.
3 19284 | 18562 | 10.75 | 0.12 | 0.005 1. 1. 40.
7 19346 | 18686 11.6 { 0.18 { 0.005 1. 1. 40.

Tableau 4 : Statistiques pour ’exzemple 4.

RR n° provisoire



Borouchaki et al.

Tteration

@

Ttergtion 1

T !
/
P )
/ =
LN
/N :
\ I
N7
{ i
N
I\l
; ) |
//\ !
i ]
/ (N

! ‘__
e |
1 i
X
g
|
\
\ 7
>
i 1
|

FiG. 17 - Ezemple 4 (anisotrope).
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F1G. 18 - Ezemple 4 (itération 7).
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Fi1G. 20 - Diagrammes D1 et D2, exemple 4 (itération 0).
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FiGc. 21 - Diagrammes D1 et D2, exemple { (itération 1).
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[ 20 40 60 80 100 129 14¢C 160 180 200

F1G. 22 - Diagrammes D1 et D2, ezemple { (itération 3).

" 2 s
0 2c 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Fi1G. 23 - Diagrammes D1 et D2, exzemple 4 (itération 7).
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4 Applications en mécanique des fluides

Dans cette section, nous traitons un ensemble de configurations complexes
d’écoulements compressibles Euler et Navier-Stokes. Les régimes considérés
sont le transonique et le supersonique.

Le solveur Navier-Stokes NSC2KE a été utilisé. Cet outil est décrit dans (3].
NSC2KE est en accés public (ftp anonymous sur piranha.inria.fr sous pub/).
Ce solveur utilise une technique de volumes finis Galerkin avec les variables aux
noeuds ce qui permet un traitement facile des termes visqueux comine en élé-
ments finis. Un schéma de Runge-Kutta a 4 pas a été utilisé pour 'intégration
en temps.

La carte de métriques représente 'intersection des métriques des variables
conservatives {p, pu, pv, p(C,T + @)) ou p est la densité, (u,v) le vecteur
vitesse et T la température. Plus précisemment, pour chacune des variables
conservatives (¥;,7 = 1,..,4) nous définissons le tenseur métrique M;(2,2) par
Palgorithme suivant

1. Normalisation de ¥; entre [0, 1] (pour éviter les problémes de dimension).

2. Calcul de la métrique de ¥;, proportionnelle au hessien de 1;, de facon
faible pour chaque noeud zs

1 0Y; Ow;,
(3L%Cy) J Oz; Oxy
ol w;, est la fonction de base éléments finis P! au noeud is et C, est
Vaire de la cellule duale autour du noeud ¢s. L définit la longueur des

arétes dans la métrique M;. Ainsi, toutes les arétes sont de longueur L
pour la métrique.

Mi(j: 1) =

3. Correction du hessien aux noeuds frontiéres dans la direction normale en
utilisant un moyennage sur les noeuds internes.

4. Limitation des valeurs propres par Amin = 1/h2 et Aper = 1/RZ, ou
hmin €t hmar sont les tailles extrémes d’arétes que ’on souhaite avoir

dans le maillage généré.

5. Intersection de la métrique M; avec My pour k # ¢ d’apres ’algorithme
décrit dans [2].
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4.1 Scramjet en régime supersonique

Le premier cas concerne un calcul Euler dans un scramjet & Mach 3. La
géometrie est symétrique mais le calcul a été effectué sur le domaine global pour
voir si une solution symétrique pouvait étre obtenue malgré I’utilisation d’un
maillage quelconque. La paroi supérieure est définie par 6 points (dimensions
en metres)

(0.0,3.5), (0.4,3.5), (4.9,2.9), (12.6,2.12), (14.25,1.92) et (16.9,1.7).
L’obstacle supérieur est defini par 5 points
(4.9,1.4), (12.6,1.4), (14.25,1.2), (9.4,0.3) et (8.9,0.5).
L’axe de symétrie est définie par le segment joignant les points
(0.0,0.0) et (16.9,0.0).

Six adaptations ont été effectuées séparées par 400 iterations du solveur
Navier-Stokes. La solution est symétrique malgré un maillage quelconque. On
voit que le solveur accepte bien de grandes distorsions dans le maillage sans
produire d’oscillations. Les coefficients d’adaptations sont les suivants

Pmin = 51072, hpee =2., L =103

Compte tenu de la complexité de la configuration, effectuer un calcul si-
milaire avec un maillage structuré, conduirait a prendre environ 107 points en
utilisant une méthode offrant la méme précision avec une discrétisation régu-
liere du domaine avec des mailles de taille h,,,,. Dans notre cas, le maillage
le plus fin comporte 30000 points (soit un facteur 300). De plus I’adaptation
de maillage accélere le calcul par son effet multi-grille sans remontée, ainsi
uniquement 2400 iterations explicites ont suffit pour converger sur cette confi-
guration. De plus, comme nous utilisons une stratégie de pas de temps local,
nous sommes avantagé par un maillage adapté, tandis que sur un maillage
régulier nous perdons cet effet.

Les figures 24 et 25 montrent respectivement les maillages et les contours
iso-densité aux itérations 0 (initial), 2 et 6 (final). Le maillage de départ com-
porte environ 4000 points, a I’étape 2 environ 23000 points et finalement envi-
ron 30000 points. Le nombre de points reste pratiquement constant entre les
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étapes 4, 5 et 6. A l'itération 6, ’étirement maximal est de J'ordre de 120 et le
temps cpu pour la construction du maillage est de 'ordre de 30 secondes sur
une HP735/99Mhz (ceci représentant moins de 10% du temps de calcul total).

4.2 Ecoulement transonique visqueux autour d’un Naca-
0012

Le second cas concerne un calcul visqueux autour d’un profil d’aile a
Mach 0.95 et Reynolds 5000. Une configuration de queue de poisson est ob-
tenue avec une instationarité due a 'intéraction du choc droit et du sillage.
On voit que l'intersection des métriques des variables permet la capture de
phénomemes de nature différente comme les chocs, couches limites et sillages.
Les coefficients d’adaptations sont les suivants

Rin = 51072 hpmez = 1., L =3.1073.

La boucle adaptative est de longueur six. Sur les trois premieres étapes,
500 iterations du solveur Navier-Stokes ont été effectuées. Dans cette confi-
guration, la zone instationnaire est localisée dans le sillage. Nous avons donc
obtenu d’abord une bonne description de la structure de ’écoulement avant
de capturer ’instationarité. Sur les trois derniéres étapes 3000 iterations ont
été appliquées pour développer le caractere instationnaire.

Les figures 26 et 27 montrent les maillages et iso-densité aux étapes 0 (ini-
tial), 2, 4, 6 (finale). La figure 28 remontre le maillage de ’étape finale tandis
que la figure 29 montre les lignes d’iso-densité correspondantes. Le maillage &
I'itération 0 comprend 2282 points, a ’itération 2, il y a 7697 points, a I'itéra-
tion 4, on a 17850 points puis enfin 18003 points. Ce dernier maillage demande
20 secondes, son étirement maximal est de 'ordre de 50.

4.3 Ecoulement supersonique visqueux autour d’un Cy-
lindre

Le dernier cas concerne un calcul supersonique autour d’un cylindre de
diametre 1 a Mach 2 et Reynolds 5000 placé dans un canal de longueur 30 et
de largeur 10 avec des conditions de glissement sur les parois latérales. C’est un
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FIG. 24 - Scramjet, maillages.
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FiG. 28 - Fish Tail, maillage, itération 6.
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Fi1G. 29 - Fish Tail, contour iso-densite, itération 6.
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cas tres difficile car instationnaire en ce qui concerne le sillage et les positions
des chocs. Le but est de montrer la capacité a suivre les fronts de chocs car au
contraire du cas précédent l'instationnarité n’est pas limitée a une région de
I’espace.

Les coefficients d’adaptations ont été les suivants

Boin = 51072, hpez = 2., L =3.1073.

La encore, la complexité de la configuration impliquerait pour un maillage
structuré d’avoir des mailles de coté hy,;, pour une résolution identique. Ceci
entrainerait un nombre de points de l’ordre de 6 x 107 (i.e. 30 x 10/(5 x 1073)?).
Dans notre cas, le nombre de points reste stable autour de 50 000 points.

La boucle d’adaptation comprend 110 itérations. A chaque étape 500 ité- .
rations du solveur Navier-Stokes ont été effectuées.

Les figures 30 a 33 montrent les maillages et lignes iso-densité apres 60
puis 110 adaptations. On voit que les positions des chocs ont complétement
changé d’une configuration a 'autre et que l’adaptation suit le mouvement.
Malheureusement, la complexité de ces configurations rend leur calcul sur un
maillage régulier impossible et par la méme occasion toute comparaison est
impossible. Ici encore, I'intersection des métriques permet de capturer choc,
couche limite, sillage et discontinuité de contact. Le maillage a I'itération 60
comprend 50883 points alors qu’a I’itération 110, il a 54460 points, le temps
nécessaire a la construction est de 74 secondes et ’étirement maximal est de
I'ordre de 170.
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Fi1G. 30 - Cylindre, maillage et agrandissement, itération 60.

RR n~ provisoire



38 H. Borouchaki et al.

D7

A AT AV O AN,

X S
(XE 0
Y
Ritias
\ 0TS,

B
AN

AVAAV
%&VA%AVMQ,’

=

va

Fi1G. 31 - Cylindre, maillage et agrandissement, itération 110.
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FiG. 32 - Cuylindre, maillage agrandissement, itérations 60 et 110.
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Fi1c. 33 - Cylindre, contour iso-densite, tterations 60 et 110.
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5 Rapides conclusions

L’algorithme a été testé sur des données diverses dans R? incluant celles
montrées dans ce rapport. Ces quelques exemples montrent 'efficacité de la
méthode proposée. Ainsi, le cas bidimensionnel semble résolu de maniére assez
satisfaisante. A priori, il n’y a pas de difficulté particuliere pour étendre la
méthode de maillage au cas tridimensionnel, hormis le temps nécessaire pour
développer les codes correspondans et sa validation par des tests académiques
dans un premier temps puis par des tests sur des cas concrets.

Le programme correspondant a la méthode de maillage proposée est dispo-
nible gratuitement (contacter les auteurs).
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