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Résumé : L’objet de ce rapport est la mise en ceuvre d’une méthode, reposant sur une formulation en temps
de parcours par migration, permettant la détermination automatique des vitesses de propagation acoustique a
partir de données sismiques bidimensionnelles. Cette approche peut s’interpréter comme une méthode de dualité
appliquée au probleme usuel de minimisation de I’erreur des moindres carrés entre les données sismiques et les
mesures prédites. La premiére section expose les bases de la reformulation en temps de parcours par migration.
Les trois sections suivantes concernent la construction d’outils de base : simulation numérique de ’équation des
ondes acoustiques par différences finies, séparation des effets de propagation et de réflexion par représentation
des parametres acoustiques dans une base multi-échelle et migration quantitative par préconditionnement de
I'opérateur de migration usuel obtenu & partir d’un calcul de gradient. Les trois dernigres sections concernent
la reformulation en temps elle-méme : description de la nouvelle modélisation directe, calcul des gradients de la
nouvelle fonction coiit et résultats de minimisation de cette fonction coftit. Les illustrations numériques portent
sur des données synthétiques obtenues & partir d’un modele a structure simple mais comportant d’importantes
variations latérales de vitesse. Les résultats d’inversion de ces données sont trés satisfaisant en ce sens qu’ils
sont obtenus par une méthode de minimisation locale (de type Quasi-Newton) & partir d’un point initial tres
pauvre (constante).

Mots-clé : Probleme inverse, estimation de parametres, inversion sismique, détermination de modeéles de
vitesses, migration, ondes acoustiques, analyse multi-échelle.
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Le présent rapport est initialement paru dans le support du cours “Problemes inverses en propagation d’ondes” organisé par
I'Inria dans le cadre de 1"“Eicole des Ondes” du 20 au 24 novembre 1995.

Ces travaux de recherche ont été entrepris dans le cadre du Consortium “Prestack Structural Interpretation” et les résultats
numeériques ont été obtenus en partie sur le Cray C98 de I'Institut du Développement et des Ressources en Informatique Scientifique.
J’en remercie les sponsors du Consortium Psi et 1'Idris.

HMAS, National University of Mexico, Apdo. Postal 20-726, Mexico D.F.

Unité de recherche INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex (France)
Téléphone : (33 1) 39 63 55 11 — Télécopie : (33 1) 39 63 53 30



Implementation of the MBTT Method for a Finite Differences
Acoustic Model

Abstract: The aim of this report is the implementation of a method, which consists in a migration-based
traveltime formulation, allowing the automatic determination of the velocities from 2D seismic data. This
approach interprets itself as a duality method applied to the usual minimization problem of the least squares error
between data and predicted measures. The first section presents the main idea of the migration-based traveltime
formulation. The next three sections deal with the construction of basic tools: finite differences numerical
simulation of the acoustic wave equation, separation of the propagation and reflection effects by representation
of the acoustic parameters on a multiscaled basis and quantitative migration through a preconditionning of
the usual migration operator obtained via a gradient calculation. The three last sections deal with the time
formulation itself: description of the new forward model, computation of the gradients of the new cost function
and results of the minimization of this cost function. Numerical illustrations are obtained with synthetic data
which are computed from a model with a simple structure but with important lateral velocity variations. The
results of the inversion of these data are very satisfying as they are obtained by a local (Quasi-Newton-based)
minimization method from a very poor initial point (constant).

Key-words: Inverse problem, parameter estimation, seismic inversion, background velocity determination,
migration, acoustic waves, multiscale analysis.
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MBTT pour un modele acoustique )

1 Introduction

La méthode de reformulation en temps de parcours par migration (ou MBTT, pour Migration-Based Travel-
Time) du probléme d’inversion sismique par forme d’onde, introduite dans [9, 8], permet d’éliminer les minima
locaux de l’erreur des moindres carrés entre les données sismiques et les sismogrammes synthétiques, favori-
sant ainsi I’emploi de méthodes d’optimisation locale. Cette méthode repose sur un changement d’inconnue de
réflectivité par une opération de migration, elle se situe dans le cadre des méthodes de dualité présentées par
Chavent, cf. [7], également disponible dans le présent volume.

Le présent article décrit la mise en ceuvre de la reformulation en temps dans le cas d’une modélisation directe
par approximation aux différences finies de I’équation des ondes acoustiques bidimensionnelle complete (non
linéarisée), qui est historiquement le cadre dans lequel la méthode a été développée. Ce choix, qui repose sur le
savoir-faire acquis a I'Inria dans ce domaine, a permis un développement rapide de la méthode et 1’obtention
de résultats probants, mais il s’est révélé cotiteux a I'usage. C’est pourquoi une seconde implémentation, par
approximation de Born et tracé de rayons a été entreprise par Plessix, cf. [15], et une troisitme implémentation,
par approximation de Born et approximation paraxiale de I’équation des ondes, est actuellement en cours de
développement par Lavaud.

D’autre part, ce choix nous a aussi permis d’aborder le probléme de la séparation des effets de propagation
et de réflexion de I’énergie dans les parametres acoustiques, les approximations de Born (modeles linéarisés)
proposant intrinséquement une solution & ce probleme. La solution simple retenue, par analyse multiéchelle des
parametres acoustiques, repose sur l'utilisation de fonctions de base continues bilinéaires par morceaux.

Le second point important est la migration quantitative, également développée dans le cadre de la modé-
lisation par tracé de rayons. Elle consiste & remplacer un pas de gradient pur (migration brute) par un pas
de quasi-Newton en préconditionnant la direction de plus grande pente par une approximation de I'inverse du
Hessien. C’est le point clef de la méthode: il permet de construire dans de bonnes conditions 'opérateur de
resimulation qui n’est plus sensible aux déphasages.

Dans une premiére section, nous rappelons brievement les étapes principales de I'algorithme de reformu-
lation en temps (simulation, séparation propagateur/réflecteur, migration, resimulation, gradients), puis nous
les détaillons dans les sections suivantes dans le cadre du modeéle acoustique par différences finies et nous les
illustrons & ’aide du modeéle synthétique SYNCLAY décrit en annexe. Nous évoquons également en annexe le
modele MARMOUSI afin de donner un point de repére réaliste.

2 Reformulation en temps

Nous ne rappellons ici que les grandes lignes de la méthode MBTT. Pour plus de détails, le lecteur pourra
se référer 2 [9, 8, 7, 10].

Etant donné un espace de dimension finie Vj, permettant la description discréte d’un milieu donné, par la
donnée de parametres physiques (vitesse, densité,...) dans cet espace, supposons |’existence de deux sous-espace
IT et R permettant de décrire respectivement les propriétés de propagation et de réflexion de 1’énergie dans ce
milieu.

Soit Zy une modélisation directe permettant d’associer & chaque propagateur = € Il et a chaque réflecteur
r € R la collection de sismogrammes synthétiques ¢ = (c1,...,en) € D obtenue par propagation de N signaux
donnés dans le milieu décrit par 7 et r,

TZo: xR — D
(1) v

(m,r) — ¢

ol D est 'espace de dimension finie des sismogrammes. Etant donnée une collection de données sismiques

d = (di,...,dn) € D, soit le critere d’erreur des moindres carrés défini par
N 1

(2) ZJ(m,r) = ZIjn(ﬂ', 7) avec ITn(m,7) = §||dn — cn?
n=1

oll ||.|| est la norme euclidienne sur ’espace des sismogrammes. Le probléme inverse sismique consiste & minimiser
J. Ce critére est presque quadratique par rapport au réflecteur r mais fortement non-convexe par rapport au
propagateur .
Etant donné un propagateur 7 € I, soit B(w) la modélisation directe linéarisée en r = 0,
. 0Ly
Q B(r) = T2 (x,0)
r
RR n° 2860



6 G. Chavent, F. Clément & 5. Gomez

Le gradient et le Hessien du critére sont alors donnés par
V. IJ(r,0)=B(m)¥'d et  VZIJ(r,0)= B(r)" B(x).

L’opérateur transposé B(m)T est un opérateur de migration. Il restitue la position des réflecteurs, car le Hessien
est concentré sur la diagonale principale, mais pas leurs amplitudes, car ces éléments diagonaux décroissent assez
rapidement avec la profondeur. Etant donnée une matrice symétrique définie positive A approchant 'inverse du
Hessien, soit 'opérateur de migration quantitative défini par

(4) M(r) = AB(m)" .

Le préconditionnement par A a pour but de restituer les amplitudes des réflecteurs en remplacant la direction
du gradient par une direction de quasi-Newton.

La reformulation en temps de parcours par migration (MBTT) du probleme inverse sismique consiste alors,
pour chaque propagateur m € II, & remplacer I'inconnue réflecteur r € R, dans le domaine spatial, par I'inconnue
réflectivité en temps s € D, dans le domaine temporel, via une migration quantitative,

(5) r = M(m)s.

Ces deux inconnues de réflectivité sont duales I’'une de I"autre pour la dualité convexe de Fenchel-Rockaffelar,
cf. [7]. La nouvelle modélisation directe définie par

(6) Me: Tix D 5 % R ELAN
(m,s)  — (mr=M(m)s) — ¢

est appelée “resimulation de la réflectivité en temps s avec le propagateur 7’ ou modélisation directe modifiée.
La fonction cofit correspondante M J est appellée fonction cotit modifiée.

Le premier avantage de cette reformulation en temps est de rendre le critére des moindres carrés presque
convexe par rapport au propagateur m a réflectivité en temps s fixée, au moins dans le cas de milieux & structure
simple. Le second avantage est que la migration étant quantitative, la réflectivité en temps optimale est proche
des données.

3 Simulation

Dans cette section, nous décrivons la construction d’un simulateur acoustique 2D par un schéma aux diffé-
rences finies d’ordre 2 en espace et en temps.

3.1 Probleme continu

Un milieu acoustique est déterminé par la donnée de deux parametres physiques: la vitesse des ondes de
compression v, et la densité p, ou mieux, la lenteur v = 1/v, et 'impédance acoustique ¢ = pv,. Etant donné
un domaine Q du demi-plan R x R} (z > 0 est la profondeur), soit

B = {O[ S Ew(ﬂ)/aaminaamax >0: V(l‘:Z) € Q:Olmin S Q(I,Z) S amax}

I’ensemble des parametres admissibles (nous serons amenés a distinguer B, et B,).
Soit 2 =]0, X[x]0, Z[ un domaine rectangulaire de frontiere supérieure I'y, de frontieres artificielles T'y, T'y et
T'5 et de coins inférieurs B et C, ¢f. Figure 1. Soit % une fonction réguliere de support le disque D(S,£) C Q de
centre S et de rayon £ > 0 approchant la masse de Dirac en S. La fonction ((x,t) — f(t)d5 (x)) est supposée étre
dans £2(0,T; £%(2)) et & support compact D(S,¢) x [0, Ts] avec 0 < Ty < T ot T est la durée d’enregistrement.
Etant donnés v, o € B, I’équation des ondes acoustiques dans le domaine Q munie d’une condition de surface
libre, de conditions aux limites absorbantes d’ordre 2 et de conditions initiales homogeénes s’écrit

v 0%p 1 .
(7) g v <;Vp) = f(t)o5 dans Q,
(8) p=0 sur T,

Op op vop; S
(9) a_ni_|_ya—t—§at =0 sur I';,i =1,2, 3,

INRIA



MBTT pour un modele acoustique 7

o) T'o A
F3 Q Fl
C
Ty B
A

Fic. 1 — Le domaine et sa frontiére. La surface est notée Ty (segment d’extrémités O et A). La frontiére
artificielle est notée 'y, elle se décompose en trois cotés disjoints Iy, ['s et I's et deux coins B et C'.

1 0%¢; 0 1 dp
10 — =— | =5 Fi,e=1,2,3,
(10) o Ot? or, \v?o 0, St it

3p 3vop
11 —— =0 BetC
(11) on ' 2 0t ezt

dp Op; .

12 == =¢;= =0 at=0,1=1,2,3.
(12) P= g =T 5 a i
ol p est le champ de pression et, pour i = 1,2,3, ; est une fonction auxiliaire définie sur le bord artificiel
T;. Pour : =1,2,3, 57— et T sont respectivement les dérivées normale et tangentielle au bord T';. Aux coins,
o a __ 8 , 0
By —ax+—etm——%+£~

Sment les espaces fonctionnels

I/VZ»:{UE%l(FZ»)/ulinFDEO}, i:1,2,3,
0
Wir = {u € L0, T; W) /a—; € L(0,T; L%(Ty)) } , i=1,2,3,
Vo ={ue N (Q)/ur, =0 et (ur,, ur,, ur,) € Wa},
0

Vor = {u € L7(0,T; VG)/ﬁ_? € EOO(O,T;EQ(Q))}
avec Wy = Wy x Wa x W3 et Wyp = Wip x War X Wap. Le systéme d’équations aux dérivées partielles (7), (8),
(9), (10), (11) et (12) admet la formulation variationnelle, ¢f. [1, 11]: étant donnés v, o € B, trouver p € Vyr
avec pjg=o = g—fp:o =0et p € Wor avec pjz=0 = %_fltIO = 0 telles que, pour tout ¢ € V,, pour tout ¢ € W,
avec 1 continue en B et C', et pour tout ¢ € [0, 7],

d%p 10
/V3t2qu+/ —Vqudx+ Z / pqdal

1=1,2,3
1 0y;
13 —= / do; = t/éa dx,
(13) 223 p el f()ﬂsq
132% 1 3p8¢ 3 Op
(14) Z/ G Vo D / oaror it gt = O
i=1,2,3 i=1,2,3 B,C

3.2 Probleme discret

Soit Qp le maillage carré de (N (N; + 1) points approchant €,

+1)
= {(ih,jh)/(i,j) € N*,i < Ny, j < N.}
RR n° 2860
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e}
Qn Qon Qan
Toon Con Ty
o I
FaOh 1_‘ah Fizh
[e2
Fth F1h ¢ IVlh
Fgoh FZh /2h
Fgoh FBh Féh
FiG. 2 — Description des différents ensembles de points dans le cas simplifié d’un maillage a 25 points. Dans
chaque cas, U'ensemble considéré est constitué des x.

ot Nyh = X et N;h = Z. Soient les sous-ensembles Top, = Q5 N Ty et Qap = Qp\Topn, T = Qp N o et
Qon = Qu\Th, Taon = Tp\(Ton U{B,C}) et, pour i = 1,2,3, Ty = Qup NT; et T, = QN Ty, cf Figure 2.
Pour M € Qgp, soit V(M) I’ensemble des quatre voisins de M. L’intervalle de temps [0, 7] est approché par
I’ensemble de N; + 1 points

{kAt/k € N k < N;}

ol N;At = T. L’ensemble des parametres admissibles B est approché par B, =V, N B.

Soit Vj, 'espace vectoriel de dimension (N, 4+ 1)(N; + 1) associé a I'interpolation bilinéaire sur le maillage
Qp. Vi admet pour base canonique ((z)éw)Meﬂh oll, pour chaque neeud M, (i)flvf est la fonction continue bilinéaire
par maille telle que, pour tout P € Qp, d)J‘If = dprp. Ces fonctions sont appelées “fonctions chapeaux”. Pour
i = 1,2,3, soit W;, 'espace vectoriel de dimension finie associé a I'interpolation linéaire sur T;, (les fonctions

de W;p, sont supposées étre nulles en O ou en A).

INRIA



MBTT pour un modele acoustique 9

Les espaces fonctionnels W,, W,r, V, et V,r sont approchés respectivement par les sous-espaces de dimen-

sions Ny + 2N, + 1, (Ng + 2N, + 1)(Ne + 1), (Ng + 1)N, et (Ny + 1) N, (Ng + 1),

Ni+1 Ni+1 Ni+1

Wan = Winp x Wap X Wap, Warh = Wlhﬁ X W%ﬁ X Wght+ )
N.+1
Var =V NV, et Varn = Vaht-l— .

Les intégrales sur € sont approchées par interpolation bilinéaire (schéma & 5 point pour le Laplacien ) et
celles sur le bord par interpolation linéaire. Les dérivées secondes en temps sont approchées par le schéma
classique & 3 points et les dérivées premieres par un schéma centré.

Soit B la matrice de masse, elle est diagonale et pour tout M € Qgp,

1s1 M€ Q()h,

1.
VM 42 —si M € [qp,
oM

BMM:WM ou WM:

) si M € {B,C}.
Soit A la matrice de rigidité, elle est pentadiagonale symétrique et pour tout M € Q. et pour tout @ €

V(M)ﬁﬂh,
1 1 1
Amg = —=
MQ QWMQ (VMO'M + I/QO’Q)

Apum = — Z Amq
QEV(M )N,

ol WMQ = max(WM, WQ)

Pour 7 = 1,2, 3, soit D; la matrice de dissipation (ou matrice de masse sur le bord), elle est diagonale et pour

tout M € 'y,

h
Dipyr = 2Way —,
oM

soit C; la matrice de rigidité sur le bord, elle est tridiagonale symétrique et pour tout M € T';, et pour tout

QeV(M)NTy,,

1 1 1
Civrg = —37 ( D) + ) et Civmm = — Z Cime.
2h \ vjom v5oQ Qevannr,
Soit E la matrice de dissipation aux coins, elle est diagonale et pour tout M € {B,C},
3
Evy = 2
VMOM

La formulation variationnelle (13) et (14) se discrétise en la formulation matricielle : étant donnés v, o, € By,
trouver py € Vyrp, avec p® = p' = 0 et @) € Wars avec ¢ = ¢! = 0 tels que, pour tout k € N, 1 < k< N; — 1,

1
@k 4 Ak ok L JNE -
(15) Bp + Ap +Z D;p 22 ngoi = F7,
i=1,2,3 i=1,2,3
(16) Y D 4 3 Cipf 4+ EpE = o,
i=1,2,3 i=1,2,3

Ce systéme linéaire sera noté symboliquement par la suite

(17) C(I/h, O'h)ph = fh~
Les sismogrammes synthétiques sont ensuite calculés par
(18) Cp = WtGph

ol G est la matrice d’échantillonnage aux récepteurs par interpolation bilinéaire sur le du maillage Qj et le
poids W; est une matrice diagonale positive définie en chaque récepteur et pour chaque pas de temps par le
produit d’un masque, permettant d’éliminer les arrivées directes, et d’un facteur ne dépendant que du temps,
permettant de compenser I'atténuation géométrique du signal, cf. section 5. La simulation directe est notée

(19) on : (vh, o) — ch.

Dans la suite, les quantités manipulées étant toutes discrétes, I’indice p, est supprimé sauf pour les ensembles
Qh et Vh.
RR n° 2860



10 G. Chavent, F. Clément & 5. Gomez

3.3 Aspect informatique

Les matrices intervenant dans le schéma numérique sont données par des formules distinctes suivant que
le point considéré est a l'intérieur du maillage, sur 1'un des trois cotés artificiels ou en 1'un des deux coins.
Cette diversité peut étre source d’erreurs de calcul et/ou de programmation. De plus, généralement associée a
une numérotation a deux indices des nceuds du maillage, elle ne permet la vectorisation que sur une rangée.
La méthode des noeuds fictifs permet de ne considérer qu’une seule formule par matrice et, associée & une
numérotation & un seul indice, elle favorise une vectorisation sur tout le maillage. L’idée de base est de rajouter
tout autour du domaine une bande de la largeur d’une maille et de prolonger par symétrie toutes les quantités
utilisées, cf. [6]. La vectorisation sur Cray YMP/C90 apporte un gain d’un facteur 20.

Les Tableaux suivants sont relatifs au programme correspondant a 1’algorithme décrit précédemment. Les
mesures de complexité et de performance sont effectuées pour le modele SYNCLAY, ¢f. annexe A. La complexité
en mémoire du programme de simulation est de 'ordre de 3,2 millions de mots et la complexité en calculs
est d’environ 13 milliards d’opérations. Le Tableau 2 montre les performances comparées du programme de
simulation sur différents calculateurs.

| || mémoire (Mmots) | calculs (Gop) |
| simulation || 3,2 | 13 |

TaB. 1 — Complexité en mémoire et en calculs du programme de simulation.

| || temps réel (s) | performance (Mop/s) | 7 (107 %) |

Digital 3000/400 490 25 0,47
Digital 2100/500 (4 proc.) 220 60 0,21
Cray YMP/C90 (1 proc.) 18 720 0,017

TAB. 2 — Performances comparées du programme de simulation sur différents calculateurs. La derniére colonne
donne le temps de calcul moyen par mazille, par pas de temps et par tir.

3.4 Résultats numériques

Nous montrons maintenant des résultats numériques de simulation dans le modele SYNCLAY, ¢f. annexe A.
Les Figures 3 et 4 montrent des instantanés pris tous les dixiemes de seconde au cours de la simulation. Ceux-ci
représentent la solution de I’équation des ondes discréte aux instant choisis. Nous observons que ni la dispersion,
ni les réflexions sur les bords artificiels ne sont visibles. La Figure 5 montre le sismogramme enregistré au cours
de la propagation du tir central ainsi que le masque choisi pour éliminer les arrivées directes. Le signal est
également amplifié proportionnellement & la racine carrée du temps, pour en corriger ’atténuation géométrique,
cf. section 5. La Figure 6 montre la juxtaposition des cinq sismogrammes correspondant aux cing tirs.

INRIA



MBTT pour un modele acoustique
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F1G. 3 — Instantanés pris au cours de la propagation du tir ceniral (1). Aze horizontal : distance horizontale
(m), aze vertical: altitude (m). De haut en bas et de gauche & droite: champ de pression auz instanis 0.1 s,

0.2s,0.3s,0.4set05s.
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0
-250
-500
-750
-1000
0 250 500 750 1000
0 0
-250 -250
-500 -500
-750 -750
-1000 -1000
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000
0 0
-250 -250
-500 -500
-750 -750
-1000 -1000
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000

F1G. 4 — Instantanés pris au cours de la propagation du tir ceniral (2). Aze horizontal : distance horizontale
(m), aze vertical: altitude (m). De haut en bas et de gauche & droite: champ de pression auz instants 0.6 s,

0.7s,0.8s,0.9s,1s.
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MBTT pour un modele acoustique

4 Séparation propagateur/réflecteur

Dans cette section, nous décrivons le choix d’une séparation propagateur/réflecteur reposant sur une repré-
sentation multiéchelle des parameétres physiques.

4.1 Analyse de l’'information disponible dans les données

La présence d’information dans les données est subordonnée a I’existence d’énergie remontant vers la surface
et donc & la présence de réflecteurs dans le sous-sol. Les parameétres physiques v et o participent aux deux phé-
nomenes physiques bien distincts de propagation et de réflexion. La question est de préciser qui est responsable
de quoi en introduisant une séparation de ces parameétres physiques.

Nous faisons I’hypothese classique, cf. [12], selon laquelle, étant donné le caractére limité en fréquence
de la source et, en particulier, son faible contenu basses fréquences, les composantes basses fréquences des
parameétres physiques ne créent pas de réflexions tangibles dans les données, et donc, c’est uniquement a travers
la cinématique des temps d’arrivées des réflexions produites par les composantes hautes fréquences de v et o
que les composantes basses fréquences de la lenteur jouent un réle dans les données.

Ainsi, nous envisageons de séparer les paramétres qui gouvernent la cinématique (propagateur) de ceux qui
décrivent la réflectivité (réflecteur) afin de leur procurer un traitement mathématique différencié ; et ce d’autant
plus qu’ils correspondent & des comportements trés différents de la modélisation directe : presque linéarité par
rapport au réflecteur contre forte non linéarité par rapport au propagateur.

4.2 Décomposition lisse/rugueux des parametres physiques

Soit une décomposition de 1’espace discret V}, des parametres physiques en la somme directe de deux sous-
espaces,

(20) V=V, &V,

oll, intuitivement, V; est ’espace lisse (“smooth space”) contenant des fonctions “variant lentement” et V. est
I’espace rugueux (“rough space”) contenant des fonctions “oscillant rapidement”. V; est I’espace de faible dimen-
sion dans lequel nous prendrons le propagateur et V, 1’espace de grande dimension dans lequel nous choisirons
le réflecteur. Soient p, et p, = Id — p, les projections respectives sur chaque sous-espace parallelement a ’autre.
Nous décomposons naturellement les parameétres physiques en la somme de leurs parties lisse et rugueuse, pour
tous v,0 € Vp,

(21) V=psV+prV=Vs -+,
(22) 0= pso+po=0s+0,.

Dans le cas présent ol V}, est constitué des fonctions définies par interpolation bilinéaire & partir des valeurs
aux nceuds de la grille, dite “fine”, un choix naturel pour ’espace lisse V; est alors I’ensemble des fonctions définies
également par interpolation bilinéaire mais sur une sous-grille, dite “grossiere”. 1l suffit ensuite, pour obtenir un
supplémentaire (non-orthogonal) de V; dans V}, de compléter la base canonique de V; & I’aide d’éléments de la
base canonique de V}. Ces bases canoniques étant constituées de fonctions chapeaux dont les supports sont en
rapport avec la taille des grilles considérées.

Les deux sous-espaces doivent suivre trois principes naturels.

(1) Faible réflectivité des éléments lisses: tout sismogramme calculé & partir de projections lisses des parametres
physiques ne doit contenir aucune réflexion tangible.

(i1) Contenu cinématique suffisant des éléments lisses: le tracé d’un rayon et le temps de parcours le long de
ce rayon ne doivent pas étre dégradés par le remplacement de la lenteur par sa projection lisse. La qualité
d’un tracé de rayon est appréciée sur la structure des images migrées, cf. section suivante.

(iii) Faible contenu cinématique des éléments rugueuz: afin de garantir un comportement presque linéaire du
modele direct par rapport aux projections rugueuses des parameétres physiques, celles-ci ne doivent pas
influer sur les temps de parcours entre des points suffisamment éloignés.

Un choix naturel pour les parameétres intermédiaires est alors:
— un parametre propagateur m = v, avec I = Vj,
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— deux paramétres réflecteur r = (v, 0,) avec R=V, x V}.

Il est reconnu que la partie lisse de I'impédance ne joue qu’un faible role dans les données sismiques, cf. [12], et
nous choisissons donc pour o n’importe quelle fonction lisse raisonnable, par exemple une constante égale a la
valeur en surface.

Les conditions (1) et (ii) sont contradictoires: d’une part, quand V; ne contient que les fonctions constantes,
la condition de faible réflectivité pour les éléments lisses est pleinement satisfaite mais le contenu cinématique
des constantes est certainement trop pauvre. Et d’autre part, quand V; = V}, la cinématique ne peut-étre
représentée de fagon plus riche mais les éléments lisses sont alors responsables de réflexions pour des incidences
non normales. Ce conflit ne pourra étre finalement résolu, de facon approchée, qu’a cause du caractere limité
en fréquence de la source et, plus précisément, & cause de son manque de composantes basses fréquences.

Nous poursuivons maintenant la caractérisation des sous-espaces V; et V, dans le cas de 'exemple cité ci-
dessus ol ’espace lisse Vs est construit par interpolation bilinéaire sur une sous-grille grossiere. Soit H la taille
d’une maille de cette grille grossiere. Le rapport H/h est supposé entier.

4.2.1 Condition de faible réflectivité des éléments lisses

Nous allons évaluer la diminution du coefficient de réflexion apportée par la projection lisse dans le cas d’une
discontinuité de lenteur & densité constante.

Y

Y

U1

[

H

FiGa. 7 — Réflexion d’une onde plane arrivant a incidence normale sur un milieu tabulaire a densité constante
dont le profil de vitesse présente une rampe lLinéaire. La rampe de longueur H entre les valeurs vy et vs
correspond & la projection lisse de la discontinuité de lenteur. Une onde plane incidente d’amplitude 1 est alors
réfléchie avec l'amplitude N;.

Projeter un profil de lenteur présentant une discontinuité entre les valeurs v et v sur 'espace lisse V; fait
apparaitre une rampe linéaire de longueur H entre les valeurs v; et v, cf. Figure 7. Nous admettons que la
transition de vitesse correspondante est presque linéaire. Soient 35 le module du coefficient de réflexion complexe
de la transition lisse de lenteur pour une illumination & incidence normale par une onde plane et R = % le
module du coefficient de réflexion complexe de la discontinuité de lenteur pour la méme illumination. Soit Ny

I’épaisseur de la transition mesurée en termes de longueurs d’onde dominantes Ay dans le milieu incident,

H

Ny = —.
A )\1

Le calcul, ¢f. [3, 10], montre que, dans le cas d’une transition linéaire de vitesse, si & < 0,33 et Ny > 0, 3,
alors nous avons la majoration de la réduction de coefficient de réflexion

R, 1
23 — < —.
( ) N - 4Ny
Nous avons tracé dans la Figure 8 la valeur exacte du facteur de réduction R, /R comme fonction de Ny pour
différentes valeurs du coefficient de réflexion R de la discontinuité (0,05, 0,1, 0,2 et 0,3). La majoration (23) et
la Figure 8 montrent que:

la réflectivité est diminuée par un facteur au moins 10 dés que le nombre de longueurs
d’onde dominantes par maille de la grille grossiére est plus grand que 2,5.

(24)
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Fia. 8 — Facteur de réduction du coefficient de réflexion R /R en fonction du nombre Ny de longueurs d’onde
dominantes par maille. Traits interrompus : pour différentes valeurs du coefficient de réflexion associé a la
transition abrupte, ® = 0,05, 0,1, 0,2 et 0,3. Trait plein : fonction majorante (Ny — 1/4Ny).

4.2.2 Condition de contenu cinématique suffisant des éléments lisses

Il est difficile d’analyser mathématiquement la baisse de qualité des images migrées induite par le rem-
placement d’un modéle de lenteur par son approximation lisse. Une étude numérique portant sur le modele
MARMOUSI, cf. annexe B, a montré que le lissage n’altérait pas la qualité des images migrées pourvu que le
modele de vitesse lissé retienne de 'original toutes les longueurs d’onde spatiales au moins égales a deux fois la
longueur d’onde dominante du signal, ¢f. [16].

En admettant que le sous-espace V; associé a une grille grossiére de taille H contient toutes les longueurs
d’onde spatiales au moins égales & 4H alors nous pouvons espérer que:

la qualité des images migrées est maintenue lorsque Uon remplace un modéle de lenteur
(25) par sa projection lisse pourvu que le nombre de longueurs d’onde dominantes par
mazille de la grille grossiére soit inférieur ou égal a 0.5.

4.2.3 Condition de faible contenu cinématique des éléments rugueux

Evaluons I’écart de temps de parcours induit par une perturbation rugueuse d’une lenteur lisse.

Soient M; et My deux points du domaine Q. Etant donné un modzle de lenteur, le temps de parcours entre
ces deux points est I'intégrale de la lenteur ' le long d’un rayon joignant A} et M,. Dans le cas oi1 les deux points
M, et M5 sont de part et d’autre d’une forte variation de lenteur et o la lenteur varie peu latéralement le long
du rayon, alors l'intégrale le long du rayon est proportionnelle & I'intégrale double sur un faisceau entourant ce
rayon.

Lorsque nous passons aux notions discrétes, le temps de parcours entre My et M5 reste une forme linéaire sur
Vi de la lenteur et, puisque V};, est de dimension finie et muni de son produit scalaire canonique, noté < .,. >,
par le théoreme de représentation de Riesz, il existe w € V},, dépendant des points M7 et My de Qp, tel que,
pour toute distribution de lenteur v € V},, le temps de parcours discret entre My et My soit

TM M, =< V,W > .

Sous les mémes hypothéses que précédemment, I’analogue discret du passage de I'intégrale le long du rayon a
une intégrale sur un faisceau est de considérer que w = wy € V; (le faisceau ayant alors une épaisseur de I’ordre
de la taille H de la grille grossiere définissant Vj). Les éléments rugueux ont un faible contenu cinématique si
et seulement si les temps de parcours entre des points quelconques varient peu entre les lenteurs v; € V; et
v=vs+v, €V, v, €V, étant quelconque ou, de fagon équivalente, si et seulement si la variation de temps de

1. Et non de la vitesse! Ce qui justifie a posterior: 'utilisation de la lenteur.
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parcours est faible, soit, pour tout v, € V.,
ATyr v, =< Up,ws >~ 0.

Nous pouvons donc conclure que:

st nous ne constdérons que les rayons attaquant les réflecteurs a incidence non tangen-
(26) tielle, les éléments rugueur ont un faible contenu cinématique dés que les sous-espaces
Vs et V. sont orthogonauz.

4.2.4 Conflit

Les conditions (1) et (il) menent effectivement & des conclusions contradictoires: d’une part, il faut que
Ny > 2,5 et, d’autre part, que Ny < 0,5! 1l faut toutefois modérer la contradiction apparente de ce résultat.
En effet, d’une part, pour les milieux lisses que nous considérerons ici (& impédance constante), la premiere
inégalité devrait devenir beaucoup moins restrictive et, d’autre part, la seconde inégalité ne releve que de
considérations qualitatives provenant d’études numériques. En définitive, seule une étude expérimentale avec le
modele SYNCLAY permettra de résoudre ce conflit.

4.3 Une famille de sous-espaces lisses et rugueux

Nous nous plagons dans le cas oli 'espace lisse Vi est défini par interpolation bilinéaire sur une grille grossiére.
L’espace rugueux V, est alors défini de fagon optimale par 1’orthogonal de Vi pour le produit scalaire canonique
de V3. Une décomposition lisse/rugueux est donc définie de fagon unique par la donnée d’une sous-grille de la
grille fine.

4.3.1 Grille multiéchelle sur

Afin de permettre une bonne progressivité entre les choix extrémes pour ’espace lisse (de 'espace des
fonctions constantes & V}, ), nous considérons une base multiéchelle de ’espace défini par interpolation bilinéaire
sur la grille fine. La maniere la plus simple de construire une base multiéchelle étant la dichotomie, nous sommes
amenés a considérer une grille fine dont le nombre de mailles dans chaque direction a une forte valeur dyadique.
C’est pourquoi cette grille fine, dite grille multiéchelle et notée QM P peut étre différente de la grille servant a
la construction du simulateur numérique, dite grille aux différences finies et notée QPF | qui, elle, est fixée par
les caractéristiques physiques de I’expérience & modéliser et par la condition de stabilité du schéma numérique.

Soit VME Despace correspondant a I'interpolation bilinéaire sur la grille QMF et VPF = V). Le passage de
I'un & Pautre est obtenu par interpolations bilinéaires.

4.3.2 Base multiéchelle de VME

Pour simplifier la présentation, supposons que la grille multiéchelle est carrée a mailles carrées et comporte
NMENME — (9Ne 4 1)2 points. Par dichotomies successives sur le nombre de mailles dans chaque direction,
nous pouvons définir N, + 1 sous-grilles uniformes emboitées

QC...CUCU1 C... C Ay, =QME,

Pour tout k € N, k < N, le maillage Q, dit maillage de 1’échelle &k, comporte (Qk + 1)2 points et ses mailles
sont de taille hy = 2Ne=%hy_ (ot hy, = RME). Pour tout k € N, 1 < k < N, soit X le complémentaire de
Qr_1 dans Q. Le cardinal de X est
#Ek — (.Zk 4 1)2 _ (2k—1 4 1)2 — (1 4 2k—2 4 216—1)216.
Ainsi, nous avons les réunions disjointes, pour tout £ € N, 1 < k < N,
(27) Qr=QUXU... UX.
Pour tout k € N, k < N, soit V} le sous-espace de dimension (2% + 1)? des fonctions obtenues par interpo-

lation bilinéaire sur la sous-grille Q. Ces sous-espaces sont également emboités,

VoC...CViCVig1 C... CVy, =VME
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Chaque sous-espace Vi est muni de sa base canonique (qﬁﬁ,j)MEQk, dite base locale de 1’échelle k, constituée des
fonctions chapeaux relatives au maillage Qp de 1’échelle k. Pour tout £ € N, 1 < k < N, soit Wy le sous-espace
de Vi, engendré par (¢%;)arex,. Wi est le supplémentaire canonique (non orthogonal) de Vj_; dans V. Ainsi,
nous avons les sommes directes, pour tout £k € N, 1 < k < N,

(28) Vi=VooW1@... 0 Wy

et

3 0 k’

(29) <(¢M)Meno, ((¢M)Mezkl)k,6N71Sk,Sk)

constitue une base multiéchelle (non orthogonale) de V.

4.3.3 Curseur

Nous pouvons définir une famille de N, décompositions lisse/rugueux, simplement en jouant sur la position
d’un curseur k. entre les valeurs 0 et N, — 1, par

(30) Vi=Ve,=VoaW, ... 0 W et VT:VSJ‘,

c

4.3.4 Base de V;,

Fixons k. entre 0 et N, —1. Nous procédons ensuite a la construction d’une base de I’espace rugueux V, = VSJ‘.
Soient I = Qp, 'ensemble des points du maillage fin, J = Q_ ’ensemble des points du maillage grossier et
K=I\J =%, 41U... UXp,. Soit Jo = Qq et, si k. > 1, pour tout k € N, 1 < k < ke, soit Jp = Xg. Ainsi,
nous avons la réunion disjointe J = Jo U ... U Jg.. Soit (¢;)ier la base locale de VME et (ej)jer celle de V
(en fait, avec les notations précédentes, ; = (bfvﬂ et ej = (b?c) Nous cherchons une base (fi)rerx de Vi sous la
forme, pour tout k € K,

(31) fe=¢cr + E Tjigejr.
j'ed

Le produit scalaire canonique de VM étant noté < .,. >, 'orthogonalité des sous-espaces V; et V, s’écrit, pour
tout j € J et pour tout k € K,

< Ej,fk >=0.

Posons? A = (< ej,€ej0 >)jeq, B= (< ej,ex >)jerner et X = (xj)jesker. Alors la condition précédente
devient, sous forme matricielle,

(32) AX + B=0.

Le systéme (e;);es étant une partie libre de VME et < . . > un produit scalaire, la matrice A est symétrique
définie positive, donc inversible. De plus, étant donnée la forme particuliere du systéme (e;);er, la matrice A
est tridiagonale par blocs tridiagonaux et son inversion s’écrit de fagon explicite par une décomposition LU par
blocs & deux niveaux, cf. [10].

Par harmonie avec la notation de la base locale de Vi, posons, pour tout | € N, [ < k. et pour tout j; € J;,
eél = gbél La base finalement considérée sur VMF g'écrit alors

(33) (((ehien)ienpen, » Uinex)

4.3.5 Dérivation

Soit A la matrice de passage de la base multiéchelle (33) de VME & la base locale de VP¥. Soient A~! sa
(pseudo-)inverse et AT sa transposée. Etant donné un paramétre uPF € VPF défini par ses coordonnées UPT
nous lui faisons correspondre les parties lisse et rugueuse u; € Vi et u, € V, définies respectivement par les
coordonnées

(34) Us = PATIUPE et U, = PATTUPE

oll Ps et P, sont les matrices des projections orthogonales dans la base (33). Réciproquement, étant donnés
deux éléments lisse et rugueux u; € Vi et u, € V, définis par leurs coordonnées U; et U,, nous leurs associons
le parametre u?¥ € VPF défini par les coordonnées

(35) UPE = AU, + AU,.

2. Ces matrices A et B n’ont strictement rien & voir avec les matrices du méme nom définies 4 la section précédente.
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Soit JPF une fonction dépendant des coordonnées UPF du parametre u?F € VPF 11 lui correspond la
fonction JMF dépendant des coordonnées UMF de «MP ¢ VME définie par

et nous avons les relations

(37) Vo, IME = PATVyor JPF et Vp, JYE = PATVor JPF.

4.4 Résolution du conflit

Nous illustrons, dans le cas du modele SYNCLAY, cf. annexe A, comment le conflit entre les conditions (i)
et (ii) portant sur I’espace lisse peut étre résolu expérimentalement.

(ke [ o [ T [ 2 | 3 [ 4 | 5 [ 6 |
grille || 4x4 ] 7x7]13x13]25x25 |49 x49 | 97 x 97 | 193 x 193
H (m) || 333 | 167 83 42 21 10 5
N» 8 4 2 1 0,5 0,25 0,125

TAB. 3 — Grandeurs associées a chaque position du curseur. La taille de la grille est données en nombre de points
et sa résolution est données en métres (H) et en nombre de longueurs d’onde dominanies par maille grossiére
dans la couche d’eau (N ).

Nous choisissons 192=3.25 comme approximation par défaut de 200 ayant une grande valeur dyadique. Ainsi,
nous choisissons une grille multiéchelle comportant 193x193 points. La grille & 1’échelle 0 est formée de 4x4
points et 1l y a sept échelles numérotées de 0 & 6. A chaque position du curseur k. entre 0 et 5 correspond un
choix d’espace lisse,

Vi=Vi,=VooW, ... dWyg._.

I’espace rugueux est alors défini par son supplémentaire orthogonal (pour le produit scalaire canonique de
VMEY et py_ représente la projection orthogonale sur I’espace lisse. Le Tableau 3 donne, pour chaque position
du curseur, la taille en nombre de points de la grille grossiére par rapport a laquelle ’espace lisse Vi est défini,
sa résolution H et le nombre correspondant N, de longueurs d’onde dominantes par maille grossiere dans la
couche d’eau.

Soit v la distribution de lenteur du modéle SyncrAY. La distribution d’impédance est ¢ = £ avec p =
1000 kg/m3. Pour chaque position du curseur, v, = py_¥ est la projection lisse de cette lenteur et nous appelons
alors milieu lisse le milieu caractérisé par la lenteur lisse v, et I'impédance constante oy = 1,5 105 kg/m?s.

Les Figures 9 & 14 montrent les projections lisse et rugueuse de la distribution de lenteur,

=1

Vs = pg V et v, = (Id — pi,)7,

le sismogramme ¢(vs, 05) correspondant & la propagation du tir central dans le milieu lisse et les images migrées
pour ce méme milieu lisse,

ta- ) (Bwo)) owo) o ap) (Zwne) oo

lorsque le curseur descend de la position 5 (V; = Vo @ W1 @ ... @ W5) a la position 0 (V; = V).

Nous observons bien 1’évolution prévue: déplacer le curseur de la position 5 & la position 0 permet de faire
disparaitre les réflexions du sismogramme correspondant au milieu lisse mais dégrade la forme des structures
imagées par la migration. Nous remarquons que les images migrées relatives a la lenteur sont toujours de qualité
plus mauvaise que celles relatives & I'impédance. Il apparait que la position 3 du curseur est satisfaisante ; elle
correspond d’ailleurs & un nombre de longueurs d’onde dominantes par maille égal & 1, qui est dans I'intervalle
des valeurs conflictuelles 0,5 et 2,5.
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F1G. 9 — Position 5 du curseur. Pour les sections en profondeur, aze horizontal : distance horizontale (m), aze
vertical : altitude (m). Pour la section en temps, aze horizonial : position des récepleurs (m), axe vertical: temps
(s). Haut: projections lisse (gauche) et rugueuse (droite) de la lenteur v (1073 s/m). Milieu: sismogramme
pour le milieu lisse. Bas : images migrées relatives a la lenteur (gauche) et a 'impédance (droite) pour le milieu
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F1G. 10 - Position 4 du curseur. Pour les sections en profondeur, aze horizontal : distance horizontale (m), aze
vertical : altitude (m). Pour la section en temps, aze horizonial : position des récepleurs (m), axe vertical: temps
(s). Haut: projections lisse (gauche) et rugueuse (droite) de la lenteur v (1073 s/m). Milieu: sismogramme
pour le milieu lisse. Bas : images migrées relatives a la lenteur (gauche) et a 'impédance (droite) pour le milieu

lisse.
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F1G. 11 - Position 3 du curseur. Pour les sections en profondeur, aze horizontal : distance horizontale (m), aze
vertical : altitude (m). Pour la section en temps, aze horizonial : position des récepleurs (m), axe vertical: temps
(s). Haut: projections lisse (gauche) et rugueuse (droite) de la lenteur v (1073 s/m). Milieu: sismogramme
pour le milieu lisse. Bas : images migrées relatives a la lenteur (gauche) et a 'impédance (droite) pour le milieu
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F1G. 12 - Position 2 du curseur. Pour les sections en profondeur, aze horizontal : distance horizontale (m), aze
vertical : altitude (m). Pour la section en temps, aze horizonial : position des récepleurs (m), axe vertical: temps
(s). Haut: projections lisse (gauche) et rugueuse (droite) de la lenteur v (1073 s/m). Milieu: sismogramme
pour le milieu lisse. Bas : images migrées relatives a la lenteur (gauche) et a 'impédance (droite) pour le milieu

lisse.
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F1G. 13 - Position 1 du curseur. Pour les sections en profondeur, aze horizontal : distance horizontale (m), aze
vertical : altitude (m). Pour la section en temps, aze horizonial : position des récepleurs (m), axe vertical: temps
(s). Haut: projections lisse (gauche) et rugueuse (droite) de la lenteur v (1073 s/m). Milieu: sismogramme
pour le milieu lisse. Bas : images migrées relatives a la lenteur (gauche) et a 'impédance (droite) pour le milieu
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F1G. 14 - Position 0 du curseur. Pour les sections en profondeur, aze horizontal : distance horizontale (m), aze
vertical : altitude (m). Pour la section en temps, aze horizonial : position des récepleurs (m), axe vertical: temps
(s). Haut: projections lisse (gauche) et rugueuse (droite) de la lenteur v (1073 s/m). Milieu: sismogramme
pour le milieu lisse. Bas : images migrées relatives a la lenteur (gauche) et a 'impédance (droite) pour le milieu

lisse.
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5 Migration

Dans cette section, nous décrivons la construction d’un opérateur migration quantitative reposant sur un
préconditionnement de la rétro-propagation des données par la méthode de I’état adjoint.

5.1 Migration quantitative

Pour la séparation propagateur /réflecteur définie a la section précédente, pour laquelle 7 = v, et r = (v, 0,),
la transposée de la modélisation directe linéarisée est donnée par

‘ T
P.AT <ai(ys, 0'5))

(38) B(n)" = 28 0)7 = o .
P AT (8—5(1/3,03))

VME o A est la matrice de

oll P, est la matrice de la projection rugueuse dans la base multiéchelle (33) de
passage de cette méme base a la base locale de VT
Le préconditionnement “diagonal” A intervenant dans la définition de 'opérateur de migration quantita-

tive (4) est cherché sous la forme

(39) A=AP,ATW, A
oll A € R’fl_2 et W, est un poids positif. Le pas A est choisi de la forme
(40) A=A, A0) = (uBy, (1 = p)Bs)

ou B3, et B, sont des facteurs d’échelle et p € [0, 1] est un parametre adimensionnalisé.

Nous allons maintenant évaluer le gradient de la fonction cott J par rapport aux parameétres physiques v
et o dans le cas d’un seul tir, afin d’établir ’équation des ondes rétrograde correspondant a la transposée de la
modélisation directe linéarisée.

5.2 Etablissement de I’équation des ondes adjointe

Nous nous placgons dans le cadre de la théorie du contréle optimal s’appliquant aux problémes de minimisation
sous contraintes par équations aux dérivées partielles, cf. [13, 5]. La fonction colit & minimiser est contrdlée par
une équation d’état (ici équation des ondes directe) et I'introduction d’un Lagrangien, dont le multiplicateur?
est solution de ’équation d’état adjointe (ici équation des ondes rétrograde), permet I’évaluation du gradient
de cette fonction coiit en ne résolvant que deux équations d’état, et cela indépendamment de la dimension de
I’espace des parametres.

Le calcul n’est effectué que pour les points du maillage intérieur Qgp (non sur le bord), car le peu d’infor-
mation supplémentaire apporté par un calcul complet sur le bord ne justifie pas la complexité qu’il engendre.

5.2.1 Lagrangien

Soit d € D une donnée sismique (N = 1). Soient v, ¢ € Bp, des parametres physiques admissibles. Exprimée
en termes du champ de pression p, la fonction cotit & dériver est

(41) J(.0)= i(p) = 3lld—~ WG

Nt) est solution de I’équation d’état discréte

ot p=(0,0,p%....p
(42) Cv,o)p=1.

Soit £ le Lagrangien discret associé au probleme de minimisation de j sous la contrainte (42), c’est-a-dire sous
les contraintes (15) et (16). Ce Lagrangien dépend des variables d’état p et ¢ * et des multiplicateurs de Lagrange
q, associé a I’équation (15) dans Qj, et ¥, associé & I’équation (16) sur le bord artificiel 'y, Pour tout p € Vyr,

3. Il s’interprete ici comme la rétro-propagation des données.
4. ¢ représente de nouveau ici les fonctions auxiliaires définies sur les trois cotés du bord artificiel.
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pour tout ¢ € Wyrs, pour tout ¢ = (¢t,..., ¢V 1) € Vajzt_l et pour tout W = (¥l ... WNi-1) ¢ Wﬁl’_l tel
que ¥y = ¥sp et ¥y = U3,

Ni—
Lp,¢,q,¥;v,0) = j(p Z > Bup$* by + Z >0 (APF),, du
k=1 MeQan k=1 MeQan
+Z Z Z DszM qM Z Z Z 2 zM%Mkﬁu Zqus
k=1 i=1,23M¢el;p, k=1 i=1,23M¢el;p
PY T Y nelir e Y Y Y (@), v
k=1 i=1,23M¢el;p k=1 i=1,23Mel;p
Ny;—1
+ 30 ST MEMp

k=1 B,C
Alors, q et W étant fixés, si p et ¢ sont solutions de ’équation des ondes discrete (42),
L(p,¢,q.¥;v,0) =T (v,0)

et
8E

7= Y Ly Y Y Cimt 3 o

k= 2Meﬂah k=2i= 1,‘),3Mth Meﬂah Meﬂah

Il suffit donc de choisir les multiplicateurs de Lagrange q et U tels que, pour tous dp, Jp,

(43) Z > 3 6pM Z > 2 3 6son—0

k= 2Meﬂah k=2i= 1,?,3Mth

et de définir les corrélations x, et x, de telle fagon que, pour tous dv,do € Vyp,

Z Xomovy = Z aay—fwfsl/M et Z XoMOoy = %JUM,

MeQon MeQon MeSQon MeQon

pour avoir finalement, sur le maillage intérieur Qg

(44) vuj = Xv et voj = Xo-

5.2.2 Equation des ondes discréte adjointe

La condition (43) permet de former les équations discretes (adjointes) que doivent vérifier les multiplicateurs
de Lagrange, cf. [10]. Pour cela, il faut poser ¢Vt = ¢Vit1 = ¢Ne+2 = (N3 = () ot YNt = PN+l = YNe42 =
YNi+3 = (et définir ¢ = (¢!, ..., N+ 0,0) € Wi\}?‘"?’ telle que, pour tout k € N, 2 < k < Ny + 2,

1 .
5 2 D" = 37 Gt — BWWR sur Ty,

i=1,2,3 i=1,2,3

Ainsi, ¢ € Vo avee ¢Vt = ¢Vt = 0 et o € Worp avee ¥Vt = Vi+! = 0 sont solutions de, pour tout k € N,
Nt Z k Z 21

(45) Bg®* 4+ A¢k — 3 Dig® 2 S Dt = =V,
1=1,2,3 i=1,2,3
(46) S oD+ 3 it - BR = o
i=1,2,3 i=1,2,3

Les fonctions ¢ et 1 sont donc solutions d’un systéme linéaire semblable & celui vérifié par p et ¢ ol les
dérivées premieres en temps changent de signe et les conditions initiales deviennent finales. 1l s’agit de 1’équation
adjointe (rétrograde) associée a ’équation (42) que, par analogie, nous notons de fagon condensée

Cv,0) ¢ =—-V,j.

Remarquons que la fonction auxiliaire intervenant dans I’expression de la CLA d’ordre 2 de I’équation des ondes
adjointe n’est pas le multiplicateur de Lagrange associé & la seconde équation directe (sur le bord absorbant).
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5.2.3 Gradients

Soit le résidu e = d — ¢, alors

Ny Ny
dj = erdek = — E E (GTW,e*)ardpy,
k=2 GegG E=2MeQan
et
(47) V,j=—-GTWe.

Rappelons que, pour tout M € Qg p,

_ VM ;2 k ko_ ko k
Bu =Wy —h* et Yoo dn = > v (VPFVF),, -
MeQan MeQ,

Soient

Ni—1 Ni—1
(48) xg=h* D> pPRE et xa= ) VPR

k=1 k=1
Ainsi, nous avons

1 1 v 1

(49) Xv = ;Xﬁ - EXQ et Xo = _FXQ - FXOC'

5.3 Aspect informatique

Pour calculer le champ rétrograde ¢, nous procédons également & un prolongement par symétrie d’une maille
tout autour du domaine. Ainsi nous pouvons appliquer exactement le méme algorithme que pour la simulation
directe, mais avec des conditions finales.

Pour des nécessités d’économies de place-mémoire, pour le calcul des corrélations élémentaires (48), nous ne
stockons pas tous les pas de temps du champ direct p mais uniquement les valeurs sur le bord ainsi que les deux
instants finaux ; cela nous permet de recalculer ce champ p de fagon rétrograde, a I'instar du champ ¢. D’autre
part, pour le calcul de la corrélation xg, la dérivée seconde en temps est remplacée par des dérivées secondes
en espace a l'aide de 1’équation des ondes vérifiée par p ou par q.

Les Tableaux suivants sont relatifs au programme correspondant a I’algorithme décrit précédemment. Les
mesures de complexité et de performance sont effectuées pour le modele SYNCLAY, c¢f. annexe A. Le Tableau 4
montre que conceptuellement la migration n'implique que la résolution de deux équations des ondes, mais que
d’un point de vue pratique, le sur-cofit en masse de calculs est d’un facteur 4,5 ; soit, intuitivement, 1 pour le
calcul direct du champ direct p, 141 pour le calcul rétrograde des champs direct p et rétrograde ¢ et 1,5 pour
les corrélations et le préconditionnement. La complexité en mémoire du programme de migration est de ’ordre
de 7,6 millions de mots et la complexité en calculs est d’environ 57 milliards d’opérations. Le Tableau 6 montre
les performances comparées du programme de migration sur différents calculateurs.

| || nb. éq. ondes | calculs |

simulation 1 1

migration 2 45

TaB. 4 — Complexité de la migration relativement a la stmulation en termes de nombre d’équations des ondes a
résoudre et masse relative de calculs a effectuer.

| || mémoire (Mmots) | calculs (Gop) |

simulation 3,2 13
migration 7,6 57

TAB. 5 — Complexité en mémoire et en calculs des programmes de simulation et de migration.
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| || temps réel (s) | performance (Mop/s) | 7 (107 C%) |

Digital 3000/400 1600 36 1,5
Digital 2100/500 (4 proc.) 680 83 0,66
Cray YMP/C90 (1 proc.) 88 640 0,085

TAB. 6 — Performances comparées du programme de migration sur différents calculateurs. La derniére colonne
donne le temps de calcul moyen par maille, par pas de temps et par tir.

5.4 Préconditionnement

Nous présentons maintenant une maniére simple de choisir les poids W; et W, et les facteurs d’échelle 3, et
05 . L’azimut relatif & la lenteur p est un degré de liberté supplémentaire permettant de doser la répartition de
la réflectivité entre la lenteur et I'impédance, il sera déterminé lors de ’'optimisation & la section 8

Du point de vue du préconditionnement du probléeme de minimisation de la fonction cotit ZJ par rapport
au réflecteur » € R pour un propagateur m € II fixé, le role des poids W; et W, est de corriger la direction de
descente proposée par le gradient pur —V,Z7(m, 0) en restituant les amplitudes relatives des réflecteurs migrés
et le role de A est de proposer le meilleur pas dans cette direction corrigée en restituant les amplitudes absolues
des réflecteurs migrés; le tout correspondant un pas de quasi-Newton.

L’atténuation survenant au cours de la propagation du signal connait deux origines distinctes, elle est due,
d’une part, & la conservation de 1’énergie injectée par la source alors que le front d’onde grandit, et d’autre part,
aux réflexions/transmissions causant des pertes a chaque interface. Par ailleurs, elle intervient & deux endroits
lors du processus d’imagerie (migration des données sismiques). D’abord, les données elles-mémes résultent de la
propagation dans le véritable milieu, ¢ prior: inconnu, et ont été assujetties aux deux formes d’atténuation. Nous
les corrigeons pour I’'atténuation géométrique en utilisant le poids W, = v/t. Cette correction est parfaite dans
le cas des milieux homogenes. Corriger les données pour les pertes de signal dues aux réflexions/transmissions a
chaque interface demanderait, d’une part, I’estimation des coefficients de réflexion et, d’autre part, I'identification
de l'origine de chaque événement de chaque sismogramme. Devant la complexité de la tache, cette étude a été
laissée de coté pour I'instant. . .

Ensuite, les corrélations y, et x, sont obtenues a partir des champs direct p et rétrograde ¢ qui correspondent
a des propagations dans un milieu lisse sans réflectivité. Ces champs p et ¢ ne sont donc affectés que par
I’atténuation géométrique. Le temps de parcours n’étant pas de calcul simple en ce qui concerne la rétro-
propagation des données, nous lui préférons la distance parcourue, qui lui est proportionnelle en milieu homogene.
En un point donné M du maillage Qp, le champ direct p a été atténué proportionnellement 4 la distance d(S, M)%
(ott S est la position de la source) et, dans le cas d’un seul récepteur (situé en R), le champ rétrograde ¢ a
été atténué proportionnellement a la distance d(M, R)%. Ainsi, Patténuation géométrique sur p et ¢ induit sur
les corrélations x, et xo» une atténuation de I'ordre de d(S, M)%d(M, R)% (ot R est maintenant une position
moyenne des récepteurs). Une approximation grossiére de ce facteur d’atténuation, valide pour I'offset nul dans
le cas des milieux homogenes, est simplement la profondeur du point M. Nous corrigeons donc les migrations
pour I'atténuation géométrique en utilisant le poids W, = z.

Soit m = v une estimation du propagateur. Soit m la direction de descente corrigée,

m = AP, ATW, AP, B(m)" d,
et soit M = (X%, A¥) le pas optimal pour Z.J dans cette direction. Soient les pas normalisés

_elmalis

_lmls .
ol

«
SR AT

g

ol ||.||1 est la valeur absolue moyenne sur le maillage €. Les facteurs d’échelle sont alors données par

b= (o a2l g, = (a, 4 ap) il
[ (14 llmo |l
et I'azimut relatif & la lenteur est estimé par
oy
H= ay + Qg
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6 Resimulation

Dans cette section, nous décrivons 1’algorithme de calcul de la resimulation, ou modélisation directe modifiée.

6.1 Description du calcul de la fonction cotit modifiée

La fonction cotit modifiée M J reste I’erreur des moindres carrés entre données sismiques et sismogrammes
synthétiques, mais elle dépend des nouvelles variables: le propagateur 7 et la réflectivité en temps s.

La Figure 15 montre de fagon schématique, sous forme de boftes, les transformations successives constituant
la procédure de resimulation. Celles-ci permettent de passer des inconnues modifiées (, s) aux inconnues inter-
médiaires (m, r) par la migration quaniitative, puis aux inconnues physiques (v, o), par la mise & jour, et ensuite
aux sismogrammes synthétiques ¢ par la simulation. Finalement, la fonction cotit modifiée MJ est calculée
comme ’erreur des moindres carrés entre les données d et les sismogrammes resimulés. La procédure de migra-
tion quaniitative est elle-méme constituée de deux transformations: la boite corrélation + sommation permet,
via une propagation des sources et une rétro-propagation de la réflectivité en temps s, de calculer les images
migrées sommeées Y de type gradient, puis la boite projection + poids permet d’estimer de fagon quantitative la
réflectivité en profondeur 7.

La minimisation de la fonction cotit modifiée par rapport au propagateur sera organisée de fagon hiérarchique
relativement aux différentes échelles de la base multiéchelle de ’espace lisse V. Ainsi, il est nécessaire de donner
I’expression de MJ en fonction des coordonnées du propagateur dans cette base multiéchelle. C’est pourquol
le calcul de la fonction cotit modifiée comporte une étape préliminaire, non représentée dans le schéma de la
Figure 15, qui correspond au changement de grille pour le propagateur (de la grille multiéchelle QM E 3 la grille

aux différences finies® QPF .

6.1.1 Etape préliminaire: changement de grille

Soient TIMF et TIPF les matrices-colonne des coordonnées du propagateur respectivement dans la base

multiéchelle de VME et dans la base locale de VPF . Nous avons

(50) mPF = ATIME,

Notons qu’une minimisation de MJ par rapport & 7 sera éventuellement initialisée par une vitesse ou une
lenteur donnée par ses coordonnées (ITPT)0 dans la base locale de VP et donc que la valeur initiale de TTM¥
sera alors calculée par

(HME)O _ PS.A_l(HDF)O.
6.1.2 Etape 1: migration
Pour chaque tir n, n € N, n < Np,
1. propagation de la source f,,
(51) Cspsn = [,
2. rétro-propagation de la réflectivité en temps s,
(52) CSTQs,n = G"Wisp.

L’opérateur C; = C(vs,05) correspond & l'opérateur aux dérivées partielles représentant 1’équation des
ondes acoustiques discréte munie de ses conditions aux limites avec comme coefficients les valeurs lisses
d’arriére-plan des parametres physiques.

3. Corrélations des champs direct et rétrograde p; , et ¢, n,

Ny;—1

(53) XB,sn =X (ps n,qs n) = _100;, h2 Ds n(1+)RQs n(1+)k1
ﬁV ) /B ) ) ) )
k=1
N;—1

(54) Xo,s,n = on(ps,na QS,n) = 1q,, Z vps,nkVQS,nk~
k=1

5. Les équations des ondes étant résolues sur la grille aux différences finies.
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La matrice 1q,, représente la fonction caractéristique du maillage intérieur® Qg et ullHk = yk+1 _ 4k

représente la dérivée discréte avancée du premier ordre en temps.

1 1
(59 Xt = X = s
v 1
(56) Xo,s,n = _U_%Xﬁ,s,n - 1/30'? Xa,s,n
4. Sommation des corrélations,
Nrp
(57) Xv,s = ZXU,S,TL:
n=1
Nrp
(58) Xos = Y Xosn
n=1

6.1.3 Etape 2: estimation quantitative de la réflectivité

1. Correction des amplitudes relatives des images migrées sommées y et projection sur ’espace des réflecti-

vités,

(59) my = —(AP,AT)W. (AP, AT )Xo,

(60) my = — (AP, AT YW, (AP, AT ) x5 5.
2. Correction des amplitudes absolues des images migrées amplifiées m,

(61) Ty = plymy,

(62) ro = (1= p)Boms.

3. Mise a jour des parametres physiques & partir des données d’arriere-plan et projection sur ’ensemble des
parametres physiques admissibles,

(63) v="Pg,(vs + 1),
(64) o=Pg,(0s+rs5).

6.1.4 Etape 3: simulation

Pour chaque tir n, n € N, n < Np,

1. propagation de la source f,,
(65) Cpn = fan.
L’opérateur C = C(v, o) correspond maintenant & I’équation des ondes avec comme coefficients les valeurs
mises & jour des parametres physiques.

2. Enregistrement aux récepteurs et correction des amplitudes,
(66) en = WiGpy.
6.1.5 Etape 4 : erreur des moindres carrés
Pour chaque tir n, n € N, n < Np,

1. calcul du résidu,

(67) en = dy — Cp,
2. calcul de la fonction cotit modifiée,
1
(68) M = glleall3.

La norme ||.||2 est la norme euclidienne sur la grille en temps.

3. Calcul de la fonction cotit modifiée totale,

Nrp
(69) MT =" MJT,.

n=1

6. La migration n’est calculée qu’a 'intérieur du domaine et artificiellement positionnée 4 O sur le bord.
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6.2 Aspect informatique

Les Tableaux suivants sont relatifs au programme correspondant & 1’algorithme décrit précédemment. Les
mesures de complexité et de performance sont effectuées pour le modeéle SYNCLAY, c¢f. annexe A.

Le Tableau 7 montre que la resimulation correspond bien & une migration suivie d’une simulation, tant en
nombre d’équations des ondes a résoudre qu’en masse de calculs a effectuer (I'unité étant la simulation). La
complexité en mémoire du programme de resimulation est du méme ordre que celle du programme de migration,
soit 7,6 millions de mots et la complexité en calculs est d’environ 69 milliards d’opérations. Le Tableau 9 montre
les performances comparées du programme de resimulation sur différents calculateurs.

| || nb. éq. ondes | calculs |

simulation 1 1
migration 2 45
resimulation 3 5,4

TAB. 7 — Complezxité de la migration et de la resimulation relativement a la simulation en termes de nombre
d’équations des ondes a résoudre et de masse relative de calculs a effectuer.

| || mémoire (Mmots) | calculs (Gop) |

simulation 3,2 13
migration 7,6 57
resimulation 7,6 69

TaB. 8 — Complexité en mémoire et en calculs des programmes de simulation, de migration et de resimulation.

| || temps réel (s) | performance (Mop/s) | 7 (107 %) |

Digital 3000/400 2100 33 2,0
Digital 2100/500 (4 proc.) 890 78 0,86
Cray YMP/C90 (1 proc.) 104 670 0,10

TAB. 9 — Performances comparées du programme de resimulation sur différents calculateurs. La derniére colonne
donne le temps de calcul moyen par maille, par pas de temps et par tir.

6.3 Résultats numeériques

Nous montrons maintenant des résultats numériques de resimulation des données pour diverses hypotheses de
propagation dans le cas du modeéle SYNCLAY, c¢f. annexe A. Cela nous permet de visualiser, d’une part, lorsque
nous resimulons avec le “vrai” propagateur, que les données sont une bonne estimation initiale des “vraies”
réflectivités en temps, et d’autre part, lorsque nous resimulons avec des hypothéses erronées de propagation,
que la resimulation est un opérateur de modélisation peu sensible aux variations de propagateur, tout au moins
en ce qui concerne les temps de parcours (phase).

Les Figures 17 et 18 montrent les resimulations des données, ainsi que les réflectivités estimées en profondeur,
pour la “vraie” lenteur lisse et pour une lenteur lisse constante de valeur 0.40 1073 s/m. Elles sont & comparer
a la Figure 16 qui montre les données et les projections lisses et rugueuses des “vrais” parametres physiques v
et o.

6.4 Influence sur la fonction cofit

Nous montrons maintenant 'impact bénéfique de la reformulation en temps sur la dépendance de la resimu-
lation et de la fonction cofit par rapport au propagateur dans le cas du modeéle SyYNcLAY. D’abord au niveau
des déphasages, puis au niveau des minima locaux.
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6.4.1 Déphasages

Etant donné une variation homogene de propagateur Aw € R autour de la “vraie” valeur 7, nous comparons
aux données,

d=Tp(m 1) = Mep(r,5),

les sismogrammes obtenus par simulation pour la “vraie” réflectivité en profondeur,
Zo(m+ Am,7),

et par resimulation de la “vraie” réflectivité en temps, ce qui revient & une simulation pour une réflectivité en
profondeur dépendante de la variation de propagateur,

Mp(T+ Am,5) = Zo(7m + Am, M(7 + AT)S).

La Figure 19 montre cette comparaison dans le cas de variations de propagateur de 60 m/s correspondant
aux déphasages maxima pour la simulation, soit aux deux maxima locaux entourant le minimum global de la
Figure 20. Les déphasages sont bien corrigés dans le cas de la resimulation a tous les instants et pour tous les
offsets.

6.4.2 Minima locaux

Nous présentons maintenant une expérience montrant que, pour de grandes variations de propagateur, la
fonction colit modifiée ne posstde pas de minimum local alors que la fonction coiit intermédiaire (ou usuelle)
en possede plusieurs.

Cette expérience concerne des variations homogeénes de propagateur Aw € R autour de la “vraie” valeur 7
Nous comparons les variations de la fonction cofit intermédiaire calculée pour la “vraie” réflectivité en profondeur,

Ar—IJ(7+ An,7),

a celles de la fonction coiit modifiée calculée pour la “vraie” réflectivité en temps, ce qui revient & calculer la
fonction coiit intermédiaire pour une réflectivité en profondeur dépendante de la variation de propagateur,

AT = MJI(T+ Arm,8) =ZJ (7 + Ar, M(T + Am)s).

La variation de propagateur est dans 'intervalle +400 m/s, ce qui représente une variation de +20% dans la
couche & 1800 m/s et une variation de +15% dans celle & 3000 m/s. La Figure 20 montre que le domaine
d’attraction du minimum global de la fonction colit modifiée MJ est suffisamment large pour permettre une
minimisation par une méthode locale de type gradient, alors que celui du minimum global de la fonction cott
intermédiaire Z.7 correspond & une erreur maximum de 'ordre de £3% sur la “vraie” valeur du propagateur.
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modifiées intermédiaires physiques moindres carrés
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a Simulation
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MJ (7, 5) =1J(mr)  =JW0) = 3lld—c|]”

Fic. 15 — La procédure de resimulation et les différentes fonctions codl. Les boiles successives permetlent de passer des inconnues modifiées (m,s)
auz inconnues intermédiaires (m,r) par la migration quantitative, puis auz inconnues physiques (v, o) par la mise a jour, el ensuile auzr sismogrammes
synthétiques ¢ par la simulation. Enfin, la fonction coiit est calculée comme Uerreur des moindres carrés entre les données d et les sismogrammes resimulés.
La procédure de migration quantitative est elle-méme composée des boites corrélation + sommation, qui donne les images migrées sommées de type gradient
X, el projection + poids. Les cercles représentent des sections en profondeur (le schéma est dessiné pour des réflectivités a deur composantes). Ces sections
en profondeur sont repérées, soit dans la base locale de VP¥ (trait fin), soil dans la base multiéchelle de yME (trait gras). Les carrés représentent des
sections en temps (le schéma est dessiné pour 5 tirs). L’hezagone représente un nombre réel.
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FiG. 16 — Simulation dans le “vrai” milieu. Pour les sections en temps, aze horizontal : position des récepteurs,
aze vertical : temps (s). Pour les sections en profondeur, are horizontal : distance horizontale (m), aze vertical :
altitude (m). Les lenteurs sont en 1073 s/m et les impédances en 10° kg/m%s. Haut: “vraie” lenteur lisse Us
(gauche) et “vraie” impédance lisse &5 (droite). Milieu : “vraie” lenteur rugueuse v, (gauche) et “vraie” impédance
rugueuse &, (droite). Bas: simulation dans le milieu (Vs + Uy, 05 + 7).
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FiGg. 17 — Resimulation des données pour la “vraie” lenteur lisse. Pour les sections en temps, aze horizontal:
position des récepteurs, aze vertical: temps (s). Pour les sections en profondeur, aze horizontal: distance hori-
zontale (m), aze vertical: altitude (m). Les lenteurs sont en 1073 s/m et les impédances en 10° kg/m?s. Haut :
“vraie” lenteur lisse U5 (gauche) et impédance lisse constante 1,5 (droite). Milieu: estimations intermédiaires
de la lenteur rugueuse r, (gauche) et de Uimpédance rugueuse v, (droite). Bas: simulation dans le milieu
(Vs + 710, 1,54 75).
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FiG. 18 — Resimulation des données pour la lenteur lisse constante 0,40. Pour les sections en temps, aze hori-
zontal : position des récepteurs, aze vertical : temps (s). Pour les sections en profondeur, aze horizontal : distance
horizontale (m), axe vertical: altitude (m). Les lenteurs sont en 1073 s/m et les impédances en 10° kg/m?s.
Haut : lenteur lisse constante 0,40 (gauche) et impédance lisse constante 1,5 (droite). Milieu: estimations in-
termédiaires de la lenteur rugueuse v, (gauche) et de Uimpédance rugueuse v, (droite). Bas: simulation dans
le milieu (0,40 + 7,5 1,54 r5).
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Fic. 19 — Influence de la formulation en temps sur les déphasages. Aze horizontal: position des récepteurs

(m), aze vertical: temps (s). Superposition des sismogrammes correspondant au “vrai” propagateur (noir), @

t moins rapide (blew) et & un propagateur légérement plus rapide (rouge). Haut: pour

le modéle direct Tp. Bas: pour le modéle direct modifié M.
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FiG. 20 — Comportement des fonctions coit pour des variations homogénes de propagateur et pour la “vraie”
réflectivité. Trait interrompu : fonction codt intermédiaire T.J. Trait continu : fonction codit modifice M T .
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7 Gradients

Dans cette section, nous décrivons ’algorithme de calcul du gradient de la fonction cotit modifiée par rapport
au propagateur et a la réflectivité en temps.

7.1 Description du calcul du gradient de M7

Ce calcul fait appel & I’établissement d’un modele modifié adjoint : la resimulation adjointe. La resimulation
étant essentiellement constituée d’une migration suivie d’une simulation, on congoit intuitivement que la resi-
mulation adjointe sera constituée d’une simulation adjointe suivie d’une migration adjointe. Le modéle direct
modifié étant constitué de trois équations d’état, le gradient de la fonction coiit modifiée M J pourrait étre
calculé dans le cadre de la théorie du contréle optimal, avec trois multiplicateurs de Lagrange. Cependant,
I’équation adjointe de I’équation des ondes directe a été établie de facon détaillée : 1l suffit de renverser le sens
d’écoulement du temps, le schéma numérique reste le méme, seul le second membre dépend du contexte. Il est
inutile de répéter ici des calculs similaires, voire identiques. C’est pourquoi nous avons choisi de présenter un
calcul direct du gradient de la fonction cotit modifiée MJ en introduisant les états adjoints appropriés . Plus
précisément, nous allons utiliser la régle de dérivation des fonctions composées et suivre en sens inverse les
étapes 0 a 4, énoncées a la section précédente, dont nous réutilisons les notations.

7.1.1 Etape 5: simulation adjointe
Pour chaque tir n, n € N, n < Np,

1. rétro-propagation du résidu,

(70) Can = GTWtena
2. corrélations des champs direct et rétrograde p, et q,,

N;—1

() X5 = X (P 1n) = —Tag,h? D pfDRgf %
k=1

Ny;—1

(72) Xa,n = Xoc(Pna Qn) = 1q,, Z vprVQfL'
k=1

(73) 1 1
Xv,n = O_Xﬁ,n V20_on,n:

v 1
(74) Xon = _EXﬁ,n - FXOA,TL'

3. Sommation des corrélations,

Nrp
(75) X =D Xums
n=1

Nrp
(76) Xo = Z Xo,n-
n=1

Au terme de cette simulation adjointe, nous avons pour tout dv € Vg et pour tout do € Vop (nuls sur le

bord),
IMJT = Z XvMOVy + Z XoMOTA .

MeQon MeQon

7. Ils correspondent aux trois multiplicateurs de Lagrange évoqués précédemment.
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7.1.2 Etape 6: estimation quantitative adjointe

1. Mise & jour adjointe,
dv = Péy(y)(ﬁys +dr),

do = P,'30 (0)drs.

Les opérateurs “dérivés” Py (v) et Py (o) correspondent a I'identité sauf aux points de la grille en lesquels
la contrainte d’admissibilité est saturée, auquel cas ils correspondent alors & ’application nulle.

2. Changement d’échelle adjoint,
dr, = Jﬂﬂumu + /lﬂu(smu;

0re = =8pfoms + (1 — p)Br0m,.

Posons
(77) = au|vs|h Ps, (v)xw,
(78) Yo = agllos]li Pg, ()Xo

3. Correction et projection adjointes,

(79) gy = —(APAT)W. (AP, AT ).,
(80) 9o = — (AP, ATYW, (AP, AT )7, .
(81) gl = 1Q0hg,

Au terme de cette sixidme étape, nous avons, pour tout dv, € Vj, pour tout du € R, pour tout dx, . € Vou
et pour tout dxss € Vo,

JMj: Z Péy(V)MXVM5V5M+ Z guM6Xu,sM+ Z gaMJXo,sM

MeQ, MeQon MeQon

+ (ﬂu Z ml/MPéy (V)MXVM - ﬂa Z maMPéU (J)MXUM) 6/1
MeQon MeSQon
7.1.3 Etape 7: migration adjointe

1. Sommation adjointe,
Nrp

JXU,S = ZJXU,s,na

n=1
Nrp

5Xa,s = Z JXo,s,n
n=1

2. Corrélations adjointes,

20v 1 1
6Xu,s,n = T3 - Xa,sn + _6Xﬁ,s,n - 3 5Xo<,s,na
V0 O Vo
ov v v 1
Sxosm = =222 Vs s an = ——6Xes -
Xo,s,n 0_2 XB,sn + VEU? Xa,s,n 0_3 XB,s,n VSUE Xa,s,n

5Xﬁ,s,n = Xp (6ps,na Qs,n) + xg (ps,na (SQs,n)v
6on,s,n = Xoc(éps,na QS,n) + Xoc(ps,nv 6QS,n)~

Soient la nouvelle corrélation

. v g 29 g
(82) Xv,sn = _O__OQX,@,s,n + < 3 . + 202) Xa,s,n
s

Voo,  Vio:
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et sa VeI'SiOn sommeée
Nr

(83) Xv,s = E Xv,s,n
n=1

Et soit la matrice de rigidité modifiée

" / / / / 1
(84) A:A<_€—V—g—02)+<_gl+gi)A< )
vic, vs072 ve | 0 V0,

Ainsi, pour tout dv; € Vj, pour tout du € R, pour tout dp, , € VhN*+1 tel que 8p; ,° = dps n' = 0 et pour
tout g, n € VhN*+1 tel que 5qsyan = 5qsynNt+1 =0,

IMJT = Z (Pg, (V) mxvm + Xv,sm)0Vspr

MeQ,
+ (ﬂu Z muMPéV(V)MXuM - [7)0 Z moMPL/%[, (O-)MXOM) (5/1
MeQy, MeQ,
Nr N X Nr N;—1
+ZE Z (vps,n)Mép[;,nM + E Z Z (V(Is,n) dq?nM’
n=1k=2MecQ, n=1 k=1 MeQ,

ou, pour tout n € N, n < Np,

9 9 :
(85) Voiw = <V_y - 0_—0) G Wis, + Ags n,
. 9y _ 9o X
86 =\ - n A sn-
(50 Vo= (L-2) fs
3. Rétro-propagation et propagation adjointes,
(87) Cdsn ==V, .,
(83) CsPsn = =V, -

Soient alors les corrélations des champs directs p; ,, et ps , et rétrogrades ¢, , et gs n,

(89) Xopsm =X6Psmidsn) et Xpgsn = Xa(Psn Gsn);
(90) Xo,p,s,n = on(ﬁs,na qS,TL) et Xao,q,s,n = Xor(ps,na QS,n)~
1 1 1 1
(91) Xv,p,s,n = O__SXﬁ,ﬁ,s,n - V2o, Xapsn € Xvgsn = o__sXﬁ,q,s,n - V2o, Xot,q,s,m
Et leurs versions sommeées,
NT NT
(92) Xvps =D Xepsn € Xege =D Xegen
n=1 n=1
Ainsi, pour tout dv; € Vi, pour tout du € R. et pour tout ds,
IMJT = Z (Péy (V)MXVM + iu,sM + Xv,p,s M + Xu,q,sM)(ngM
MeQy,
+ (ﬂu Z muMP/gy (V)MXUM - ﬂo Z moMPéa (U)MXUM) 6/1
MeQny MeQn,
Nr Ny

+2.2 2 (WiGran)gdsn 6

n=1k=2GE€g
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7.1.4 Etape 8: gradients

(93) vyé\/fEMj = Ps-AT(PZ%V (V)Xu + )21/,5 + Xvp,s + Xu,q,s)a

(94) vaj = ﬂu Z muMPéy (V)MXUM - ﬂo Z moMPéa (U)MX0M7
MeQy, MeQy,

(95) Vi MT = WiGps n.

7.2 Aspect informatique

Les Tableaux suivants sont relatifs au programme correspondant & 1’algorithme décrit précédemment. Les
mesures de complexité et de performance sont effectuées pour le modele SYNCLAY, cf. annexe A.

Le Tableau 10 montre que le calcul de gradient, bien que correspondant conceptuellement a la résolution de
six équations des ondes (soit six simulations ou deux resimulations), implique un sur-cofit en masse de calculs
d’un facteur 20 par rapport a la simulation et 3,6 par rapport & la resimulation. Ce sur-coiit, comme dans le
cas de la migration, correspond aux corrélations de champs directs et rétrogrades et aux seconds membres des
équations des ondes adjointes. La complexité en mémoire du programme de calcul des gradients est de ’ordre de
15 millions de mots et la complexité en calculs est d’environ 250 milliards d’opérations. Le Tableau 12 montre
les performances comparées du programme de calcul des gradients sur différents calculateurs. Sachant qu’une
optimisation demande une centaine d’itérations, soit un petit peu plus en termes d’évaluations de fonction et
de gradient, la station de travail Digital 3000/400 se montre 1a un petit peu trop lente pour I’inversion de
SYNCLAY. ..

| || nb. éq. ondes | calculs |

simulation 1 1

migration 2 45
resimulation 3 541 1

gradients 6 20 | 3,6

TaB. 10 — Complexité de la migration, de la restmulation et du calcul de gradients relativement a la stmulation
en termes de nombre d’équations des ondes a résoudre et de masses relatives de calculs a effectuer.

| || mémoire (Mmots) | calculs (Gop) |

simulation 3,2 13
migration 7,6 57
resimulation 7,6 69
gradients 15 250

TaB. 11 — Complezité en mémoire et en calculs des programmes de simulation, de migration, de restmulation
et de calcul de gradients.

| || temps réel (s) | performance (Mop/s) | 7 (107°s) |

Digital 3000/400 6800 37 6,6
Digital 2100/500 (4 proc.) 2900 87 2,8
Cray YMP/C90 (1 proc.) 400 630 0,38

TAB. 12 — Performances comparées du programme de calcul des gradients sur différents calculateurs. La derniére
colonne donne le temps de calcul moyen par mazlle, par pas de temps et par tir.
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8 Optimisation

Dans cette section, nous présentons les résultats de minimisation de la fonction cotit modifiée dans le cas du
modele SYNCLAY, c¢f. annexe A.

8.1 Meéthode BFGS A mémoire limitée

La méthode d’optimisation utilisée ici est de type quasi-Newton a stockage limité en mémoire, elle permet
aussi de tenir compte de conditions de borne. Nous renvoyons a [14, 4] pour une présentation détaillée de la
méthode.

En ce qui concerne le modéle SYNCLAY, cf. annexe A, la dimension n de I'espace d’optimisation va de 12
a 1617 pour le propagateur, suivant ’échelle considérée, et de 61299 jusqu’a 306495 pour la réflectivité en temps,
suivant le nombre de tirs considérés. Le propagateur est une variable bornée, la réflectivité en temps ne l’est
pas.

La méthode de Quasi-Newton classique nécessite un stockage en mémoire de l’ordre de n?, ce qui devient
rapidement prohibitif. La méthode BFGS & mémoire limitée repose aussi sur l'utilisation des variations du
gradient pour construire une approximation du Hessien de la fonction & minimiser, mais uniquement en ne
considérant que les m derniéres itérations, d’olt un stockage de ’ordre de nm. Dans la pratique, nous aurons
m = 7 pour la minimisation par rapport au propagateur et m = 20 pour la minimisation par rapport a la
réflectivité en temps.

8.2 Minimisation par rapport a la réflectivité en temps

La premiere expérience d’optimisation concerne la minimisation de la fonction cotit modifiée par rapport a
la réflectivité en temps a partir de ’estimation par les données avec le “vrai” propagateur. Cela nous permet,
par l’existence et 'unicité du minimum global atteint, de justifier la reformulation en temps dans le cas de la
simulation par équation des ondes complete, ¢’est-a-dire non-linéarisée.

La Figure 21 montre le point initial estimé par les données (en haut a gauche),

s =d=(v,0),

et la resimulation correspondante (en haut & droite),
Mep(r,s°) = Lp(m, M(7)s"),
24

puis la réflectivité en temps s**(7) atteinte apres 24 itérations d’optimisation (en bas a4 gauche) et enfin la
resimulation correspondante (en bas a droite),

Mep(,s* (7)) = Lp(7, M(7)s* (7).

8.3 Minimisation par rapport a la vitesse lisse

La deuxiéme expérience d’optimisation concerne la minimisation hiérarchique de la fonction cotit modifiée
par rapport aux différentes échelles du propagateur a partir d’une estimation initiale constante avec 1’esti-
mation de la réflectivité en temps par les données. Pour des raisons historiques, elle utilise une séparation
propagateur /réflecteur reposant sur une décomposition multiéchelle de la vitesse. Cela nous permet d’établir
que 'approche MBTT conduit & une fonction cofit dont la minimisation par une méthode locale est possible,
que le minimum global est unique et qu’il donne une bonne estimation de “vrai” propagateur, au moins dans
les zones illuminées.

Les Figures 22, 23, 24, 25 et 26 montrent les résultats de minimisation hiérarchique de la fonction coit
modifiée par rapport aux échelles 0 & 3 du propagateur. Dans chaque figure, nous donnons les parties lisses
des parametres physiques (en haut), I’estimation correspondante des parties rugueuses (au milieu) et la simu-
lation dans le milieu complet reconstitué (en bas). La premiere figure concerne le propagateur initial constant
de valeur 2500 m/s: ’estimation de la réflectivité en profondeur est plutét mauvaise et les sismogrammes resi-
mulés ne présentent pas de déphasages avec les données mais de grosses différences concernant ’amplitude des
réflexions, dues aux interférences non constructives dans la sommation des images migrées. Les quatre images
suivantes correspondent aux vitesses lisses optimales successivement aux échelles 0 & 3. La vitesse lisse optimale
a D’échelle 3, ¢f. Figure 26, reproduit assez fidelement 1’allure de la “vraie” vitesse lisse, la couche d’eau s’est
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FiGg. 21 — Estimation de la “vraie” réflectivité en temps par minimisation par rapport a s avec le “vrai” propa-
gateur. Aze horizontal : position des récepteurs (m), aze vertical: temps (s). Haut: réflectivité en temps initiale
s = d = p(v,o) (gauche), resimulation initiale Mp(7,s"). Bas: réflectivité en temps aprés 24 itérations de
minimisation s** (gauche), resimulation correspondante Mep(7,s*%).

formée pres de la surface et la zone de hautes vitesses (en rouge) est correctement située. Dans les réflectivités
estimées en profondeur, les parties illuminées des réflecteurs sont aussi correctement situées. Et les resimulations
sont trés proches des données, la différence principale étant une amplitude trop faible de la premiere réflexion.

La Figure 27 compare, & la “vraie” valeur du propagateur, les minima “globaux” obtenus par minimisation
hiérarchique par rapport au propagateur dans les cas de 1 tir et de 5 tirs pour deux propagateurs initiaux
constants différents, de valeur 1800 m/s et 2500 m/s. En raison du cott de calcul, dans le cas de 5 tirs avec le
propagateur initial 1800 m/s, nous avons uniquement minimisé par rapport aux échelles 0 et 1 du propagateur
puisque l’estimation ainsi obtenue montrait déja une forte ressemblance avec le cas du propagateur initial

2500 m/s.

8.4 Minimisation par rapport a la lenteur lisse

La troisieme expérience d’optimisation concerne la minimisation de la fonction cotit modifiée par rapport a
la lenteur lisse. Elle nous permet d’apprécier le gain apporté par la décomposition de la lenteur.

Les Figures 28 et 29 comparent les “vraies” valeurs des paramétres intermédiaires aux valeurs obtenues par
minimisation de la fonction cotit modifiée dans les deux cas. L’avantage de la décomposition de la lenteur est
de mieux séparer les effets de propagation de ceux de réflexion et donc de permettre des pas optimaux dans la
direction de la migration qui sont plus grand car la réflectivité ainsi estimée en profondeur n’influe plus sur les
temps de parcours.

La comparaison de la “vraie” lenteur a la somme des lenteurs lisse et rugueuse estimées aprés minimisation de
la fonction cotit modifiée, cf. Figure 30, montre que nous avons inversé SYNCLAY de fagon satisfaisante, compte
tenu du fait que nous sommes partis d’une estimation constante du propagateur, donc trés pauvre, et que nous
n’avons utilisé que 5 tirs.
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FiGg. 22 — Resimulation des données avec le propagateur initial. Pour les sections en temps, axe horizontal:
position des récepteurs (m), aze vertical: temps (s). Pour les sections en profondeur, aze horizontal : distance
horizontale (m), axve vertical: altitude (m). La vitesse est en m/s et l'impédance en 10° kg/m*s. Haut: propa-
gateur initial 2500 (gauche), impédance lisse constante 1,5. Milieu : estimation intermédiaire de la réflectivité
en profondeur relative ¢ la vitesse vy (gauche) et a Uimpédance v, (droite). Bas: resimulation dans le milieu

(2500 4+ 7, 1.5+ 75).
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FiG. 23 — Resimulation des données aprés minimisation par rapport ¢ Uéchelle 0 du propagateur a partir du
propagateur initial constant. Pour les sections en temps, aze horizontal : position des récepteurs (m), aze vertical:
temps (s). Pour les sections en profondeur, aze horizontal: distance horizontale (m), aze vertical : altitude (m).
La vitesse est en m/s et U'impédance en 10° kg/m?s. Haut : propagateur optimal @ Uéchelle 0 (gauche), impédance
lisse constante 1,5. Milieu: estimation intermédiaire de la réflectivité en profondeur relative a la vitesse r,
(gauche) et a Uimpédance v, (droite). Bas: resimulation dans le milieu (7§ + 7y, 1.5+ 7).
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FiG. 24 — Resimulation des données aprés minimisation par rapport a Uéchelle 1 du propagateur a partir du
propagateur optimal & U’échelle 0. Pour les sections en temps, axe horizontal: position des récepleurs (m), aze
vertical : temps (s). Pour les seclions en profondeur, aze horizontal: distance horizontale (m), aze vertical:
altitude (m). La vitesse est en m/s et Uimpédance en 10° kg/m?s. Haut: propagateur optimal & Uéchelle 1
(gauche), impédance lisse constante 1,5. Milieu : estimation intermédiaire de la réflectivité en profondeur relative
a la vitesse vy (gauche) et a Uimpédance v, (droite). Bas: resimulation dans le miliew (7% + vy, 1.5+ 7r5).
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FiG. 25 — Resimulation des données aprés minimisation par rapport ¢ Uéchelle 2 du propagateur a partir du
propagateur optimal & U’échelle 1. Pour les sections en temps, axe horizontal: position des récepleurs (m), aze
vertical : temps (s). Pour les seclions en profondeur, aze horizontal: distance horizontale (m), aze vertical:
altitude (m). La vitesse est en m/s et Uimpédance en 10° kg/m?s. Haut: propagateur optimal & Uéchelle 2
(gauche), impédance lisse constante 1,5. Milieu : estimation intermédiaire de la réflectivité en profondeur relative
a la vitesse vy (gauche) et a Uimpédance v, (droite). Bas: resimulation dans le miliew (7% + ry, 1.5+ 7r5).
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FiG. 26 — Resimulation des données aprés minimisation par rapport ¢ Uéchelle 3 du propagateur a partir du
propagateur optimal & U’échelle 2. Pour les sections en temps, axe horizontal: position des récepleurs (m), aze
vertical : temps (s). Pour les seclions en profondeur, aze horizontal: distance horizontale (m), aze vertical:
altitude (m). La vitesse est en m/s et Uimpédance en 10° kg/m?s. Haut: propagateur optimal & Uéchelle 3
(gauche), impédance lisse constante 1,5. Milieu : estimation intermédiaire de la réflectivité en profondeur relative
a la vitesse vy (gauche) et a Uimpédance v, (droite). Bas: resimulation dans le miliew (7% + ry, 1.5+ 75).
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F1G. 27 - Unicité du minimum global par rapport au propagateur. Aze horizontal: distance horizontale (m),
aze vertical : altitude (m). La vitesse est en m/s. Haut: “vrai” propagateur. Milieu: propagateur optimal aprés
minimisation hiérarchique par rapport aur échelles 0 a 3 du propagateur a partir de la constante 1800 dans le
cas de 1 tir (gauche) et aprés minimisation hiérarchique par rapport auzx échelles 0 et 1 du propagateur & partir
de la constante 1800 dans le cas de 5 tirs (droite). Bas: propagateur optimal aprés minimisation hiérarchique
par rapport auz échelles 0 & 3 du propagateur a partir de la constante 2500 dans le cas de 1 tir (gauche) et aprés
minimisation hiérarchique par rapport auz échelles 0 a 3 du propagateur & partir de la constante 2500 dans le
cas de § tirs (droite).
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FiG. 28 — Paramétires intermédiaires “vrar” et optimauz dans le cas d’une décomposition de la vitesse. Aze hori-
zontal : distance horizontale (m), aze vertical : altitude (m). La vitesse est en m/s et U'impédance en 10° kg/m?s.
Haut : “vrai” réflectivité relative a la vitesse (gauche) et “vraie” réflectivité relative & Uimpédance (droite). Mi-
liew: “vrai” propagateur (gauche) et propagateur optimal (droite). Bas: estimation de la réflectivité relative a la
vitesse 4 Uoptimum (gauche) et estimation de la réflectivité relative ¢ l'impédance a Uoptimum (droite).
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FiGg. 29 — Paraméires intermédiaires “vrar” et optimauz dans le cas d’une décomposition de la lenteur. Aze
horizontal : distance horizontale (m), aze vertical : altitude (m). La lenteur est en 1073 s/m et 'impédance en
10° kg/m?s. Haut: “vrai” réflectivité relative @ la lenteur (gauche) et “vraie” réflectivité relative a 'impédance
(droite). Milieu: “vrai” propagateur (gauche) et propagateur optimal (droite). Bas: estimation de la réflectivité
relative a la lenteur a Uoptimum (gauche) et estimation de la réflectivité relative a l'impédance a Uoptimum

(droite).
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Fic. 30 — Représentations en perspective du modéle de lenteur complet. La lenteur est en 1073 s/m. Haut:

“vrare” lenteur. Bas: lenteur reconstituée aprés inversion par Uapproche MBTT avec une décomposition de la
lenteur.
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9 Conclusion

La reformulation en temps de parcours par migration (ou MBTT, pour Migration-Based Travel Time formu-
lation) du probléme d’inversion sismique par forme d’onde est une modification de I’approche de minimisation
de l’erreur des moindres carrés entre sections sismiques et sections synthétiques, usuellement formulée en pro-
fondeur. Elle permet, par deux changement de variables successifs, d’éliminer les déphasages dans les sections
sismiques qui sont responsables de la présence de minima locaux pour ’erreur & minimiser ; et conduit ainsi &
un critére qu’il est possible de minimiser par une méthode locale de type quasi-Newton. Sous la formulation
présentée ici, I’approche MBTT permet déja I'inversion de données synthétiques non bruitées dont la réflectivité
présente une structure simple.

L’implémentation dont cet article fait I’objet repose sur une modélisation par I’équation des ondes acoustiques
2D complete (non linéarisée). Cela nous a permis d’aborder deux problemes importants dans le domaine de la
géophysique : d’une part, la définition de variables mathématiques représentant les phénomenes physiques de
propagation et de réflexion de I’énergie, et d’autre part, la construction d’un opérateur de migration quantitative
dont ’objectif est de restituer la position et I’amplitude des réflecteurs.

A Modele Synclay

Le modele SYNCLAY est un modele acoustique 2D synthétique créé a I'Inria dans le but de tester la méthode
de reformulation en temps. 1l est de taille relativement réduite et posséde une structure simple (cinq couches
homogenes) ; cependant, il fait intervenir des quantités réalistes et comporte des variations latérales de vitesse.
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F1G. 31 — Distribution de vitesse du modéle SYNCLAY. Aze horizontal : distance horizontale x (m), aze vertical:
altitude —z (m). Les astérisques représentent les positions des cing tirs.

Le domaine spatial est un carré de coté 1000 m. Il est représenté sur une grille de 201x201 points, soit avec
une résolution de 5 m dans chaque direction. La vitesse, définie en chacun de ces points, prend successivement
les valeurs 1500 m/s (eau), 1800 m/s, 2300 m/s, 3000 m/s et 4000 m/s, cf. Figure 31. La densité est homogene
de valeur 1000 kg/m? (eau).

Les cing sources sont ponctuelles en espace, positionnées & 100 m, 300 m, 500 m, 700 m et 900 m de distance
horizontale et 10 m de profondeur, cf. Figure 31, et représentées en temps par la fonction Gaussienne donnée
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par

V10 f
t) = — —a?(t=to)? 53 tg = = ¢
) = —e mt =T T YT AT
La fréquence dominante du signal se propageant verticalement est de I’ordre de 25 Hz. La durée d’enregistrement
est de 1 s avec un pas de temps de 8 10~* s, soit 1250 pas de temps. Les 49 récepteurs sont disposés tous les

20 m & 10 m de profondeur, ce dispositif restant fixe d’un tir & autre.

et f. = 40.

B Modele Marmousi

Le modeéle MARMOUSI est un modele acoustique 2D synthétique élaboré a I'Institut Frangais du Pétrole dans
le but d’évaluer 1’état de I’art en inversion sismique en 1990, cf. [2]. Il est tres réaliste, tant par ses dimensions
et la complexité de sa structure que par son historique géologique.

-2000 ‘:‘;;<

0 2500 5000 7500

Fi1Gc. 32 — Distribution de vitesse du modéle MARMOUSL. Aze horizontal: distance horizontale x (m), aze
vertical : altitude —z (m).

La distribution de vitesse est représentée a la Figure 32. Les dimensions associées au modéle MARMOUSI
induisent une complexité totale, en terme de masse de calcul, environ 10000 fois supérieure & celle du modele
SyNcLAY, cf. Tableau 13.

| || X Z h N N, | T At N |Ng Ny |
SYNCLAY 1000 1000 5 201 201 1 8§10~* 1250 | 49 5
MarMoUsT || 9200 3000 4 2301 751 |29 510°* 5800 | 96 240

TAB. 13 — Dimensions associées auzr modéles synthétiques. Domaine spatial: largeur X (m), profondeur 7 (m),
pas d’espace h (m)} et nombres de points dans chaque direction N et N,. Domaine temporel: durée d’enregis-
trement T (s), pas de temps At (s) et nombre de pas de temps Ny. Nombre de récepteurs N, et nombre de tirs
Nrp.
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