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Asymptotic analysis of the drift-diffusion equations and
Hamilton-Jacobi equations

Abstract: We study the asymptotic behaviour of the semiconductor drift-diffusion (DD)
equations with a vanishing diffusion term. In order to obtain a closed limit problem, we need
to indroduce two new variables defined with the logarithm of the electronic concentration.
We show that the limiting problem is a coupled system of Hamilton-Jacobi equations and
variational inequalities. In the monodimensional case, we show that this limit problem has
a unique solution, allowing us to prove the convergence of the DD model for vanishing vis-
cosities. We show also the interest of this new variables for the numerical point of view. Our
method is an extension of previous asymptotic studies that sheds a new light on the con-
vergence of the electronic concentration, improves some necessary mathematical hypotheses
and provides an original approach of the problem, well suited for numerical purposes.

Key-words: Semiconductor drift-diffusion equations, Singular perturbations, Hamilton-
Jacobi equations,; Viscosity solutions
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1 Introduction

Nous nous intéressons a la limite dopage fort des équations de dérive-diffusion
(DD).

Le modele DD est actuellement le modele le plus utilisé pour la description des
dispositifs de semi-conducteurs (voir P. A. Markowich et al. [17]) . On peut le dé-
river des Equations de Transport de Boltzmann (voir [9, 24] et pour le point de
vue mathématique [13, 23]). Pour prendre en compte les phénomenes électriques,
on y ajoute I’équation de Poisson. Nous prenons comme conditions aux limites des
conditions mixtes Dirichlet-Neumann.

En toutes généralité, les équations sont les suivantes (avec n la concentration
d’électrons, p la concentration des trous et ® le potentiel) :

—div,(Dp Vi — 0V, ®) = R,
—=divy (DpVep + pppVa?®) = R, dans Q, (1)
—div; (e, V@) = ¢(C — 7+ p),

avec les conditions aux limites

n(z) = n°(z),
p(z) = p°(x), sur I'p, (2)
®(z) = (),
Veim=0,V,pn=0,V,®n =0, sur [y, (3)

ou  est un ouvert borné régulier de ]Rd7 FpUly = 09, Tp # ( et n est la normale
unitaire extérieure a I'y. La signification des différents parametres physiques est
donnée en annexe B.

Nous étudions ici une version simplifiée de ce probleme. Nous ne considérons que
les électrons et nous négligeons le terme de génération-recombinaison: R = 0. Avec

ces hypotheses et apres le changement d’échelle suivant: n) = %, P, = é—Sq(I); on
obtient un probleme de perturbation avec le petit parametre A = fn"ciq :

—div; (J,,) =0,

Jon, = AVany — V@) ny, dans € (4)

_Aa:Q/\ =1- N,

RR n° 2885



4 Ph. Montarnal, B.Perthame

avec les conditions aux limites

ny(2) = n(e),

@)= BR@), P (5)

Venyn =0,V P\.n=0, sur ['y. (6)

Nous nous intéressons au comportement asymptotique de @) et ny pour A — 0.
Cela correspond a la limite dopage fort en considérant le cas d’un dispositif soumis
a un champ fort (énergie thermique < énergie électrique).

Le changement d’échelle ci-dessus a déja étudié par F. Brezzi, A.C.S. Capelo,
C. Gastaldi et L.D. Marini [4, 6, 5, 7, 12]. D’autre changements d’échelles peuvent
étre utilisés. P.A. Markowich, C.A. Ringhofer et C. Schmeiser [17, 18, 19, 20], font
apparaitre le parameétre A devant le laplacien de I’équation de Poisson. Notre change-
ment d’échelle est justifié par les conditions aux limites : potentiel appliqué important
(de l'ordre de 1/A, voir annexe B).

Nous remarquons tout d’abord que I’étude de la limite distribution de @) et n)
ne nous donne pas suffisamment d’informations pour obtenir 'unicité du probleme
limite. Cette limite, trop grossiére, ne permet pas, et loin de la, de sélectionner le
comportement convenable pour A petit. Pour préciser ce comportement, on introduit
classiquement les deux fonctions suivantes: le quasi-niveau de Fermi des électrons

AP 2a—xa

&
) défini par ny = e~ » * et y» défini par ny =1 — e~ x . Nous obtenons alors

les deux systemes suivants, écrits sous forme conservative :

H—
—div, (e A ch,oA) =0,

dans Q (7)
2a—en
—ZXxQQx:: 1—e€ A s
et
di ( 2y V,® ) 0
—divg | € A T — Vg =Y,
o g dans Q (8)
2a—xx
——Zxx(bA =€ X

sous forme non-conservative, nous pouvons les réécrire:

Aoy + [ Vapr |2 = Vapr . Vady = 0,
2 ﬁ/\im A A dans Q (9)
—ZX$QQA:: 1—e€ A s

INRIA
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AL+ [ Vaxa? = Vaxa Vo, = —A,
o |<1>A_§AA| o * dans Q (10)
—AI(I)/\ =€ X

et les conditions aux limites deviennent alors:

)
(@) =x}(z),  surlp (11)

Vx@/\-n — 07
Vaexa.n =0, sur 'y (12)
V:®y.n=0,

avec @} = @9 — AInnf et X% = @Y — Aln(1 —nf) .

Dans le cas d’un contact Schottky unidimensionnel (I'y est alors vide), nous
allons montrer que @y, Y\, ®) converge uniformément dans tout compact de €2 vers
des fonctions ¢, y, ® qui vérifient un systéme couplé Equations de Hamilton-Jacobi
- Inéquations Variationnelles :

i est solution au sens de viscosité de

|Vop|? = V8.V, =0 dans Q, (13)
o) = () sur Ip,

Y est solution au sens de viscosité de
|Vex|? — Vo ®.V,x =0 dans €, (14)
x(z) = x(z) sur I'p,

et O est solution de:

Max(—A;® —1,& — ) =0 dans Q,
Min(—-A,®,x —®) =0 dans ©Q, (15)
®(z) = ®%(x) sur [p,

avec ¢°(z) = lim @, X7 (7) = limq, et @%(z) = limx%.

Rappelons que la notion de solution de viscosité a été introduite par G. Crandall
et P.L. Lions [11] et qu’elle permet de montrer 1'unicité des solutions des équations

RR n° 2885



6 Ph. Montarnal, B.Perthame

de Hamilton-Jacobi sous des hypotheses générales. Cela en fait un outil majeur pour
manipuler ces équations. Nous en faisons une breve présentation en annexe A.

Nous verrons ensuite qu’une étude uniquement en variables (¢, ®) ne nous as-
sure pas l’unicité de la solution du probleme limite et qu’il faut donc bien introduire
(¢, x, ®). Ce phénomene est simple a expliquer. Dans les zones ol on a p(z) = ®(z),
la convergence de @) vers ¢ ne donne aucune information sur n)y, par contre la limite
X précise la convergence de n) dans cette zone.

L’introduction de ces nouvelles variables est aussi intéressante du point de vue
numérique. Nous mettons en valeur cet intérét en comparant différents schémas nu-
mériques en variables (n, ®), (¢, ®) et (¢, x, ).

Dans des cas particuliers (dimension 1 en polarisation directe et dimension 1 et
2 en polarisation inverse) de telles études ont déja été réalisées par P. Markowich,
C.A. Ringhofer et C. Schmeiser [17, 18, 19, 20] , par F. Brezzi, A.C.S. Capelo ,
C. Gastaldi et L.D. Marini [4, 6, 5, 7, 12] et par L.A. Caffarelli et A. Friedman [8].

Notre méthode étend donc les résultats connus, précise également la convergence
de ny, améliore les hypotheses nécessaires et enfin donne une approche originale au
probleme susceptible d’étre utilisée au niveau numérique. Elle est fondée sur une
idée récente développée pour les équations de Hamilton-Jacobi (Barles et Perthame
[2, 3]). On peut passer a la limite dans le systeme (7)-(12) dans un sens tres faible
n’utilisant que des bornes L*. L’unicité pour le systéme limite (qui est la grande
difficulté ici) permet alors d’obtenir la convergence uniforme des suites @y, x sans
avoir & prouver des estimations sur les gradients. Ainsi on n’a pas a manipuler le
systeme de dérive-diffusion et ceci fait I'originalité et la puissance de notre méthode.

Le déroulement de ce papier est le suivant. Dans le paragraphe 2, nous étudions
la limite au sens des distributions du modeéle en variables (®),n,). Ensuite nous
introduisons les fonctions ¢, et x) et nous précisons le systeme (13,14,15). L uni-
cité du probléeme limite est étudié dans la paragraphe 3 pour le cas d’un contact
Schottky modélisé en 1d. Dans ce paragraphe nous montrons aussi 'insuflisance du
probléme limite en variables (¢,, ®,). La présentation et la comparaison des schémas
numériques est effectuée dans le paragraphe 4.

Dans I’annexe A, nous présentons brievement les solutions de viscosité des équa-
tions de Hamilton-Jacobi. Nous expliquons dans I’annexe B, pour le cas d’un contact

INRIA
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Schottky, I'obtention du probleme asymptotique a partir du modele classique de DD
et son interprétation physique.
Ce rapport compleéte par des résultats numériques un article a paraitre dans

M3AS [22].

2 Etude asymptotique

Nous commencons par regarder la limite distribution des équations en variables
ny, ®). Comme le probleme limite obtenu ne nous donne pas d’informations suffi-
santes sur le comportement de la solution asymptotique, nous introduisons le quasi-
niveau de Fermi ) et la fonction y). Nous étudions alors la limite du modéle en
variables @y, x\, ®). Nous en déduisons un probleme limite sous la forme d’un sys-
teme couplé Equations de Hamilton-Jacobi - Inéquations Variationnelles.

On suppose maintenant 0 < n§ < 1 et ®} bornée dans HzNCO.

2.1 Limite distribution

Afin de vérifier que ’on peut passer a la limite dans les distributions, nous avons
besoin de bornes a priori:

Proposition 1 Le probléme (4,5,6) admet une solution vérifiant les bornes uni-
formes en A suivantes:

0<ny<1, (1)

[@Ally2r <C, Vp, 1<p < oo, (2)

Démonstration de la proposition 1:
La construction des solutions est classique. En remplacant alors A,®) par ny —1
dans I’équation de continuité, on obtient :

—AAny +Vony\. V0 + nA(nA — 1) =0 (3)

Les fonctions constantes 0 et 1 sont respectivement sous-solution et sur-solution de
I’équation. On a donc bien 0 < ny < 1.

Les propriétés de régularité des opérateurs elliptiques nous donnent enfin la borne
sur ||® 2,p. O
12420
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La limite distribution s’obtient alors facilement :

Proposition 2 A eztraction pres, il existe deux fonctions n(z) et ®(z), vérifiant

(1),(2), telles que:

ny — n dans L™ wx
P\ — @ uniformément sur Q et V., P\ — VO localement uniformément. (4)

La limite (n, ®) vérifie :

divy(nV;®) =0 dans D'(2), (5)
—A®P=1-—n dans <,

avec les conditions aux limiles correspondantes.

La démonstration est classique, nous ne la refaisons donc pas.

Cette équation limite ne nous donne pas d’informations suffisantes car, comme
on le verra, il existe des zones ou V,® = 0. Il est donc nécessaire d’introduire de
nouvelles variables.

2.2 Quasi-niveau de Fermi et systéme couplé équations de Hamilton-
Jacobi - Inéquations Variationnelles

Pour obtenir des informations supplémentaires sur le comportement asympto-

tique du modele, il est naturel d’introduire le quasi-niveau de Fermi des électrons
-9

) défini par: ny = e I et d’étudier le probléeme limite en variables (¢, @) ). Ce-

pendant, comme nous le verrons dans le paragraphe 3.5, ce probleme limite ne nous

donne pas encore suffisamment d’informations pour assurer ’unicité de la solution.

Hy—
On introduit alors la fonction y) définie par: ny =1—¢ 2. On obtient donc

les systémes d’équations (7,8) sous forme conservative et (9,10) sous forme non-
conservative avec les conditions aux limites (11,12).

INRIA
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On peut construire des fonctions @, ¢, ¢*, xx et x* définies comme limites (a
extraction pres) de la fagon suivante :

@) — ® dans CO(Q) N WP, Vp, 1< p< oo,
V.®\ — V,® dans L? faible et localement uniformément,

pule) = lim inf @x(y), ¢*(2) = lim sup o (y), (6)

A—=0, y—z A—=0,y—z

Xx(z) = lim inf xa(y), x*(z) = lim sup xa(y).
A—=0, y—z A—=0, y—z
Cette méthode de lim sup et lim inf, classique en théorie des équations de
Hamilton-Jacobi, permet de n’utiliser que les bornes a priori (1), (2). L’introduction
de deux fonctions @, x est équivalente a un changement de variables en tanh plutot
que exp. Cette méthode est aussi classique en présence de fronts (P.E. Souganidis

[26]).
On peut alors établir le théoréme suivant :

Théoréme 3 (Convergence au sens de viscosité) :

Les fonctions ., ©*, Y, X* €t ® vérifient le systeme couplé équations de Hamilton-
Jacobi - Inéquations Variationnelles suivant :

. et ©* sont respectivement sur-solution et sous-solution au sens de viscosité de

|Vep|? = Vo 0.V, = 0 dans ,
o(2) = (a) sur I, 7
Vzp.n =0 sur 'y,

Yx €t X* sont respectivement sur-solution et sous-solution au sens de viscosité de

|Vex|? — Vo ®.V,x = 0 dans Q,

x(z) = x%(z) sur I'p, (8)
Vex-n =0 sur Iy,

® est solution de

Maz(-A,® —1,® — ¢,) =0 dans Q,
Min(— A <I> X — @) =0 dans Q, (9)
(z) = ®°(z) sur T'p,

P
V:®n=0 sury,

RR n° 2885
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0 . 0 0 — 1 0 0 —_ 1 0
avec @°(z) = limpn,, x°(2) = limxy, et () = limyy.
De plus,

si pi(x) > @(z), alors x«(z) = x*(z) = (),

st x«(z) > ®(z), alors g, (z) = ¢*(z) = ®(x). (10)

Notons en particulier que les conditions aux limites sont a prendre au sens de
viscosité (voir Appendice A).

2.3 Démonstration du théoreme de convergence a la limite

Nous montrons tout d’abord I’équation sur (g, ¢*). Le quasi-niveau de Fermi
)y est solution de:

Ao\ F [ Vepr|? = Vepr. V@) =0 dans Q,
or(@) = R w) sur T,
Vzornn=0 sur'y.

Comme ®) — & uniformément, on peut conclure (voir G. Barles et B. Per-
thame [2]) que ¢* et @, sont respectivement sous-solution et sur-solution de (7).

On obtient le méme résultat sur (x,, x*).

Nous étudions maintenant I’équation en ®. Compte tenue de la convergence de
& (voir proposition 2), les bornes a priori sur n) étudiées au paragraphe précédent,
nous donnent par passage a la limite :

Ay —1<0, -A,2>0,P2—p, <06t xuo—D>0.

Considérons alors un point zg de Q tel que ®(zg) — i (zo) < 0, alors ®y(z) —

pa(z) < 0 dans un voisinage V de zg, donc e~ » = — 0 dans V lorsque A — 0. On
en déduit

2a—xa

—AdPy,=¢"* =14o0()) dansV,

d’ou

—A®(zg) — 1 =10 et xi(z9) = X" (20) = ®(z0).

INRIA
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De méme, considérons un point zo de Q tel que y.(zg) — ®(z¢) > 0, alors

Xa(z) — ®\(z) > 0 dans un voisinage V de zg, donc e 5 0 dans V lorsque
A — 0. On en déduit

2a—@a

—AdPy=1—-€e"x =o(A) dans V,

d’ol
—A®(z0) = 0 et pi(z0) = ¢™(20) = (w0).

Les inéquations-variationnelles (9) et les implications (10) en résultent.

Les conditions aux limites sur ® s’obtiennent de facon similaire.

3 Unicité d’un probleme limite en 1d

Dans ce paragraphe nous étudions, pour le cas d’un contact Schottky en 1d, ’uni-
cité du probleme limite en variables (¢y, xa, )) et nous en déduisons la convergence
uniforme de ces quantités lorsque A tend vers 0.

Nous présentons tout d’abord les conditions aux limites spécifiques a un contact
Schottky en 1d et le probleme limite que ’on obtient. Nous énoncons ensuite quelques
propriétés du probleme limite. Celles-ci nous permettent de démontrer 'unicité du
probléme limite. Finalement, nous soulignons l'insuffisance d’un probleme limite en
variables ¢, ®.

3.1 Probléme limite d’un contact Schottky

Un contact Schottky est constitué d’une jonction entre un métal et un semi-
conducteur [27, 28]. On étudie le comportement du semi-conducteur soumis & un
potentiel ®,pplique. Lorigine @ = 0 est prise a la jonction métal/semi-conducteur.

Apres le changement d’échelle (voir annexe B), le probleme se pose sur [0, 1] avec
les conditions aux limites suivantes :

n,\(O):e_g, *nA(l)zl—e_g, 8>0
$,(0) =0, ¢, (1) =V.

Le probleme limite est alors décrit par les fonctions ¢y, ©*, xx, X* et ® vérifiant:

RR n° 2885



12 Ph. Montarnal, B.Perthame

0y et ©* sont respectivement sur-solution et sous-solution de

|¢'|? — ®'¢’ =0 Vz €]0, 1], !
©(0) =8, (1) =V, !

Y« et x* sont respectivement sur-solution et sous-solution de

|7 — @'y =0 Y €]0, 1], (2)
x(0) =0, x(1) =V + 3,

® est solution de
Max(—®" —1,® — ¢,) =0 Yz € [0, 1],

Min (=", y, — ®) = 0 Yz € [0, 1], (3)
®(0) =0, (1) =V.

On dispose également de propriétés découlant immédiatement de la construction
i pu(2) > B(z), alors X, () = x*(2) = B(2), (4)

i (2) > B(2), alors ¢, (x) = ¢ (z) = (5)

Px <" et e <X, (6)

(7)

(8)

i
~—

&
~—

.(0) < B, w.(1) <V, 6(0) > B, ¢ (1) > V,
Xe(0) < 0, xu(1) < V4 B, x7(0) > 0, x*(1) > V + 4.

3.2 Théoréme d’unicité

Théoréme 4 (Unicité de la solution du probléme limite) :

Le probléeme limite décrit par les équations (1,2, 3) el vérifiant les propriétés
(4)-(8) admet une unique solution et ©* = p,, X* = xx sur |0, 1].

De plus @) converge vers @ el x) converge vers Y uniformément sur toul compact

de 0, 1].

La difficulté de ce théoréme provient de deux points. D’une part le couplage, via
®, nécessite des arguments spécifiques. D’autre part ’équation de Hamilton-Jacobi
(1) ou (2) ne possédant pas de terme de dérivé d’ordre 0 strictement positif, ['unicité
est faussé lorsque ® n’est pas monotone.

Avant de donner cette démonstration, on peut donner la forme exacte des so-
lutions. Par convention, lorsque ¢* et ¢, (resp. x* et x,) coincident en un point

INRIA
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du bord, nous prenons cette valeur pour ¢ (resp. x), sinon nous n’indiquons pas
de valeur précise. Cette valeur peut néanmoins se calculer (par I'unicité) mais ne
présente pas d’intérét.

Commencons par le cas V > 0,

_ 22 7
Pour 0<V <1/2, @(m):‘ ¥ /24 V2Va Vz € [0,V2V],

Vv Ve e [V2V, 1],
pour V >1/2, ®(z) = —2?/2+(V +1/2)z Yz € [0, 1],

pour 0 <V <f, ¢(x)=V Va €]0,1],

P(z)+p Veel0,x
pour V > 3, p(z) :‘ V( )t Vo € Lo %

avec g = V2V — /28 pour V < 1/2,
o= (V+1/2) = /(V—-1/2)2+ 23 pour V > 1/2,

x(z) = ®(z) Yz € [0,1].
Passons maintenant au cas V < 0. On a alors,
®(z) =Vaz, VYazel0,1],
p(z) = Ve Yz €]0,1],
pour V> -3, x(z)=0 Vz €[0,1],

. 0 Va € [07 _/6/‘/]7
pour V< _ﬁv X(.’E)— V-T‘I‘ﬁ Va € [_ﬁ/v7 1]

Pour résumer, nous avons les graphes suivants:
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O I
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X1 1 X 0 X

Fic.1- 0<V <pet0<V <1/2

V+B P

0

Fic.2- 1/2<V < g
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¢ X
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VI
0 0 :
Xo 1 5 X1 1 i
O] n
i _
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O
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3.3 Quelques propriétés du probleme limite

Avant de démontrer le théoréme, rappelons quelques résultats que nous utilise-
rons par la suite.

Tout d’abord, les inéquations variationnelles de (3) nous donnent des informa-

tions sur le comportement de ®. En particulier, on a:
0< —®" < 1.

On en déduit que ® est C! sur [0, 1]. La dérivé de ® est donc bornée, on en déduit
que ©* et y* sont lipschitziennes sur ]0,1[ (car |¢*'| < |®/] et |x*'| < |®'| sur
10, 1[, ce qui se justifie pour les solutions de viscosité).
'|* — ®'u' = 0 avec conditions de Dirichlet, a
plusieurs solutions de viscosité lorsque @ n’est pas monotone. Par contre, il y a

L’équation de Hamilton-Jacobi |u

unicité lorsque ® est strictement monotone.

Plus généralement, considérons un couple de fonctions u, (s.c.i.) et u* (s.c.s.)
respectivement sur-solution et sous-solution au sens de viscosité de I’équation de
Hamilton-Jacobi avec conditions aux limites de Dirichlet :

|u'|? — ®'u' = 0 Vo €]y, z[,
u(zq) = uq, u(zp) = up.

(9)
On prend les hypotheses suivantes (qui sont celles que 'on rencontrera naturel-
lement, mais qui ne sont pas optimales) :
(1) uy < w* sur [z, 2p),
(i) ux(zap) < Ugp et w (qp) > Ugp,
(iii) la condition a la limite est atteinte de maniére continue sur un des bords,
)

(iv) ® est strictement monotone sur |z, zp|.

On peut alors énoncer le lemme suivant :

Lemme 5 :
Avec les hypothéses précédentes, les fonctions u, et u* coincident sur |z,, zy| et
sont données par le probleme de controle optimal suivant :

uq 51 Y(T) = x4

u(e) = dnf 3 3 [ (36) = () dst wsiy(r) = y(0) = |,
Y 0 0st7=+400
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L’infinum est pris sur les chemins y tels que y(s) € [zq, xp] pour 0 < s < 7.
De plus, les valeurs auz limites de u, et u* sont déterminées de maniére unique.

La démonstration fait appel a des arguments classiques de la théorie des solu-
tions de viscosités [2, 3].

En particulier, lorsque ®" > 0 sur |z,, 23] et uy(zp) = u*(25) = up, on obtient
urlea) = Jim (u(e)), u*(aa) = ua,
uy(z) = w*(z) = u(z) = Min(up, ®(z) + uy — ®(z4)) Yz €]y, 78],
et lorsque @' < 0 sur Ja,, 23] et u,(;,) = u*(2,) = uq, on obtient

wi(es) = Jim (u(z)), w(zs) = w,

uy(z) = u*(z) = u(z) = Min(uq, ®(z) + up — () Vo €]z, zp|.

3.4 Démonstration du théoréme d’unicité

Rappelons tout d’abord que 'unicité implique ¢* = @, et Y* = xx et ces relations
ont pour conséquence que les suites @) et y) convergent uniformément. C’est pour
cela que les notions (6) ont été introduites. Il suffit donc de montrer I'unicité. Nous
commengons par le cas V' > 0 (polarisation inverse). La démonstration s’effectue
alors en quatre étapes.

(i) Nous allons tout d’abord montrer que & est croissante sur [0, 1].

D’apres les inéquations variationnelles de (3), on trouve que ® est concave. Il
existe donc deux points z; et z3, avec 0 < z1 < z9 < 1, tels que:

O'(z) > 0V € [0, 2], ®'(2) =0VYa € [z1,23] et D'(z) < 0Vz €]zs, 1].

Il nous faut donc montrer que z9 = 1. Par ’absurde nous allons montrer que, si
’on suppose z5 < 1, on obtient x, > V sur ]z, 1]. On a alors une contradiction : en
effet, cela implique grace a (3), que ®” = 0 et d’ou une discontinuité de &' en z; ce
qui contredit le fait que ®” est borné.

Supposons donc z3 < 1. On remarque tout d’abord que x,(1) > V. En effet,
Xx(1) >V, car y, > ®. Et si on suppose xx(1) =V, x4 est strictement inférieur a
la condition aux limites en 1. La fonction y, est donc sur-solution en 1, soit

X (D) = ®'(1)x, (1) > 0
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au sens de viscosité. En d’autres termes, pour toute fonction g continuement déri-
vable telle que:

gSX*etg(l)IV,
on a
lg' (1) = @'(1)g'(1) > 0.

Il suffit de prendre une fonction ¢ telle que ®'(1) < ¢’(1) < 0 pour obtenir une
contradiction.

Puis on déduit x, > V sur |zg, 1]. En effet ® étant strictement décroissante on
a® > V;ce qui implique y, > & > V.

Ceci termine cette premiere étape, on a bien démontrer que x5 = 1.

(ii) Nous allons maintenant montrer que sur [z1,1],0n a ¢, = p* = & =V et les
fonctions @, et ©* sont donc continues en z;.

Considérons tout d’abord le cas particulier 7 = 1. Il nous faut montrer les éga-
lités (1) = ¢*(1) = V et la continuité de ¢, et ¢* en 1.

On remarque tout d’abord que ¢*(1) = V. En effet, si ¢*(1) # V, on a grace a
(7) ¢*(1) > V. La fonction ¢* est donc strictement supérieure a la condition aux
limites en 1. La fonction ¢* est donc sous-solution en 1. On a alors, pour toute
fonction ¢ continuement dérivable et telle que g > ¢* et g(1) =V,

lg'(D* = @'(1)g'(1) < 0.

Il suffit de prendre une fonction g telle que ¢’(1) < 0 pour avoir une contradiction.
On en déduit la continuité de ¢* en 1 et que la fonction ¢, est continue et égale a
Ven 1 car o* > ¢, > .

Etudions maintenant le cas 29 < 1. On a immédiatement
e =P =V sur [z, 1].

En effet, on a d’une part ® = 0 sur [z, 1], par définition de z;, ® de classe C'! sur
[0,1] et ®(1) =V, et d’autre part Max(—®" — 1, o, — ®) = 0 sur [0, 1].
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De la méme facon que précédemment, on démontre que ¢*(1) = V. De plus, sur
[z1, 1], ’équation de Hamilton-Jacobi donne Lp*l =0et ¢ > V. On en conclut donc

¢ =V sur [z, 1].

La continuité de ¢* en z; est immédiate (¢* est méme lipschitzienne sur ]0, 1]
car elle est sous-solution de (1)) et celle de ¢, se déduit de I'encadrement

V= ¢ (21) > pu(ar) > B(a1) = V.

(iii) Nous passons a I’étude de @, ¢, et ¢* sur [0, z1].

Toutes les hypothéses du lemme 5 sont vérifiées sur [0, z1]. On a donc
pu(z) = 9" (z) = Min(V, D(a) + §) Ve €]0, 1.
Ceci donne pour le cas V < 8
2x(0) = V, *(0) = B et pu(2) = ¢*(x) = V V2 €]0, a1],
et pour le cas V > 3 (‘avec zg t.q. ®(zg) + 5 =V)
() = 9*(2) = B(z) + B Va € [0, z0], u(x) = V Vz € [0, 1]
On a donc ¢, > ® sur [0, z1[, ce qui implique
®" = —1 sur [0, zq].

Ainsi, on a entierement déterminé &, , et ©*.
(iv) Nous considérons finalement les fonctions x, et x* sur [0, 1].

Sur [0, z1[, @«(z) > ®(z), on en déduit que
Xx(z) = x*(2) = ®(z) Va €[0,z4].

Sur [z, 1[, on a y* = 0. De part la continuité de x* en zy, on en conclut: y* = V.
Orona® <y, <y dou

X«(2) = x"(2) =V VYa € [z, 1].

On obtient la condition a la limite en 1 par des arguments classiques des solutions
de viscosités en utilisant les inégalités:

X«(1) SV +3et x*(1) >V + 3.
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On a donc déterminé entierement y, et y* et le théoréme est démontré dans ce
cas.

Il reste le cas V' < 0 (polarisation directe). La démonstration est pratiquement
identique au cas précédent et nous n’indiquons que les principales différences.

On démontre comme précédemment que ®(z) est strictement décroissante sur
[0, 1]. Puis, en montrant que x, et x* sont continues et égales a 0 en 1, on obtient
les hypotheses du lemme 5. On peut alors conclure sur le comportement de y, et x*
sur [0, 1]. On en déduit que

®(z) =Va VYo €[0,1].
Le comportement de ¢, et ©* s’obtient alors directement. Il suffit donc d’inverser

les roles de ¢ et x dans la démonstration précédente.

3.5 Insuffisance du probléme limite en variable (), ®))

Si ’on considére uniquement les variables ), @), on obtient le probleme limite
suivant au sens de viscosité :

[¢']* = @'¢' = 0 Yz €]0, 1],

(0)= 8, w(1) =V, (10)
Max(—®" — 1,® — ) = 0 Vz €]0, 1],

®(0)=0, ®(1)=V. (11)

Ce probléme limite ne nous assure pas 'unicité de la solution. Nous pouvons le
voir sur les deux exemples suivants:

Pour le cas V = i,ﬁ = 1, toutes les fonctions suivantes, pour b € [%, %], sont

solutions au sens de viscosité :

—12? + bz Yo € [0, 3],

(£ - 16b))22 + (—18 + 25b)z + (27 — 9b) Va € [1,1],
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Pour le cas V' < 0, toutes les fonctions suivantes, pour a € [—1, 0], sont solutions
au sens de viscosité:

®(z) = az? + (V — a)z Yz € [0,1],

(13)
B enz =0,

plz) = ®(z) Yz €]0,1].

Il était donc bien nécessaire d’utiliser un couple (¢, x).

4 Expérimentations numeériques

Le but de ce chapitre est double. D’une part, nous montrons que I’on observe le
comportement limite étudié pour une valeur de A de 'ordre de 1073, D’autre part,
nous soulignons l'intérét des variables introduites ¢ et x en comparant des schémas
en variables (n,®), (¢, ®) et (¢, x,P). En effet nous verrons que, pour certaines
conditions de fonctionnement, un schéma en variables (¢, ®) donne de meilleurs
résultats qu’un schéma en variables (n,®), ce qui était déja connu des numériciens
[14, 15]. Nous verrons aussi que, dans le cas de la polarisation directe (V < 0), un
schéma combinant les variables ¢, x et ® permet d’obtenir de meilleurs résultats
sur le comportement de n dans la zone n ~ 1.

Le principe de ce dernier schéma est de combiner les variables ¢ et y pour la
résolution de I’équation de Poisson, en privilégiant ¢ dans la zone ou n est proche
de 0 et x dans la zone ou n est proche de 1. En effet, on retrouve un phénomene
analogue a celui observé lors de la démonstration de I'unicité du probléeme limite.
Dans la zone ot n est proche de 1, ce qui correspond a ¢ proche de @, une simulation
en variables ¢, ® ne nous donne que peu d’informations sur le comportement de n,
ce qui entraine des instabilités numériques sur la variable n reconstituée. Par contre
une simulation intégrant la variable x fournit un comportement correct pour n. On
observe le phénomene inverse dans la zone ou n est proche de 0.

4.1 Description des schémas numériques

Nous étudions plusieurs schémas de simulation : deux schémas en variables n et
¢ (schémas décentrés et de Scharfetter-Gummel), un schéma en variables ¢ et ® et
un schéma combinant les variables ¢, x et ®.

Les principes généraux sont les suivants :
e On considere le probleme stationnaire comme la limite du probleme évolutif lorsque
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le temps tend vers 'infini.

e Le schéma en temps est implicite.

e A chaque pas de temps, on résout d’abord 1’équation de continuité, puis celle de
Poisson.

e Les non linéarités sont traitées par un algorithme de Newton-Raphson.

e ’équation de continuité est calculée sous sa forme conservative :

(?t’ll— (?zJ: 0

e La discrétisation de I’équation de Poisson correspond a la discrétisation usuelle du
Laplacien :
-, +20; - 9,44
Az ?

=1-mn;

Pour les schémas en variables n et ®, I’équation de continuité est discrétisée sous

la forme: - -
{+1 _
ntt =l i =il
At Az

On utilise deux méthodes pour calculer JZHI

= 0.

+1/2°
Dans le schéma décentré, JZ'ZLI/Q est calculé de la facon suivante:
I+1 I+1 ! l
gL /\"z’+1 - Qi — P il
+1/2 Ax Ax +1/2?
avec l l
I+1 ; T et
. n; st Bip1) =~ >0,
Rit12 =
[+1 ; q>$+1_q)£
ni-l—l S Ei-}—l/? = T Az S 0.
Dans le schéma de Scharfetter-Gummel, le principe est d’obtenir la valeur de
+1
J

i11/2 Par intégration exacte sur [z, i41] de Iéquation en J (voir D.L. Scharfetter
et H.K. Gummel [25] et M. S. Mock [21]).

On suppose que J(z) est constant sur [z;, ;1] (égal & J;1q1/5) et que ®(z) est
affine sur [z;, z;41] (égal & ®;4+(z—z;) %'Al;&). On effectue le changement de variable
2(2) &(z) . 1. p .
n(z) = N(z)e™x . On a alors J(z) = AN'(z)e > . En multipliant I’équation par
2(z) . N .
e~ x et en intégrant de z; & z;41, on obtient:

1
Jf_tll/Q = Az (BA (q)i'-u - @i)nii} - B/\((I)i' - <I>ﬁ»+1)nﬁ-+1) ) (14)
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avec
z

B/\(Z) = N _ 1

(15)

Remarque: Le schéma décentré revient a prendre le schéma de Scharfetter-
|z|—=

Gummel avec une fonction By(z) = A + 55—

Pour le schéma en variables ¢ et @, on discrétise I’équation de continuité sous la

forme:
l {
n(q)i'a 99§'+1) 995'—1—1 - Soi' Jlill/Q B Jli—ll/Q -0 (16)
A At Az -
QL _
{+1 i+1 7 l I +1 +1

Jiil/Q = Tni+1/2(q’ia¢i+1a%+ 79921_1)7 (17)

avec

3l lt! q>4+1—¢411
I Fl I+1 141y t 1 ! u
ni+1/2(‘1’¢7 Q1,0 7992'-}-1) = (6’ A te A ) /2.

Remarque: La trés forte non-linéarité des équations pose certains problemes (conver-
gence lente, échec de la méthode de Newton). Pour y remédier on peut, soit prendre
un pas de temps tres petit, soit diviser le potentiel appliqué ®, en m potentiels
0P, = % et résoudre le probleme m fois en prenant comme condition initiale le
probleme de I’étape précédente et comme conditions aux limites (I>§“V = Vi — kbD,.

Pour le schéma en variables ¢, y et ®, I'idée est de combiner les variables ¢ et
x pour la résolution de I’équation de Poisson. Le but recherché est de privilégier la
variable ¢ dans la zone ou n est proche de 0 (i.e. ¢ > x) et la variable y dans la
zone ou n est proche de 1 (i.e. p < x).

On introduit alors deux fonctions n¥ et nX, définies par:

-9 P—x
n? (@, 0)=e > , 0¥ (P,p)=1-e"x,

et on résout I’équation de Poisson sous la forme

—A;d=1-(0n*+(1-0)n),
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ol # est une fonction de ¢ et Yy, proche de 1 quand ¢ > x et proche de 0 dans le cas
contraire (par exemple 8(p, x) = 5(1 + tanh (93¢ 3] <)) ).

A chaque étape en temps, on résout donc successivement, I’équation de continuité
en variable @ et ¢,

o+l 1+1

©
(@it @it ol Jimp = Tiap
A At Az k
I+1 I+1
P Pit1 — Py I &l I+1  I+1
‘]+1/2 Az Z+1/2((I) Py v*r92+1)

avec

al_ i+l al . it
1 I+1 I+1 : : i+ i+1
Z+1/2 ((I) (I)z—}—l? i 992-}-1) (e A +e A /27

I’équation de continuité en variables ® et Y,

Xl+1 Xl+1
1— X (@ ) Xt - B Ty =i
A At Az

I+1 141
K Xit1 — X5 ! 41 41
Jz+1/2 : Az . (1 z+1/2(q) q)z-|—17Xz 7XZ+1))

+ n¥ (@) - 1=0,

K3

avec

141 l i+1
2iTX Pit1 X4

l l l
2—|—1/2((I) (Dz-}-leZ—I—leZ:ll__}) =1- (6 B +e by )/2’

et finalement 1’équation de Poisson en combinant les trois variables ¢, y et @,

@l-}—l Qq)l-l—l @l-}—l
D (=D IR (R AL )

avec

SOl-l—l XH—I

4.2 Résultats numériques

Nous pouvons remarquer a la lecture des résultats présentés les points suivants :

Le schéma Scharffeter Gummel est plus performant que le schéma décentré: Il
décrit mieux le comportement du quasi-niveau de Fermi ¢ (voir figures 8 et 7).

RR n° 2885



26 Ph. Montarnal, B.Perthame

Cependant, pour certains points de fonctionnement, les schémas en variables n, ®
ne nous donnent pas suffisamment d’informations pour retrouver le comportement
du quasi-niveau de Fermi ¢. Il devient nécessaire de travailler avec des schémas
utilisant ¢ comme variable. (voir figure 9 et 10).

Dans le cas d’une polarisation inverse le schéma en variable ¢, ® nous donne des
résultats satisfaisants: on retrouve bien les résultats prévus par I’étude asymptotique
(voir figures 12 et 11).

Par contre, dans le cas d’une polarisation directe (V' < 0), le comportement
de la concentration n est difficile a obtenir a partir du schéma en variable ¢, ®.
Le schéma combinant les variables ¢, x, ® donne alors de meilleurs résultats (voir
figures 13-18).
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0.08 1 1 1 1

X

FIG. 7- schéma décentré en variables n , ® avec A = 1.01072, 3 =0.1et V = 0.25

0.08 1 1 1 1

X

F1G. 8 - schéma Sharfetter-Gummel en variables n, ® avec A = 1.01073, 3 = 0.1
et V=10.25
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0.7 T T T T
Quasi-niveau de Fermi : phi —

X

FiG. 9 - schéma Sharfetter-Gummel en variables n, ® avec A = 1.01073, 8 = 0.7

et V=20.6

0.7 T T T T
Quasi-niveau de Fermi : phi —

0.68 |- 4

0.66 |- 4

0.64 q

0.62 q

0.6 |

0.58 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 10 - schéma en variables o, ® avec A =1.01073, 3 =0.7et V = 0.6
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T 0.25

T
Potentiet-—Phi— Quasi-niveau de Fermi : phi —

L L L L 0.15 L L L L

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

T T T T 1 T T T T

chi — Cpficentration : n —

08

L L L L 0 L L L

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

FiG. 11 - schéma en variables ¢ , ® avec A = 1.01073, 8 =0.15et V = 0.25
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1
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FiGg. 12 - schéma en

variables o, ® avec A = 1.01073, 8 = 0.7
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1.2 T T T T

Concentration : n ——

0.8 4

0.6 q

0.4 4

0.2 | B

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIG. 13 - schéma en variables ¢, ® avec A =1.01073, 3 =0.15et V = —0.1

12 T T T T
Concentration : n ——

0.8 4

0.6 q

0.2 | B

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 14 - schéma en variables ¢, y, ® avec A = 1.01073, 8 =0.15et V = —0.1
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Fic. 15 -
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1

schéma en variables p, ® avec A =1.01073, 3 =0.15et V = —0.25
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schéma en variables ¢, y, ® avec A = 1.01072, 3 =0.15et V = —0.25
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schéma en variables ¢, y, ® avec A = 1.01072, 3 =0.15et V = —0.25
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: 0.15 .
Potentiel : Phi — Quasi-niveau de Fermi : phi —

0.1

01k

-02 -

L L L L -0.25 L L L L

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

T T T T 12 T T T T
chi — Concentration : n —

L L L L 0 L L L L

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

FiG. 18 - schéma en variables ¢, y, ® avec A = 1.01072, 8 =0.15et V = —0.1
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5 Conclusions

Dans ce rapport nous avons tout d’abord développé une méthode pour I’étude du
comportement asymptotique des équations de dérive-diffusion des semi-conducteurs.
Cette méthode utilise deux fonctions similaires au quasi-niveau de Fermi et meéne
a un probléme limite sous la forme d’un systéme couplé d’équations de Hamilton-
Jacobi et d’inéquations variationnelles. Cette méthode étend les résultats connus,
précise également la convergence de n), améliore les hypotheses nécessaires et en-
fin donne une approche originale au probleme susceptible d’étre utilisée au niveau
numeérique.

En effet les résultats numériques, que nous avons ensuite présenté, prouvent ’in-
térét des variables introduites pour la simulation numérique. Cela valide a nouveau
'utilisation des variables de quasi-niveaux de Fermi dans le code INRIA [14, 15].

Sur le plan théorique, la méthode semble s’adapter a des cas plus généraux (plu-
sieurs porteurs, cas bidimensionel). Sur le plan numériques, I'utilisation d’un couple
de variables redondantes, pourrait permettre de bien calculer les courants de por-
teurs minoritaires.

Ce rapport complete par des résultats numériques un article a paraitre dans

M3AS [22].
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A Solutions de viscosité des équations de Hamilton-
Jacobi

Pour une description compléte nous faisons référence a ’article initial de M.G. Cran-
dall et P.L. Lions [11], ou a P.L. Lions [16] , M.G. Crandall, H. Ishii et P.L. Lions
[10], G. Barles [1].

On se donne un Hamiltonien H (z,u,p) continu sur 2 x R X R? et une fonction
continue sur 99 X IR x IR?.On considere alors I’équation

H(z,u,Du)=0 dans €,

F(z,u, Du) =0 sur 02 (A-18)

On définit tout d’abord G, et G* par:

Gz, u,p) = G*(x,u,p) = H(z,u,p)si z € Q,
Gy(z,u,p) = Min(H (2, u, p), F(z,u,p)) si z € 9, (A.19)
G*(z,u, p) = Max(H (z, u, p), F(z,u,p)) si € 0.

La définition de solution de viscosité discontinue pour des équations discontinues
est la suivante:

Définition 6 (Solution de viscosité discontinue) :

Une fonction localement bornée, s.c.s. sur ), u* est une sous-solution de viscosité
de (A.18) si et seulement siVg € C1(Q), sizg € Q est un point de mazimum local
de u* — g, on a:

Gz, u*(20), Dg(z0)) < 0. (A.20)

Une fonction localement bornée, s.c.i. sur ), u, esl une sur-solulion de viscosité

de (A.18) si et seulement si Vg € C1(Q), si zg € Q est un point de minimum local
de u, — g, on a:

G*(zg, ux(20), Dg(z0)) > 0. (A.21)

Remarques:
1. En général, il y a des couches limites et u, est différent de «* au bord.
2. La condition aux limites inhomogeéne de Dirichlet u = u®
sens de viscosité:
Min(H (z,u*, Dg),uw* — u®) <0 sur dQ (pour la sous-solution),
Max(H (z, uy, Dg),u, — u®) > 0 sur 9Q (pour la sur-solution).

sur 0N s’écrit donc au
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B Grandeurs physiques et interprétation du probléme

asymptotique

Le modele de dérive-diffusion, pour un contact Schottky modélisé en 1d , s’écrit
(voir Szee [27] et Yamnahakki [28]) de la maniére suivante :

d dn dd
z € [0, L] (B.1)
d*® q _
A
avec les conditions aux limites :
®(0) =0, O(L) =V — @,
( ) W ( ) Vi (B.Q)

n(0) = pg = Ce Ten

n(L)=pr=C(l—e ).

La signification des variables physiques est la suivante (on prend le cas du GaAs

pour les valeurs numériques) :

q: charge de I’électron (1.602189.10719C)).

kg : constant de Boltzman (1.38066.10723J/K).

Uy, = kf;l: potentiel thermique (V) (0.0259V a 300°K).

D: coefficient de diffusion (m?.s71) (0.022015m2.s™pour le GaAs & 300°K).
o taux de mobilité ( m2.s71.V 1) (0.85m?.s71.V ™! pour le GaAs).
€5 : permitivité du semi-conducteur (F.m™!) (1.16.107124sV B~ 1em™1).

Vi : Built-in potentiel (V') (de 'ordre du Volt).
&, : potentiel appliqué (V).

C': concentration de dopage (m™2) .

L : longueur du dispositif (m) de I'ordre du pm.

On effectue le changement d’échelle suivant: n = &, ¢ =
obtient alors le systéeme adimensionné suivant :

w1

Ay iy
dx dx dxn N
zel0,L]
d*®
R
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et
¢(0) =0, (1) =V, B
n(O):e‘g, n(l):l—e‘% .
avec
— DES
A= uCL?q
Vio= g (Vi — @) = BA(Vii — ) (B.5)
g8 = pgCL2Vy,
- GSDUth

Le probleme asymptotique correspondant & A — 0, V restant de l'ordre de 1,
correspond bien au cas d’un dopage fort (A est en 1/C) avec I’énergie thermique
négligeable devant I’énergie électrique (on a ®, 45 ~ ‘%l de lordre de 1/)).
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