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On propose une généralisation des conditions aux limites absor-
bantes d’ordre élevé a ’équation des ondes 3D avec ou sans terme d’amortisse-
ment. On établit, pour les boites de calcul parallelipipediques, des conditions
d’arétes et de coin qui permettent de poser correctement le probleme. Un
schéma numérique et son algorithme associé est présenté. Un exemple numé-

Condition aux limites absorbante, équation des ondes, équations

(Abstract: pto)

Ce travail a utilisé les moyens de calcul de 'IDRIS

Unité de recherche INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex (France)
Téléphone : (33 1) 39 63 55 11 — Télécopie : (33 1) 39 63 53 30



Higher Order Absorbing Boundary Conditions
for the 3-D Wave Equation

Abstract: A generalization of higher order absorbing boundary conditions to
the 3-D, possibly damped, wave equation is proposed. Some edge and corner
conditions are derived to set up the problem properly. A numerical scheme
and its associated algorithm is described. A numerical experiment illustrates
the method.
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1 Introduction

Ce rapport est consacré a la présentation d’un schéma numérique pour la
discrétisation des conditions aux limites absorbantes (CLA) d’ordre élevé pour
I’équation des ondes 3D.

Plus précisément, on s’intéresse aux solutions de I’équation

1 %u ou

- — — Au =
c2(z) ot? +o(2) ot u=0

dans un domaine parallelipipédique.

Le probleme des bords absorbants est de déterminer des conditions appro-
priées sur le bord du domaine de calcul qui simulent le caractere “sortant’ des
solutions que l'on recherche. La détermination de “bonnes’ conditions, c’est
a dire des conditions stables, précises et peu coiteuse en temps de calcul, a
donné lieu a une recherche tres inventive et diversifiée: depuis les premiers tra-
vaux, [6], [11], jusqu’a des développements plus récents, [8], [1]. Pour une vue
plus compléte sur la question, on pourra consulter [7] et [9]. Dans ce travail,
nous choisissons de mettre en ceuvre les conditions qui ont été développées
dans un précédent rapport, [4]. La méthode consiste a imposer sur chaque face
du cube de calcul une CLA d’ordre élevé a ’aide d’'une approximation pa-
raxiale & L fractions rationnelles (approximation grand angle). Des conditions
d’aréte et de coin appropriées completent le systeme. En fait, ces conditions
sont ici généralisées au cas d'un milieu stratifié horizontalement. Toutes les
équations composant les CLA du cas homogene étant locales, cette générali-
sation ne pose pas de probleme méthodologique important, si ce n’est dans
le choix de la position des parametres par rapport aux opérateurs différentiels
(par exemple c29? peut s’écrire ¢(z)20? ou ¢(z)d,c(2)d,). Pour statuer sur cette
indétermination, nous nous sommes inspirés des travaux de Bamberger et al.,
[2], portant sur les équations paraxiales en milieu hétérogene sans toutefois
apporter de justification sur ce point.

L’originalité de notre approche est double. D’une part, dans la formula-
tion (utilisation de fonctions auxiliaires permettant une résolution simple du
schéma, méme lorsque L est grand, conditions d’arétes et de coin), et d’autre
part et indépendamment, dans la prise en compte du terme d’amortissement,
ce qui n’a pas été trés étudié jusqu’a maintenant.

RR n~° 2932



4 Francis Collino

Le rapport est organisé en cing sections, introduction comprise. Dans la
section 2, on construit les conditions aux limites absorbantes, conditions de face
d’arétes et de coin, pour 1I’équation des ondes amorties en milieu homogene.
Ces conditions sont obtenues tres facilement en adaptant ce que nous avions
fait pour I’équation des ondes non amorties. La section 3 est dédiée a une
présentation des notations utilisées pour la discrétisation. Celles-ci sont assez
lourdes de par la multiplicité des indices intervenant dans la formulation des
problemes continu et surtout discrétisé. La section 4 traite, successivement, le
cas des faces, des arétes et des coins. Pour chacune de ces trois géométries, on
présente sans trop s’appesantir une formulation généralisant au cas stratifié les
problemes continus et leur discrétisation. Dans une seconde étape, on explicite
la récurrence en temps du schéma. Enfin, on donne in extenso dans une sous-
section qui peut étre lue indépendamment de ce qui la précede, un algorithme
de résolution en vue d’'une implémentation sur ordinateur. Dans une derniere
partie (section 5) est présenté un exemple numérique qui conclue le rapport.

2 Conditions absorbantes pour I’équation des
ondes amorties

2.1 Introduction

Dans cette section, nous nous proposons d’étendre les conditions d’ordre
élevé pour un domaine parallelipipédique au cas de I'équation des ondes amor-
ties 3D. Pour cela, on reprend la démarche suivie dans [4]. On commence par
construire des CLA adaptées au cas du demi-espace, puis on exhibe des condi-
tions d’aréte et de coin pour clore le systéeme posé dans un huitieme d’espace.
Ces conditions peuvent alors étre utilisées pour définir completement un sys-
teme d’équations pour les CLA du parallélipipede.

2.2 Cas du demi-espace

Pour le demi-espace, la construction des CLA se fait de la maniere suivante.
On commence par montrer que la solution du probleme (P'):

INRIA
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’82_u+08_u_ a_2_|_a_2+a_2 —0 d R3
orr %ot \owz "oy Ta)t T A
u(t =0) =ug € H' (R?)

ou
ot

Support de uy et de u; C {y <0}

—(t=0)=u L (R)

est telle que

(0
T u=0vy> -6
Ay
avec T/-\vzi(wQ—iaw— \k\Z)l/Q - (1)
et |k|® = k2 +k2

\

N , . k|?
ou v est la transformée de Fourier de v en z,x et t. En supposant — —|— %

w w
petit, on peut s’appuyer sur 1’approximation (cf [2], [12])

L 1

Ve, |z| <1, l—r~1-—
= Zﬂl ol —o

fy—l-l-z

1=1 Y

1—04:15_7

pour écrire

L 2
(w2—iaw—\k|2)l/2mw<7—2@ u 5 )

= oy w?— oyliow + |k|?)

ce qui conduit a 1’équation approchée

di L g, )
—tww [ye— ) — =0
0y (7 ;alw

whp? — qyiow + |k} = wi.

RR n~” 2932



6 Francis Collino

Ce syteme d’ équations se réinterprete dans le domaine espace-temps par

du  du L 9y
—y‘f"Y——Zﬁlg

=1
™Yy Oy O™y oY 0*u
o ( - o ), o

On aboutit ainsi a un systeme de L équations des ondes amorties 2D couplées
avec une équation de transport dans la direction y.

=0

(3)

02 "oz "ot

2.3 Cas du huitieme d’espace: détermination des condi-
tions d’aréte et de coin

2.3.1 Position du probleme

On définit
Q={(x,y,2) € R/x,y,2 <0 |

ainsi que les faces et les arétes
00 =F@ yF®y p
@ =W npe 10 =pcnp@ 16 = p@ A p©
Le systeme d’équations généralisant la situation du demi-espace est donné par

( @+0%_ 0%u B 0*u B 0%u
ot? ot 0x?  Oy: 0z

puis, sur chaque FY, ¢ =z, y,z:

= 0dans 2

§ 0w ou & B, ow@ (4)
=Y Tm t, Vi=1,.,L
o Tt T o ot =% o
R oY 8%u
—an, |- A S e
| o T\ T AT o ) o

INRIA
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F1G. 1 — Représentation schématique du huitiéme d’espace

ol Agﬁ ) est le Laplacien tangentiel

(a) 82 82
AY = — +—— sur F9, q,b,cdistincts.
c

Le probleme que pose cette formulation, est lié aux conditions de raccorde-
ment que doivent satisfaire les fonctions auxiliaires sur les trois demi-droites
ol s’intersectent les faces. Ces conditions sont cruciales pour toute implémen-
tation numérique. En effet, les fonctions auxiliaires satisfont une équation des
ondes 2D sur leur surface, équation qui est d’ordre 2 (i.e. qui fait intervenir des
dérivées secondes) par rapport au coordonnées d’espace. Or, il est impossible d’
évaluer numériquement ces dérivées secondes sans I'adjonction de conditions,
portant, par exemple, sur les dérivées normales. Comme on a 2L dérivées se-
condes & évaluer par aréte (L sur chacune des deux faces d’appui), il nous faut
définir 2L conditions par aréte.

On va déterminer celles-ci en deux étapes en suivant la méme démarche
que [4] pour I’ équation des ondes 3D non amorties. Tout d’abord, on construit

RR n~” 2932



8 Francis Collino

toute une famille de solutions particuliéres, tres régulieres, du probléeme (4).
Ces solutions sont obtenues par combinaison d’ondes planes. Puis, dans une
seconde étape, on détermine 2L équations satisfaites le long de chaque aréte
par toutes les solutions particulieres et dont les expressions sont intrinseques.

2.3.2 Construction de la famille de solutions particuliéres

Pour k = (ky, ky, k.) fixés, nous recherchons une solution de (4) sous la
forme d’une somme de huit ondes planes

u(z,y,z,t) = (exp ik,x + R® exp —ikmx) (exp ik,y + RY exp —ikyy)
(exp ik,z + R® exp —ikzz) exp !t
ou w est relié a k par la relation
w? +iow = ki-l—k;-i—kz.

Les fonctions auxiliaires sont recherchées proportionnelles aux traces de u sur
la face associée

(b, e, t) = U - u(b, ¢)jaco,  (a,b,c) distincts.

De telles solutions existent. En effet, des calculs élémentaires montrent que les
équations des ondes 2D sont satisfaites sur chacune des trois faces des que

w2

(@) _
v = w? — ay(w? — k2)’

a=2x19,2z (5)

En outre, les équations reliant les dérivées normales aux fonctions auxiliaires
sont vérifiées lorsque

1— R@

L
Bi - (a)
e = Y — — U, =29, 2. 6

A ce stade, on a donc bien construit toute une famille de solutions particulieres
a notre probleme.

INRIA
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2.3.3 Conditions d’arétes

On s’intéresse a 'aréte £ = 0, y = 0 et 2 < 0. On cherche a raccorder les 2
familles de fonctions

l(y) (z,x =0,t) (relatives a la face y =0)

(m)(y =0,zt) (relatives a la face = =0)

On forme
o™
Soit :
oy, _ a@ (@) )
9 (y=0,z2,t) =0, "k, (1+R ) (1 —Ry)A(z,t)
avec

Az, t) = (expikzz —R®) exp_ikzz) exp !

D’ot (voir (6) avec a = y)

o A 12BN () )
o (y=10,21t) = <2l~cym v, (1+R ) (1 +Ry)A(z,t)

— w (7 - Z A qﬂy)) U (14 R®) (14 RW) Az, 1)

m=1
Et donc
oy oy
a9y (y=0,2,1) 5 (W =0,21)

- S wmewe (14 m) (14 R9) 4G

m=1

RR n~” 2932
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Pour se débarrasser du terme non linéaire, on va utiliser la décomposition

(0. g = 2 <%_m\pgz) + 'Yl_m\ygg))
’ [a78% (07}
avec U\ = ! (7)
b 02 4y (10w — k2)
" (6710 7%%
e m =
\ m, o+ Oy — QO

(Utiliser (1 — am)w? + amk? = w? — am(w® + 120w — & — k2) et faire la décom-
position en éléments simples du produit \Ifl(m) - U suivant ky, k. et w étant
des parametres.)

On a donc

()T (14 RD) (14 RV) A(z,1) =

QQ‘Q

(é

+aw (Z M (wQ\Ill(;fl\Ilgg) (1 + R(w)) (1 + R(y)) A(z,t)))

m=1 Qm

’Ylm ( Q‘IJ(Z) \I,(I) (1 + R(m)) (1 —+ R(y)) A(’Z’t)) ) +

On vérifie alors que si 'on définit les deux familles de fonctions d’aréte
(y’z)(z t) relative & la face y et w(m "2 (2, 1) relative a la face

comme les solutions des équations des ondes 1D le long de I'aréte

w(ya awl(%z) 82,%(%2) 82¢l(y)

oz Tm |0 T o | = gp BT=01) .
82%(’?5) aazpl(’if) — 82%(’%” = 82%@) (y =0,z t)

ot? tm ot 922 o2 Ptk

et qui sont données par
(yaz)(z t) — WQ\IJI(Z) w(y)( xr = O,t)

= WY (14 R®) (1+RW) Az, 1),

INRIA
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@250 = wQ‘IIEiZL (2,2 =0,1)

,m

= AU (14 R9) (14 BY) Az, 1),

on obtient
aw(m) aw(iﬂ)
831/ (z,y=0,t) = —v alt (z,x =0,t) +
L ﬁ o a l(l‘:z) L ﬂ o 8¢(y:f) (9)
m [l,m ,m t m /t,m m, 1).
+mZ:1 a?, ot (1) + mZ:1 anog Ot (2,)

Ceci constitue les L premieres conditions d’aréte (I varie de 1 a L). On en
obtient L autres en intervertissant les roles de = et de y. On a

a¢l(y) B B 8 l(y)
or (Z,.’E _Oat) =7 ot

(z,2=0,t) +
(10)

L a (yaz) L a (.‘13,2)
+ Z /Bmﬁ)/l,m l,m (Z,t) + Z ﬁm'}/l,m ¢m,l (Z’t).

—= o ot = oo Ot

Enfin, en faisant tourner deux fois les indices x, y et z, on construit 2 x 2L
conditions supplémentaires. Au final, 6L conditions sont obtenues qui sont
intrinseques car indépendantes de (k, ky, k). On remarquera que tous ces cal-
culs sont tres analogues a ceux que nous avions faits lors de I’étude des C.L.A.
d’ordre élevé pour I’équation des ondes 3D et sont basés sur la décomposition
en éléments simples (7).

2.3.4 Détermination des conditions de coin

Nos conditions d’arétes font intervenir des dérivées secondes en la variable
tangente de I’aréte. Lorsque 1’on se place au coin du domaine, il est impossible
numériquement d’évaluer ces dérivées. On se retrouve dans une situation ana-
logue a la précédente, substituant a la problematique faces, arétes, celle des
arétes et des coins. En dressant une liste exhaustive des équations d’aréte, on
peut dénombrer 6L? quantités manquantes qui sont (par exemple)

6 (a,b)

5; (0,t) a,b==mz,youz, a#b I,m=1,..L.

RR n~” 2932



12 Francis Collino

L’objet de ce qui va suivre est donc de dériver 6L? relations satisfaites au coin
par la famille de solutions particulieres et de lever ainsi I'indétermination.

(Dans la suite, on notera B(t) = (1 + R®)(1 + R¥)(1 — R®)exp~™!

et A(t) = (1+ R(z))(l + R(y))(l + R(z))exp_Wt).

On fixe [, m et on s’intéresse a la composante z, on va relier

( (z,2) (z)
I,m 2.1,(z) awl
0,t) = g 0,0,¢
9z ( ’ ) w Im 9z ( » Yy )
z xr a
\ = W0 g >a—”(0,0,0,t)
: z
\ = VUP) Uk, B(t),
avec
8 (x,z)
5;" (0,8) = — 2T TP wA(1),
et encore (n=1,..., L)
mL(0,t) = WU (0,0,
ot ( ’ ) w I,n ot ( () )

= WU (—w)A(t).
Pour cela, on commence par écrire
Ui () @) - 0
T(Oat) = wZKI,l,m\I,l (7 - Z _\I;%Z)> (%‘))A(t)’ (11)
z n=1 Qn
car, d’apres (6)

_ R® L
k.B(t) = %A(t) = w (y - Zl %:wﬁ?) Alt). (12)

On est donc amené a décomposer des expressions de la forme \IIEZ\DEE)\PS).
C’est I'objet de la proposition suivante.

INRIA
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Proposition 0.1 On a

W u) -

() (M\pgz%w) I M\piyl)%z) i M‘PS’?W)

Oy, Yim & ’ Yi,mCn
avec
2
w
w o
Gmn () w2 + 1Y mpow’
_ Y,mCn . 7107748 7%
Tomn = U+ Vim — WV O Qi + QnQ + Qo — 200, Ay
Vérification: On a
2
o) = ! v = - .
Lm w? + Y m(tow — k2)’ " (1 — an)w? + a,k?
Et donc,
2
TR =

(1 — ap)w? + ank?) (W? + Y m(row — k2))
= @, CUPw? 474,07 (C a déterminer)

o, C Y,mC
(1 — ap)w? + ank? N w? + Y m(tow — k2)
W 4 Vim — QnYim) + 10WY MO
(1= a)w? + apk?) (W2 + Yo (10w — k2))

2

w /yli b ’yl7 b
= U= ) 2 - = _— Cl,m,n(w)’
nYim (W24 10WYmn)  OnVim

d’ot, en utilisant une relation analogue & (7)

W) O = [ngw + M‘zwwﬂ Cmn(w) =

n Im

eae 4 gl (e 1 22000) G0 @
n Im l n

RR n~” 2932
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On a donc (on reprend (11))

8 (m,z)

5(0,1) = 7 (WU (w)A()

L ﬁn’}/lmn 2.1,(2) ,(2)
m 2 e (W T T (wA(1)))

~ Z m< L (WP (1w A(L)))

n=1 Cn01Yim

L
BrYi,mn Yn,i 2.3,(%) g, (*)
- ngl Wg,m,n (w \I;n,l \I]l (ZWA(t))) )

En rapprochant cette égalité avec les expressions données plus haut, on trouve

b l(a;-rf) 8 (l‘z)
——(0,t) = -— 0,t

L n m,n a (x Z)
ey Bbeng () 200
ﬂ ' w(zay) (13)
+Z n’Ylmn’}/nlClmn( ) gy (0 t)

n=1 nQ1Yim

(wy)
ﬂn m,n In a
oy Bt ) 200, )

n=1 lem

On est ainsi amené a distinguer deux cas suivant que ¢ est nul ou non. En
effet, dans le premier cas (mn(w) est égal & 1 et la relation ci-dessus est bien
une relation indépendante de la famille de solutions vérifiée au coin. Si o est
non nul il faut définir de nouvelles fonctions auxiliaires, soient

ﬂ.,b a,b
l(’ma?”'(t) = Cl,m,'n,(w) l(m)(b = 07 t)’

a,b==x,y,ouz, a#b Il,m=1,..1L,

qui sont solutions des équations différentielles ordinaires

l(a,b) (@) o l(a,b)
ﬁ(t)—{—’ylmn wlmn() = T;t(bzo’t)' (14)

INRIA
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(13) se réécrit alors
aqﬂl(;:vf) 0 l(f';LZ) L ﬁnfylmn 0 l(::;’LZ’!)'L
T(0,t) = —y—2(0,t n L
5o (0,8) = pm(0,0) + X e o
N (15)

+

n=1 O‘nal’}/l,m 8t n=1 a%’yl,m at

L (2,9) L (z,y)
ﬁn/)/l,m,nf}/n,l a¢n,l,m ﬁn/)/l,m,n/)/n,l 0 I,nm
) + > (t).

(15) fournit L? conditions de coin. On obtient L? conditions supplémen-
taires en échangeant x et y, z restant fixé. Enfin, en faisant tourner les indices

x,y et z, on arrive aux 6 L? relations recherchées.

RR n~” 2932
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3

Notations

Dans cette section, on définit les notations qui vont étre utilisées pour dis-
crétiser les CLA obtenues dans la section précédente et que I'on va généraliser
aux milieux stratifiés et a une boite de calcul bornée (12 arétes et 8 coins, au
lieu des 3 arétes et du coin du huitieme d’espace).

3.1

Variables d’espace

Les coordonnées sont x, y et z

Les pas de discrétisation sont constants dans chaque direction. On les
note Az, Ay et Az.

La discrétisation spatiale fait intervenir les nceuds

‘ z; =1Ax, y; =jAy, zr =kAz ‘

Ainsi, 7 est I'indice en x, j est 'indice en y et k est I'indice en z.
Les indices ¢, j, k peuvent varier au plus entre 1 et n,, ny, n..

Si F est une fonction d’une variable d’espace, par exemple F(z), on
notera F; ces valeurs prises aux nceuds. L’indice spatial est donc toujours
situé en bas et a droite du symbole de la fonction.

Ces notations s’étendent facilement aux fonctions de plusieurs variables

Exemples: G;; =G (z;,y;).

Le symbole ® désignera toujour la coordonnée d'un plan frontiere ou
celle du plan immédiatement voisin a ce plan.

INRIA



CLA d’ordre élevé pour l’équation des ondes 3D... 17

3.2 Variable temporelle
— t désigne le temps. At est le pas de temps.
t, = nAt,
n est ainsi I'indice en temps.

— Si F' est une fonction du temps, on notera F™ ces valeurs prises aux
instants t,,. L’indice temporel est donc toujours situé en haut et a droite
du symbole de la fonction.

On peux bien slir combiner ces notations avec celles relatives aux va-
riables spatiales.

Exemples: G}, = G (24, v5,tn) -

3.3 Parametres décrivant la physique

Le physique du probleme est supposée stratifiée suivant la variable verticale
z, les points de stratification coincidant avec des nceuds du maillage. On ca-
ractérise le milieu par la donnée des parametres ¢ et ¢ comme respectivement
la vitesse et 'amortissement du milieu. On suppose ces parametres constants
entre deux points du maillage, on définit

c(z) = Z Ekfé Ljk—1)Az kA2 (2),

k
o(z) = Z 519_% Lik—1)Az kA2 (2).
k

Outre les ¢;,_ 1 le schéma va faire intervenir les parametres

(oc), =

1
Ck

RR n~” 2932
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3.4 Parametres pour la CLA

La CLA est déterminée par la donnée
— D’un entier positif ou nul noté L,

— De 2L parametres positifs notés «o; et 3, [ variant de 1 a L.
«y et (; sont choisis tels que I'on ait

L T Lﬂl 1
Vig|<l Vi—-z=1-)Y f Y=y —
=1

= )
1— oz ol —

expression dans laquelle on a introduit
L

y=1+), @

=1 Y

v est un parametre qui sera fréquemment utilisé. Enfin, pour des raisons
de stabilité, [12], [5], il est conseillé de s’assurer de

Les coefficients les plus utilisés sont les coefficients de Padé

2 .9 lm
TS <2L+1>

l
a = cos’ T .
2L +1

3.5 Notations pour le cube

Le cube de calcul est composé des valeurs du champ acoustique aux noeuds
de la grille de calcul. On note u ce champ. La discrétisation des équations doit
permettre de calculer u sur la grille de pas Az, Ay et Az, c’est a dire,

up iy, ~u(iAx, jAy, kAz, nAt)
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3.6 Notations pour les faces

Le cube de calcul, (comme tout cube qui se respecte) possede six faces.
On convient de repérer chaque face par son vecteur normal. On notera par
un z entre parenthese soit (*) les deux faces dont la normale orientée est 4.
Les deux faces seront discriminées par le signe £+ de la normale a la face. On
associera €, = 1 pour le signe positif et €, = —1 pour le signe négatif. En
substituant ¥ ou z a . On caractérise ainsi les six faces

face =7 :indice @, ¢, = +1 | face = :indice @, g, = —1
face y* :indice @), ey = +1 |face y~ :indice ®) €y =—1
face 2zt :indice ¥, e, = +1 |face 2z~ :indice @), ¢, = —1

Sur chaque face on définit des fonctions de face.
On en distingue deux types, les fonctions auxiliaires de face et les traces
du champ acoustique sur les plans frontieres.

Les fonctions auxiliaires de face prennent leur valeur sur le plan considéré.
On en compte L + 1 par plan (le “4+1” sera expliqué plus bas). Leur notation
se construit progressivement de la maniére suivante:

— 1)y désigne la lieme fonction vectorielle.

- %(w) précise qu’il s’agit d’une fonction relative a une face dont la normale
est £2. En fait on devrait noter wl(xﬂ ou wl(z_) . Mais les deux faces **) et
(™) ne s'intersectant pas 1'algorithme de calcul ne fait jamais intervenir
ces deux fonctions en méme temps et on allege la notation sans confusion
possible. Enfin wl(x) sont des fonctions des variables y, z et t. On obtient
finalement,
iy, 2,1).

Pour étendre ces notations au cas des faces ® et (*). on a choisi de “faire
tourner les indices” des notations précédemment décrites. L’intérét de cette
maniere de faire est de permettre de n’écrire qu’un seul algorithme pour chacun
des trois types de face et ainsi de n’avoir a coder qu'un seul sous-programme,
la rotation des arguments d’appel permettant de traiter les trois cas.
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On définit donc
face @ (" (y, 2,1)
face ¥ zbl(y)(z,:c,t)
face &) ¢ (2, y,1)

Ce choix se paye par une contorsion intellectuelle pour admettre que le x vient
apres le z pour les fonctions de type !

La discrétisation des fonctions auxiliaires de face est effectuée sur la grille
du plan auquel elle est rattachée.

Exemples: ‘(d)lx)):k = (%m)) (Yjs 2ky ).

)

Le deuxieme type de fonction de face est constitué des traces du champ
électrique sur la face considérée. Celles-ci sont situées sur un plan décalé d’un
demi-pas (a l'extérieur ou a 'intérieur) par rapport a la face considéreée. On
a donc deux faces, face interne et externe, et on obtient deux plans distincts.
On désigne par ®;, (b = x,v, z) le plan externe et par @, le plan interne. En
adoptant les méme conventions que pour les fonctions auxiliaires de face, on
définira ainsi, par exemple pour une face )

u(y)(z,x,t)@);, u(y)(z,x,t)(@;,
fonctions dont on consideérera les valeurs échantillonnées
@\" W\"
(u )k,i,@); ’ (u >k,i,®; :

Ces fonctions sont bien sir en rapport avec le champ défini sur le cube. On a
par exemple

i@ Ik
@\ n
(v )z',j,@i = Mgkt

[N

ou j¢* et k** désignent les coordonnées des nceuds externes au cube de calcul.

3.7 Notation pour les arétes

Dans le cas de deux plans non paralleles, on est amené a définir sur 'aréte
commune a ces deux plans des fonctions d’aréte. Chaque fonction d’aréte est
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associée a une composante d’'une fonction de face : les fonctions d’aréte vérifient

des équations des ondes 1D le long de I'aréte, leur terme source étant fonction

de cette composante. Il y a L fonctions d’aréte pour chaque fonction de face.

Comme il y a deux faces on est amené a “accrocher” deux familles de fonctions

d’aréte par aréte, chaque famille comprenant L x L éléments (le premier L est

di au nombre des fonctions de face, le second au nombre de fonctions d’aréte).
Les notations, pour une aréte suivant z, sont les suivantes

B~ (), e~ ().

Ainsi, le premier indice inférieur, /, renvoie au numéro de la fonction auxi-
liaire de face associée, le premier terme entre parentheses et en indice supérieur,
a la normale de cette méme face. Enfin le second indice entre parenthese rap-
pelle la variable courante de I’aréte.

La discrétisation des fonctions auxiliaires d’aréte se fait sur la grille 1D
intersection des deux grilles 2D des plans auquelles elles se rattachent.

. (v,2)\" _ (y,2)
Exemples: ‘ ( Lo )k = ( L ) (2, tn)-
Les notations relatives aux arétes en y et z s’obtiennent bien siir par rotations
d’indices.
3.8 Notations pour les coins

A T'intersection de trois arétes concourantes, on est amené a définir L fonc-
tions de coin pour chaque fonction d’aréte. Comme il y a deux familles de
fonctions d’aréte par aréte, on arrive a six familles au coin d’intersections,
chaque famille contenant L? éléments. Au total, on a donc 6 L? fonctions de
coin. En adoptant les notations consistant a réécrire la fonction d’aréte associée
et a ajouter le troisieme indice, on est amené a définir

Ilm,p=1,...,L
(i)™ (i)™ ()™

(y,z)\" 1 (z,9) "1 (z,2)\"H1
Iym,p ’ Iym,p ’ I,m,p )
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4 Description des équations et discrétisation

4.1 Equations pour les faces absorbantes

4.1.1 Les équations dans le domaine du continu

On se place sur la face 7 (¢, = —1) ou z* (¢, = +1), on définit opérateur
A(z) par,
) - 0 s, 0*
A(z) = div (c(2).Vr) = s (c(z)£> + c(z)a—y2 (17)

Les équations de faces dans le domaine du continu sont,

Sul® oul® 1 & 5, 00
or  c(z) Ot c(z) = am O

0 en z=a (18)

Vi=1,.L
1 o2y o) o NG (19)
_ M A | = ——
c(z) ot? +a | (e0)(2) ot (2)-4, c(z) ot?

Cette généralisation des équations de face au cas hétérogene est directement
inspirée de la formulation proposée par Bamberger et Al. pour les équations
paraxiales, [2].

4.1.2 Les équations dans le domaine discret
Le schéma utilise trois plans en x, soient
face z7 : x =0, x = %Am, x=Ax
face =7 : z=(nz—1)Az, z=(nz—3)Az, z=nzAz

Les fonctions auxiliaires de face sont évaluées sur le plan milieu, c’est a dire
sur le plan ou s’applique la CLA. Sur les plans décalés de +Ax/2, le schéma
utilise deux plans consécutif du champ acoustique.

Dans la suite on indicera par ®; la face externe (i.e. la face = 0 ou n,Ax)
et ®, la face interne. (i.e. la face x = Az ou (n, — 1)Ax). La discrétisation
proposée s’appuie sur le schéma composé de,
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(e + N =~ WO Lr = W)
2Ax
(z)\n+1 (z)\n+1  _ ((z)\n (z))n
" 7((“ )j,k,@;;f + (u )j,k,®; (u )j,k:,®+ (u )J,kn@z) _ (20)
2¢ At
(av) n—|—1 (z) "

-y = = 0,

{ 1 Qo CkAt

3,k m ; J.k g,k
G AL + (o) 2At
1 n n
_ = (2) _ = (2) = 1 (@
O‘IA 2 <Ck+§ (¢'m )j,k+1 (C’H'l + Ck—%) (¢'m ) k +c -2 (¢m )j,k—1>

s () =2 () + () ) =

(w67 —2 (), + (7))
CrAt?

(g + W), 00

m=1,..,L et avec ( (()x))nk =
B
(21)

4.1.3 La récurrence explicitée

Supposons les instants 7 — 1 et n connus, comme le champ u(® est évalué
a linstant n + 1 et sur le plan interne (noté ®,) & l'aide du schéma pour les
neeuds internes au cube, (20) et (21) forment un systéme de (L+1) équations
en les inconnues:

Wyt () (o)
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Ce systeme s’inverse facilement: on commence par éliminer les fonctions
auxiliaires explicitement selon

z)\ "1 ALk (2)\n
(470 = G + (B 22

ou on a noté: .
ay i (23)

’ - 1+ (O'C)kO{l&kAt/Q

et ou (F});r se calculent explicitement & l'aide de quantités connues. Plus
précisément, on a:

2

(Rt = Al ()" + b (o) +

B () + () )+

(z) 33 (. (@)\" (24)
+A ( ) 1<:+1+Al"’c ( ! )j,k—1+
a4 (@t _ ())" (2))"
| AL, <(u )j,k,®; 2 (2% )j,k+ (2 0 )j,kz )’
avec
s A AR
Al = (2 - (ck(cHé + c,c_%)AZ2 + QCiAzP))
. At
A?,k = CLl’k (O{l(O'C)ka7 — 1)
- (25)
EAL? CCy L AL
Ai}c = L0 kAy2 Aii = aljkalT;
Ekék_lAtQ al k
A = opo—— A=
On injecte I’expression (22) dans (20) et on résout, il vient
W)t = AW, o + AL (2057 + AL+
(26)

+ZA ((Fuis = (45",
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avec
= —26. At 6 _  GAt+yAx
k GAt+ Az TP T AL+ A @)
k kAt + v Ax Lk ™ G AL+ Az’
et
L
Yo = 14> (1= amp)- (28)

. . sz z)\"t1
(u(m))?:1®+ étant connu, il est alors facile de calculer les L+1 quantités ( l( )) .

s
pour [ =0, .., L en utilisant (22) et (29) avec

2 (7)) = W + (29

jk jik,®F Jk,®z

4.1.4 Un algorithme de résolution

On suppose connues les faces

)\n z)\n+1
(u( ))j,k@j’ (u( ))j’:@;’

ainsi que

() () =0,

gk

A Taide des coefficients donnés par (23), (25), (27) et (28), 'algorithme suivant
permet de calculer

@) () =0, L.

J.k,®F ik

— Faire pour les neeuds (7, k) de la face:

(Wt = AU or + AL (2067) ), + AL (30)
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— Fairepour /=1, .., L
Faire pour les noeuds (7, k) de la face:

n—1

F = Allk( l(x)):k"‘Ale( l(x))j,k T

Al () (7)), )+

AT (7)) AR ()

7,k—1

vaf, (@ —2 (208)7, o+ (2087)7))

@\t _
( L )j,k = F
s = GO Al (- (),)
(31)
— Faire pour [ =1,..,L
Faire pour les nceuds (j, k) de la face:
2\ "+l )\ ntl z)\n
| W) = )+ At 32
— Faire pour les nceuds (7, k) de la face:
z n+l T)\n r)\n
| o)) = s + G &

Cet algorithme nécessite 1'utilisation de 2(L + 1) faces en mémoire pour les
fonctions auxiliaires

W) = () @ (W) 1=0,..L

J.k Jsk J.k

et des deux plans contenant les champs électriques tangents de part et d’autre
de la face

(Wi = (@ Ner et @
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4.2 Equations pour les arétes associées a deux faces ab-
sorbantes

4.2.1 Les équations dans le domaine du continu

On traite le cas d’une aréte dont la variable tangente est z. Ces arétes sont
au nombre de quatre,

2ty o x= (nx—1)-Ax N y= (ny—1)-Ay
=yt . x= Ax N y= (ny—1)-Ay
2ty x= (nx—1)-Az N y= Ay
Ty . x= Ax N y= Ay

A chaque aréte, on associe les nombres (penser au signe de la normale a la
face)

1 pour ztyt, xty~ 1 pour ztyt, z7yt
Ep = £y =
-1 pour z yt, z7y" -1 pour zty~, vy~

On suppose que sur chacun des deux plans portant ’aréte sont appliquées
des conditions aux limites absorbantes. On doit alors imposer le long de ’aréte
des conditions aux limites dites conditions d’aréte. L’ensemble de ces conditions
est formée de 2 (L x L) + L équations aux dérivées partielles.

On a d’une part les 2 (L x L) équations des ondes 1D définissant les
fonctions auxiliaires d’aréte: (pour I,m = 1,...,1,)

1 Pyl ( im0 Ui
2t i (o))~ D (o). P )
2 3
c(z) ot ot 0z 0z (34)

L2
C(Z) ot? Jy=y*
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1 oy o’ 0 v
G ae T\ g | ) ) =

(v)
1 8"
C(Z) ot? Jx=z*
et d’autre part, les 2 L équations reliant les fonctions d’aréte a certaines
dérivées de la trace sur I'aréte des fonctions de face: (pour I =1,.., L)

(35)

L S 1" S 5~ Cim i, N~ Dum 00
e TR — c(z) Ot |Jy=yx = clz) Ot — c(z) Ot
(36)
_o v o 5~ Cm oY 5~ Dim o)
0T Jo=at c(z) Ot a=a+x ‘i c(z) Ot — c(z) Ot
(37)
ol on a noté
/Bm’)/l m ﬂm’)/l m 71677
Cim = ’ Dy, = —— m= 38
I, agn l, Qo O ", o + 0o — ( )

Remarque: Afin de ne pas alourdir les notations, on a noté indifféremment les
fonctions d’aréte sans préciser ’aréte a laquelle elles sont associées

4.2.2 Les équations dans le domaine discret

Le maillage pour les fonctions de face est représenté sur la figure 4.2.2.

Le schéma va faire intervenir trois ordonnées consécutives suivant x et y.
L’une correspond a des nceuds externes a la face, 'autre a des nceuds internes
et enfin une a la position de la ligne frontiere (i.e. de 1'aréte considérée). On
choisit une numérotation de ces indices indépendante de la position droite ou
gauche de la frontiere considérée. On définit

e,=—1: ®@f=1 @, =2

(39)
e,=+1: @ =n, @ =n,—1
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e e e L e e

I R B | e e

F1c. 2 — Représentation du maillage sur l'une des faces contenant [’aréte. n

désigne n,, pour la face y = y* et n, pour la face x = z*,
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ey,=—1: @F=1 @, =2
40
gg=+1: ®f=n, ®, =n,—-1 10
Les équations (34) et (35) sont approchées par
( Vim=1,.,.L a=xzouy
(a,2)\ "1 _9 (a,2)\" (a,z)\"~1 (a,z)\"T1 _ (a,z)\ "1
( Lm )k <5k27;2)k +( Lm >k: _i_(gc)k'yl,m( Lm >k 2At( Lm >k:
U ), o () (),
: A2
() -2 57+ o),
{ N & A2 ’

(41)

x,z n 1 z)\" z)\"
(i), = 5 () )L, (12)
() = T+ ) ). (43)

Les équations (36) sont approchées par

avec

;

Vi=1,.,L

(o) o+ () = () = (o),
2Ay N

< () e+ () = () — (o),

t7 TN, N

B e M RO ) i )
\ m=1

E_ S D ko= 0
N m; b &AL
(44)
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Pour les équations (37), le systéme est obtenu en substituant x & y et
réciproquement dans les équations (44)

4.2.3 La récurrence explicitée

Supposons les instants n et n — 1 connus, comme les nceuds internes aux
faces sont évalués a l'aide des équations de face, ’ensemble des équations com-
posant le schéma forme un systéeme de 2 L x L + 2 L équations en les inconnues

( <m,z>)"+1 ’ ( (y,z>>”+1

lm )L Im ). ’

pour I,m=1,..,Let

( (w))”“ ( <y>)"+1
L j=efk’ N Jki=ad

pour [ =1,.., L.
Ce systeme s’inverse de la maniere suivante, on commence par éliminer les
inconnues d’aréte

WA = M ),

()" = R (),

(45)

ou on a noté 1

Hmk =7 + (00) kY merAt)2’

(46)

et ol (Pl(,f,f))k et (BEZ;Z))IC se calculent en fonction de quantités connues. On
a

( Vim=1,..,L a=xzouy
(P27), = B (), + B ()
+ B (i) + B () + (47)
oy
=y sk a,z)\™" a,z)\" 1
+BL, : l(y))iﬂ —2 (2057)" + (2057)"
\ ki=Qg
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avec
) s . At?
Bl,m,k = Wmk|2— %,mck(ck—% + Ck-f—%)—AZQ )
(48)
t
2 ~
Bl,m,k = al,m,k(’Yl,m(UC)kck7 — 1),
31 . AP
Bimk = Bk VmChChy L A5
At?
32 _ ~ 49
Bk = Um, b VmChCp— L 75 (49)
AL m,k
4 — 4170,
Bl,m,k - 2 °

On est donc ramené a la détermination des inconnues de face. Ces inconnues
sont données par le systéeme

( pour [=1,..,L
Ay s \ | (@) DAY S 7 W\ p@
\ (1 * A—tBl’k> . ( ! )j:®;f,k B A_tmlel’m’k ' (¢m )k,i:®2_ = b
A.T L z n+1 A.’E n+1 ( )
~ 3¢ 20 B ()] g+ (1 3 B0) - (W) = A
\ m=1 v i=8@g
(50)
avec . _ az,m,kD
l,m,k E]c l,m
L
51
Y Z Cl,mal,m,k ( )
B6 — m=1
Lk &
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et ou Fl(x), Fl(y) sont, explicitement donnés a 1’aide de quantités connues. Plus
explicitement, on a

(F}(z) _ 1+7~A_yt ( z@));;,ﬁr
(1= 2 () = (), ) +
- 3 BB (1), - (7))

| o) )

ainsi que des formules analogues pour Fl(y). Ainsi, les inconnues de face sont
déterminées en inversant un systeme linéaire de taille 2L

4.2.4 Un algorithme de résolution

On rappelle que 'on a définit pour tout [

z,z)\" ]' z)\"™ z)\"
(™) = 2 () () )

(52)
T (RN ) ) (53)
Remarque (vf;”);

L 0=y n’étant pas définies, elles sont de bons can-
didat pour contenir les seconds membres Fl(').

On suppose connues

— Les inconnues liées aux fonctions de face

() ) =t

ainsi que

(W)gp. ("),

kot
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— Les inconnues liées aux fonctions d’aréte

(l(::,’f)):t, a=x,y, l=1,..,L, m=0,....,.L, ng=n—1,n.

L’algorithme ci-dessous permet de calculer les quantités,

— liées aux fonctions de face
( cw)”+4 <¢;w)“+1
U etk P ket
— liées aux fonctions d’aréte

n+1
( l(,[:;LZ))k y 4=, Y, l:]-,--,L, m=0,...,L,
Cet algorithme permet de substituer le nouvel instant calculé, soit n+1, a I'ins-

tant n — 1. Outre les coefficients précédemment définis, il utilise les quantités,
(cf. (48), (49) via (46) et (38) )

Ax Ay
BSy — <1 ) BSz — (1 )
¢ T aal) tgAL)
Az Ay
BY = <1 — ) B> = (1 _ ) ,
k Taat) Tk VAt 54
BlO;c — zcl,mAy BlOy 26’l,mAa/‘
l,m,k 5]9At ) l,m,k 6kAt ’
Blle  _ 2Dl,mAZU y  _ 2Dl,mA$
l,m,k &kAt I l,m,k 6kAt bl
ainsi que, cf. (51),
Ay g Ay 7 -
Bifar: Bins] (1 3480) fmd + = (37B0), 55
N A A
By ks Bk - (Tfij") , (1 n A—?tJ ijk) I
Im

— On commence le calcul de (Fl(')) :
Faire pour [ =1, .., L
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Faire pour tous les nceuds &

(), = i (o) ()2~ ()

. . . (56)
(), = e () e () - (7))
— On continue le calcul de (Fl(')) et on commence celui des ( l(mz)) :
Faire pour [ =1, .., L
Faire pour m =1, .., L
Faire pour tous les noeuds &
Face x:
P Bl ()" + Bl (A27)) " +
+ Bl?)}nk ( l(:a;’,f)>k+1 + Bl?’fn s ( i Z))kfl +
Bl (2 (o) (o)) (4)15))
G=P—( ff;))k (57)
(), =
(1), = (), + Bi2,6
(F,Sf))k - (Fély))k + BlluG
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Face y:
P =Bl (), + Blus (), +
+ Bl%i”’k ( l(?i;f))k+1 + Bl?’gn kT ( v Z))k_1 +

# Bl (<2 (20057 + (20087), 7 + (12),0)
n—1

G=r—(vy%)) (58)

k

— Résolution du systéme en ¢l(7‘;;) :

faire pour 1=1,L
faire pour tous les nceuds &

(o), -
Oyt (59)
( ! )@j,k 0
faire pour 1=1,L
faire pour m=1,L
faire pour tous les nceuds &
(Yo = O Bl (), B (),
v v 60
()2 = ()% Bl (), 4 B (),
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— On finit le calcul des fonctions d’aréte de type Zbl(,}’;) :
faire pour 1=1,L
faire pour m=1,L
faire pour tous les nceuds k

() = (W), + B (w12,

ok
(y,2) n+1 (v,2) n+1 (v) n+1 (61)
( l% )k :( l% )k +Bl4:m’k( li)k,@ﬁ
— puis, le calcul de deux fois la trace de la fonction de face:
faire pour 1=1,L
faire pour tous les nceuds k
(y,2) n+1 . (v) n+1 (y) n+1
(2 1,0 )k __( ! )h@ﬁ_%( ! )h®;
(62)

(2els”), = () ()

4.3 Traitement du champ acoustique le long des arétes

Le choix d’une approximation du Laplacien tridimensionnel & sept points
entraine la propriété agréable que le schéma intérieur n’a aucun besoin de la
connaissance du champ u sur les noeuds situés sur une aréte du cube de calcul.
Il n’en serait pas de méme si ’on utilisait une version plus isotrope du laplacien
(Arakawa par exemple). C’est pourquoi on donne ici un moyen de calculer les
valeurs du champ sur une aréte absorbante.

En fait, le calcul des fonctions de face aux nceuds situés le long des arétes
a 'aide des équations discretes écrites précédemment amene a une situation
paradoxale concernant le calcul du champ acoustique le long de I'aréte: on
dispose de deux équations pour I’évaluer. En effet et par exemple pour une
aréte en z, on peut tout d’abord considérer que cette aréte appartient a la face

z) et donc que ™"}, ., se calcule par la CLA relative & cette face auquel
=@z ,J=Qy ;k
cas
u:‘:@):.’j:@;_,k = (u(‘r))?:@;_’k’@;_ (63)

RR n~” 2932



38 Francis Collino

et

( TL+1 n TL+1 n
((u)eb;“,@j,k + (u)®j,®j,k o (u)®;,®j,k N (u)®;,®j,k>

2Ax

+1 +1
<(“>%;,®;,k + (Wt or s~ Wt ers — (“)%m@;,k)
2At

n+1 n
v g ()0 = ),,)
B mzzla - AN - =0

(64)

+7

\

On peut également voir 'aréte comme un sous-ensemble du plan en (y) et
considérer que c’est la CLA sur ce plan qui s’applique:

(Wigt jmsin = (ot ot (65)
et
((u)g?@j,k + (u)%;ﬁ@j,k o (u)g}f@;,k h (u)%i@;,k)
2Ay

- <(“)g§®j,k + (u)g?@;,k B (u)gi@;ﬂk B (u)gi@; k> B (66)

7 2AL

)" (p)"
L B ((1&#{ )k,&i (1/}"% >k,®i)
_ Z m - =0

\ o CrAtL

Je conjecture que modulo les équations discretes satisfaites par les fonctions
auxiliaires, ces deux équations ne sont en fait pas indépendantes et que 'une
entraine l'autre. Ceci demanderait a étre vérifié par des calculs analytiques.
On peut également adopter un profil bas consistant a ne pas favoriser une
face plutot que 'autre et de retenir le schéma obtenu en sommant les deux
équations relatives a chacune des faces. On obtient :
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)
(05 a0 002 o~ 05— (02 )
2Azx
+ <(U)g£®j,k (Wt ok~ (u)g&@;,k B (u)g:@y”c)
2Ay
+ <(u)g§®j,k + (W5l o s~ Wogepa (u)g;@j’k)
8 26, At
(0 0~ 05~ 03
8 2¢ At
()n+1_ ()n () n+1_ (x)n
- (A5 = O+ O - )
\ m=1 Qm 5kAt .
(67)
(u)gf@ +, beut alors se calculer via:
z Yy
( (Wators = Do Wz ey x + Di- (W gr s+
D (g gga + Do (gfigps + Di-Wiropa® (g

n

k,oF + (wg));?k N (wg));+ k:)

Yy

o3 o (W) - (u)

ket
\ m=1 Oz
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avec

1 Y 1 0%
— + — — + =
Dl — 2Ay - 2¢,At D? . 2Ax  2¢pAt
ko= 1 1 v ’ koo 1 1 y
+ + = + + =
2Ax  2Ay  GLAt 2Ax  2Ay G At
by 1 Y
+o— -+ +o—+ -
2Ax  2Ay At 2Ax  2Ay At
y V1 1 om
At 2Az 2A At [,
DZ = kl 1 ,yy ) Dfn,k = 1 : 1 L v
+ + = + + =
2Ax - 2Ay G At 2Ax  2Ay G At

INRIA



CLA d’ordre élevé pour l’équation des ondes 3D...

41

4.4 Equations pour les coins associés a trois faces ab-

sorbantes

4.4.1 Les équations dans le domaine du continu

On note c la vitesse et ¢ 'amortissement au coin considéré. On définit,

67167 Yi,mCp

v Mmp = .
op+ Qo — Qi Y,m + Op — YVimCp

Yim =

L’ensemble des conditions de coin est construit a partir du systeme

alb(x ,Z) "/ 8w(m 2 L 1 ﬂ - dwl(x,z)

; t — t — ~Fp rtym,p ,m,p t
=70, 5551 c Ot (z’)+pz_:lc % dt () +
i Z 1 ﬁp% m,pVp,l w(,l,ﬁ?)z (t) + i 1 5p’7l,m,p’7p,l dzbl(,ﬂ;’,?ir)z (t)

e gy, dt e 2Vim dt ’

Les fonctions de coin, triplement indicées, étant données par

1d dafy (:nb; (a,b) 1 310(& ?)

c dt (t) + Y m,p(O’C) lmp( ) = o (b — bi,t),

Le systeme complet est obtenu en effectuant sur (71) et (72),

1. La permutation + — y, y — x, 'indice z restant fixé.

(70)

(71)

(72)

2. Deux fois et successivement la rotation d’indice + — y, y — 2z et

Z—X.

On obtient ainsi 6 systémes de L? équations. Aprés discrétisation, ce systéme
permet d’évaluer les 6 L? inconnues manquantes dans le processus itératif en

temps, a savoir,

a n+1

Lm b=0 ou ny ’
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4.4.2 Les équations dans le domaine discret

On commence par définir des notations appropriées pour les indices relatifs
aux fonctions d’aréte. Ces notations permettent une écriture unique du schéma
pour chacun des huit coins possibles.

, ;. .. . . y ~ (a,b)

Le schéma numérique fait intervenir les fonctions d’aréte de type 7;,,” en
trois neeuds situés & une demi-maille de part et d’autre du coin. On note ®;
le nceud externe et @, le nceud interne. On a ainsi les correspondances,

ep=1: ( l(,if));; = ( l(j%b)):,,—l’ ( l(;;tb));;r ( l(’L:;Lb)):b’ (73)

a=-t ()L =) (D)L =0

La figure 4.4.2 représente la numérotation correspondante pour l'aréte en x.

€l €47
Ny — 1|1 Nz Co 1 2 !
s o o ¢ s o o] o o
®7 ®7F QF ®

F1G. 3 — Numérotation pour le maillage sur I’ aréte en x contenant le coin. La
numérotation du bas est adaptée au schéma pour le coin. La numérotation du
haut correspond aux indices réels des fonctions d’aréte. On distingue deux cas
selon que le coin est au début ou a la fin de [’aréte.
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On commence par la discrétisation des équations différentielles ordinaires
au coin. On centre ces équations sur 'instant ¢,,1/, = (n+1/2)At, en écrivant

(o)™ + (wfom)"

malte) ? 75)
Juad) () ntl (5) "
Wy - W )
De méme, on utilise les approximations
e o G L (e - ()
ot o 2At
Le schéma pour les fonctions de coin s’écrit alors,
( (ab) \"t1 [ (ab)\" (a,b) "1 (a,b) \™
) cm( o) 1 (oo 2+( - (76)
) () ()~ )
\ N 2cAt ’

Le systeme (71) se discrétise en utilisant des approximations similaires. On
obtient :
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() )+ () - )
2Az
(5 (57— (527, - ().
—y = ®22cAt - o
< 5 (i)™ - ()", (1)
N L 5pvl,m,p7p,l (ﬁf{%)nﬂ (w(fiﬁn>
P QpQ Y m cAt
L By ot (Vg ’,?r)z)nﬂ (vipm)”
| +p§ pa%%f’mpl A

En permutant et faisant circuler les indices comme indiqué dans le préambule,
on obtient un schéma constitué de 6L équations du type (76) ainsi que de 6
systémes de L? équations analogues a (77).

4.4.3 La récurrence explicitée

Le systeme précédemment décrit s’interprete comme un ensemble d’équa-
tions en les inconnues:

Ilm=1,...,L
(W) (u)oy s (u)s

(y,2)\ "1 (z9)\"H (z,2)\ "L
I,m ®;_ ) Im ®;- ’ Im ®j— -
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(inconnues d’aréte) ainsi que

lbm,p=1,...,L
(W)™, ()™ ()"
( l(ﬂ,’f;),)n—'—l ’ ( l(j;z{;)n—i—l ’ ( l(;i;)n—i-l ’

qui sont les inconnues de coin.
On commence par éliminer les inconnues de coin. On a

()™ = G (02)0 + (PED) (78)

avec

(PSD) = Al (wlon)" +

1 (ab)\"+1 (a,b)\" (a,b)\™ (79)
+ al:"’ql’i (( l,m )®b_ - ( Im >®b— - ( Im )®z-) )
et At
, 1— %,myp(ac)CT 1
Apmp = Arr Wmp = AL” (80)
L+ 71,m,p(ac)c7 I+ VI,m,p(Uc)c7
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Puis, on injecte ces expressions dans les équations de type aréte, il vient

()~ G 6~ 6
2Az B
() )~ o)~ (),
7 ; “ocAd : =t
. Z Bis Sy (V57) CAEP&ZJ) (wz2)"
. ﬂp’Yl,m,p’Yp,l . plm2 (w(z y))g' (szzl %) (1&1()2 g:r)z)
a1 UYm cAt
zy)\ 71 z, x n
BpYi,m,pVp,l lme (Qﬁ( y)) y (Pl( y) (151(1#2)
+pzl CV?,’Ylm . CAt '

(81)
En séparant les inconnues des quantités connues et apres multiplication de
(81) par 2cAt, on obtient

L
S G 4 ()T 3 P ()Y

B L ﬂp’)/l,m,p’)/p,l Uy im (w( y))n—l—l B i ﬂp’)/l,m,pwp,l CUpm (w(a;y)n-}-l

2
p—1 GUVm p—1  GpVm

( At z,z)\" At z,z)\" z,z)\"
<CA—2+7>( ’(’m))®; + <CA—z_7> (< l(’m))@;il_( l(’m))eai) +
. B gmp (@,2) (2,2)
+ X (2(RRD) -2 (un)) +
BpVimp?, . 2
- B el ) -

N Z Byptimp Yot (2(P2) =2 (v32)")

2
L p=1 O5f)/lm
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En procédant de méme pour les cing autres systemes, on obtient un systeme
linéaire & 6 L? inconnues. Rassemblant les inconnues en

¢ . (a,b) n+1 . - )
V = <( )@ Ilm=1,...,L, a,b=xz,y,2, a #b).

Iym +
b
Le systeme linéaire s’écrit:
M-V =U,

ou U se calcule explicitement. La matrice M a pour expression

o [ [ [ o
el A, | -B | o 0 | —C | 0
e lho [ A | -B| o | 0| -C

M = (w2 -B] o | A | -Cc]| o 0 (82)
v o | o [ —c| A | o |-B
vV —c | o o || -B| 4, | o
20 | -] o 0 | -B| A,

les matrices B, C, A,, A,, ... étant carrées de taille L? x L? et données par

cAt
A, =—1Id + A, a==x,youz, (83)
Aa
L /Bp ’Vlmpalmp
APR = 66k |1+ (11— == ]
p—1 Op Qp
Bf;g — 6;] ﬂp’}/l,m,p’)/p,lap,l,m’ (84)
CpOYl,m
Clzj;z _ (%) 5q’71,m,2q'7q,lal,q,m.
Oéq’}/l,m
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A est diagonale et les matrices B, C sont creuses. Par exemple, pour L = 2,
A, B et C se présentent sous la forme: (les points noirs sont les éléments non

nuls)

4.4.4 Un algorithme de résolution

On suppose connues
Vim,p=1,..,.L, Vab=2x9,2 a#b.
— Les quantités liées aux fonctions d’aréte
(a,b)\™ (ab)\"™ (ab)\"™
( Lim )@;’ ( Lim )®y’ ( Lm )@;‘"

()7 (i)

®y
— Les quantités liées aux fonctions de coin
(visn)"

L’algorithme suivant permet le calcul

— Des quantités liés aux fonctions d’aréte
,b n+1
(i) oy -

oy

— Des quantités liés aux fonctions de coin

(a,0) \"T!
I,m,p 9
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11 utilise deux vecteurs auxiliaires de taille 6 L? notés
U= () o v= ()

On affecte progressivement au vecteur U la valeur du second membre du
systeme linéaire. Le vecteur V a une double fonction. A la fin du processus il
contient la solution du systéme linéaire. Il sert également a stocker des quan-
tités intermédiaires dans le calcul des fonctions de coin. Plus précisément ce
calcul est réalisé en procedant de la maniéere suivante

On calcule les expressions indépendantes de p:

van = () - () - (vl
On calcule 2Pl(73,’f}),:

a,b n+1 a,b) \™" a,b
( l(,m,il) (2P) = J4l1,m,p(2 (nl(,m,i)) ) + Alam;PV't/g,l,n)l (85)
Puis, apres inversion du systeme linéaire :

(@b _ ( (a,b))"+1

Plm - Im ®;—

On complete le calcul des fonctions de coins:

(i)™ = ()™ + A, v50)

On définit
- - ()

86
6b < +cAt) ( )
= |- ——

TN
et
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At
1 L= Y mploc)e—-
A Al = 2
l;m;p At l,m,p At 3
1+ ’Vl,m,p(ac)c7 I+ ’Vl,m,p(ac)c7
2 = L"%’mﬁp 3 _ BpViym,p Yyl (87)
l,m,p 05129 l,m,p 00 Yim
Al _ BpVi.m.pp,
,m,p a?ﬁl,m

L’algorithme s’écrit

— Faire pour [ =1,..., L
Faire pour m =1, ..., L
Pour a,b=x,y0u z, a #b

v = ()7, — (e (v
e (g N () N (TED ey
(y,w))"'

— Les instructions ci-dessous ajoutent les contributions des termes en ( L
Pour obtenir ’algorithme complet, on doit ajouter les six exemplaires
obtenus en faisant circuler les indices. Cette circulation s’obtient de la
maniere suivante (tres facile a réaliser avec un éditeur)

(88)

1 On fait la substitution
Z— 2z XT—Y Y—

On obtient ainsi deux exemplaires, I’original plus le nouveau.

2 Sur chacun des deux exemplaires on fait deux fois et successivement
T—Yy Y—2 Z2—C

On obtient ainsi les six exemplaires.
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Faire pour l =1,..., L
Faire pour m =1,..., L
Faire pour p=1,..., L

Termes en ( l(?;'f;)n
_ (y,2)\"™
@pPSI) = 2(y%)
2P) = AL, (2PSI)+ Ay, Vy%)
D1 = (2P)— (2PSI)
(89)

Ui = Uin+ AL, D1
U(Z,;Z,)p - U;Z,;Z,)p + Ain,P,lD 1

(y,2) —_ 772 4
Upip = Upip +AipmD1

— On inverse le systeme linéaire :
a,b _ a,b
(Viim) = (M) (Ugi)

— On termine le calcul des fonctions de coin a I'instant n + 1:
Faire pour [ =1,..., L
Faire pour m =1, ..., L
Faire pour a,b =x,y ou z, a # b

()™ = ()™ + AmVist)

— Et on récupere les fonctions d’aréte aux extrémités et a I'instant n + 1:
Faire pour [ =1,..., L
Faire pour m=1,..., L
Faire pour a,b =x,y ou z, a # b

(wle = v,
b
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5 Illustration de la méthode

Nous terminons ce rapport par une premiere validation sur un exemple tiré
de ’acoustique musicale: la modélisation du tambour. Notons que cet exemple
n’est pas le plus pertinent du point de vue des conditions absorbantes. Il est
présenté ici plutot comme une illustration des potentialités de la méthode.

5.1 Description du modele et discrétisation

Le probleme auquel on s’intéresse est la modélisation du couplage entre
une membrane, une cavité et 'air extérieur. Dans notre expérience, la cavité
est une boite cubique dont cing cotés sont rigides tandis que son sommet
est recouvert d’'une membrane rectangulaire fixée sur ses quatre arétes. Le
systeme d’équations régissant le systeme vibro-acoustique a été décrit dans
[10] ou encore [3]. Les inconnues du probléme sont la pression, externe (p.) ou
interne (p;), et le déplacement w de la membrane. Notons,

Q.+ @ Domaine extérieur a la boite

Qe ¢ Domaine intérieur a la boite

C : Réunion des quatre cotés latéraux et de la base de la boite
M . Face supérieure de la boite (membrane)

OM : Réunion des quatre arétes frontieres de M

Les équations du probleme sont,

(1 9%p.
c—gw —Azppe =0 dans ¢y
1 &%p;
el Azpp; =0 dans €2;,;
c2 ot? (90)
ape apz 0 C
= sur
on., On;
Op.  Op; 0w
— = pp—— M.
| Ton, ~ an,  Par M
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et
1 0*w
5 Taso A = s e M )
T apw = g(t)0s +n(pe — p;) sur M (1)
w=0 sur oM,

Notre hypothese sur la forme parallelipipedique de la caisse, si elle n’est pas
tres réaliste (les caisses de tambours sont plutdt rondes en général), va nous
permettre d’utiliser un schéma aux différences finies tres simple pour la modé-
lisation. On maille le domaine d’intérét par une grille réguliere de pas constant
et on localise les frontieres de 'objet entre deux plans du maillage. Il est alors
aisé de modifier le classique schéma 2-2 pour tenir compte de l'obstacle en
utilisant le principe des images.

Nous décrivons par les deux indices, ¢~ et ¢t la caisse du tambour: sa base
et son sommet ont pour équations

z=(c"+ %)h, z=(c" — %)h
) ) (92)
(¢ =h <y < (" + ),

les faces latérales s’obtenant par permutations des indices. La figure 4 repré-
sente la position du tambour dans le maillage

Le schéma permettant l'intégration en temps s’écrit en plusieurs étapes.
On commence par faire comme si 'obstacle n’existait pas

[ faire pour 2< 4,5,k <n,—1,n,—1,n,—1

Pk = 20— Pk + A (Adpp)
h L/ . . . (93)
(A3D p)i,j7k ~ 2 (6pi,j,k “Piv1k T Pi-1jk

n n n n
“Pijt1k — Pij—1k — Pijr+1 pi,j,k—l—l)

\

Puis on corrige les valeurs obtenues aux noeuds situés de part et d’autre de
I'obstacle: par exemple, pour un noeud interne, on enleve la contribution du
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O O O
O O O
(T)OQ

O OO0
~~0 OO0

o O O

+
+ —
—_

F1G. 4 — Représentation dne coupe du maillage et de l’obstacle

ou des noeuds situé dans le domaine externe en la remplacant par les valeurs
obtenues par symétrie par rapport au plan de I'obstacle.

— Corrections pour les faces haut et bas,

’

faire pour ¢~ < 1,5 <c*,

2 2
n+l _ . nt+l CaAt n N
piajac_ - pi:j7c_ h2 pi,j,cf—l pi:ja67

2 2
n+1 _ . n+l + CaAt n I~
Pije=—1 = Pije-—1 T ~p3 \Pije—1 7 Pije

n n
iget+1 T pm',c+)

2 2

n+l __ . n+l _ CaAt

Pijet = Piget = Tz \P
2 2

n+1 _ . n+l1 + caAt n o

Pijert1 = Pijers1 T “ 55 \Piget+1 ~ Pijet

(94)
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— Corrections pour les faces droite et gauche

( faire pour ¢~ < j, k <ct,
2 2
n+l _  n+l At )
Pem ik = Pem ik = ~pz - \Per—1jk = P jik
2 At
n+1 _ . n+l - ()
§ Pem—1jk = Pe-—1jk T 70 (Pegn = P i) (95)
2
n+l _  n+l C At n
Per gk = Petje = ~pz \Peratgk — Pt ik
2At2
n+1 n+1 n
| Petirjk = Perrrin T~ o (pc++1,a, pc+,j,k)

— Corrections pour les faces avant et arriere

[ faire pour ¢~ < i, k <cT,
2
nt+l _ . nt+l C At n
Dic—k = Pic— B2 Pie-—1 — Pick
2 2
c. At
n+1 _ .n+l a 7 7
S Pie—1p =Pic——1p T 72 (pi,c——l,k _pi,c—,k) (96)
2 2
n+l _  n+l caAt n I
D; otk pz,c+,k h2 Picti1,k — Pictk
ZAtZ
n+1 n+1 n
L D; cet+1,k — =Dp; ct+1k + 5 2 (pz ct+1,k pi,c+,k>

A ce stade, nous n’avons pas couplé la pression avec le déplacement de la mem-
brane. Pour ce faire, nous utilisons le brave schéma 2-2 pour le déplacement
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sur la membrane puis nous prenons en compte la contribution de la membrane
en corrigeant de nouveau les noeuds situés de part et d’autre de celle-ci.

— Calcul de laccélération de la membrane
[ faire pour ¢~ < 1, j, <cT

2
C

n _ “m n n I R

¢ Ali=5 (4wi,j — Wiy~ Win1j — Wi wm‘—l) (97)

2
C . .
2 n n m (ls,]s N
+nc,, (pi,j7c++1 - pi,j,c+) + ﬁéz}j 9

\

(les indices i, js sont les coordonnées de la source sur la grille, g™ est la
valeur de l'ondelette a l'instant nAt).

— Calcul du déplacement de la membrane et deuxieme correction pour les
champs de pression

( faire pour ¢~ < 4, ] <c*

n+1 __ n n—1 2 An
wiy = 2w —wyi; o+ ATAY

9 2 At?
n+l __ , n+l a n
Pijer = Pijer T =3 (hpadi;)

2 2
n+1 _ ntl _ Ca.At ho. A"
Pijets1 = Pijety1 ™ “ g \MPattiy) -

\

— Condition de Dirichlet prise en compte par antisymétrie du déplacement
sur les cotés de la membrane

( faire pour ¢~ < j <ct

n+1 a1 n+1 . ayntl
Wetgr; = “Wert jo Weqj = “We— 5
(99)
faire pour ¢ < ¢ < c*
n+1 _ __,ntl n+1 _ __,ntl
| Wiety1 = Wity Wi— 1 = ~W; o~
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Pour finir, il ne reste plus qu’a évaluer a 'instant n—+1 les pressions sur les faces
externes du cube de calcul. Pour ce faire, on utilise le schéma, décrit dans les
sections précédentes, avec 5 fractions rationnelles a coefficients de Padé. Cette
résolution s’effectue en trois étapes.

— On transfere les valeurs du champ p sur les 6 faces immédiatement voi-
sines aux bords absorbants dont on vient de calculer 1'état au temps
n—+ 1. " "

T\ _ nt+l " _ on+l
(U(Z ))i,j,®* _pzmz—l’ (u(y )>k,i,®* _p?ﬂ,k’
et des formules identiques pour les quatre autre faces.

— On utilise 'algorithme de résolution pour les faces puis les arétes et les
coins. On calcule ainsi les faces d’indice ®* au temps n + 1.

— On transfere les valeurs obtenues vers le cube de calcul p

ntl (u(z+))”+1 ntl _ (u(y‘)>”+1
p":]:nz - ’i,j,®+ ) pz,l,k - k,i,®+ )

et des formules identiques pour les quatre autre faces.

Cette maniere d’organiser les calculs présente deux avantages. Elle permet tout
d’abord de bien séparer le traitement du cube de celui des bords, ce qui permet
la réutilisation des modules des CLA pour d’autres structures de données en
changeant uniquement les modules de transfert des données. Ensuite, la struc-
ture de données pour les CLAs, décrites dans la section ‘Notation”, permet de
ne coder qu'un seul module par face, aréte ou coin. On paye néanmoins ces
points positifs par une duplication de 12 faces du volume de calcul.

5.2 Expérience numérique

Le jeux de parametres (adimensionnés) pour la simulation est tiré de [10].
On prend

ca=1,¢cn=2 p,=1,1n=0.125 (=3
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ol / est la longueur des arétes de la caisse. La source est localisée au milieu
de la membrane, son ondelette est donnée par

g(t) = (cosh” (6(t — 7/2)))‘1 1o.(t), (1=17) (100)

Le pas de discrétisation retenu est fixé a 0.05, le pas de temps & 7/100 = 0.017.
On prend une valeur légerement inférieure a la CFL

At = min L L
cre= caV3 cmV2)

La taille du probleme est de 100 noeuds dans les deux directions horizontales
et 150 noeuds dans la direction verticale. La caisse du tambour est maillée
sur 60 noeuds de grilles. Les bords absorbants sont localisés a 20 mailles de
chaque coté de la caisse a I’exception de la face supérieure qui est a 70 mailles
de la membrane. Cette disposition permet de visualiser le champ émis par
la membrane qui joue le role d’un baffle. Huit Photographies d’une coupe
verticale du champ dans le plan de la source sont données sur les figures 5 et 6.
L’évolution du déplacement au centre de la membrane est décrite sur la figure
7. On notera le caractere antisymétrique du champ par rapport au plan de la
membrane au début de ’évolution de la perturbation et la vitesse double de
la propagation le long de la membrane par rapport a la vitesse de propagation
dans I'air. Ensuite, le champ se complique de part les nombreuses réflexions,
tout d’abord sur les arétes du tambour puis dans la caisse elleeméme, ou un
phénomene de quasi-résonnance apparait.

Ce qui nous intéresse ici, en fait, ..., ne se voit pas. Aucune reflexion ne
nailt sur le bord du domaine de calcul. C’est encore net sur les dernieres pho-
tographies bien que la direction de propagation de l'onde émise a la verticale
de la membrane fait un angle tres ouvert avec les normales des faces latérales
(f =~ arctan(70/20) = 66 degrés pour I'onde émise du bord du tambour et
regue sur le coin haut du domaine de calcul).
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FiGc. 5 — 4 premiéres photographies d’une coupe verticale dans le plan de la
source du champ de pression
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F1a. 6 — 4 photographies d’une coupe verticale du champ de pression
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Fia. 7 — évolution temporelle du déplacement de la membrane au cours du
temps.
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