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An Optimal C° Finite Element Algorithm
for the 2D Biharmonic Problem:
Theoretical Analysis and Numerical Results

Abstract: The aim of this paper is to give a new method for the numerical approximation of the
biharmonic problem. This method is based on the mixed method given by Ciarlet-Raviart and have
the same numerical properties of the Glowinski-Pironneau method. The error estimate associated to
these methods are of order O(hk_l) for k> 2. The algorithm proposed in this paper converges even
for k> 1, without any regularity condition on w or ¥». We have an error estimate of order O(h*) in
case of regularity.

Key-words: stream vector, vorticity, biharmonic, ¥ — w, mixed finite element, error estimates,
Navier-Stokes.
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0 Introduction

Soit Q un ouvert borné, plan, de frontiere I' continuement lipschitzienne. Pour
tout f , le probleme A2y = f dans H™*(Q) avec ¢ € H3(Q) admet une unique solu-
tion. Les techniques de résolution conforme de ce probleme nécéssitent 1'utilisation
d’éléments finis de classe C!; 'approche par les méthodes mixtes a donné, dans
le cas d’une régularité minimale sur f, un certain nombre de méthodes; on peut
se réferer a Bernardi- Girault- Maday [3], Girault- Giroire- Sequeira [8], Girault-
Raviart [9], Brezzi- Fortin [4], Ruas [12]. On suppose dans la suite que f € H™'(Q).
On s’intéresse particulierement & la méthode proposée par Ciarlet- Raviart [7], qui
permet d’utiliser des éléments finis de classe C° se basant sur la décomposition en
(Y —w) avec w = —A¢.

La discrétisation induite utilise des espaces d’éléments finis de degré k avec k> 1.
Sik>2, ¢ e H*T'(Q) et w e H*(Q), on a l'estimation d’erreurs

~1. k-1
ko —nlloq + 18 = ¥aliq < OB (Il q + 16y 0)

ol wy et ¥, sont les approximations de w et . Le cas k= 1 nécessite une analyse
plus fine et Scholz [13] montre que si ¥ € H*(Q), on a convergence de la méthode.

Cette méthode possede un autre avantage décrit par Ciarlet- Glowinski [6] et
mis en valeur par Glowinski- Pironneau [10]. Le probléme approché est ramené en
un probleme d’opérateur frontiere qui permet d’utiliser des techniques numériques
adéquates (de type gradient conjugué) pour sa résolution.

Le but de cet article est d’écrire la décomposition ¢ — w dans un cadre varia-
tionnel naturel & savoir w dans L*(Q) avec Aw dans H™'(Q) et ¢ dans Hy(Q). Cette
décomposition et les propriétés des espaces fonctionnels induits sont décrits dans
Bernardi- Girault- Maday [3], Girault- Giroire- Sequeira [8], Ruas [12]. Ce cadre
va nous permettre de définir une méthode approchée de classe C° ayant un bon
comportement. On cherche w, et ¢, dans respectivement X,, espace d’éléments
finis de degré k > 1, et M, = X, n Hg(Q). La constante de compatibilité entre les
espaces X, et M, est indépendante de h mais la forme bilinéaire a associée a X,
est elliptique pour la norme de L*(Q) et de ce fait, la constante d’ellipticité dépend
de h. Pour pallier a cet inconvénient, on utilise dans un cadre approché, une tech-
nique proposée sur un autre probleme dans un cadre continu par Brezzi- Fortin-
Marini [5]. Le principe général avait été décrit par Nitsche [11]. Cette technique,
décrite dans Amara [1], consiste a changer la forme a en une autre forme a, dont
la constante d’ellipticité est indépendante de h. Cette nouvelle formulation reste
consistante. On obtient ainsi une méthode inconditionnellement convergente pour
k> 1, i.e. sans aucune condition de régularité sur w ou ¢. Dans le cas ott w € H*T'(Q)
et v € H**'(Q), on obtient

~1 k
llw — ‘-"hHo,ﬂ + [|Aw — A‘-"hH—LQ + ¢ - 1/’h|1,ﬂ <Ch (|W|k+1,ﬂ + |1/’|k+1,ﬂ) :
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La méthode proposée conserve la propriété de la méthode originelle; on peut réécrire
ce probleme en se basant sur un opérateur frontiere approché. Ceci permet, pour
la résolution numérique, d’utiliser une technique de gradient conjugué nécessitant
la résolution de deux problemes de Laplace-Dirichlet par itération.

Avec I’élément fini P1, les premiers résultats numériques confirment ’efficacité
de la méthode proposée, notamment en ce qui concerne le calcul de w au voisinage
de la frontiere de Q; ceci corrobore d’une part les résultats obtenus dans le calcul
des propagations de fissure dans Amara -Chatti -El Dabaghi [12] et d’autre part
laisse présager de l'apport qualitatif important dans la résolution numérique des
équations de Navier-Stokes.

1 Méthode mixte en v — w

On considere H™'(Q) lespace dual de Hg(Q) et (., )_11,q le produit de dualité
entre H'(Q) et Hy(Q). On définit

1/2
wellQ) | ||v||o,ﬂz(/ﬂ |v|2dsz) ,

1/2
wWeB'® . M= ([ v d) |
' Q

1 1/2
weH' Q) | IMle= (Vo +IVEa) T
weH(©Q , |V o= Sup & )11

peH}(Q) |50|1,ﬂ

Les applications traces usuelles sont notées:
v + HY(Q) ——— H/*(1) |
v + HY(Q) —— H*(1) |

yn o+ HYQ) ——— HY*(1) (trace dérivée normale),

ces applications sont linéaires, continues et surjectives. On introduit aussi les es-
paces fonctionnels suivants:

H'(A; Q) = {9eL2(9) ; MeLZ(Q)} ,
H'(A; Q) = {aeHl(Q) ; A96L2(9)} ,

H'(a;0) = {6el’@);a0eH (@)} .
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ou on peut définir les applications traces suivantes:

v @ H'(a; Q) ——— H7V*(1)
v o HA; Q) —— 5 H*(1)  (trace dérivée normale),

v o H'(A;Q —— 5 HY*1)  (trace dérivée normale),

5

Ces applications sont linéaires, continues et surjectives avec H™*(T') I’espace dual de
H(r) et (., .)_, ,r le produit de dualité entre H*(T') et H*(I'). On a les formules de

Green suivantes:
vo e H(A: Q), Ve € H(Q)

[ra0an- [0apdo=(n0,200)_y 30— (00, u0),
Q Q

1
3

voe H'(A; Q) Ve e H(Q)

/cpA@dQ-}—/V6v¢d92<719,70‘10>_L r
Q o v

1
PR

vo, 5 e H (A Q)

/5A9d9—/9A5dQI<719,70(5>_ lF_<716’706>—11F
Q Q 2 2120

1
2

On peut se référer pour ces résultats a Girault-Raviart [9] et Brezzi-Fortin [4].

r

On a aussi H'(Q) ¢ H™'(A; Q). On définit I'application suivante p de H™'(A; Q)

dans Hy(Q) par:
Ap(v) = Av dans H'(Q),vwve H (A Q) .

On remarque que 'application p est linéaire, continue et elle vérifie
vv e Ho(Q), p(v) = v,
Ve HT(A59), 1000 = 18010

Vv e Hl(Q) ) |p(V)|1yﬂ < |V|17Q :

On remarque que
vweH ™ (A;Q), v —pv)eHY(A; Q).

On associe & l'espace H™'(A; Q) le produit scalaire et la norme
Vo, 5e H HA;Q), (0,8) [ Aq= / 06dQ +/ Vp(0) Vp(8)dQ,
o Q Q

1 1/2
v0eH(A50),  1100_yan= (100 + 1801, )

(1)



%I INRIA

6 OpTIMAL CO F.E. ALGORITHM FOR 2D BIHARMONIC PB AMARA & DABAGHI

ProposiTION 1 : H™'(A; Q) est un espace de Hilbert et D(Q) est dense dans H™'(A; Q).

PRrROPOSITION 2 : On a les injections conlinues suivantes
H'A; 9 cHA; 9 cH YA Q) (5)
N

En notant T = U I; avec (T)i<i<n les cotés frontaliers de Q, on a
i=1

vv € Ho(@) nH(Q), 1(v) Ir.€ Hi(r)
N
PROPOSITION 3 : L’application trace o est définie de H™'(A; Q) dans H (Hgo(ri)), elle
=1

1=
est linéaire, continue el surjeclive; de plus on a la formule de Green
suivante:

vv e Ho(@) nH*(Q),vo e H (A Q)
N
/HAVdQ—(AH,VLLLQ:Z(’yoﬂ, NV 11, (6)
Q

i=1

Pour ces résultats énoncés, on peut se référer a Bernardi-Girault-Maday [3] et a
Girault-Giroire-Sequeira [8].

Enfin on considere les formes bilinéaires suivantes:
vo,seHY(A:Q), a(a,a):/aadﬂ,
Q

vo e H'(A; Q) v e Ho(Q), b(O,v)=(A0,v)_ .
On remarque que V6 € H'(Q) et ¥v e Hy(Q), on a b(d,v) = —/ Vo vvdQ. Ces formes

Q
sont continues et il existe une constante 3 > 0, ne dépendant que de Q, telle que

bl

b(v, 6
wweHo(Q), Blvg< Sup W
eeH"1(A;0) -lag

v eV, a(0,0) =102, 50

Ve ={oeH (a5 0);vveHYQ), b, v) =0}

= {0 e L*(Q); A6 =0 p.p. dans Q}
TuEOREME 1 : Soit f € H™(Q), le probléme
a(w,0) +b@,¥) =0 VoeH (A Q)
blw,n =(f,m 11a ¥9eH(©)

weH (A Q), v e Hy(Q)
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admet une unique solution qui vérifie
veHi(Q), weH'(A;0)
—AY =w p.p. dans Q

~Aw=f dans H'(Q)

2 Méthode d’éléments finis mixte

Soit 7, une décomposition réguliere de Q en triangles K. On note, pour chaque
triangle K, hx son diametre et mesK son aire. A la décomposition 7,, on associe
I’ensemble €}, des cotés internes de 7,. Pour chaque coté T' de Cy, il existe 2 triangles
K et K' de T, tels que T'= 0K N K’; on note mesT la longueur du coté 7. On pose

h= Ilyle%z(hK et on suppose qu’il existe une constante C’ > 0, indépendante de h, telle
h

que C'h% < mesK, YK € Tj.

On se donne k un entier tel que k> 1, et on considere les espaces
Xy ={0€CQ);VK €Th,0|xe€ Px(K)}
Xir =X,nHQ)
ou IP,(K) est l'espace des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a k,

définies dans K. On a X, c H'(A; Q) et il existe une constante 8 > 0, ne dépendant
que de Q, telle que

0 b 4 )
Vi € Xn, Blinliq < Sup %
0heXn || h ||—1,A7ﬂ

On définit les ensembles suivants de fonctions "harmoniques” discretes:
A {ah € Xy ;Von € X, b(0n,mn) 20}
Vi = {0ne XaiVm e X0 () = (7. w1 1)
V0n € Vi, al0n, 04) = 110 1} o )
Vo, € Xy, [|AGy l_ia<I10nlq

Par ailleurs, on remarque que la constante d’ellipticité de la forme bilinéaire a dans
V¢ dépend de h pour la norme de H™(A; Q). Enfin on consideére 'espace
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X={0eH(Q); VKT, 0|xe H(K)}

et on a les inclusions suivantes:

X, cXcH(@Q et H(Q) cX
Soit A, une forme bilinéaire, symétrique définie dans XxX telle que

An(0,0)>0, V0 eX

On pose
an(60,8) =a(d,8)+A,0,0) ,v0,6e X
0, =VETH  weX
100, = an(@,0) Vo e X
et on suppose que

|Only < 1AOL|_y o , VOn € X

On a alors les relations suivantes par Cauchy-Schwarz:

an(On, dn) < I10nlly [I3nll, V0, dn € Xy
An(On,68n) <10n], |6nl, VO, 0n € Xy
10 lloe <UOnlly <IOnll_1nn Y0 € Xa

Soit G une forme bilinéaire définie sur X, alors
THEOREME 2 : Le probléme approché
an(wn, 0n) +b(0n, vn) =G(0n) , VO, € Xy
b((.dh, 77h) = <fa 77h>—1,1,ﬂ ) Vﬂh S X%
wp € Xy, ¥y € X2

admet une unique solution.

Démonstration : Ce probléeme discret est équivalent a un systéme linéaire d’ordre dim X, +
dim X3, Uunicité de la solution étant évidente, on en conclul son exis-
lence.

On déduit de ce théoréme que la variété VI est non vide.

LEMME 1 : Soit 6, € X, alors il existe py, € V1 telle que

Bl1on = paully < NIF + Adnll_y g
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Démonstration : Soit §, € X}, alors le probléeme

an(pn, On) +b(0n, Ap) = an(dn, 0h) , Vo, € X,

bpn,mn)  =(f m)_11a0 V€ Xh

Ph e Xy, Aw e X

admet une unique solution d’aprés le théoréme 2. On a py € V{L et

ah(dh — Pn, gh) = b(@h , Ah) , VO, € Xh

D’ou
b(A,, 0 ap (6, — 0
il < sup ) gy, 20 D)
’ oeXn  nll_1 a0 0nEXn 10n 111,80
Op — 0
< Sup H h ph”h H h”h SHJh_ph”h
0r€Xn H On H—l,A,Q
On a aussi
16s —pnlly = an(dh — pn, 6n — pn)
=b(dr — pn, An)

=—(f + A0, M) 119

SWF+ A lAn]q

d’ot1 on déduit le résultat souhaité.

LEMME 2 :  Pour toul p, € Vi et 6 € H(Q), on a

b(ahﬂ/)—ﬂh)
16—l < { o=l 16l o+ Sup L2t
6,eVY 11 6 1],

G(6n) — An(6, 0
42018 gl + Sup [TO =500, )
9LEV) ||6h||h

Démonstration : Soit p, € V4 et 6 e H(Q) , on pose 0, = wy — py , alors 0, € Vi el

{ a‘h(aagh) +b(6hﬂ/}) :a(a_wagh)+Ah(6:6h)
ah(wh ) Hh) +b(6h ) 77/1) = g(gh) ) V’?h € X?l
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On obtient
16n1l; = an(wn—pn, On)
=ap(wpn =38, 08) +an(d— pn, 0n)
=a(w—20,0,)+G(0h) — Ar(d,0n) + b0, ¥ —na) +2a4(8 — pr, )
d’ou

1G(0r) — An(d, 04)]
1165 11

b(ah: 1/) - 77h)
110w 1l

10nlln < llw =dllo 0+ + 110 —=pnll + Sup

9},6\/2

et de plus on a

=

] 3
( Z 2 i — 77h|ik)

KeTh k

|b(9h,1/) - 77h)| < ( Z h |€h|?k)

KeTn
LEMME 3 : Pour toul § € H*(Q), on a

[G(0n) — An(d, 64)]

Bl —=dnlig<é—wnlly +llw=3dllgq+ (1 +p) Inf [ —mnmf, g+ Sup 7
nn€Xy 0neXn ” h”h
Démonstration : Soit n, € X3, on a pour tout § € H*(Q)
b, —ny, 0
Blon—mla < Sup 2]
oneX, 0nllZ1 a0
by — v, 0 b -, 0
S Sup (1/}’74 1/}a h)+ (1/} Th h)
0n,eXp ” On ||_1,A,Q
b(yn -, 0
< Sup %‘FW)_U“LQ
0neXpy || h”—l’A’ﬂ
d— 0 —4,0 0n) — Ap(s,0
< Sup ap(d —wyp, Op) +a(w . , On) +G(0n) r(d, h)+|1/)—77h|1,g
6reXn 10n [1-1 a0
G(0n) — An(d, 0n)
§||5_Wh||h+||w_5||o,ﬂ+ Sup | ) |+|1/)_77h|1,ﬂ
eneXn 116 11,
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TuEOREME 3 : Il existe une constante C > 0, ne dépendant que de j, telle que pour
tout § € HQ(Q), on aV¥é, € X,V € X5

PN b (0,4 — nn
18— lly + 16—t € € =l ot 6= mily g+ Sup L2000
BnEVO 16 1l
G(6n) — An(5, 0
115 = dnlly + 1A — Ay |_y o+ Sup IO = A0, 00)
TS & 16n |

Démonstration : Celle estimalion d’erreur se déduil des lemmes précédents.

2.1 Le cas classique

On définit
Hae Ay0,8) =0 v, 0eX

Gy =0 ,voeX
on a alors
an(0,0) =a(f,d) ,v9,0€X
0], =0 V0 e X
Nell, =10lloa ¥ eX

Par inégalité inverse classique, il existe une constante C > 0, indépendante de h,
telle que

~

c )
10n |, 5 < E“M“‘ , V0, € Vi VK € T,

On a alors

Vo, € Vi, Vo, € M,

1

3 ] 3
ol < (S am) (5 gw-nt)

KeTn KeT, k

=

~ 1
<Clonlloq ( Z 7z v — 77h|ik)

KeTh k

THEOREME 4 : Le probléme approché

a(wn, Op) +b(0n, ¥n) =0 , VO, € X,

b((.dh ) 77/1) = <f; 77/1>—171,Q ) Vﬂh S X(f)L

whEXh,l/)hEXg
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admet une unique solution et il existe une constante C > 0, indépendante de h, telle
que pour tout § € H*(Q), on a V8, € Xy, , Vo, € X0

~ 1 %
o= wnlloq+ 1% = ¥y g < c{nw 6l yan+ ( 2w |w—nh|ik) 16— ||m}

KeTn k

COROLLAIRE 1 : Siwe H'(Q)et v e H**'(Q)alors
o = wn lloo + 16 = ¥n o < o= {|w 0+ ¥ ]pia)

Cette estimation n’a d’intérét que si k > 2. Si k = 1 et v € H°(Q), Schloz[13]
montre que la méthode reste convergente. Mais dans le cas général ot w ou ¥ n’ont
pas de régularité particuliere, on ne peut rien conclure sur le comportement de la
méthode lorsque h tend vers 0. Numériquement, dans ces cas, on remarque un
comportement correct pour ¢ mais mauvais pour w.

2.2 Le cas optimal

Pour tout K, K’ € Ty, si T = 0K N 0K, on note [9,0] = d&0K + 9K 9K sur T, 9k oK
étant la dérivée normale de 6K sur 9K
et pour tout K € 7, s1 T'= K N T, on pose [0,0]=0 sur T.

On considere les formes bilinéaires suivantes définies V6,6 € X par

Ane,0 =Y mesK/ AOASAK
KeTh K
Aiw,0 =Y mesT/[@nH] [0,6]dT
T

TeCy

et on pose

an(0,8) =a(0, ) +Ax(0, )
Le terme Ay est un terme de régularisation. On verra plus loin (proposition 6 et
7) qu’il est uniformément équivalent a la norme naturelle du probleme sur 'espace

discret de travail et que son influence tend vers zéro au fur et a mesure qu’on se
rapproche de la solution continue:

Ap(wn, v —vn)  ~ |6 —wn| + [ — ¥

6 — w
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On remarque que V0 € H*(Q), on a [9,0] = 0 p.p. sur T, VT € Cy, et que ¥0 € X

1/2
101, =V An(0,0) = { Y mesK [|A0]]g  + Y mesTll[ﬁnH]llg,T} :

KeTh TeCH

On rappelle les inégalités inverses classiques: il existe une constante C > 0,

indépendante de h, telle que pour tout triangle K
-~ - 1
|9 oo < C{RR Nollose + 1% 0]k} Vo e HI(K)

H v Ho,aK <C {hl_(l/2 lvl) g, + h}(ﬂ |v |2K} Vv e HQ(K)

PROPOSITION 4 : [l existe une constante C > 0, indépendante de h telle que V6 € X, on a

1/2
|e|hsc{|a|in+h2 3 |a|§,K}

KeTh

Démonstration : Soit 0 € X , il existe une constante C > 0 , indépendante de h, telle

que

Abllg i+ D mesT (026 llo z

|67|/‘?1 = Z mesK

KeTh TeCH
-~ 2 2
<e{i 0Bt T o
KeTy KeTh

sé{wﬁﬂ+h2§:|a@K}

KeTh

PROPOSITION 5 : Il existe une constante C > 0, indépendante de h lelle que pour tout
0eX, ¢ Hy(Q), ona

~ 1 :
‘/ﬂwvedﬂ‘scwlh(E h—2l|0l|§,K+|9|iK) :
k

KeTh

Démonstration : Soit 6 € X et ¢ € Hy(Q) alors
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/QWVHdQ‘ :‘— 3 /qu)AGdK—k > /qu[ana]dT

KeTy TeC),
1/2
- - 2 — 2
<&, ( S 6+ Y hT1n¢||O,T)
KeThn TeC),
<

1/2
clol, ( > {h;2||¢||§,,{+h;£||¢||§,6K})

KeTh

1/2
<o, ( > {h,;2||¢||§,K+|¢|iK})

KeTh
PROPOSITION 6 : Il existe une constante Co > 0, indépendante de h et de Q , telle que
¥0n € X, [0n 1, < Col| Ak ||_y g

Démonstration : Soit K un triangle, on note (1;)i1<i<s les cotés de K el (Si)i<i<s les
sommels de K. On définil les espaces

EK = IPk_l (Tl) X IPk_l (TQ) X IPk_l (Tg) sik=1
= IPk_l (Tl) X IPk_l (TQ) X IPk_l (Tg) X ]Pk_z (I{) sik Z 2
Fg ={velPr(K);v(S)=0,1<i<3}

E(k+5)

On remarque que dimFx = dimEg = ==

Fg tel que si & € Eg vérifie

On définit un opérateur Tl de Egx dans

£ :(,ula,uQ:)u?)) avecuiepk—l(ﬂ):lgig?’ Sikzl,

& =(m,p2,p3,¢) avee pi € Pr_y(T3),1<i<3

et ( €Py_2(K) st k> 2,
alors, en posant ¢ =1lgé , Uopérateur Il est caractérisé par

[ omar = [ wwar, vaemoam), 1<i<s sikz1,
T; T

/qudK :/chK, VEeP,_o(K), 1<i<3, sik>2.
K K



%I INRIA

AMARA & DABAGHI UNE METH. OpT. E.F. CO D’APP. DU BILAPLACIEN 2D 15

En utilisant les inéqgalités inverses classiques, on montre qu’il existe une constante C > 0,
indépendante de K et de h , telle que

1/2
~ 1 2 1 2
| ¢ |1,K <C Z — [l pi ||0,T, t 5 HCHO,K
— hp hy
1<i<a T
Soit 0, € Xy, on définit YK € Ty, ®x(0,) par
Sic(0n) =Tl ((mesT; [0041,)ic 5 sik=1,

=1IIx ((mesTi [ OnOn ]Ti)z':l,S , —mesK Af, |h) st k>2.

On considére enfin la fonction ® définie de X, dans X Ho(Q) par ®(0) |x= ®x(04). On
a tmmédiatement que

1/2

~ 1 5 1 . 2
00 <C| Y| D o lmesTi [On0n ] llom, + 72~ [ mesK A g,
KeTn \1<i<3 Ti K

§6\0|6h|h

ot Cy est une constante indépendante de h. On a aussi

/v<1>(9h)vah Q@ =- Y / O(0h) AOydK + > /@(Hh)[ﬁnﬁh]dT

KeThn TeCH

2
:|9h|h

\

d’ou
105 ] = /QV<I>(€;1)V6;1 dQ=— (A0, ®(0n) )1 10 <A |- o [®(0n)]; o

On en déduit que |0y |, < Co || AG, -1 q

PROPOSITION 7 : Il existe une constante Cy > 0, indépendante de h et de Q telle que

Vo e X, si/vavqhdgzovnhexﬁ, alors || A0||_, o < C1]0],
Q

Démonstration : Soit 0 € X tel que / VOV dQ=0Vn, € Xh et 6 Hy(Q), ona
Q

(A0,6)_1 g :—/ V0V dQ Vi € X
Q

:—/V@V(qﬁ—nh)dﬂzo Vi € X5
O

R 1 2 0
gcwlh(z h—2|¢—nh|§,,{+|¢—nh|§,,{) Vi € X

KeTh k

<Cl0l, 19 q
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d’ot linégalité recherchée. La derniere inégalité s’obtient en prenant pour n, une projection
de type "opérateur de Clément”; en effet, en posant

1
Z= Inf (E h_2|¢_77h|§71(+|¢_77h|i}<)

ﬂhEX?,

KeTn k
on a:
~ 1 2 2 1 2 2
I <C Info{Z(h_Q|¢_$0|o,K+|¢_‘P|1,K)+Z<h_2|‘}0_77h|0,K+|50_77h|1,K)}
Mh € Xy \keT, 'k KeTy 'k
p €D(Q)
A 1 2 2
<C Inf {Z <_2|¢_‘P|0K+|¢_90|1K)+|30|1Q}
wED(Q) Ken hi, s , ,
SN2
:C|¢|1yﬂ

On déduit de cette proposition le corollaire suivant:

COROLLAIRE 2 : [l existe une constante o > 0, indépendante de h, telle que
Vo, € Vi [| 65 ||2_17A79 <ap(fn, bn)

On remarque aussi que

AT ][0 _ A

op =14 Sup <Gy

meve Tl

On considere g € L*(Q) tel que

g:{o si fe HTH(Q) et feL*Q)
Fosi fel?(Q)

et on définit

Goy=->_ mesK/ gA0dK , Vo € X (8)

KeTn K

THEOREME 5 : Le probléme approché

an(wn, On) +b(0n, vn) =G(0n) , VO, € Xy
b((.dh ) 77h) = <f; 77h>—1,1,ﬂ ) V?]h S Xz

whEXh,l/)hEXg
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admet une unique solution et il existe une constante C >0, ne dépendant que de 3, telle
que Y§ € H2(Q) V6, € Xy et Yy € X5, on a

<C{llw=6l_1a0+1¥-mhg

1/2
h ( > 16— |§K> +||5—5h||1,n+h||g+A6||o,n}

KeTh

En(@) =llw —wnlloyao+l0—wnlls +1¢=dnlq -

Démonstration : on a

S |g(9h)—Ah(5,9h)|
up

fneXn 10n I

< h||g+A5Ho,ﬂ

En utilisant Uestimation du Théoréme 3, on oblient

16 —wnlly+ 1% —¥nl g SC{Ilw—éll_l,A,nJrIw—nhlm

18— anlly + 16— n [l o+ Rlla +Ad o}
mais
En(@) < llw =8 lloq+ 118w = Awnll_y g+ 116 = wnlly + ¥ =¥l g

On considére p(w) € Ho(Q) tel que Ap(w) = Aw alors Yo € Ho(Q), Vny € X, on a

(Aw — Awp , ¢ _7 /V ) —wp) Vo dQ

[T e) ) Vo mpao

/v ) = 8) V(6 — ny) dQ — /v (6 —wn) V(¢ —nn) dQ

d’ou d’apres la proposition 5, on a

(Aw—Awp,é)_ m‘ ‘<AW—A(5 S—mn)_ m‘

1
2

—|—é|5—wh|h(2 50— 77h|g,K+|¢—77h|iK)

KeTh
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d’ou

18w = Awn|_y o < € (| Aw = Ad[|_, o+ 16— wn )

On en conclul que

En(8) <€ (lw =81y aq+ 118 —wnlly+ ¥ = ¢l )

el on obtient ainsi 'estimation d’erreur désirée.

On déduit de ce Théoreme les corollaires suivants:

COROLLAIRE 3 : Vf e HT'(Q) et Vk>1, on a pour tout § € H*"'(Q),
En(®) < {h |6 lyiath (19 la+ 19+ 80loq) + e =381l an}
COROLLAIRE 4 : Vf € H_l(Q) etVk>1, ona

lim (|| = wh llog + | Aw = Awn [y o + 1% — ¥l o) =0

h—0

Démonstration : D(Q) étant dense dans H™'(A; Q)et en se servant de la définition de
En(8), on a ¥6 € D(Q) :

lw—wnll_y ant ¥ —tnliq < End)

<C {hk 1615110 th (| Vlpatllg+Ad ||OQ) +lw—14 ||_1,A,Q}

d’ou
lim (|lw—wnll_yaq+1¥—¥alg) =Cllo—6l_1aq

h—0

mais on a
tnf_(Jlw =8|y a0)=0
SeD(R)

d’ou le résultal désiré.

COROLLAIRE 5 : Siwe H'' Q) et v e H**'(Q), alors

l|lw —wn ||o,n + || Aw — Awp, ||—1,Q + - 1/’h|1,ﬂ < Ch* (|W |k+1,ﬂ + ¥ |k+1,ﬂ)
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COROLLAIRE 6 : Siwe H*Y'(Q) et v e H"™'(Q), alors

1/2
( E | f + Awp ||SK)

< Chi-1 (|‘-" les1,0 1% |k+1,n)
KeTn
1/2
( Z | [Onwn] H(%T) < Ch*=s (|w |k+1,n + % |k+1,ﬂ)
TeCy
1/2
( E | [Onwn ] ||<2>0T) < Chk-1 (|"" |k+1,ﬂ + v |k+1,n)
TeCh

3 Résultats Numériques

Dans le cadre de ce travail, on se propose de valider numériquement cette nou-
velle approche sur des cas bidimensionnels. Les essais numériques ont été effectué
avec ’élément fini IP; sur les deux méthodes classique et optimale. Dans le cas de
solutions analytiques sur des problemes réguliers, le comportement en ¢ a été sem-
blable mais en ce qui concerne w, on constate une nette amélioration des résultats
pour la nouvelle approche, et en particulier un effet régularisant.

Le cas physique testé est celui de la marche avec des conditions aux limites de
Poiseuille. Globalement et avant d’analyser les résultats numériques, on constate
pour w le net avantage de la nouvelle approche par rapport a la méthode classique
notamment au voisinage du bord, ceci est illustré par les isovaleurs de w sur la
figure 1 (méthode classique) comparés a ceux des figures 2 et 3 (méthode optimale).
Les figures 4 (méthode classique), 5 et 7 (méthode optimale) apportent, a travers
les isovaleurs de v dans la zone de circulation pres du bord, une explication directe
a Defficacité observée pour w.

On rappelle brievement le cadre de discrétisation utilisant 1’élément fini IP; pour
les essais numériques; on considére les espaces discrets suivants:

Xn ={0,€CQ);VK € Th, 0 |ke P1(K)} ,

M, =X,nHi®),

ou 7, est une triangulation réguliere de Q. A la décomposition 75, on associe
I’ensemble €}, des cotés internes de 7,. Pour chaque coté 7' de Cy, il existe 2 triangles
K et K’ de T, tels que T = K NJK’; on note hy = mesT la longueur du coté T; on
note [0,0] = 0K 0% + 9K 9K' sur T, 9K 0K étant la dérivée normale de 6K sur 0K et pour
tout K € Ty, si T = 0K NT, on pose [9,0]=0 sur T.
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On considere le probleme continue suivant:

v e H3(Q),we H (A Q)

—AY =w p.p. dans Q ,
~Aw=f dans H™'(Q) ,
Yoy = ¢° p.p. sur I,
NnY =g p.p. sur I .

On associe a ce probleme la formulation variationnelle approchée suivante:

/ wy, B, dQ + ﬁ Z hr / [8nwh] [&ﬁh] dr — th v, do = / q #s, dr ,V(;'h c Xh
Qp r

TeCh T Qp

Vwy Vnp dQ = (f, M) _11.0 Y1 € My
Qp

Un — 0 € My ,wp € X,

ou B € Ry. Pour 8 =0, on retrouve la méthode classique et pour g > 0 indépendant
de h, la méthode optimale proposée.

Différents tests de convergence de maillages ou d’études de comportement en 3
ont montré, pour des cas de solutions analytiques connues sur des ouverts réguliers
(carrés), d’une part un bon comportement de ¢, et un mauvais comportement de wy,
pour 8 =0 et d’autre part que w, s’améliore nettement pour g plus élevé mais avec
une diminution qualitative pour ¢5,. Pour g tres grand, on obtient un nivellement
de comportement en w;, et des résultats irréalistes en v,. Le parametre g optimal
s’est situé dans la fourchette 10,1]. Dans ce cas, le résultat en w, est nettement
amélioré alors que celui en ¢, est moins bon que les résultats obtenus pour g = 0.
Pour pallier a cet inconvénient, on résoud le probleme auxiliaire suivant:

Vﬂ)z Vnh dQ :/ Wh Th dQ,Vﬂh € Mh ,

Qh Qh

Y5 — ¢ e M, .

Pour g = 0, on a ¢§ = ¢, mais pour 8 > 0, ¢§ représente la fonction courant
approchée corrigée. Les résultats sur ¢ sont bons et on obtient avec le couple
(wn, ¥§) une bonne approximation de (w,v) pour 3 €]0,1].

Pour illustrer ces résultats, on présente le cas test de I’écoulement incompress-

ible dans un canal symétrique avec une marche et des conditions aux limites de

type Poiseuille. Ce canal présente 2 sommets d’angles 27 qui développent des sin-

gularités dans la solution. Le maillage proposé (Figure 0) présente un raffinement
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Fia. 0. Triangulation non structurée du domaine.

au voisinage de ces 2 sommets. Ce maillage se caractérise par 2218 triangles et 1195
sommets d’ou 1195 degrés de liberté pour w, et 1025 degrés de liberté pour .

Sur les figures 1, 2 et 3 sont présentées les lignes d’isovaleurs de w, pour
B =0,0.5 et 1 respectivement. On voit sur la figure 1, le comportement singulier
de w, au voisinage de la frontiere et particulierement des 2 sommets d’angles 2r.

L’amélioration des résultats est nette pour g = 0.5 et 1.

La figure 4 donne les courbes d’isovaleurs de v, pour 3= 0 alors que les figures
5 et 6 celles de ¢y, et ¢ pour g=0.5.

Sur les figures 7 et 8 on présente les courbes d’isovaleurs de v, et ¢§ pour g =1.

On note, pour les résultats de ¢, avec 3 # 0, une apparition de zones de recir-
culation; ces zones disparaissent pour y¢.

Ainsi, les résultats numériques obtenus corroborent les estimations d’erreur a

priori pour w,. Par contre, la solution ¢ semble plus proche de la solution exacte
que ¢. D’un point de vue théorique, on vérifie immédiatement que:

¥ = il 0 < Oh (lo —wnloq+1¥1sq)

ot C' est indépendante de h. On en déduit avec le corollaire 5 que v, et ¥¢ ont le
méme comportement théorique en estimation d’erreur a priori.
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NS= 1195 NT= 2218

Iso-Values of PSI

L et un coefficient 0.5 pour Ay.

59

F1G. 6 Isovaleurs de 1 corrigé avec l’élément optimal P et un

coefficient 0.5 pour Ap,.



24 OpTiMAL CO F.E. ALGORITHM FOR 2D BiHARMONIC PB

%I INRIA

AMARA & DABAGHI

gs A N 1\2f | % \ %i ]
v 1 0 1

NS= 1195 NT= 2218

F1G. 8 Isovaleurs de i corrigé avec Uélément optimal P et un

coefficient 1 pour Ap.
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4 Conclusion

Cette nouvelle approche de résolution en (¢,w) du probleme du bilaplacien per-
met une nette amélioration qualitative des résultats. Cette approche n’est pas du
type moindres carrés mais se situerait plutot comme une pénalisation avec pour
parametre de pénalisation 3. Mais il ne s’agit pas d’'une méthode de pénalisation
au sens classique du terme car I’expression que ’on rajoute n’est pas vérifiée a priori
par la solution w. En effet, imposer que w € H™'(A: Q) entraine que, formellement,
w soit "continu” sur les interfaces de la triangulation 7,. Ceci est pris en compte
car w, € C9(w). Mais il n’est pas nécessaire que [9,w] soit continu sur ces interfaces;
pourtant c’est ce terme qui rend la forme a, uniformément coercive sur Vv (noyau
discret de b) permettant le comportement optimal pour les estimations d’erreur a
priori.

Les extensions de ce travail sont multiples: équations de Navier-Stokes bidimen-
sionnels, calcul de coefficient de propagation de fissures en élasticité linéaire, calcul
de plaques en théorie de Kirchoff-Love. L’adaptation du principe de cette méthode
a la dimension 3 ne pose pas de difficultés conceptuelles mais dépend fortement de
I’approche variationnelle arrétée en (v, w).
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