N
N

N

HAL

open science

Approche probabiliste de I’homogénéisation des
opérateurs sous forme divergence en milieu périodique

Antoine Lejay

» To cite this version:

Antoine Lejay. Approche probabiliste de I’homogénéisation des opérateurs sous forme divergence en
milieu périodique. RR-3569, INRIA. 1998. inria-00073112

HAL 1d: inria-00073112
https://inria.hal.science/inria-00073112
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00073112
https://hal.archives-ouvertes.fr

ISSN 0249-6399

ZIINRIA

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Approche probabiliste de I’homogeénéisation
des opeérateurs sous forme divergence
en milieu périodique

Antoine Lejay

N° 3569
Décembre 1998

THEME 4

apport
derecherche







%I INRIA

SOPHIA ANTIPOLIS

Approche probabiliste de I’homogénéisation
des opérateurs sous forme divergence
en milieu périodique

Antoine Lejay *

Théme 4 — Simulation et optimisation
de systémes complexes
Projet SYSDYS

Rapport de recherche n° 3569 — Décembre 1998 — 40 pages

Résumé : La propriété d’homogénéisation pour des opérateurs sous forme
divergence strictement elliptiques, a coefficients bornés et 1-périodiques sera
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A Probabilistic Approach of the Homogenization
of Divergence-form Operators
in Periodic Media

Abstract: The homogenization property for stricly elliptic divergence-form
operators with 1-periodic and bounded coefficient will be given here by prob-
abilistic methods. The proof is based on the computation, using the ergodic
theory, of the limit in distribution of the family of stochastic processes associ-
ated to these operators.

Key-words: homogenization, diffusion process, divergence form operator
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4 Antoine Lejay

1 Introduction et notations

Soit a = (a; ;)}';=; une fonction mesurable définie sur R" et & valeurs dans
I'espace des matrices symétriques (i.e., a;; = a;;) réelles sur R”. Nous suppo-
sons de plus qu’il existe deux réels A et A tels que

VEER", Vo € R", Ag[* < (a€, &) < A€

Considérons aussi des fonctions sur R* mesurables b = (b;)"; et ¢ = (¢;)",
a valeurs dans R™, ainsi que des fonctions mesurables d et e vérifiant

sup { |by(2)]-- .., [ba ()], 1 (2)], - -, len (@), [d(@)], ()] } <A

z€R™

Nous supposerons ici que les fonctions a, b, ¢, d et e sont périodiques de
période 1.

La convention d’Einstein sera respectée, c’est-a-dire qu’il faut implicitement
sommer de 1 & n tous les termes dans lesquels un indice apparait exactement
deux fois.

Nous allons étudier I’homogénéisation de la famille d’opérateurs

4 = Som (/e ) + SC/E) g + Gl fe) g+ SC/E) 4 /)
)

lorsque ¢ tend vers 0. Cela consiste & montrer que, pour toute fonction f
continue et bornée sur R", les solutions u® des équations paraboliques

{Btus (t,x) = A%u®(t, x),
us (0, z) = f(x)

convergent pour tout ¢ > 0 et pour tout point x de R" vers la solution w de

{am(t, z) = Au(t, z),
u(0,z) = f(x).

L’approche probabiliste consiste a montrer la convergence en loi des pro-
cessus associés a A° vers une processus limite qui sera identifié, afin de trouver
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Approche probabiliste de I’homogénéisation 5

les coefficients de A. La méthode utilisée est une adaptation au cas des opéra-
teurs sous forme divergence des idées exposées dans le chapitre 3 de [BLP78,
p. 345], ainsi que dans [OLL94|.

Nous allons voir que la régularité des coefficients n’intervient pas, et que
seules les conditions de majoration et d’ellipticité sont nécessaires.

Pour ce faire, soit A = A! Popérateur

10 0 0 0
A= ——\a;j7— i T Cim— 2
292, (a’](?xj>+b8xi+caa:i+d+e (2)

Nous allons voir que, grace a la formule de Feynman-Kac, ’étude de I’ho-
mogénéisation de A® se déduit de celle de

.10 o\ 1 9 9
1 = g (aC/eesgs ) + 300005 + /o)

Posons L I'opérateur

10 0 0

La limite des processus associés a L° sera calculée a 1’aide de la théorie
ergodique, appliquée a la projection de ces processus sur le tore unité.

L’approche probabiliste est ainsi différente de ’approche analytique, qui
consiste a utiliser des développements asymptotiques. Sur ce sujet, trés large-
ment traité, le lecteur peut se référer & [BLP78, JKO94] par exemple.

RR n° 3569



6 Antoine Lejay

2 Processus associé 4 un opérateur
sous forme divergence

Afin de simplifier, posons

10 ) )
0 [ — e — [ —
A= 5o (aw ax]) +big+d.

Ce qui est vrai pour %A sera aussi vrai pour A.

Le processus associé a A va se construire en étendant le semi-groupe du
processus associé a %8@ (ai,jazj) par les formules de Girsanov et de Feynman-
Kac. Soit £6=04=0 ]a forme bilinéaire symétrique définie sur H'(R") x H'(R")
par

1
Eb:O’d:O(u, 1)) — _/ Ou Ov dz.
R

Qs —
2 n ’J(?:ci al'j

2.1 Forme de Dirichlet et calcul stochastique

La forme bilinéaire symétrique (€, H'(R™)) définit une forme de Dirichlet ré-
guliére et fortement locale [LEJ98|, et, d’aprés les résultats exposés dans [FOT94|,
il existe un unique processus de Hunt X continu et conservatif de loi (P?=%4=0) cgn
associé a cette forme de Dirichlet. Le générateur infinitésimal de ce processus
est %&ci (ai,jﬁmj), et sa filtration sera notée (F¢)>o-

Nous savons d’autre part que le semi-groupe de ce processus posséde une
fonction de densité de transition p [AROGS].

Soit f une fonction intégrable sur R™, d’aprés Théoréme 9.4 de [STA65,
p. 249], pour a > 0, il existe une fonction U, f presque siirement finie solution
de

1 / U, f Op
R

2 n 7 6$1 (9.Tj

dx—i—a/nUaf(pdx:/nw(x)f(:c)dac Vo € C*(R"; R).

Cette fonction U, f est presque partout égale a E, [ f0+°° e f(Xy) dt]. Cela

garantit que t — fot f(Xs) ds est une fonction continue P,-p.s. pour quasi-tout

INRIA



Approche probabiliste de I’homogénéisation 7

point de départ x, c’est-a-dire pour tout x appartenant a4 R* \ N, ot N est un
ensemble polaire pour la diffusion X. Cet ensemble est de mesure de Lebesgue
nulle. Ainsi, en utilisant la propriété de Markov, pour s > 0,

J—“s]

= /np(s,x,y)]P’y [/Ots f(Xy) du est continue} =1. (4)

t t
P, [ / f(X,) du est continue] =P, [ / f(X,) du est continue

Ce qui prouve que t € [s, +00[— f: f(X,) du est continue P,-p.s. pour tout = €
R™. Cela est aussi vrai lorsque f est seulement localement intégrable. Si f est
localement bornée, ¢ — fot f(Xs)ds est continue P,-p.s. pour tout z € R™.

Afin de considérer f(X;) lorsque f est localement dans H'(R™), il convient
en fait de considérer une version quasi-continue de f [FOT94, p. 67]. Par le
Théoréme 4.2.2 de [FOT94, p. 143], t €]0,+oo[— f(X;) est continue P,-p.s.
pour tout x € R". Une telle version de f existe toujours, et nous considérerons
qu’elle est implicitement utilisée lorsque cela sera nécessaire.

L’une des propriétés du processus X est que pour une fonction f localement
dans H'(R") et localement bornée, alors

F(Xe) = f(Xo) + My] + NEf], P,-p.s. (5)
pour quasi-tout point z € R", avec

‘o 91 of
27]81'2' 6.73]'

et Ny Iun processus localement & variation quadratique nulle.

M/ une martingale locale de crochet (M), = / (Xs) ds,
0

Ces résultats sont exposés dans le Chapitre 5 de [FOT94], et plus exacte-
ment dans les Théorémes 5.5.1 et 5.2.2 [FOT94|, ainsi que dans 'exemple 5.2.1
[FOT94, p. 210].

Ce résultat appliqué a la fonction identité de R* dans R® donne que

t
X, = Xo + / o(X,)dB, + N P,ps., VzeR, (6)
0

oll o vérifie to-0 = a et B est un mouvement brownien standard en dimension n.

RR n° 3569



8 Antoine Lejay

2.2 Extension aux termes d’ordre un par le Théoréme de
Girsanov
Le processus continu et conservatif de loi (P4=),cg~ associé & L est donné

par le Théoréme de Girsanov [CZ95, Théoréme 3.5, p. 340], avec le changement
de mesure de densité

dpe=0
qPP=04=0

enln- i)

pour une martingale locale M vérifiant
t
M, = / o7'h(X,)dB,, P00 ps Vr € R,
0

ou B est le mouvement brownien de (6).

L’une des propriétés importante du processus est que son semi-groupe
(P;)i>0 posséde une densité de transition p. Pour tout 7' > 0, il existe une
constante M ne dépendant que de 7', A\, A et la dimension n telle que

1 ~Mlz —y? M —|z —y?
Mtn/2 €xXp <f < p(t,x,y) < tn/2 €Xp Tt (7)

pour tout x,y dans R, et pour tout temps t €]0, M]. Cette inégalité s’appelle
Vestimation d’Aronson. [ARO68, STR&8|.

La proposition suivante sera utile par la suite, car elle donne une formule
d’It6 pour les processus associés aux opérateurs sous forme divergence.

Proposition 1. Soit f localement dans le domaine D(L) de L (i.e., pour tout
compact K, il ezxiste une fonction g dans D(L) telle que f = g sur K) et
localement essentiellement bornée. Pour tout x € R, pour toutt > s > 0, le
processus f(X;) — f(Xs) se décompose de fagon unique sous la forme

fX) = fF(X) =M, — M, + /t Lf(X,)dv sous P%=° (8)

avec My une martingale locale de crochet

= [ (o220 ) o as 0

INRIA



Approche probabiliste de I’homogénéisation 9

Preuve. Soit f dans le domaine de %&Ei (U/i’jaxj), qui est aussi le domaine de
L. Notons par X* le processus associé a cet opérateur et partant de z. Alors
[ 30u:(a; ;0 F)(X,) ds est continue, intégrable pour EX=0%=0 et a variation
quadratique nulle pour quasi-tout point de départ x [FOT94, p. 201]. D’autre

part,

1 ("0 0
106) = £06) = 5 [ - (ausgt ) (o

est une martingale pour presque tout x dans R", car u(t,x) = E[ f(X})] est
la solution de dyu(t,z) = 504, (a;;0,;) u(t, z).

Si f est aussi bornée, il suffit d’identifier cette martingale avec (5) pour
obtenir (9) pour quasi-tout point z. Une technique similaire & (4) donne le
résultat pour tout point de départ z.

Ainsi,

Cette propriété est vraie pour presque tout x, mais grace a la propriété de
Markov fort et au fait que le semi-groupe de X* posséde une densité de tran-
sition, il est facile de démontrer que cette propriété est vraie pour tout x dans
R”.

L’équation (8) se déduit du Théoréme de Girsanov [KS91, Proposition 5.4,

Lo 0
06 = 106) =M+ 5 [ 2 (a2 ) oxya

p. 194].
Le cas ot f n’est seulement que localement bornée et dans le domaine de L
se traite par localisation. |

2.3 Extension a l’aide de la formule
de Feynman-Kac

Pour finir, d’aprés le Théoréme 5.3 de [CZ95, p. 349], le semi-groupe du
processus de loi P associé & °A est donné par la formule de Feynman-Kac:

B 1700)] =B [ ([ as) 5000 (10)

pour tout fonction f continue et bornée.

RR n° 3569



10 Antoine Lejay

3 Homogénéisation

Afin de pouvoir utiliser les résultats de théorie ergodique pour identifier les
coefficients de 'opérateur homogénéisé, nous allons travailler avec la projection
sur le tore O = R™/Z" du processus de générateur %3@ (ai,jaxj) + bia%i'

Nous allons montrer que ce processus évoluant sur une variété compacte
admet une unique mesure invariante, et que la vitesse de convergence dans le

théoréme ergodique est exponentielle.

3.1 Opérateur sous forme divergence sur le tore

La notation O désigne le tore unité de dimension n. L’espace L*(0J) avec
p = 1,2 sera I'espace des fonctions 1-périodiques — ou encore des fonctions
définies sur le tore [ — intégrable (p = 1) ou de carrés intégrables (p = 2) sur
0l

LrP(0O) = {f‘f mesurable, / |f(z)]Pdz < 400 }
O

Introduisons aussi « 1’espace de Sobolev » H'(O) défini par
f 1-périodique, f € Hj, (R"),

loc
H'(O) = sz'zl . / of(z)
2" ’ D

8332'

2
dr < +oo, / f(z)*dz < +o0
O

Cet espace, qui est dense dans L.2((J), est muni de la norme

_ N [ |2f@)
e =y 32 [ %88

Afin de simplifier les écritures, posons

IV F oy = | > /
=1

2

2
P dz.

of
Z;

INRIA



Approche probabiliste de I’homogénéisation 11

Soit m(z)dz une mesure de probabilités sur le tore [J de densité m. Défi-
nissons 'espace

L2 (O {f ‘ f mesurable, / flz)'m(z)dzx < +o0 }

muni de la norme || f|;2 o), = = (Jg f( dx)l/Q.

Proposition 2. L’espace H(O) est un espace vectoriel réflexif. L’injection de
HY(O) dans L*(O) est compacte.

Si la norme ||-[|;2 iy est équivalente & la norme ||-||; >y, alors il eziste une
constante C,, telle que pour toute fonction f dans H'(O),

- [ remire

Cette inégalité s’appelle I’inégalité de Poincaré.

Con IV flliz oy - (11)
L2.(0)

Preuve. La compacité de I'injection de H!(O) dans L?(0J) se démontre comme
la compacité de I'injection de H'(€2) dans L?(€2) pour un ouvert borné 2 de R",
car [J est compact [BRE92, Théoréme IX.15, p. 169|.

Supposons qu’il existe une suite (u,)nen de fonctions dans H'(O) vérifiant
Joun(z)m(z)dz = 0, ainsi qu’une suite (Cy,)nen de réels tels que

Alors, du fait de I’équivalence des normes, il existe une suite de constante
(4 )neN tendant vers l'infini telle que (1 + C7) [|unlli2@y = O l|unllu o)
Si vn = Un/ ||l gy, 1l existe une sous-suite (v, )ren convergeant faible-
ment dans H'(O) vers un élément v. Comme I'injection de H'(O) dans L*(0)
est compacte, la convergence a aussi lieu fortement dans L?*(0). De plus,
loll 2y = limeoe [[onlly 20y = 1 Comme

1ollz2@y < 1ol gy < liminf [|o, [l g = 1,
on en déduit que ||U||L2(D) = ||v||H1(D) = 1. Par conséquent, Vv = 0 p.p. et donc

v=1. Mais [jv(z)m(z)dz = [ju.(z)m(z)dz =0, ce qui est contradictoire.
i

RR n° 3569



12 Antoine Lejay

Soit ¢ : R} x OO x 0 — R la fonction définie par
qt,z,y) = D plt,z,y+k).
kezd

Grace a lestimation d’Aronson (7), g est bien définie, et si f appartient
a L'(0), alors la famille d’opérateurs (Q;);>o donnée par

Quf(e) = [ attzy)dy
i
est un semi-groupe sur L!(0).
Concernant ¢, le Lemme suivant sera utile.

Lemme 1. [l existe deuxr constantes § et k ne dépendant que de \, A et la
dimension n telles que

0<6<q(1,z,y) < Kk, Vr,yel. (12)
Preuve. Cela découle de 'estimation d’Aronson (7). i

Grace a 'inégalité de Jensen, pour tout p > 1,

Quf ()" < Qe fIP ()

et donc le semi-groupe (Q:):>0 s’étend a L?(0J) pour tout p > 1.
Soit maintenant 'opérateur

p=129 < a>+bii (13)

= 300 \%igg; ) Tl

de domaine D(L) = {f € L) | Lf € L%(0)}. Si f est 1-périodique et
localement de carré intégrable, P f et LP; sont aussi 1-périodiques. Nous iden-
tifierons donc P, f et Q.f, ainsi que LP;f et LQ;f, ce qui permet de montrer
que 'opérateur L est le générateur infinitésimal du semi-groupe (Q:):o-

Constatons que si 7 est la projection de R” sur [J, alors, pour une fonction f
dans L'(0O),

Quf(z) =P f(z) =E, [f(Xe)] = Er(z) [f(m(Xe))]

INRIA



Approche probabiliste de I’homogénéisation 13

donc (Q:)e0 est le semi-groupe du processus 7(X). Ce processus est introduit
pour utiliser ses propriétés d’ergodicité.
Notons

E(u,v) = %/Dai,j(x) 8;3(5) 8;3(5) dr — /Dbz-(:c) ags)v(a:) dz

la forme bilinéaire sur H!(0) x H!(0) associée & L.

Proposition 3. Il existe une constante oy telle que pour toul o > ap et pour
tout f dans L2(0), il existe une unique solution u = G f dans H'(O) & ’équa-
tion

Yo € HY(O), E(Gaf,v) + a(Gaf,v)i2m = {f, V)12 -

De plus, lopérateur éa ainsi défini est un opérateur compact de L*(00) dans
L2(O) et s’étendant ¢ H='(O), le dual de H'(O).

Preuve. Posons E,(u,v) = &(u,v) + a(u, U)12(m)- 11 suffit de démontrer que
cette forme bilinéaire est continue sur H'(O) a I’aide de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, et qu’elle est coercive pour une valeur de « assez grande. Le résultat
est une conséquence du Théoréme de Lax-Milgram [BRE92, Corollaire V.8,
p. 84].

Remarquons que, pour f € L*(0), ga(éaf, éaf) = (éaf, 2@y, et donc
||éaf||H1(D) < CO||fllr2@) pour une constante C' ne dépendant pas de f. La

compacité de 'opérateur GG, découle alors de la compacité de I'injection de
H'(O) dans L?(0) (cf. Proposition 2). i

La relation entre G, et (Q¢)i>0 est donnée par

~ +oo
G f(x) = /O ol Qu f (z) dt,

lorsque « est plus grand que «p.

Soit o > ap. Le domaine D(L) est égal a G,(L*(0)). Ce sous-ensemble
de H'(O) ne dépend pas de la valeur de «. Par intégration par parties,

E(u,v) = —(Eu,v)Lz(D) vu € D(L), Yo € HY{(O).

RR n° 3569



14 Antoine Lejay

La Proposition 3 implique que o — L est inversible d’inverse éa pour tout
a 2= ag. Nous verrons plus bas que cet inverse est défini pour tout a > 0 et
que L est un opérateur fermé a domaine dense.

Soit L* ’adjoint de L défini par

~ 19 ) )
E= 3o (w95;) ~ 3, )

Corollaire 1. Il eziste un ensemble dénombrable S(L) C] — oo; ap| de valeurs
de o pour lesquelles les équations

(a—Lu=0 et (a—LHu=0

possédent des solutions dans H'(O) non nulles. Chacun des espaces vectoriels
formé par les solutions de ces équations sont de méme dimension finze.

Si a m’appartient pas a l'ensemble S(L), alors, pour tout f dans H=(O), 4l
eziste une unique solution dans H(O) a I’équation

(a — L)yu = f.
Preuve. Ceci découle de Dalternative de Fredholm. En effet, (o — L)u = 0
équivaut & (Id — BG4p)u = 0 pour 8 assez grand. Et G, est un opérateur
compact. |

Appliquons maintenant ce résultat a I’étude de I’équation

Lu=0.

Constatons tout d’abord que 1 est solution de cette équation. Soit maintenant
une solution 1-périodique u dans H'(]0, 1[") de Lu = 0. Supposons que u est
non constante. Alors, par application du principe fort du maximum [STAG5,
Corollaire 8.2, p. 238|, u n’atteint ni son maximum, ni son minimum, en un
point de ]0,1[". Ce qui veut dire qu’elle atteint son maximum et son mi-
nimum en des points de {z,y € R*|Vi, z; =0ouz; =1, y;=0ouy; =1}.
Mais, par périodicité, u est aussi solution de Lu = 0 sur £+]0, 1[* pour tout &
dans R*. En appliquant a nouveau le principe fort du maximum, nous abou-
tissons a une contradiction. Ainsi u est constante. Nous venons de démontrer

INRIA



Approche probabiliste de I’homogénéisation 15

que 'espace des solutions de Lu = 0 est de dimension 1, et qu’il est formé des
fonctions constantes.
Nous en déduisons qu’il existe une unique solution m a I’équation

m € H(O),
L*m = 0,
Jom(z)dz = 1.

D’aprés le Théoréme 7.1 de [STA65, p. 232], cette solution m est continue.

Proposition 4. La fonction m vérifie

minm(z) >0 et maxm(z) < +oo.
zel zel

Preuve. Cette proposition se démontre en deux temps. Nous allons tout d’abord
voir que m est positive, et donc que |m| est aussi solution de L*m = 0. Pour
cela, suivons les idées de [JKO94, p. 328]. Soit o > . Soit u une solution
dans L2(0) de

(@ = L")u = a|m|.

Constatons que

A partir du lien entre le semi-groupe et la résolvante éa, il est facile de consta-
ter que si f est positive, alors G, f est aussi positive. Ainsi u > m et u > —m,
ce qui se réécrit en u > |m|. D’autre part,

/ L*u(z)dz = (L*u, 1) = (u, L1) = 0,
O
et donc [qu(z)dz = [;|m|(z)dz. Ce qui prouve que u = m p.p. et que

Z*|m| = 0. Comme l’espace des solutions de cette équation est de dimen-
sion 1, m = |m)|.

RR n° 3569



16 Antoine Lejay

D’aprés 'inégalité de Harnack [STA65, Théoréme 8.1, p. 237, il existe alors
une constante K ne dépendant que de A, A et n telle que

max m(z) < K minm(x)
zel zeO

ce qui prouve que m est bornée supérieurement et que son minimum est non
nul. |

Proposition 5. La mesure de densité m par rapport o la mesure de Lebesgue
sur le tore est invariante pour le semi-groupe (Qy)i>o-

Preuve. Comme (Q.f):>0 est solution de I’équation parabolique

anfJ;(-’r) =LQ:f(z) et Quf(z)= f(z),
il s’ensuit que
<af92ttf’m> = (LQuf, m)120) = (Quf, L'm)12(o) = 0
L2(O)

et donc [ Q;f(x)m(z) dz ne dépend pas de t, et vaut [ f(z)m(z) dz. i

Corollaire 2. Le spectre S(L) de L est inclus dans | — 0o;0]. Autrement dit,
Popérateur o — L est inversible pour tout a > 0

Preuve. Soit f appartenant a L?(0J). Constatons que

/D (/(:oo e "' Quf (x) dt%)2 m(z)dz < é/oﬂo e_at/DQt(fQ)(x)m(x) dz dt

< % /D f2(@)m(z) da.

Comme m est bornée et minorée par une constante strictement positive, G, f =

f0+°° e~Q, f(x) dt appartient & L2(0J) pour tout a > 0. Comme Q. f est solu-

tion de I’équation parabolique 0;,Q;f — ZQt f=0, G, f est bien la solution de
(Of - L)Gaf = f i

INRIA



Approche probabiliste de I’homogénéisation 17

Corollaire 3. La densité m vérifie pour tout x,
d<m(z) <k

ol & et k sont les constantes intervenant dans (12). Autrement dit, § et K ne
dépendent que de A\, A et n.

Preuve. Soit v la mesure de Lebesgue et soit E = {x|m(x) < }. Alors, si
v(E) >0,

v(E) >/m(m)ﬂde:/Qt]1E(:r)m(:r) dz
O O
= [ [ atspm@)1e) dedy > u(E),
oJo
ce qui est contradictoire. On démontre de méme que v({z|m(z) > K }) est

nul. Comme m est continue, les inégalités sont vraies pour tout point. |

Revenons a l'opérateur L.

Proposition 6. Pour tout u dans le domaine D(L),

2 0 6$1 a%j

dz. (14)

Preuve. La densité m est bornée et appartient & H*(O). Soit ¢ dans C*°(0).
Nous pouvons appliquer la formule de dérivation de produit sur les espaces de
Sobolev, ce qui donne,

~ 1 Op O0p 1 ~
Eoym-¢) == | a; 22 mdz — (o2, T*m
(Qoam (,0) 2 /Da 2] axz 8.ij Zz 2<(,0 ) m>L (0)»

mais L*m = 0. Comme C*(0) est dense dans H'(O), cette relation est aussi
vraie pour tout ¢ dans H'(O). Et donc (14) est vraie pour tout élément u

de D(L). i

Proposition 7. L’opérateur L de domaine D(Z) est un opérateur fermé a
domaine dense dans L?(0OJ).
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Preuve. Nous savons par le Corollaire 2 que a—L est inversible pour tout & > 0
sur L?(0), donc sur L2 (O). D’autre part, par la Proposition 6, (—Lu, u)12 @) >
0. La Proposition VIL.1 de [BRE92, p. 101] et I'équivalence des normes ||-||;»

et [||l;2m) permettent de conclure. i

Proposition 8. Soit f appartenant o L*(0) telle que

/D F(@)m(z) dz = 0.

Alors il eziste une unique solution u & une constante additive prés dans H(O)
a l’équation

Lu=f.
De plus, il existe une unique solution u a une constante additive prés dans
HY(O) a I’équation

of om(x)
Lu = = 0.
u o lorsque /D f(x) or. dz =0

Cette équation est prise au sens faible, & savoir que pour tout v dans H*(O),

= (n20) "
i/ 1,2(0O

Preuve. D’aprés le Théoréme I1.18 dans [BRE92, p. 29|, I'image de L est lor-
thogonal du noyau de L*, ce qui correspond exactement a I’ensemble des fonc-
tions f dans L*(0) telles que [ f(z)m(z)dz = 0.

Montrons maintenant 1’existence de la solution de (15) pour f dans L*(0OJ).
Comme H*(O) est dense dans L?(0J), considérons une suite (f,,)nen de fonctions
dans H'(O) convergeant vers f dans L*(0). Les fonctions f, seront choisies de

2
sorte que [ fn(2)0y;m(z) dz = 0, ce qui est possible, car si f, Lo, f, alors
Jo fa(@)0s;m(z) dr —— 0. Constatons que df/0z; est une forme linéaire

continue sur H!(OJ), et donc

< Ox; H-1(0),H1(O) o0x; L2(0) L) HY(O)
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Approche probabiliste de I’homogénéisation 19

ce qui prouve que df,/dx; converge vers Of/Ox; dans H (). Soit u, une
solution de Lu,, = f, appartenant a H'(0). Alors, grace a la relation (14),

~ ou

2 n
oY) ||Vun||L2(D) < = (L, tn)120y = <fn7 %> < ||fn||L2(D) ”VUnHLz(D)
(3 L2(|:|)

et donc (Vuy,)nen est bornée dans (L2(00))". Tl existe une sous-suite (ny)ren et
un élément u de H'(O) tel que (Quy, /0x;)ren converge faiblement dans L2(0)
vers Ou/0x;.

Cela suffit & démontrer que, pour tout v dans H!(0J),

B N Y ov
S(U;'U) m g(unk’v) - <fnk’ 6—1'1>L2(D) k—o0 <f’ 6—$L‘>L2(|:|)

Soit maintenant un autre élément v’ dans H!(0) tel que (Vu,)nen converge
faiblement vers Vu/ dans (L2(0))" le long d’une autre sous-suite. Alors, & (u,v) =
E(u',v), et siv est choisi dans D(L*), (u, E*U>L2(|:|) = (v, E*U>L2(|:|). Autrement
dit, u —u’ appartient a I'orthogonal de I'image de Z*, qui n’est rien d’autre que
le noyau de L. Ainsi, u est définie & une constante prés. Nous pouvons donc
supposer que [;u(z)m(z)dz = 0. Et c’est cet élément u qui sera considéré
comme étant la solution de (15).

Remarquons que grace a (11), (u,) converge fortement vers u dans L*(0)
lorsque [ u,(z)m(z)dz = 0. i

3.2 Convergence des processus

Introduisons maintenant la famille d’opérateurs

0
EL:L i~
+ec Bz,

définis sur R* pour 0 < € < 1. Ces opérateurs sont les générateurs infinitési-
maux de processus “X.

Lemme 2. Le processus X° partant de = est égal en loi au processus (e -
*X¢/e2)ez0 partant du point x/e.
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Preuve. 11 suffit de calculer le générateur de € - “X;/.2. |

La famille d’opérateurs e[, définis sur le tore et correspondant a °L est alors

~ o~ 0
‘L =1L + ec;
8361-
pour 1 > ¢ > 0. Ce qui a été dit sur L est aussi vrai pour L. Notamment, L
est le générateur d’un semi-groupe de Markov (“Q;);>o-

Proposition 9. [l existe deux constantes K et p strictement positives telles
que, pour tout f dans L'(0),

sup <K fllpag e ™ (16)

zeld

Quf () - / f(@ym(z) da

ot C(e) tend vers p quand € tend vers 0.

Preuve. Cette proposition représente une variation de la technique du trou
spectral.

Soit f dans L*(0) avec [ f(z)m(z)dz = 0. Posons 6°(t) = ||5Qtf||iQ(D).
Alors

dos .« /OQS
dt (t)_2< ot ’

EQtf> = 201 f, Quf)r2)
L2(0)

0°Q;
= — /[1 (aVQf,VQifym(z)dr + ¢ /D i) gﬂif

& 6A & &
<AV Qtf”ign(m) T IVQuf iz, o) QS 2oy

() Q¢ f(x) dx

L’inégalité de Poincaré (11) de constante C' pour la mesure m(z)dz implique
que

do®
dt

ot C(e) tend vers C?6\ > 0 quand ¢ tend vers 0. Comme 6°(0) = ||f||i2(m),

(1) < =C(e)d" (1),

6°(t) < exp(=C(e)) [| flly2(oy -
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Nous savons de plus que si f appartient a L'(0), Q. f appartient a L>(0) pour
t>0et

Sug Quf ()| <k ||6Qt—1f||L2(E|)
ze
<K QS o) < K™ | fll ),
ce qui prouve (16). i

Le Lemme suivant découle de cette Proposition, et nous assure qu’en pre-
nant une solution de Lu = f pour une fonction f bornée, alors cette solution u
est aussi bornée.

Lemme 3. Soit f une fonction dans L°(0) telle que [ f(z)m(z)dz =0 et

considérons u 'unique solution dans L?(0) du probleme

Lu=f et /u(x)m(x) dz = 0.
O
Alors

u(zr) = Q:f(x)dt (17)

0

et u est bornée.

Preuve. L’inégalité (16) permet de démontrer que (17) a bien un sens. De plus

Quf () = Q1@ f(2) et |Q1f(z)| < K| f|l100(m)- L'inégalité (16) permet aussi
de démontrer que u est bornée. |

Corollaire 4. Soit f une fonction dans L(0O). Alors, si °E, est la loi du
processus X associé & °L,

e—0

t/e? 2
“E, (62/1 f(SXs)ds—/Df(y)m(y)dy) — 0 (18)

uniformément en x.
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Preuve. Suivons pour cela une idée de Freidlin exposée dans [BLP78, p. 388|.
Cette idée repose sur le fait que, pour une fonction g intégrable,

(/abg(x)dx> =2/abg(a:) /amg(y)dydx.

Supposons que [ f(z)m(z)dz = 0. Grace a la propriété de Markov, et comme
Pif — (°Py)i>0 étant le semi-groupe de °L — est égal a Q. f lorsque f est 1-
périodique,

(/ltf(exs)ds)Ql — 2°F, :/It/:f(gxu)g]Ex [FEX) | Tl duds]

—2°E, /1 t /1 X Qs f(fxu)duds]

2

EEm

<2E, | [ Ifiex)ds- | sup|€st(y)|ds}

LJ1 1 yeOd

<2/1 sup‘EQs|j"|(y)ds-/1 sug|€st(y)|ds.

yED ye

La connaissance de la vitesse de décroissante de “Q;f avec t établie en (16)
permet de montrer (18). De plus, la convergence est uniforme en z. |

Dénotons par X® le processus associé a L°. Soit P, la loi de X°® partant de z.
Constatons tout de suite que grace au Lemme 2, pour toute fonction f dans
L(O) et pour tout ¢ > 0,

t ) t/e?
/ f(XS/e)ds o2 / f(EXs) ds
€2 1

lorsque X part de z et que °X part de z/e.

Corollaire 5. Soit f une fonction dans L'(0). La famille de processus (Y).sg
définie par

t
Yfz/f(Xi/a)dssit}eQ et Yi=0s0<t<e?
g2

converge en probabilité sous P, pour tout x € R" vers le processus déterministe

(t Jg f(x)m(z) dz)iso-
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Preuve. Supposons tout d’abord f positive. Comme

(/E:f(Xi/e) ds—t/Df(x)m(x) dx)2]
_ g, ( /lt/szf(gxs)ds—t / f(:r)m(:v)d-’r)2 ,

le Corollaire 4 permet d’affirmer que Y* converge en loi fini-dimensionnelles
vers (¢ [ f(z)m(x) dz)is0. D’autre part, pour chaque €, Y est croissante. Le
Théoréme VI.3.37 de [JS87, p. 318] implique que la convergence a aussi lieu
en loi, et donc en probabilité, vu que la limite est déterministe.

Le méme travail sur les fonctions négatives et le fait que les convergences
ont lieu en probabilité permettent de prouver ce corollaire. |

E;

3.3 Le résultat d’homogénéisation

Nous disposons maintenant de tous les outils nécessaires pour prouver le
résultat d’homogénéisation pour la famille d’opérateurs L°.

Hypothése 1. Les coefficients a et b vérifient

Viel.. .d * / 0i3(2) 27 g = / b()m(z)dz.  (19)
2 0 8:1:]- 0
Remarquons que si b = 0, alors m = 1 et cette hypothése est automatique-
ment vérifiée.
Soient maintenant, pour ¢ = 1,...,n, l'unique solution v; dans H'(0) du
probléme

~ -1 d aai i
Lo = iy, %y,
v 2 Z]_l 6@-

/D vilz)m(z) dz = 0,

(20)

L’existence et I'unicité de cette solution est donnée par la Proposition 8 et
I’hypothése 1. En réalité, la condition sur la moyenne de cette solution n’est
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pas nécessaire. Car nous verrons que les coefficients de 'opérateur homogéne
ne font intervenir que le gradient de v; Tout ce dont nous avons besoin est
I’existence de cette solution et 'unicité de son gradient.

Regardons maintenant v; comme une fonction 1-périodique définie sur R
et posons, pouri=1,...,n

ui(z) = z; +vi(z), Vo= (x1,...,2,) € R".
Nous constatons que u; est harmonique sur R", i.e.,

au sens faible: £(u;, ) = 0 pour toute fonction ¢ de classe C*°(R";R) a sup-
port compact. Pour montrer cela pour une fonction ¢ € C*°(R™;R) a support
compact, il suffit de considérer une partition de I'unité (1););es sur le support
de ¢ [BRE92, Lemme IX.3, p. 160], tel que le support de chaque v; soit inclus
dans un « cube unité », c’est-a-dire un ensemble de la forme £+]0, 1["* pour un
éléement & de R™. Il est alors possible d’utiliser (20) sur le support de chaque
élément ;.

Ainsi, d’aprés le Théoréme 7.1 dans [STAG65, p. 232|, u; est continue, et la
fonction 1-périodique v;(z) est aussi continue. Cette derniére fonction est donc
bornée.

Soit £ = (¢4,...,£,) un vecteur non nul de R™. Posons u,(z) = f;u;(z).

Si uj(x) = e - ug(x/e), alors uj est harmonique pour Lf. Les conditions
d’applications de la Proposition 1 sont vérifiées pour u5. Ainsi, pour ¢ > &2,

t

) — 006G) = MF* e [ (e, V) (/) ds

2

ol M®¢ est une martingale locale de crochet

(M=), = % / (Ve Vug) (X, J€) ds.

2

En utilisant la renormalisation de X¢, nous obtenons que pour ¢ > €2,

US(X5) — uf(X%) L e - Ky — £ - Xy + el - (0(°X,) — vi(°X1))

t
=M + / (e, Vug) (FXs/¢) ds.

2
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Comme la fonction v; est bornée, les familles de processus (ug(X7) —uj(X2,)) 0
et (£-X{ —£-X%,)150 auront la méme limite en loi, si cette limite existe.
Remarquons que grace a l'estimation d’Aronson (7), pour tout x > 0,

P [[Xe — 2| 2 k] = Poe [IX] — z/e] > r/e]

—|y|? .
< Cexp dy > 0
{y>r/c} M =0

ou M et C sont deux constantes ne dépendant pas de . Cela prouve que la
famille de processus X® aura la méme limite en loi que la famille de processus

(XE = X&) ezo-
Nous savons par le Corollaire 5 que

( /t (e, V) (X, /e) ds)t>0 probabi (t. /D ci(x)a%(?m(x) dx) ,

0

et que

(), 22 (. ) T D Ty as)

e—0 va, 830]- £50
=

la convergence ayant lieu sur C([0,7]; R) pour tout 7" > 0, et pour tout point
de départ .

Sif=(0,...,1,...,0) est le 7¢me vecteur de la base canonique de R", alors
M®* sera dénoté par M.

Soit M la martingale

(Mi>t =t- / (aVui, Vu;) m(z) dz
o
et (M",W)t =t- / (aVu;, Vu;) m(z) dz.
i
Alors nous obtenons que

(M ey 2 (4 )

e—0
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ce qui est suffisant, en utilisant les formules de polarisation et en appliquant
le Théoréme VIIL.2.17 de [JS87, p. 423, pour démontrer que *M = (M=H_,

converge en loi vers la martingale M = (M")7_,.

Ainsi, le processus X¢ partant du point 2 converge en loi vers le processus X
partant du méme point x de générateur
1 0? 0

L=>G,—— +¢— 21
2a 7 8.’1,‘28.’17] T 8.’132 ( )

g, = /D (0(2) Vs (), Vuy (@) - m(z) da
et &= /D (o), Vus()) - m(z) da.

Remarque. Nous avons ici choisi une approche utilisant des résultats d’ana-
lyse fonctionnelle pour démontrer 'existence de la mesure invariante et la
convergence a vitesse exponentielle du semi-groupe. Une autre approche aurait
consisté a construire explicitement la mesure m a partir de la densité de tran-
sition ¢ comme dans le Théoréme 3.1 de [BLP78, p. 365|. Cette construction
nous donne aussi la convergence exponentielle du semi-groupe, mais, le traite-
ment du terme c;0,, se fait au prix d’une perte d’information sur la vitesse de
convergence.

3.4 Homogénéisation des termes d’ordre zéro

Nous pouvons maintenant donner un résultat d’homogénéisation pour les
opérateurs (A®).sq. Pour cela, suivons les idées de [PAR9S|.

Soit, X* le processus de générateur A°. La loi de ce processus sera appelée Q.

La formule de Feynman-Kac implique que, pour tout f continue bornée, la
solution u®(t, z) de I’équation parabolique

ou(t, x)
— 2 = A%y
5 us(t, ),

u(0,2) = f(z),

(22)
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est donnée par la relation

u(t,z) = Q[ f(X)] =E; [exp (/Otéd(xs/e) ds—l—/o

Lemme 4. Soit (Y®).so une suite de variables aléatoires uniformément bor-
nées convergeant en probabilité vers une valeur déterministe Y. Soit aussi
(X%)es0 une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers X. Alors, pour
toute fonction continue bornée f définie sur R*

E[exp(Y*)f(X)] — E[exp(Y)F(X)].

t

e(K,/2)ds ) £ |

Hypothése 2. La fonction d est de moyenne nulle par rapport a m :
/ d(x)m(z)dz = 0.
m

Soit d 'unique solution dans H!(CJ) du probléme

Ld = —

/d 0.

Ainsi, en vertu du Lemme 3, d est bornée. Cette fonction appartient aussi
a H'(O). Etendons d a R" tout entier par périodicité, et posons d*(z) = ed(z/¢)
de sorte que
LchE — _d(/g) )
€

Constatons que

2

1 €
—/ d(XE/e) [ ds < e- A — 0
0

13 e—0

et que d’apreés la Proposition 1 appliquée pour ¢ > €2,

/ ‘1 d(XE/e) ds = —d®(X5) + d° (X%) + NS + /:<c, Vd) (X /e) ds

2 £
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ol N® est une martingale locale de crochet

t
(NF), = / (0., V) (X7) ds.

2

Afin de simplifier les écritures, posons

@) = 045 a/e) g (/€)oo (/)

i J

et
_ od _od
h— /D 045 (0) - () - (@) .

Comme d est bornée, le terme d*(X5) — CZE(X;) converge uniformément
loi

52 Lz N 10
vers 0. Le terme ¢ f;z d(Xé/e)ds =¢ lt/ d(°X,) ds sera donc traité a ’aide de
la martingale N° et du Théoréme de Girsanov. Mais, en général, h. appartient
a L'(0) mais n’est pas bornée, ce qui complique un peu la démonstration.
Soit

2

1 -
nginf{t>0‘¥/ hg(Xi)dSZQh}

Constatons que

1 [ _
IF’m[ngt]zlP’m[z/hJXi)ds—h}h} 20

2
grace au Corollaire 4.

Lemme 5. Soit f dans L(0J). Alors

2 e—0

/t/\Tsf(Xi/g) ds M)t/ f(@)m(z) dz.
€ O
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Preuve. Soit k>0 et f = [ f(z)m(z)dz. Alors

P, |

ce qui prouve la convergence en probabilité de f;/\ " f(X¢/e)ds vers tf. Les ar-

guments utilisés pour prouver le Corollaire 5 permettent de prouver la conver-
gence sur C([0,T]; R). i

tATe

f(Xi/e)ds—t?‘ > K,:| <P [ <t]+ P, [

F(XEe) ds — tf‘ > m]

€

Posons maintenant Ni"™ = N;, . Il s’agit d’une martingale locale, ainsi que
N& — N&.

Lemme 6. La martingale locale N — N=™ converge en probabilité vers 0 sur
C([0, T} R).

Preuve. Le crochet de N®* — N*7 est égal a
t
(N® = N=T=), = / he(X5) ds.
tATe

Comme [, h.(X:)ds et [), h.(XZ)ds ont la méme limite en probabilité pour
tout ¢t quand ¢ tend vers 0, alors le crochet de N* —N*"= converge en probabilité
vers 0. Le probléme 1.5.25 de [KS91, p. 38| permet de conclure. |

Soit (Y#).so une famille de martingales locales telle que pour tout ¢ > 0, il
existe une constante k; pour laquelle

Ve e R", Ve>0, E,[exp(6(Y),)] <kt (23)

La propriété (23) permet d’affirmer que

1
Zi = exp (Yi — 5 <Y6>t) .

est une martingale exponentielle vérifiant E, [Z] = 1 pour tout ¢. Par consé-
quent, la probabilité P¢ sur C([0, +oc[; R") définie par
dPe
dPe

=7

7
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satisfait les conditions d’application du Théoréme de Girsanov.

Proposition 10. Soit U une famille de processus convergeant en probabilité
sur C([0, T]; R) vers U sous P<. Alors la convergence a aussi lieu en probabilité

£
sous IP;,.

Preuve. Soit n > 0. Posons

KE={ sup \Ui—Ut\>n}-

t€[0,T]

Alors la convergence en probabilité sous P¢ signifie que lim. ¢P5[K.] = 0
pour tout n > 0.
D’autre part, par application de la formule de Cauchy-Schwarz,

P K. =B 1k, ]| =B [Z50k, ] < P2 (K. ]V2EE [(25)2]"2.

Mais

E; [(Z7)"] = E; [exp (2YF — 4(Y"); +3(Y7))]

<E fexp (1% - £ 0, ) | B e (6 V) .

L’hypothése (23) implique que E: [exp (4Y5 — 8 (Y¢),) | = 1. De plus, le terme
E; [exp (6 (Y®),)] est borné indépendamment de e. Ainsi P; [ K. | tend vers 0,
ce qui démontre la convergence en probabilité de U® vers U. |

Cette Proposition aurait pu étre utilisée pour traiter le terme c;0,, d’ordre un.
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Nous disposons maintenant de tous les éléments pour conclure. Si u® est la
solution de I’équation parabolique (22),

vt =8 [ ([ Lasao/o)as) £06)]

=B e (NG (N = NG = ) + )

g 2

+ /O E21d(xi/g) ds + /0 te(Xi/e) ds + / Zc, Vd)(X:/e) ds)f(Xi)]

1 N n
| xp (N - NG N, = O+ )

g? t t

1 .

+/ —d(X{/e) ds—i—/e(Xi/s) ds + /(c, Vd)(X:/e) ds)f(Xi)]
0o ¢ 0 €2

en prenant pour le Théoréme de Girsanov Y* = N*™, car N*=™ vérifie (23) avec

Grace a la Proposition 10 et au Lemme 6, 'argument de ’exponentiel dans

I’équation précédente converge en probabilités sous P, pour tout x € R® vers

D’autre part, sous P<, le processus u5(X®) devient

t tATe

(¢, Vug) (X5 /e) ds + / (aVd, Vug) (X /e) ds.

£2

WEXE) = uE(XE) + M2 4 /

2

La martingale locale M** est caractérisée par son crochet qui converge en
probabilité sous P%, et donc sous P%. Elle converge donc en loi vers £- M, ot M
est la martingale définie précédemment.

Posons

d

~

D= @), = ( [t 202 wmio e

=1
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Ainsi quand ¢ tend vers 0, X tend en loi vers M, +t-¢+t- D.

Posons aussi € = [(e(z) + (c(z), Vd(z)))m(z) dz.

Sous les hypothéses 1 et 2, pour tout ¢ > 0 et pour tout z, u®(¢,z) converge
vers u(t, z) qui est solution de I’équation différentielle

o _
~~ —Au
ar (24)
u(0,z) = f(),
ol A est 'opérateur
1 ok —. 0 h
A == —_1' A — _1' Dz - e. 25
2a’]8xi8xj + (C * )8.’131 * 2 te ( )

La difficulté pratique de I’homogénéisation est de calculer les fonctions
harmoniques u; et la densité m de la mesure invariante. Dans le cas particulier
ou n = 1, ces fonctions sont connues. Posons

o= [, [0,

Ainsi la fonction harmonique u et la densité de la mesure invariante m sont

or=([ o) [ o=t

Ainsi, si fol b(z)m(z)dr = 0, fol d(z)m(z)dz = 0 et si d est la solution
de Ld = —d,
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3.5 Convergence sans les conditions de centrage

Les hypothéses 1 et 2 sont assez contraignantes. Si elles ne sont pas vérifiées,
il est quand méme possible de donner des résultats de convergence pour les
solutions des équations paraboliques. _

Soit m la mesure invariante associée a ’opérateur L, et posons

d
1 oa; ;
gzm = a ¢ s + bia m -
2 " 63:]-
7=1 H-1(0),HY(O)

Nous en déduisons que pour z = 1,...,n, il existe une unique solution a 1’équa-
tion
-1 Oa;
LUZ = 72?:1 an _bz+gzma
’ (26)
/ vi(z)m(z)dz =0,
o
Définissons comme précédemment les fonctions uf(z) = eu;(z /) ou
ui(x) = z; + vi(x) sur R". (27)

Ainsi Lfu = g/"/e. Par le Théoréme 7.3 de [STA65, p. 232|, les fonctions
u; sont continues et donc ev;(z) converge uniformément vers 0. Ainsi, si X® est
le processus de générateur L°, en utilisant les résultats du paragraphe 3.3 et

en posant g™ = (gi")i_;,
mg ol 7
(Xi _ g_> 1—> X
I >0 e—0

oil X est le processus de générateur L donné en (21) avec (uy,...,u,) donné
par (27).

Le générateur du processus X¢ — g™t/e est L¢ — %8%.. Pour f continue
et bornée, la fonction v*(t,z) = u®(t,x — g™t/e) est solution de I’équation
parabolique

Ove(t, x) = It a) — gz-_mtayf(t, x)

g - o et v°(0,2) = f(z).
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Ce qui prouve que pour tout x et pour tout ¢ > 0,

g
u® (t,ac - g_) — u(t, x)
£ e—0

oil U est la solution de I’équation parabolique 8, = Lu(t, z).
Intéressons nous maintenant a l'opérateur A en supposant que les hypo-
théses 1 et 2 ne sont pas vérifiées. Alors, posons

dm = / d(x)m(z)dz
O
et soit d I'unique solution de
Ld=—d+d" et / d(z)m(z) dz = 0. (28)
O
Il est clair que si u® est la solution de I’équation parabolique (22), alors

exp (%) u’ (t,x — g_t> — u(t, x)

ol U est la solution de I'équation différentielle parabolique (24) pour (uy, . . ., u,)
et d donnés par (27) et (28).
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4 Homogénéisation sur un domaine quelconque

Soit O un ouvert de R". Il existe aussi un résultat d’homogénéisation sur
les solutions des équations paraboliques

{atUE (t,x) = A*us(t, z),

ue(0,2) = () (29)

lorsque f est continue et bornée sur O et que A® est un opérateur dont les
coefficients ne sont définis que sur O.

Soit L est un opérateur sous forme divergence défini sur O s’écrivant
comme (3), vérifiant la condition d’ellipticité et dont les coefficients sont bor-
nés. Ces coefficients s’étendent sur R" de facon & obtenir un opérateur A sous
forme divergence sur R" vérifiant les mémes conditions d’ellipticité et de ma-
joration.

Le domaine D(L®) est défini par

D(L®) ={ f e Hy(O)|L°f € L*(0) }.

Soit X le processus de générateur L et X© le processus X tué en sortant
de O. C’est-a-dire que, si

r=inf{t>0|Xg 0O}

est le temps de sortie de O, alors X© est défini par

X0 _ Xy sit<T,
¢ A sinon
ou A est le cimetiére. 1l s’agit d’un point ajouté a I'espace R”.

Proposition 11. Le générateur du processus X est (L°,D(L°)). Le semi-
groupe de ce processus est donné par

PP f(z) =By [f(X0), t <7]

pour toute fonction f appartenant o L*(O).
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Preuve. La Théoréme A.2.10 dans [FOT94, p. 324] donne le semi-groupe de X°.
Le Théoréme de Girsanov associé au Théoréme 4.4.2 de [FOT94, p. 154|
donnent le générateur de X©. i

Soient (X"),en une famille de processus dont chacun est associé a un opé-
rateur sous forme divergence de type (3) avec les conditions d’ellipticité et de
majoration, et (7"),en la suite des temps de sortie de O associée.

Proposition 12. Si (X"),en converge en loi vers un processus X associé a
un opérateur sous forme divergence lorsque X" et X partent du méme point x,
alors la suite des temps sortie (T™),en converge en loi vers T, le temps de sortie
de O du processus X.

Preuve. Cela se démontre (cf. [LEJ98|) en utilisant le fait que ’ensemble des
points irréguliers de O pour X" est polaire, et que ces points sont les mémes
que ceux du mouvement brownien d-dimensionnel. Ce dernier résultat, du a
Littman, Stampacchia et Weinberger, est exposé dans [LSW63| pour les opé-
rateurs %3@ (ai,jamj). Il s’étend aisément aux cas des opérateurs avec un terme
d’ordre un grace a la formule de Girsanov. |

Soit A un opérateur sous forme divergence de la forme (2) défini sur O
et dont les coefficients de A peuvent s’étendre en des fonctions sur R* 1-
périodiques. Ce qui permet de considérer une famille d’opérateurs (A%).-¢
sur O dont les coefficients sont donnés en (1).

Ainsi, la solution u® des équations paraboliques (29) converge en tout point
et pour tout temps vers la solution d’une équation différentielle parabolique
oyt = A et u(0,z) = f(z), dont A est donné par (25).
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5 Equations elliptiques

Soit A° un opérateur sous forme divergence sur O donné par

1 1
4 = 5 a2 ) + Thle) g+ eefe) g+ (/o)
ol les coefficients sont 1-périodiques, uniformément bornés et que a vérifie la
condition d’ellipticité uniforme. Soit (Pf):~o son semi-groupe.

Alors, si f est une continue et bornée, en utilisant la formule de Feynman-
Kac (10), il est clair que que Pff(z) < €| f|l...

Dans ce cas, la résolvante

+oo +oo
G;f@):&[ | e—atﬂx;)dt]: [ e a

est bien défini pour a@ > A et, par le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue,

+oo
G2 f(x) — Guflz) = / e P, ()

e—0
avec (P;)s>o le semi-groupe de Popérateur A écrit en (25).

D’autre part, les fonctions G% f et G, sont les solutions des problémes
elliptiques

{(a—AS)u= Ly {(a—2>u= f,
u € H(O)

Il existe ainsi une propriété d’homogénéisation pour les équations elliptiques.
Sous des conditions plus fortes (b = d = 0), des résultats sur la convergence
des résolvantes peut étre donnée pour toute fonction f dans L?(Q) en utilisant
I'estimation d’Aronson [ROZ96].
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