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Asymptotic analysis of the number of North-East paths
of fixed slope and bounded width

Abstract: We study here a quantity related to the number of walks with North and East
steps staying under the line of slope d starting from the origin. We give an asymptotic
analysis of this quantity with respect to both the width n and the slope d, answering to a
question asked by Bernard Mourrain.

Key-words: Bezoutian rank, generalized Dyck path, Catalan numbers
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1 Présentation du probleme
Soient d € N\ {0,1}, Fq4,,, le sous-ensemble des a = (ay,...,a,) € N* défini par
ap S d-—1
a1 + a9 < 2(d — ].)

ar+---+ap n(d—1)

IN

et soit g i le nombre d’éléments de Fy . tels que a; + --- 4+ a, = k. La notation g, omet
d qui est implicitement fixé.
Notons r = n(d — 1). On cherche une estimation asymptotique en n et d de

Gd,n = Z min(gn,kagn,r—k) -

0<k<r

Une majoration grossiére donne Gy, = O(e"d") et on cherche & raffiner cette estimation de
Gan.

Ce probleme posé par Bernard Mourrain est issu de celui du calcul du Bezoutien de
n polynémes ; c’est une matrice définie a partir des polynémes, on pourra se reporter aux
articles [2] et [3] pour plus de précisions. La proposition 4.4.1 de [2] montre que la taille,
c’est-a-dire la dimension, de cette matrice est majorée par le nombre de solutions du systeme
précédent ol d est le degré maximal des n polynémes. Dans la proposition 4.4.2 de [2], il est
montré que cette taille est bornée par O(e™d").

Le rang du Bezoutien est lui majoré par Gg ., (proposition 4.4.3 de [2]), c’est cette borne
supérieure que nous améliorons ici. La borne inférieure sur le rang est donnée par le nombre
de Bezout, c’est-a-dire d".

La section 2 est une étude combinatoire des nombres gy, ;. Une interprétation géométrique
simple du systéeme d’inéquations de départ permet de déduire une formule pour la somme
sur k des gpj (cf Théoreme 2.1). Celle-ci fait intervenir des chemins de Dyck généralisés,
décrits dans [4]. Nous proposons également une formule de récurrence vérifiée par les g, i
et une fonction génératrice, mais pas de formule close, sauf pour le cas d = 2 qui se ramene
& un multiple du binomial ("}*).

Dans la section 3, nous donnons un premier encadrement pour Gy, (cf Théoréme 3.1),
puis, grace a une généralisation du probleme de départ, nous obtenons une premieére estima-
tion de la limite de G4, /d™ lorsque d tend vers l'infini avec n fixé.

La section 4 est I’étude asymptotique de cet encadrement dans les deux cas d fixé et n

7 7 e n
fixé. Nous mettons en évidence que G4, se comporte alors en (%d) .
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o0 o[ ] OH L]
(0,0) 0,1 (0,2 (1,0 (1,1

F1G. 1 — Diagrammes de Ferrers 2-bornés associés aux éléments de F3 5.

2 Résultats combinatoires

2.1 Lien avec les chemins de Dyck généralisés

Notons Fy ., le cardinal de Fg ,. Alors, on a

Fd,n = Z In,k »

0<k<r

et Fy , est une majoration de G .

La valeur de Fy, peut étre calculée de maniére exacte grace & une bijection avec des
langages de Dyck généralisés introduits dans [4].
Définition 2.1 ([4]) Soit lalphabet X = {a,b}. Pour tout entier strictement positif p, on
introduit l’ensemble Dy, le langage des mots w de X* qui satisfont :

— w contient p fois plus de b que de a,

— tous les préfizes de w contiennent au plus p fois plus de b que de a.
On peut représenter les mots de D comme des chemins dans le plan discret. Associons dans
le plan N x N un pas Fst a la lettre a et un pas Nord a la lettre b. Le chemin associé a un
mot de Dj de longueur m(p + 1) va de P'origine (0,0) au point (m,mp) sans jamais aller
au-dessus de la droite de pente p passant par 'origine.

Théoréme 2.1 On peut construire une bijection entre les éléments de Fgq ., et les mots de
D}, de longueur (n + 1)d. On déduit de I’énumération de ces derniers [4, Cor. 2.7] la

formule suivante :
1 [((n+1)d
Fyn= .
L ( n )

PREUVE. Pour construire la bijection, nous utilisons une interprétation graphique des
éléments de Fy,. Chaque (a1,...,a,) de Fy,, est représenté par une juxtaposition de n
colonnes de hauteur aq, a; + as,.-., a; + ...+ a, respectivement. Les a; pouvant étre nuls,
une colonne de hauteur 0 sera représentée par un point (). Ainsi, chaque élément de Fy ,
correspond & un diagramme de Ferrers d-borné de largeur n et de hauteur inférieure ou égale
a r (hauteur de la derniere colonne) ; d-borné signifie que la colonne j, pour j entre 1 et n,
est de hauteur inférieure ou égale & j(d — 1). La figure 1 donne la représentation graphique
des éléments de F> ». A partir du diagramme de Ferrers associé & (a1,...,a,) € Fan, O1

INRIA
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(n+1,(n+1)(d-1))
/|

d-1

/

(0,0) (1,0

n+l

F1G. 2 — Construction de lo bijection entre Fq, et D}_,.

obtient le chemin de D% ; de longueur (n + 1)d correspondant en réalisant la construction
suivante, illustrée par la figure 2:

— on trace la droite Ay, de pente d — 1, joignant lorigine (0,0) au point (n + 1, (n +
1)(d-1)),

— on place le coin gauche inférieur du diagramme en (1, 0),

— le chemin correspondant est obtenu en suivant le contour supérieur du diagramme,
complété par des pas Est au début et des pas Nord & la fin de maniere & atteindre la
droite Ag .

O

La figure 3 illustre la construction de cette bijection entre les éléments de F3 2 et les

chemins de D3 de longueur 9.

Corollaire 2.1 On en déduit deus interprétations des gn 1
~ gn,k est le nombre de diagrammes de Ferrers d-bornés de largeur n et de hauteur k,
~ gn,k est le nombre de chemins de D},_, de longueur (n+1)d se terminant par ab(mtD(d—1)—k

Remarques. Modifions dans le probleme initial les conditions respectées par les a;. Ainsi:

1. Sitous les a; appartiennent & N\{0}, alors le nombre de configurations possibles devient
Fy_1,n au lieu de Fy ,, avec par convention Fy , = 1.

2. Plus généralement, si tous les a; sont supérieurs ou égaux a h, avec h < d, on trouve
Fy_p,n configurations possibles.

3. Si on interdit & a; d’étre nul, alors les diagrammes de Ferrers obtenus ne peuvent
pas avoir de colonne de hauteur 0, et les chemins associés sont des chemins de Dyck
généralisés primitifs. La droite utilisée pour la construction de ces chemins differe
légerement de celle du Théoreéme 2.1; elle est translatée de 1 vers le Nord. Elle est
toujours de pente d — 1 mais joint le point (0,1) au point (n + 1,14 (n + 1)(d — 1)).

RR n° 3585
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O /3 /

F1G. 3 — Bijection entre éléments de F3 2 et chemins de D3 de longueur 9.

Les chemins ainsi construits ne croisent ni ne touchent cette droite qu’a 'origine et &
Vextrémité. Ils sont également énumérés dans [4, Cor. 2.8]:

1 n+1)d-1
(n+1)d—1( n+1 )

2.2 Etude des In.k

Voici les premieres valeurs des g, pour d =2 et d = 3.

Pour d = 2. Pour d = 3.
k|{o|1|2| 3| 4 k|01 2 3| 4| 5 6 71 8
n=11]1]1 n=1|1]|1 1
n=2|1]2]2 n=2|1]2 3| 3 3
n=3|1|3]|5 5 n=3 |13 6| 91212 12
n=4|1|4|9|14 |14 n=4|1|4(10|19 |31 | 43| 55| 55| 55

Dans les tableaux ci-dessus, les valeurs non précisées sont égales a 0.

Les gn,i satisfont une relation de récurrence simple. On la déduit grace a la proposition
suivante :
Proposition 2.1 Pourn > 2,

k
9nk = E In—1,i-
i=0

INRIA
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PREUVE. Pour construire tous les diagrammes de Ferrers d-bornés de largeur n et de
hauteur k (comptés par g, ), il suffit de rajouter une colonne de hauteur k£ & tous les
diagrammes de largeur n—1 et de hauteur inférieure ou égale & k (comptés par gn_1,; pour
i allant de 0 & k).

O

Corollaire 2.2 On obtient alors les relations de récurrence suivantes, avec r = n(d — 1).
Pourn =1,
|1 si0<Ek<T,
9.k { 0 sik>r.

Pourn > 2,
_ In,k—1 st 1 S k S r,
g"’k_g"_l’k+{0 sik=0ouk>r.

Cette relation est tres proche d’une relation pour le binomial. En effet, si on pose gn . =
hntk,k, on obtient une relation du binomial ("zk) :

Ptk = Pntk—1,8 + Pngk—1,k—1-

Formule close. Pour d > 3, aucune formule close n’a pu étre déduite. Par contre pour
d = 2, on déduit de la relation précédente une formule close pour g, , pour n > 1 et

0<k<n:
_n+l-k(n+k
gk = T k)
Comme le montre le tableau page 6 des premieres valeurs pour d = 2, les g, forment un

triangle que ’on peut nommer triangle de Catalan. En effet, les éléments de la diagonale
droite du triangle, c’est-a-dire les gy, sont les nombres de Catalan C, :

1 2n
grin n+1<n) m

La démonstration de cette égalité est donnée par Barcucci et Verri dans [1]. On trouve
également d’autres définitions de triangles de Catalan dans la littérature, comme celui de
Shapiro [5].

Fonction génératrice. Notons Gq(z,y) = Y. ,51 D p>0 Ink®"y" la fonction génératrice
des gn,x- Nous avons

1

Ga(z,y) = T—z—y

(z+y+ay’(d—1)—yD;_, (zy? 1)) ,

ol D} _1(t) = >, 50Cnt™ avec cpp1 = Fyp et cg = 1, et D}, () vérifie D} _,(t) = 1+
* d B
t(Dy_.(t))".

RR n” 3585
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3 Estimations générales

3.1 Premiéres estimations

Nous allons maintenant chercher des encadrements aussi précis que possibles de G4 ,.

;((nﬂit%) e 52<"+ rﬂ)

n+1 n

Théoréme 3.1

PREUVE. I est facile de voir que G, est minoré par

Z gn,k -

0<k<n| 25|

Cette derniere quantité est elle-méme supérieure au nombre de solutions du systeéme initial
dans lequel d — 1 est remplacé par |45L], c’est-a-dire F Sy Il suffit alors d’utiliser le
Théoreme 2.1 pour trouver la minoration annoncée.

Nous avons aussi
Gd,n S 2 E gn,k -
0<k<[5]

Cette derniere somme s’interprete comme le nombre de diagrammes de Ferrers d-bornés de
largeur n et de hauteur au plus [%]. Comme le nombre de diagrammes de Ferrers de largeur

n et de hauteur au plus [5] vaut ("*[21), 1a majoration annoncée est bien valide.

O
3.2 Probléeme généralisé
Pour z = (z1,...,z,) € N*, soit F,,(x) le sous-ensemble des a = (a1, ...,a,) € N* défini
par
ay < 1
ay + as < T+ T2
a4 ta, < T+t
et notons F,(z) le cardinal de F,(x). Nous avons le théoréme suivant.
Théoréme 3.2 Notons A, Uensemble des a = (an,...,ayp) tels que oy + -+ + a; > i pour
i=1,...,n, eta; + - -+ a, =n. Alors
n
z;+1
re= 3 I(70).
: Q;
a€A, i=1

INRIA



Estimations asymptotiques du nombre de chemins Nord-Est de pente fixée et de largeur bornée 9

PREUVE. Procédons par récurrence, la formule annoncée étant facilement vérifiée pour

n = 1. Supposons qu’elle ’est au rang n — 1, on a alors:

F,(z) = Z Foi(z1 +22 —a1,23,...,25)

0<a1<z1

= E anl($2+aax3a"'7$n)
0<a<z,

_ Z Z (m2+a+1)i_l—[2(xi+;i+1)

0<a<z1 a€An_

SO lca) (S8

0<a<z1 €A, 1 0<3<1 =2

R olreh (S

a€A,_10<B<La1 i=

_ Z H(m,+1>

a'€A, i=1

en posant @' = (8 + 1,00 — B,2,...,0p_1).

3.3 Lien avec le probleme initial

Supposons d’abord n pair. Nous avons

Gd,n = gn,n(d—l)/2+2 Z In.k
0<k<n(d—1)/2—1

n/2 n/2—1

Supposons maintenant n et d impairs. Nous avons

Gin = 9nm(a—1)2 +2 Z In.k
0<k<n(d—1)/2—1

(n—1)/2 (n—1)/2

Supposons enfin n impair et d pair. Nous avons

Gin =2 > Ik =2F,(d—1,...,d—1,(d—2)/2,0,...,0).
N——’
0<k<(n(d—1)=1)/2 (n—1)/2

RR n” 3585

Fod—1,...,d—1,0,...,0) + Fo(d—1,...,d—1,d — 2,0,...,0).
—_— | S —

Fod—1,...,d—1,(d—1)/2,0,...,0)+ Fo(d —1,...,d —1,(d — 3)/2,0, . ..
| — | —
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Nous pouvons maintenant combiner les trois expressions obtenues avec le Théoreme 3.2.
Ainsi, lorsque n est pair, nous avons

n/2 n/2—1

- 1 d d—1 - 1
Gan= D)% 1 o)+ 3 ()= (0) IT (o)
’ ag zl_[l 1= };E-{—l Qi a;n zl;[l Qi Oén/g i:rg—i-l Qi
d’oli nous déduisons
n/2 n n/2—1 d-1 n 1
G n ) (Oén 2) (ai)
d = Z H da, H dal + Z H dei dan//Z X. H dei
a€A, i=1 i=n/2+1 acA, i=1 i=n/2+41

Cette derniere expression permet de voir immédiatement que, lorsque d tend vers Uinfini et
n reste fixé, la quantité G4, tend vers une limite, dont nous pouvons donner une expression
explicite. Ce comportement apparait aussi lorsque n est impair et nous pouvons présenter
ces résultats dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.3 Désignons par B, le sous-ensemble de A, formé des éléments a tels que
Qrp/214+1 = *° = an = 0. Lorsque n est fizé, la quantité G4, tend vers une limite G,
donnée par

[n/2] 1
n = Z 21*([”/2]7[(n71)/2])a|_"/2_| H L
a€B, Py o;!

4 Estimations asymptotiques

Nous allons maintenant étudier ce qui se passe lorsque 'un des deux entiers d et n au
moins devient grand. Pour cela nous utiliserons la formule de Stirling

n
n! ~V27mn (E)
e

et I’équivalence (valide pour z tendant vers 'infini) :

n n!’
4.1 Le cas d fixé

Dans cette sous-section, nous considérons d comme un parametre et nous étudions ce qui
se passe lorsque n devient grand.
Définissons ¢4 et Cy comme suit :

ag1 L4 dy1) 5
Ld;lJ 2 (d;l) 2

INRIA
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Proposition 4.1 Nous avons l’encadrement

i1
S o) < Gan <y 2 8 0p1 o).

PREUVE. D’apres le Théoreme 3.1, nous avons la majoration

(n+ 15!
ED

ot [§] = § +n, avec n € {0,1/2}. En utilisant la formule de Stirling, nous trouvons comme
majorant de Gy, la quantité

e (%)/+ C3(1 + (1))

et la majoration du Théoreme s’ensuit.
D’apres le Théoreme 3.1, nous avons la minoration

o ((n+1)| Z£L))!
=+ 1) [5E] +1) (0 + DI + D)

(nh) ()"

Gd,n S 2 — )
n!(n%)! (nTl)"

Un calcul similaire & celui effectué précédemment permet alors d’obtenir le minorant désiré.
O

Remarques
1. Si d est impair, nous trouvons ¢4 = Cy. Nous en déduisons

lim G/ = Cq.

n—oo

De plus nous avons

e
d—oo d d—o0 2 5

1/n
lim lim (%> = E.

et ainsi

d— 00 n—00

2. Si d est pair, nous obtenons seulement

¢q < liminf G;’/: < lim sup G;’/: <Cy.

n— oo n—oo

RR n° 3585
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Toutefois nous avons encore

et nous trouvons

1/n 1/n
lim lim inf (Ciidn") = lim limsup (Gi;n) =<

d—oo n—oo d—00 np—oo

4.2 Le cas n fixé

D’apres le Théoreme 3.3, nous savons que, dans ce cas, Gg4,,/d™ admet une limite G,
lorsque d tend vers l'infini avec n fixé.

Proposition 4.2 Nous avons

1 n+1\" 2 /n\n
— [ —) < <=(=) .
(n+1)!( 2 ) —G”—n!(z)

PREUVE. D’apres le Théoreme 3.1, nous avons

d

1 n
Gan> o (4 D5) @+ o(1)

lorsque d tend vers l'infini et que n est fixé, et la minoration de G, s’ensuit.
D’apres le Théoreme 3.3, nous avons

[n/2]
. 1
_ 1-([n/2]-[(n—1)/2T)arn —
G, = ;2 n n ar/211:[ai!
[e% n =1
[n/2] 1
< Z 91=([n/21=[(n—1)/21)ctrn 27 H —
atrsa 2 20 =1 i

= %([n/ﬂ = ([n/2] = [(n = 1)/2])/2)"
2 /n\"
= w(3)

ce qui complete la preuve de la Proposition.

Remarques
1. La majoration de G,, donnée dans la Proposition 4.2 peut aussi se déduire du Théoréme 3.1.

INRIA
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2. Nous pouvons déduire de ces encadrements des informations sur le comportement
asymptotique de G, lorsque n devient grand:

\/%_ﬂn73/2 (g)” (1+0(1)) < Gn < \/gnl/z (g)” (14 0(1)).

Nous obtenons ainsi
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