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Theme 1 — Réseaux et systemes

Projet Meval
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Résumé : Ce rapport reprend une série d’études menées au sein du projet MEVAL— dans le
cadre d’'une consultation thématique de France Télécom R&D- sur les effets des politiques de
partage de bande passante sur le comportement dynamique d’un réseau.

On s’intéresse a un réseau de type « best effort » ol la bande passante disponible est distribuée
de la maniere équitable entre les utilisateurs. En particulier, on considere la politique dite
« min », qui est une approximation pessimiste de la politique classique d’« équité max-min ».
Dans le premier chapitre, on donne les conditions nécessaires et suffisantes d’ergodicité, ainsi
que divers résultats de grandes déviations.

Le second chapitre est consacré a une analyse poussée du systeme en limite thermodynamique,
en particulier a partir d’approximation champ moyen. Une nouvelle approche de la propagation
du chaos est proposée pour les systemes non symétriques

Mots-clés : réseaux « best-effort », équité max-min, politique min, fonctions de Lyapounov,
grandes déviations, fonctions analytiques, champ moyen
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Bandwidth sharing in a network: probabilistic studies

Abstract: This report summarizes a series of studies—partly supported by a grant from France
Télécom R&D—carried out in the Meval project, and which concern bandwidth sharing policies
in data networks.

One considers more specifically the so-called min policy, which is a conservative approximation
to the classical maz-min policy. In the first chapter, necessary and sufficient conditions are
established for a wide class of best-effort networks, together with large deviations results.

The second chapter presents a rather extensive analysis of the models in thermodynamic limit.
Some new approach to propagation of chaos is proposed for non symmetrical systems.

Key-words: best-effort networks, max-min fairness, min policy, Lyapounov functions, large
deviations, analytic functions, mean field
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Avant propos

Le présent rapport est un document de synthese contenant ’essentiel des travaux réalisés au
titre d’'une action contractuelle passée entre France Télécom R&D et I'INRIA. Il s’agissait prin-
cipalement d’étudier les problemes d’ingénierie du trafic, liés a I'introduction du service ABR,
afin de dégager des regles de dimensionnement et de controle de flux pour les réseaux offrant
un tel service.

Le document comprend deux volets principaux :

— le premier (chapitre 1) présente des résultats probabilistes pour des topologies de réseau
assez générales;

— le deuxiéme (chapitre 2) est consacré aux études en limite thermodynamique, c’est-a-dire
lorsque la taille des systemes augmente.

Une partie de ces recherches (en particulier les sections 1.2, 1.3, 2.1 et 2.2) a fait 'objet d’une
publication orientée « télécom » [6]. La section 2.3 est la substance de 'article [8], au contenu
plus théorique.

Les travaux ont été réalisés au sein du projet MEVAL de I'INRIA, a l’aide de méthodes de
modélisation mathématique, les résultats obtenus étant le fruit du travail conjoint de chercheurs
de divers organismes:

— Franck Delcoigne, Guy Fayolle et Jean-Marc Lasgouttes (INRIA, projet MEVAL);

— Arnaud de La Fortelle (ENPC, mis & disposition & I'INRIA par le ministére de 1'équipe-
ment) ;

— Thomas Deneux (stagiaire de ’ENS Rue d’Ulm).

Au début de chaque section, sont mentionnés les auteurs plus spécifiques a celle-ci.
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1 Résultats probabilistes généraux

On s’intéresse dans ce chapitre & un réseau gérant des flots de données pour plusieurs uti-
lisateurs, dans lequel aucune garantie de service n’est offerte. Le modele de service le plus
raisonnable dans ce contexte est le service dit « best effort », qui alloue la bande passante de
maniere équitable entre les utilisateurs actifs (voir par exemple Bertsekas et Gallager [1]). En
fait, il y a plusieurs notions d’équité dans ce genre de probleme, la plus classique étant 1’équité
max-min.

Meéme si on commence a bien comprendre la maniere dont la bande passante est répartie par
les différents mécanismes de controle de congestion, assez peu de travaux permettent de rendre
compte de I'impact de la nature aléatoire du trafic, notamment sur la qualité de service percue.
A notre connaissance, une des seules étude en ce sens est celle de Roberts et Massoulié [12],
qui analysent une topologie de réseau linéaire.

Notre propos est d’étudier des topologies plus complexes sous différents angles. Un modele
markovien assez général de réseau « best effort » est présenté en section 1.1; il est destiné a
rendre compte de 'impact de la topologie, des parametres de trafic et de la politique de partage
de bande passante sur la performance. Des résultats de simulation d’une version du réseau en
étoile sont donnés en section 1.2. Les conditions d’ergodicité de ce réseau sont considérées
dans la section 1.3. Enfin, la section 1.4, a4 ’aide de techniques de grandes déviations, donne
des idées sur la facon optimale de saturer le réseau et met en évidence les possibles goulots
d’étranglement.

1.1 Présentation du modele

On considére un réseau comprenant un ensemble £ de liens. Plusieurs sources établissent des
connexions le long de routes qui empruntent ces liens. On s’intéresse a la fagon de partager
la bande passante offerte par chaque lien entre les connexions actives, ainsi qu’a l'effet de la
politique d’allocation sur la dynamique du réseau. Un exemple simple d’un tel modele est un
réseau en étoile (figure 1.1.1) ou toutes les routes sont de longueur 2, qui représente assez bien
un gros commutateur avec de nombreuses routes. Chaque branche de 1’étoile comporte alors
deux liens (« entrant » et « sortant ») et chaque route est isomorphe a un couple de branches.

Soit R ’ensemble des routes du réseau. On note alors L, la longueur d’'une route r € R et
r(1),...,7r(L,) les liens qu’elle emprunte. Les connexions sont créées sur cette route selon un
processus de Poisson d’intensité \.. Chaque connexion est maintenue jusqu’a avoir transmis a
travers le réseau des données dont le volume suit une loi exponentielle de moyenne o,. Un lien

RR n° 4202



2 Guy Fayolle, Jean-Marc Lasgouttes (éditeurs)

connexion -~

“lien

Fi1G. 1.1.1: Réseau en étoile.

¢ € L a une bande passante C; et 'intensité d’arrivée a ce lien est notée

g L & > A

TBZ

la sommation étant effectuée sur toutes les routes utilisant le lien £. Chaque route r dispose a
chaque instant d’une fraction ¢, de la bande passante disponible.

L’état du systeme a un instant ¢ € IR est défini par le nombre de connexions actives sur chaque
route (z,(t), 7 € R) = X (t), et la quantité

)=y (1)

34

représente le nombre de connexions sur le lien £ € L.

Le vecteur X (t) est un processus de Markov dont les transitions possibles sont :
— arrivée d’une connexion sur une route r, avec intensité A\, ;
— départ d’une connexion sur une route r, avec intensité (,(X(¢))/o.

Le générateur infinitésimal du processus s’écrit, pour une fonction test f : IN® — IR,

Z Y NX +e) — f(X)]

reR

+3 % X)[f(X —e) - f(X)],

'rER

INRIA
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ol e, est le r-iéme vecteur de base de R*.

Jusqu’ici, nous n’avons pas discuté la maniere de répartir la bande passante disponible entre
les connexions en présence. Si ( = ((.,r € R) désigne une allocation quelconque réalisable, il
vient alors nécessairement

D w()G(X(X) < Cp, VEEL, (1.1.1)

=Y
avec, par convention, (.(X (t)) = 0 lorsque z,(t) = 0.

Un candidat assez naturel est le principe d’équité maz-min (voir par exemple Bertsekas et
Gallager [1]) : 'allocation (*9 est telle qu’il existe toujours un lien ¢, tel que

Y e OGHX(1) = Crpy GUX(F) = max GAX (1)) (1.1.2)

r'S¢,
(=Y

Méme si cette condition assure I'unicité de (*? pour tout systeéme fini, elle méne a des calculs
relativement inextricables, dépendant de maniere globale de 1’état du réseau. Nous étudierons
donc principalement la politique dite du « min », proposée par L. Massoulié et J. Roberts [11],
oll une connexion sur r se voit attribuer un débit

X (1) pin

: min - (1.1.3)

Il est facile de voir que (™= satisfait (1.1.1) et que cette politique « min » est toujours sous-
optimale par rapport a ’équité max-min, au sens du lemme ci-apres

Lemme 1.1.1. A conditions initiales égales, le vecteur X°4(t) du systéme évoluant sous le prin-
cipe d’allocation (°% est stochastiquement inférieur au vecteur X™(t) correspondant a (™.

Preuve. Supposons que, pour un ¢ donné, on ait X°I(¢) < X™i%(¢). Alors, avec les notations
de ’équation (1.1.2),

GAX() = max(H(X*(1))

rBi
eq e
> Xeq j 2 7 OGHN)
— CZ.T
X
> G
— erinn(t)

> (X (E)).

Il est donc facile de construire par couplage les processus (X®(t),¢ > 0) et (X™2(¢),¢ > 0) de
facon & assurer que X*®4(t) < X™i%(¢) pour tout ¢ > 0. m
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Une derniére propriété agréable (mais qui ne sera pas directement utilisée par la suite) de la
politique min est qu’elle est monotone par rapport a ses parametres, au sens du lemme suivant.

Lemme 1.1.2. Au sens de la monotonie stochastique, pour tout t > 0, X™®(¢) est

— croissant avec la condition initiale X™"(0),

— croissant avec les taux d’arrivée A\, r € R,

— croissant avec les volumes moyens de données o,., 1 € R,

— décroissant avec les capacité de liens Cy, £ € L.
Preuve. On utilise le fait que (™™ est une fonction décroissante de X . Cela permet, comme dans
le lemme précédent, de construire des couplages majorants (ou minorants). Ce raisonnement ne

serait pas possible pour la politique max-min, puisque (*? n’a pas les propriétés requises (voir
par exemple [1]). n

Enfin, la section 2.6.2 étudie une classe de politiques dites « efficaces », qui contient notamment
I’équité max-min et la politique d’équité proportionnelle introduite par Kelly [10] :
Définition 1.1.3. Une politique est dite efficace si elle posséde les propriétés suivantes :

1. pour toute route r, il existe £, € r tel que

3 20 ()G (X (1) = C, 5 (1.1.4)

'35l

2. pour un lien £ fixé, si l’allocation 5 obtenue en supprimant la contrainte de capacité au
lien £ vérifie

> (06 (X (W) < € (115)
=14

alors ¢, = ¢, pour tout r > £.

Cette classe de politiques comprend celles qui optimisent une fonctionnelle sous contrainte de
capacité (équité proportionnelle, ...), mais aussi I’équité max-min.

1.2 Simulation de réseaux en étoile'

On considere un réseau en étoile dans lequel la bande passante est partagée entre les liens
selon une politique min ou max-min. La complexité mathématique de ces modeles impose de
les simuler pour faire apparaitre leurs propriétés qualitatives, dont les résultats corroborent
certaines hypotheses (par exemple la propagation du chaos de la section 2.1).

1. Auteur : A. de La Fortelle

INRIA
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Nous avons procédé a des séries de simulations sur des séries de réseaux symétriques avec un
nombre de liens variable (3 & 300), pour différentes valeurs de la charge p.

Les notations suivantes seront utilisées dans la description des algorithmes:

— df,’ : allocation de débit pour une connexion (£, £);
—d{ =Y, copdly) : débit d'un lien £;

def 712
~ D™= L5 cerdyy’ : débit moyen.

1.2.1 Simulation de la politique min

1.2.1.1 Algorithme

L’algorithme de la simulation est le suivant :

Initialisation Chaque lien /¢ recoit Z, connexions, les Z, sont des variables aléatoires indé-
pendantes de loi X/2, ou X représente le champ moyen, dont une solution numérique a été
calculée?. Ces #, connexions sont réparties uniformément, pour chaque lien /4, sur les N — 1
autres liens.

Boucle A chaque itération on procede au tirage d’un saut du processus de Markov sous-jacent.

Calcul du temps de saut Le temps de saut est une variable exponentielle de parametre \ +
D@

Calcul des statistiques On enregistre les variables représentatives du réseau, essentiellement
la distribution du nombre de connexions par lien.

Tirage du saut Le tirage du saut correspond a une implémentation particuliere du générateur
du processus de Markov. Une nouvelle connexion (¢, ¢') apparait avec intensité A/(N —1)
et une connexion (£,¢') est servie avec intensité 1/(X;™ vV X;"), ott X" est le nombre de
connexions sur le lien £. On tire une arrivée (resp. un départ) avec probabilité A/(A+D™)

(resp. D™ /(X + D™)).

— Arrivée: la connexion d’arrivée est tirée uniformément sur les paires (¢, ¢') avec
LH#£

— Départ : on tire un lien £ avec une probabilité proportionnelle au débit déN) du lien /;
puis, on tire une connexion (¢, ¢') avec une probabilité proportionnelle & z,’ /(X Vv
X" (débit des zy,’ connexions entre £ et ¢').

Remise a jour des débits Les débits dy"’ et D™ sont nécessaires pour le tirage des sauts: il
faut donc les remettre a jour.

. Ces valeurs initiales sont utiles pour accélérer la convergence vers I’état stationnaire, mais ne changent pas les
résultats. Le calcul numérique du champ moyen est présenté en section 2.2
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6 Guy Fayolle, Jean-Marc Lasgouttes (éditeurs)

Résultats Trois types de résultats sont transcrits sur fichiers: d’une part une partie des tra-
jectoires du systemes (les X;"(t)), et d’autre part les statistiques recueillies, c’est-a-dire la
distribution des X" et la distribution du total Y, X;™.

1.2.1.2 Résultats de la simulation

Les résultats des simulations sont présentés dans les figures 1.2.1-1.2.3.

On doit remarquer que les valeurs données aux liens lors de I'initialisation ne conduisent évi-
demment pas a considérer que le réseau est en régime stationnaire. D’abord, lorsque NN est petit,
la distribution d’équilibre est loin du champ moyen ; ensuite, les liens, méme si ils tendent a
devenir indépendants deux a deux, ne sont absolument pas mutuellement indépendants.

Les calculs sont entachés d’une certaine imprécision, car ’expérience montre que la convergence
vers 1’état stationnaire est tres lente, beaucoup plus lente que ’aspect « lisse » des distributions
X ne peut le faire croire.

1.2.1.3 Discussion des résultats

Il est bien siir toujours risqué de faire des déductions a partir de graphiques, et les courbes
obtenues seront surtout utilisées comme guide pour la suite de cette étude. En particulier, on
peut remarquer les point suivants:

— La mesure stationnaire du nombre de connexions par lien croit avec le nombre de liens
N (voir figure 1.2.2). Ceci suggere qu’il est possible d’étudier les suites de réseaux par
monotonie, et permet aussi d’avoir des bornes supérieures sur la charge du réseau. De
plus, on verra en section 2.2 que le modeéle en champ moyen est tres proche du modele
limite quand N est grand (ce qui justifie a posteriori les heuristiques qui ont été utilisées)
et fournit une borne supérieure facile a évaluer.

— Lorsqu’il s’approche de la saturation (p — 1), le réseau a un fonctionnement modal treés
marqué. Les arguments théoriques développés plus loin en section 2.3 laissent prévoir que
ce mode serait en C/(1— p)?, et on mesure sur les résolutions numériques que la moyenne
est en 0,75/(1— p)%. On met ainsi le doigt sur un comportement qui est fondamentalement
différent des files d’attente (M/M/1,...) classiques et mémes des réseaux de files d’attente
(Jackson,...).

1.2.2 Simulation de la politique max-min
1.2.2.1 Algorithme
L’algorithme de la simulation est semblable & celui du min (cf. section 1.2.1.1), mais la na-

ture de la politique le rend plus complexe et surtout beaucoup plus lent. Les différences sont,
essentiellement :

INRIA
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0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

distribution

0.01

0.005

0 20 40 60 80 100 120 140
nombre de connexions

Fi1c. 1.2.1: min: simulation d’un réseau en étoile pour p = 0,90 et N wvariable. La convergence
vers un modéle limite est trés prononcée.

N=300 -

loi cumulée

0 20 40 60 80 100 120 140
nombre de connexions

F1a. 1.2.2: min: simulation d’un réseau en étoile pour p = 0,90 et N variable (lois cumulées).
Les lois semblent croissantes avec N. (10 itérations par simulation)
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distribution

loi cumulée

Fic. 1.2.3:

0.025
N=3 —
N=10
N=30 -
N=100 |
0.02 No300
0.015 i
0.01 .
0.005 -
0 A Ly \\?::‘*—sx» |
0 50 100 150 200 250 300
nombre de connexions
1 T o= — T
e N=3 ——
0.9t N=10 -
i N=30
i S N=100 |
0.8 N =300 -—----
0.7 + L/f,‘f/' i
06 f / 1
05} i
0.4 .
0.3+ i
0.2 _
01l -
0 Lo L,’ 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

nombre de connexions

man : stmulation d’un réseau en étoile pour p = 0,93 et N wariable. Pour cette
charge, le nombre moyen (en champ moyen) de connexions par lien est 147,8. On
constate une convergence croissante assez bonne, méme si, avec 300 liens, la corré-
lation entre liens est encore de 0,0722 (et donc non négligeable). Chaque simulation

comprend 10® tirages.
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Initialisation Nous ne savons pas calculer de politique en champ moyen ; le réseau est donc
initialisé a zéro.

Boucle Comme on ne sait pas recalculer rapidement les débits dgg,), pour £ donné, il faut donc
stocker et recalculer tous les débits dy,’ & chaque remise & jour.

En notant dj [resp. X/] le débit [resp. connexions| restant (initialisé & 1 [resp. X,]), 'algorithme
de calcul des débits exécute la boucle suivante:

calcul du débit minimal par connexion dy = dj/ X7,

calcul du lien limitant ¢ tel que dy, = miny, dy,

pour tous les liens ¢’ restants passant par £:
— allocation du débit dyy = dpp = dy,
— remise a jour des débits restants dj, < dj — zgpdy,
— remise a jour des connexions restantes X < X — zy.
— élimination du lien ¢; on continue tant qu’il reste des connexions (X; > 0).

La différence majeure par rapport a I'algorithme min réside dans la complexité du calcul des
débits dy,’, qui conduit & une complexité en O(N?) contre O(N).

Au cours du développement, les algorithmes ont été soigneusement optimisés, ce qui a permis
de passer (pour min), de simulations avec 107 tirages & 10° (ce qui représente quelques heures
sur une station de travail), alors que dans le cas max-min, 98% du temps est passé a recalculer
des débits, en dépit des améliorations, et on doit se limiter & 107 tirages.

1.2.2.2 Résultats

Les résultats des simulations sont présentés dans les figures 1.2.4 et 1.2.5. On doit remarquer
que l'initialisation & zéro ne fausse pas les statistiques, puisqu’on ne considere que les 90 derniers
pourcents de la simulation, et que le systéme est alors chargé.

1.2.2.3 Discussion des résultats

Avec les mémes réserves que dans le cas de la politique min sur les dangers de la déduction
fondée sur des graphiques, la simulation semble montrer les points suivants

— Un mode apparait également dans la politique max-min, mais de fagon nettement moins
prononcée, puisque la moyenne (le lieu du pic), est proportionnel & 1/(1 — p) lorsque le
systéme se charge (p — 1), contre 1/(1 — p)? pour le min. On note que la moyenne d’une
file M/M/1 est justement 1/(1 — p), et que la politique max-min n’en différe donc que
par une constante. Ainsi, méme si la politique max-min n’est pas optimale, elle n’en est
pas aussi éloignée que la politique min.
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0.07 ; : , . —
N=10 —
0.06 - N = 30 ,,,,,,,,,,, a
N=100
0.05 | |
S o004 ;
=]
=
3
Z 003
0.02
0.01
0

0 10 20 30 40 50 60
nombre de connexions

Fi1c. 1.2.4: maz-min : simulation d’un réseau en étoile pour p = 0,90 et N variable. La conver-
gence vers un champ moyen est prononcée.

loi cumulée

0 /f::::;v,‘,, 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

nombre de connexions

F1a. 1.2.5: maz-min : simulation pour p = 0,90 et N wvariable (lois cumulées). La croissance en
N ne semble pas aussi évidente que dans le cas du min (107 itérations par simula-
tion)
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— Bien que le nombre moyen de connexions semble croitre avec le nombre de liens, cette
croissance n’apparait pas sur les lois cumulées (figure 1.2.5). Comme il n’y a pas non
plus de monotonie stochastique sous la politique max-min, la convergence vers une loi de
champ moyen risque d’étre tres difficile a démontrer.

— Les calculs sont entachés d’une certaine imprécision, car ’expérience montre que la conver-
gence vers ’état stationnaire est tres lente. Bien que les simulations comprennent environs
10 millions de sauts, la précision des distributions obtenues n’est que de 'ordre de 1%.
Cette constatation est largement corroborée par la donnée de la statistique du nombre
total de connexions, dont on peut voir sur la figure 1.2.6 qu’elle ne converge que tres len-
tement vers la gaussienne de mémes moyenne et variance. Il a fallu 14h (sur une station
Compaq PWS500 & 500 MHz) pour réaliser cette simulation.
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F1G. 1.2.6: maz-min : distribution du total de connezions, aprés 107 itérations (resp. 108, en
bas), pour une étoile a cent liens avec p = 0,90.
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1.3 Conditions d’ergodicité?

Il s’avere que le régime stationnaire existe sous les conditions usuelles, qui assurent que le flux
entrant dans chaque lien £ est inférieur a C,.

Théoréeme 1.3.1. Sous les politiques d’allocation (*4 et (™, le réseau est

. di . 1.
(i) ergodique si max pg <1,

11) transient st max pp > 1.
(i) nax py

Ce résultat a déja été prouvé pour la politique max-min dans [17]. Toutefois, la preuve ci-dessous
est plus simple et n’utilise que des résultats élémentaires sur les fonctions de Lyapounov. Elle
devrait donc étre plus facile a adapter a des situations plus compliquées.

Preuve. La preuve de la condition suffisante est faite pour la politique (™™ mais s’étend
immédiatement a (*? grace au lemme 1.1.1. Quant a la preuve de la condition nécessaire, elle
est valable pour une politique d’allocation de bande passante absolument quelconque.

A

On considere la chaine de Markov a temps discret (X (n),n € IN), qui décrit la séquence d’états
visités par le processus a temps continu X. Les transitions, partant d’'un état X = (:ET, re ’R)
fixé, sont définies comme suit :

P[Ad(n)=1]| X(m)=X] = %,
" . 1 %
r ¢

e Ty . C 1 e
= (/\T+—m1n7e) < |R|- (max)\T—i—maX—-maXCg) =5
TeER T€ER O, (LeL

L’ergodicité du processus X est impliquée par celle de X , puisque les taux de sortie d’un état
X sont minorés uniformément par une constante positive.

Condition suffisante Supposons pyr = maxsez p¢ < 1. On introduit la fonction de Lyapounov

FEEY DA,

reR 1<k<d,

ol les v, > 1 seront explicités plus loin. La forme de cette fonction, qui peut paraitre compliquée
au premier abord, a été choisie pour simplifier les calculs. On remarquera qu’elle a de fait la
forme générale ) o B,7% + K, pour des constantes 3, et K adéquates.

. Auteurs : Th. Deneux, G. Fayolle et J.-M. Lasgouttes
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A

Afin d’exprimer les taux de transitions en fonction des Z, et des py, on écrit
‘/L.'I'

. i
i — — <
$i= T = S st < gt
r34 =14
Introduisant ensuite les quantités
Ax def i'r Ax def A %
Ty = , I3 = maxzy,
)\TO'T TER
on obtient la minoration, valable Vr € R,
. . Ar X
PlAzZ(n)=-1|X(n)=X|> " ="
(A (n) = -1] £(m) = X] > g
On peut donc écrire :
E[f(X(n+1)) ~ f(X(n)) | X(n) = X]
-y (7?’““IP[A i(n)=1] X(n) = X]
reER
— " P[Ad,(n) = —1 | X(n) = X])
> 2t w2

reR

Soit @ fixé, py < 6 < 1. On pose 7, & Arlw, ou 7y est choisi tel que
p 8 Y Y
1
PmYr = puYrer <0 <1, reR.

Il vient alors, 7 et 6 satisfaisant les contraintes précédentes,
. A~y
> s lo-

B/(X(0 1) = 180 | K0 = £] < £ 575

Soit a un réel tel que § < o < 1. Les quantités suivantes seront évaluées séparément :

oY M E
riarais, PV - 'Z;M

y, @y A = o |
riy <odl, puD LM

ok

précisément a un 7o pour lequel Z; = 7}, :
)\7‘ f)/j}‘\/l 'YJ:M .

Yy, <2 0—a) < f — «)min ), < 0.

L= pMD ( ) - pMD( ) TeER
INRIA

On majore la somme X1, dont tous les termes sont négatifs, par un seul terme, correspondant
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Quant a ¥, on a

)‘7‘ ai?
Z T " < 7 (o= 1>$M\R|0maX/\

z
’ puD puD’

IN

K ok
rzr<aiy,

Finalement, si C' > 0 et € > 0 sont choisis de facon a réaliser I'inégalité

(0 — o) min \, + vV R|Gmax \, < —e¢,
TER TER

on obtient, VX € {#%, > C},

E[f(X(n+1)) - f(X(n)) | X(n) = X]
¥ - v

€
pmD —  puD’

c
< 0.

= 214—22 S —€

Puisque I’ensemble {c}, < C} est compact, on peut appliquer le théoréme de Foster (voir par
exemple [9]) et la chaine est ergodique.

Condition nécessaire Supposons maintenant qu’il existe ¢, tel que p,, > 1. En posant

-\ def z :
X 0-7"7"7"

34y
on a immédiatement
E[g(X(n+1)) - g(X(m) | X(n) = X]
= ZUT(]P[A.’L‘T n) =1| X(n) = X]

=T/

—P[A#,(n) = 1| X(n) = f(])

1
> ﬁ[cfopfo _Cfo] >0

Donc, comme les sauts sont bornés, le systeme est transient. [ ]
1.4 Grandes déviations pour un réseau en étoile non
symétrique*

La théorie des grandes déviations étudie les événements rares5. Ce n’est pas tant la décroissance
exponentielle des probabilités qui nous intéresse ici que la maniere dont ces événements rares

4. Auteurs : F. Delcoigne et A. de La Fortelle

5. Ce sont les « grandes » déviations par rapport a la moyenne, par oppositions aux « petites » déviations que

décrit le théoréme central limite.
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se produisent. Dans le cadre des grandes déviations on peut en effet décrire la saturation du
réseau, d’un lien ou d’'une route. Les équations qui décrivent cette saturation « optimale » ne
sont pas explicites mais algorithmiquement assez rapides a résoudre. La solution permet de
mettre en évidence le ou les liens responsables de la saturation. Le méme type d’équations est
vérifié dans des réseaux plus généraux (notamment sous la politique max-min), qui peuvent
donc étre analysés de la méme maniere.

Considérons un réseau de N liens, chacun connecté aux N — 1 autres, par exemple via un
« hub »: il existe donc N(N — 1)/2 routes possibles, qui sont toutes de longueur 2. Chaque
route est notée £¢' ou ¢'¢ indifféremment® avec £, ¢' € L.

Nous notons R I'ensemble des routes actives, celles pour lesquelles gz > 0. Nous supposons
que toutes les autres routes sont initialement vides, de telle sorte que les routes £/ ¢ R ne
jouent aucun role.

Pour simplifier les notations, on pose fig & /O et

def _ 1 . (CZ CE’)
tiee () = pew Ger () = oo 0 %, X, )

Les résultats théoriques de cette section sont démontrés dans le rapport de recherche [3].

1.4.1 Saturation du réseau

Nous allons maintenant décrire les diverses manieres de saturer le réseau. On peut faire saturer
certaines routes et maintenir les autres a 0, ce qui conduit a la notion de face et a la partition
de la figure 1.4.1.

® canal saturé

O  canal ergodique

—— routes actives: A, N\,

A ~ routes bloguées : /\;

Fi1a. 1.4.1: Représentation du réseau en étoile : les lignes symbolisent des routes et les cercles des
liens. Les routes se partitionnent en trois classes : celles qui sont saturées (A), celles
qui sont bloquées (A1) — le taux de service y étant nul — et les routes ergodiques

(Az).
Définition 1.4.1 (Face). Soit z € R%, on définit la face A(z) par:

A(ﬂ?) & {Eﬁ’ ER :xpp > O}

. Les routes ne sont donc pas orientées, mais on obtiendrait des résultats tout & fait similaires avec des routes
orientées.
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Par abus de notation, on appelle aussi face A le sous-ensemble de ]Rf :

{y S IRZE’ 2y > 0, Vel e A, et yw =0, N4 = Ac} . (141)

A toute face A, on associe une partition des routes (voir figure 1.4.1) en posant

A, E {0 e :Fkel, tkeA oulke A},
Ay & {0 e :Vkel, thg A etl'k¢A)

On définit également ’espace vectoriel relatif a A :

R* = {y € R® : ypp = 0, VO € A}

Dans un premier temps, on prouve le résultat suivant.

Théoréme 1.4.2. Si X est ergodique, alors, pour tout x € ]Rf et D € R*® X vérifie des
bornes locales de grandes déviations et la fonctionnelle locale est L(z, D) définie par

L(z,D) = Z U(Dee | Aeer, pee (), (1.4.2)
eA(z)UA1(x)

avec

. D+ /D2 + 4)
l(DIIA,u)‘*zfplog< ki 2A+ M>+)\+,LL—\/D2+4)\;L20. (1.4.3)

NX+nD T

F1a. 1.4.2: Structure des bornes linéaires locales du théoréme 1.4.2. L(x, D) est le coit par
unité de temps pour que la trajectoire X (t,y) (commencant en y, prés de nx) reste
au voisinage de nx + Dt sur une durée t € [0, n7].

Interprétation La structure des bornes locales de grandes déviations est illustrée par la fi-
gure 1.4.2. Tl s’agit, apres un changement d’échelle, de calculer au voisinage d’'un point x € ]RZE
la probabilité pour que le systeme évolue dans une direction donnée D. L’état nz représente
I’état des connexions, et est choisi tres grand (n tend vers l'infini), ce qui permet d’utiliser des
théorémes de limite fluide (c-a-d la loi des grands nombres).
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La fonction [ (1.4.3) est le « cotit » par unité de temps (au sens des grandes déviations) pour
quune M/M/1 saturée” de parametres A et p suive le drift D. Par exemple I(A — ||\, 1) = 0,
ce qui est logique puisque D = A — p est le drift.

La forme (1.4.2) de la fonctionnelle L(x, D) s’interpréte aisément. Localement, le réseau se
comporte comme un ensemble de M/M/1 indépendantes de parametres gy et pge (). L'in-
dépendance est un phénomene asymptotique et local. Asymptotique, car il n’apparait qu’a la
limite, sur le processus renormalisé. Local, car il provient de ce que e (.) reste constant au
voisinage de z (c’est la continuité de pgp(.) en x pour €0 € A(z) UA;(x)), et donc les variations
de la position n’ont aucune incidence sur la dynamique: en fait, non seulement les routes sont
indépendantes entre elles, mais la dynamique de la route £/’ ne dépend pas de x4 (t): il s’agit
de marches homogénes.

Ces considérations ne s’appliquent pas pour les routes ¢/ € Ay(x), qui restent au voisinage
de 0 (ou p est discontinue). Cependant, le réseau est ergodique dans As, et le « colt » pour
maintenir un réseau ergodique a 0 est nul: il n’y a donc pas de termes en ' € Ay(z) dans
I'expression de la fonctionnelle locale L(zx, D).

Remarquons finalement que des simplifications apparaissent : dans Ay, le drift est nul (on main-
tient les routes & 0) ainsi que g (), et 1(0||A,0) = A.

1.4.2 Théoréme de grandes déviations

En « collant » les bornes locales de facon infinitésimale, on obtient la fonctionnelle d’action sur
les trajectoires:

T
def / L(p(t),p(t))dt, sip est absolument continue, 144
0 (1.4.4)

+00, sinon.

Une trajectoire ¢ est une fonction de [0,7] dans IR continue & droite et limitée & gauche.
L’espace de ces fonctions est noté D([O, T], IRZS) et on le munit de la distance de Skorohod.

Remarquons que Iy est définie par les valeurs L(z, D) pour = € IRZS et D € R (et non
pas D € IR®). En effet, supposons que g (t) = 0 et ¢y (t) existe, pour un certain ¢. Comme
oo (t) = 0 est minimale (g est positive), nécessairement, g (t) = 0. De plus, ¢ est absolu-
ment continue, donc g (t) existe pour presque tout .

On introduit maintenant le processus renormalisé

T

X o {%X(nt, nal), t > o}.

Alors le théoreme de grandes déviations s’énonce comme suit.

Théoreme 1.4.3. Si X est ergodique, la suite {X7, n > 1} vérifie un principe de grandes dé-
viations trajectoriel dans D ([O, T], IRE) avec la bonne fonctionnelle d’action It, uniformément
pour x appartenant a un compact.

7. Ou, de maniere équivalente, une marche aléatoire dans Z.
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Cet énoncé permet de calculer des événements rares, typiquement pour un ensemble O C
D ([0, T7, ]Rf) (suffisamment régulier) de trajectoires, et n assez grand,

IP [ X" € O] ~ exp {—n;g)IT(@} .

Un corollaire de ce théoreme est que la probabilité stationnaire 7 vérifie

lim —log 7 [X = [na]] = - int{Ir(8), #(0) =0, §(T) ==}, (1.4.5)

n—oo N,

1.4.3 Saturation optimale

L’optimisation dans (1.4.5) est tres délicate, compte tenu des discontinuités de L(x, D) suivant
les faces (et par conséquent la discontinuité de Ir). Cependant, il semble que I’on puisse conduire
cette optimisation et exhiber la trajectoire optimale pour saturer un ensemble de routes (en
partant d'un systéme vide). Les considérations suivantes reposent sur une hypothese technique
qui est vérifiée pour un certain nombre de systémes (e.g. réseaux de Jackson, « processor
sharing »). Sous cette hypothése, on trouve que la queue de distribution pour le lien ¢ est

1
lim —logm[X,=n] = —a, (1.4.6)

n—oo N

ou ay est I'unique solution du systéme en (o, )

)\kk/ea‘ — 'u,kkl(.i?)eiou3 sik=/fouk' = E,
)\kkl — ,U,kkl(.’E) sik 7£ let k' 35 L.
> Xe(1 =€) + o (z)(1 — 7)) = 0. (1.4.8)

veLl

Le vecteur z (dépendant de £) donné par (1.4.7) décrit la « meilleure » fagon de saturer le lien £.

Interprétation Les équations (1.4.7)—(1.4.8) possédent une forme assez classique, pour un ceil
habitué aux grandes déviations. Si 'on fixe «y, le systéme (1.4.7) décrit les limites fluides du
réseau. Il possede quelques bonnes propriétés dans le cas de la politique min. En premier lieu, les
coordonnées zy de la solution (qui est algorithmiquement constructible) sont simultanément
toutes positives (resp. négatives), quand le systéme est transient (resp. ergodique). Puisque I’on
cherche a le saturer, on ne considere que des solutions positives.

Ensuite, pour tout £, k, k" € L, x4 est croissant avec Ay et décroissant avec pgx, ce qui
signifie que tout le réseau sature plus rapidement en augmentant une arrivée quelconque ou en
diminuant un départ quelconque. Or, augmenter o, est équivalent a augmenter Ay et diminuer
e, pour tout £ et le réseau sature de plus en plus.

La saturation optimale est donnée par (1.4.8), qui est une sorte de condition d’harmonicité (sans
entrer dans les détails, c’est ce qui permet de prouver 'optimalité de la trajectoire). Finalement,

RR n° 4202



Guy Fayolle, Jean-Marc Lasgouttes (éditeurs)

cette interprétation décrit un algorithme de résolution des équations (1.4.7)—(1.4.8): fixer @ > 0,
résoudre (1.4.7) en z, calculer le membre de droite de ’équation (1.4.8), augmenter « si c’est
positif, le diminuer sinon.

Montrons bri¢vement comment on résout récursivement (1.4.7). Il s’agit en fait de résoudre la
limite fluide d’une file en processor sharing de parametres A\, et ji,. Les équations sont similaires
a (1.4.7):

N XZ def
Xe=M—jlg—, YeEL, =§X.
Y y) /Lex avec T 2 )

Des manipulations algébriques montrent que x est la solution de I’équation implicite

> A =1. (1.4.9)

=
tez LT e

On voit immédiatement que cette équation admet une unique solution positive si

Z&>1,

ter Mt

ce qui est la condition de transience. Ces équations montrent que, pour résoudre (1.4.7), lorsque
« est fixé, on doit trouver le plus grand des xj tel que

Aikeal + Z Akk’ 1 S. k % E
— Y ~ = 4 1 )
Ty + i Cre Tt Pk Ch
Appre®
3 ee =1, si k=t

re X+ puw Creme

Sik =/{,iln’y a pas besoin de poursuivre les calculs, et on est dans le cas du processor sharing :
ce sont exactement les mémes équations (en limite de grandes déviations). Le reste du réseau
ne joue aucun role.

Sinon (k # £), nous n’avons pas trouvé de majoration intuitive: il faut calculer récursivement
tous les x;, dans l'ordre décroissant, en faisant également décroitre la bande passante Cy, puis
injecter la solution dans (1.4.8), selon ’algorithme décrit précédemment.

Résolution pour une route En comparant les équivalents, pour une seule route £¢', des équa-
tions (1.4.7)—(1.4.8) avec le cas du processor sharing®, on trouve la solution exacte :

peer Peer
Qlgpr = INAX > > 1.4.10
{1+Pa'—0e 1+,0w—,0e'} ( )

en posant

ger e der
pu =& et Pe = E Peer-
!
olber e

8. Encore une fois, on obtient exactement les mémes équations.
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Bornes pour un lien Les équations (1.4.7)—(1.4.8) ne sont pas explicites mais on peut en
extraire des bornes. Tout d’abord, on constate que

(67 Z Pes (1.4.11)

ce qui signifie que la file sature toujours plus facilement qu’'une file en processor sharing avec
des arrivées Ay et des services pgeCy, ce qui est a prior: évident. C’est une assez bonne borne,
puisque c’est la solution exacte pourvu que ce soit le lien ¢ qui sature le plus vite?.

Trouver des bornes supérieures est assez facile, mais se complique des que ’on cherche a les
affiner. Dans un premier temps on peut vérifier que I’on a

< , 1.4.12
ay < max py, ( )

ce qui signifie qu’on ne fait jamais moins bien que le plus mauvais lien. Cette borne n’est pas
bonne dans la mesure o, a part le cas trivial ay = py (il n’y a pas d’« effet réseau »), cette
borne n’est jamais atteinte.

Une minoration facile est de borner par une quelconque des routes, grace a I’équation (1.4.10),
ce qui donne

0y > Mmax oy = max per , Pee . (1.4.13)
lel vec |1+ Peer — Pe 1+ Peer — Por

On vérifie que la borne (1.4.13) est toujours inférieure a (1.4.12). D’autre part, il arrive que la
borne (1.4.13) soit supérieure a p;, auquel cas on est sir qu’il y a un effet de réseau: le lien ¢
sature a cause d’un autre.

Extensions Au vu des techniques employées, le systeme d’équations (1.4.7)—(1.4.8) semble
pouvoir s’étendre a des topologies et a des politiques plus générales, incluant max-min équité.
Meme si la solution n’a pas de forme fermée, ces équations sont algorithmiquement relativement
simples a résoudre. En particulier, (1.4.10)—(1.4.13) sont encore valables pour la politique max-
min.

9. Cest-a-dire que X; = maxyp . Xy dans la solution (g, z) de (1.4.7)—(1.4.8). C’est notamment toujours le cas
dans un systeme symétrique.
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2 Etudes asymptotiques

Schématiquement, il est loisible d’affirmer que la résolution de modeéles raisonnablement réa-
listes (ce vocable étant bien siir subjectif!) n’est possible que pour les dimensions extrémes:
faible (disons < 3) ou tres grande. Dans ce dernier cas, on parle de systémes en limite ther-
modynamique, i.e. dont la taille (volume, graphe associé, nombre de nceuds, etc.), représentée
par un parametre N, augmente indéfiniment. S’il y a clairement une analogie avec les systémes
de particules rencontrés en physique, de nouvelles difficultés surgissent par suite de la non
homogénéité des composants (sites).

Un des phénomenes essentiels mis en évidence est la propagation du chaos. Elle existe dans
un réseau si, par définition, tout p-uplet de noeuds se comporte, lorsque N — oo, comme un
ensemble de p nceuds indépendants: on peut alors obtenir des renseignements quantitatifs sur
la dynamique, 1’état stationnaire et les vitesses de convergence. Pour les systémes a fort degré
de symétrie, les techniques utilisées sont issues de la mécanique statistique et dites « a champ
moyen » : asymptotiquement, chaque site aura tendance a évoluer comme un processus de saut
Markovien non homogene en temps, dont les taux de transition sont déterminés par calcul de
la mesure empirique des actions dues aux autres sites, laquelle devient en fait déterministe.
Une des difficultés provient de la rencontre d’équations différentielles non linéaires. Nous avons
démontré la propagation du chaos pour diverses classes de réseaux (BCMP [7], polling [4]).
Quand la dissymétrie est totale, la plupart des problémes restent encore largement ouverts. Or
cette hypothese est souvent nécessaire en pratique, notamment pour étudier les problemes de
goulot d’étranglement.

Méme si la politique min permet d’obtenir les conditions d’ergodicité, elle reste encore trop
compliquée pour permettre une résolution explicite des équations de mesure invariante. On
montre donc dans ce chapitre comment ’hypothese de propagation du chaos conduit a des
équations relativement exploitables. Nous considérerons cette hypotheése comme une heuris-
tique. On pourra trouver des études rigoureuses de ce type dans Vvedenskaya et al. [18] et
Delcoigne et Fayolle [4]. La section 2.1 donne les équations de champ moyen de base pour notre
modele, dans un cas présentant de fortes propriétés de symétrie; elles sont étudiées numeéri-
quement en section 2.2, puis comparées aux simulations de la section 1.2. La section 2.3 est
consacrée a une étude des équations, a 1’aide de divers d’outils de la variable complexe. On
examine aussi comment 1’analyse peut étre étendue & un modele présentant une asymétrie en
section 2.4. Enfin, on montre en section 2.5 que ces équations sont en fait approchées (bien
que précises) et qu'il est possible d’en obtenir de meilleures, au prix, naturellement, d’une plus
grande complexité analytique.
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Enfin, la section 2.6, quelque peu a part, propose une approche originale, basée sur I’étude des
générateurs infinitésimaux des processus et qui permet d’étudier des modeles assez généraux,
sans propriété de symétrie particuliere.

2.1 Une heuristique pour des grands réseaux symétriques'’

2.1.1 Le modele symétrique

Chaque réseau est identifié par la valeur de N et les grandeurs qui dépendent de N sont
indiquées par un exposant (N). On suppose que le réseau est symétrique, c’est-a-dire que la
topologie vue de chacun des liens est la méme, et que les routes sont indiscernables et toutes
de méme longueur.

En particulier, si R’ est nombre de routes passant par un lien quelconque, alors, Vr € R,

L.=L>1, XV =)X/R™, o, =0.

Pour tout lien ¢ € L, la capacité est fixée a C; =1 et la charge est donc py = p £ \o.

Par exemple, dans le cas du réseau en étoile de la figure 1.1.1, N est pair (puisque les liens sont
dédoublés), et le nombre de routes passant par un lien est R™ = N/2.

Il est intéressant de disposer de modeles rendant compte d’une réalité plus complexe, en parti-
culier comportant des routes de longueur L > 2. La construction de tels modeles est bien sur
plus difficile, notamment pour tenir compte des contraintes de symétrie.

Il s’avere qu'un modele raisonnable est un hypercube (figure 2.1.1), dont chacune des arétes
comporte deux liens unidirectionnels.

L’hypercube est un réseau tres classique, possédant de nombreuses symétries et sur lequel les
calculs se conduisent bien. Il est caractérisé par sa dimension d. Ses sommets sont les d—uplets
de 0 oude 1 (ex. (0,1,1,0,1)) et le graphe de I’hypercube connecte tous les sommets dont une
seule coordonnée differe.

Le nombre total de liens de ce réseau est N = d2¢ et le nombre de routes passant par un lien
est

(d—1)!
) _
R =L =y

en se restreignant aux routes optimales dans le réseau (c’est-a-dire réalisant le plus court chemin
entre deux neceuds).

Notons toutefois que les calculs présentés dans la section suivante ne dépendent pas de la
topologie du réseau choisi. En particulier, tant que R — oo quand N — oo, la valeur précise
de R™ n’apparait pas dans les équations finales!

1. Auteurs : G. Fayolle, A. de La Fortelle et J.-M. Lasgouttes
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F1a. 2.1.1: Réseau en hypercube de dimension 5 et la représentation de ses sommets.

2.1.2 Equations de récurrence

On suppose maintenant que les conditions d’ergodicité sont satisfaites (p < 1) et que le systéme
est dans I’état stationnaire X™ = (z{™,r € R).

Pour tout x > 0, on définit la mesure empirique donnant la proportion de liens dans I’état x,
(N) def ]- (N)
alV = N#{E X,V =1z}

Par symétrie, il est clair que, pour tout ¢ € £, P(X;" = z) = [Ea{™. D’autre part, nous

exprimons I’hypotheése de propagation du chaos par le fait que a{" vérifie une forme de loi des
grands nombres:

oy = lim o™ = lim P(X{" =) £ P(X = x).

N—oo N—oo

ol est traditionnellement appelé champ moyen et il gouverne la dynamique du systéme. On
z g
pose aussi

_ def _df
aM=EX" = E zalV, = E TOl.

z>0 z>0
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Avant de déterminer la distribution stationnaire limite v, il faut décrire les transitions possibles
de a{™. Les deux cas possibles sont :

— arrivée sur un lien avec x connexions
1 1

Oy — Oy — Na Ogi1 _>a:c+1+N
— départ d’un lien avec z > 0 connexions
1

Cy — Oy — N; Qy_1 _>04m—1+N

Sur chaque lien, la transition © — x + 1 a lieu au taux A, par suite de 'indépendance des
arrivées externes. Pour calculer 'intensité de départ d’un lien, nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme 2.1.1. Supposons que les C™) connexions présentes dans le systéme soient réparties
de maniére uniforme et indépendante et que, quand N — oo, C™/N — C > 0 et RN — oo.
Pour toute route r, on a alors, lorsque N — oo :

Yi---yr N\
N _ ) _ - )
Xr(l) =Y. ,XT(L) —yL] ¥ " rm <LC’(N>> . (2.1.1)

E [a:(N)

Preuve. Soit r une route arbitraire, sur laquelle le nombre de connexions en cours a une valeur
fixée x, avec bien sur x < y, pour 1 < ¢ < L. Le tableau ci-dessous récapitule la combinatoires
des répartitions des C'™) connexions vérifiant X,; = y; (on notera que le nombre total de
routes dans le réseau est NR™) /L) :

Ensemble Cardinal Nb. connexions
T 1 T
{r'#rr@@)er} R™ -1 Yi— T
()
Autres AE— _L(R™ —-1)—1 CW™ — Si(yi—z) —x

Le nombre total de répartitions possibles est alors égal a
L NR(N) N N)_sL
f(z) def H (R(N)—2+y¢—w) . (T*L(R( )—1)—2+C¢ )*Ei=1(yrw)fw)

yi—a CM) -3 (yi—a)—=
i=1

Lorsque N — o0, il vient
L
AR | [ yi ] N (Gt DY )
FO) L LRM =24y — 1] (O = Y7 g+ (L - 1)
(D L(R™ = 1) =24 C® = L yi+ (L= 1))!
(MED _ L(R™ —1) =24 C® — SE_ )]

IR 1 NRe\
~ (RM)L ) (CE-1 ) I ’

et la preuve de ce lemme est terminée. [ ]
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Pour un lien /¢ tel que X LEN) = z, en remarquant que C") = Na®™ /L, le débit instantané vaut
approximativement

1 x.X;N) ...X;N) 1 1 1
po —]E[Z @) (L)(_A Aen )]

(V) (AH))L-1 () (V)
o o BY (@) T X Xo(r)

fd #E io: l/\i/\.../\i yza(N)...yLa(N)_
g(@(N))L—l Nl T i Y2 YL

Prenant la limite N — oo, on en déduit les équations de mesure invariante qui s’écrivent

1 Uy

1 Ug+1 Ug

Mot = o) + = (ozdeL_l - az@L_l) -0 Vi>1, (2.1.3)
oll on a posé, pour x > 0,
[ee]

def 1 1 1
Uy = T —AN— A N— Qg ** = YLOy; - 2.14
z <l’ Yo yL>y2 Y2 YOy, ( )

Y2,...yr,=1

Reportant (2.1.2) dans (2.1.3), on obtient immédiatement la relation fondamentale

Qp1lgr1 = pa~ oy, Vx > 0. (2.1.5)

Une caractéristique intéressante de ces équations est qu’elles ne dépendent absolument pas de
la topologie du réseau considéré. Ce fait est tres surprenant et on aurait pu a prior: s’attendre
a Papparition de R, sous une forme plus une moins explicite.

Afin de récrire plus agréablement u,, on introduit Y3, ... , Yz, variables aléatoires i.i.d. vérifiant
IP(Y;:y):%, 29<i<L,
et
o 1 1
N
Alors, I’équation (2.1.4) devient
Uy = xaL_IIEE A Y] (2.1.6)

Par des propriétés classiques du minimum de variables aléatoires indépendantes, pour un %
quelconque,
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et donc
1 1 1 <1 1
IE[—/\Y] - —IP(Y=—)+ 3 —IP(Y:-)
v y=1x y y—w+1y y
1 1 <1 1 1
- 2 )s S0z ) Pl )
x T v Y Y y—1

On notera que dans le cas L = 2, étudié dans la section 2.3 ci-apres, la forme des équations se
simplifie quelque peu:

Uy = Z(a:/\y)ay,

y>0
Opi1lUpr1 = POQ, Vo > 0. (2.1.7)

2.2 Résolution numérique des équations?

Les solutions analytiques explicites de la plupart des équations étant hors de portée, il est
intéressant de les étudier numériquement pour dégager I'influence des différents parametres. La
résolution numérique de I’équation (2.1.5) peut s’effectuer par une méthode de point fixe: on
se donne les o, a priort, on calcule les u,, puis on en déduit les oV vérifiant (2.1.5), et ainsi
de suite. Avec quelques précautions contre les instabilités numériques, cette méthode converge

assez rapidement.

La figure 2.2.1 montre une forme de distribution modale proche de celle obtenue par simulation
(figure 1.2.1). Pour s’en persuader, il suffit de comparer les distributions cumulées des simula-
tions et du champ moyen obtenu pour L = 2 (figure 2.2.2). On voit que la courbe obtenue pour
N = 300 coincide bien avec celle obtenue par résolution du champ moyen. Toutefois, comme
on le verra en section 2.5, il n’y a pas vraiment convergence vers le champ moyen, méme si
I’heuristique est tres bonne.

D’autre part, on note que le cas L = 20 (figure 2.2.3) n’est pas tres différent du cas (L = 2) du
réseau en étoile. En fait, en comparant les deux, on s’apercoit que les pics sont répartis de la
méme maniere a un facteur 5 pres.

2. Auteur : A. de La Fortelle
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F1a. 2.2.1: Distributions en champ moyen (cas L = 2, réseau en étoile), pour différentes charges
du réseau.
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Fia. 2.2.2: Comparaison des distributions cumulées entre le champ moyen et la simulation pour
différents N (réseau en étoile, p = 0,90 ).
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F1a. 2.2.3: Distributions en champ moyen (cas L = 20), pour différentes charges du réseau.
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F1G. 2.2.4: Distribution en champ moyen pour des routes de différentes longueurs et p = 0,9.
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La figure 2.2.4 montre l'effet d’'une modification de la longueur des routes pour une méme
valeur de p. Une caractéristique surprenante de ces courbes est qu’il ne semble pas y avoir de
différence d’ordre de grandeur entre les distributions quand la longueur varie. La figure 2.2.5
que la moyenne est toujours en K/(1 — p)?, ou seule la constante K varie avec la longueur:
on voit bien que la partie gauche (p — 1: charge élevée) des courbes est rectiligne, ce dont
nous déduisons que le comportement de la moyenne est une puissance de 1 — p. S’il on calcule
la pente de ces droites, on trouve justement —2. On aurait pu craindre, par exemple, que la
moyenne se comporte en (1 — p)~%, comme la comparaison entre M/M/1 (longueur 1, moyenne
en (1 — p)~') et le réseau en étoile (longueur 2, moyenne en (1 — p)~2) semble le suggérer.

Il est intéressant enfin d’étudier I’évolution de la constante K en fonction de L. Il s’avére en
fait que sa croissance est a peu pres logarithmique, comme le montre la figure 2.2.6.

Ces résultats sont d’un intérét pratique important, car ils montrent qu’il n’y a pas de phénomene
d’engorgement dans les réseaux lorsque la taille des routes est grande. D’une part, le changement
de comportement sous forte charge (p — 1) de la moyenne entre L =1 (~ (1—p)~') et L =2
(= (1 — p)7?%) ne s’amplifie pas pour L > 2. L’effort d’optimisation devrait donc pouvoir étre
« local », dans un sens qui reste a déterminer. D’autre part, la croissance semble tres lente
et de type logarithmique, montrant encore une fois que la longueur des routes n’influence que
faiblement le comportement du réseau. Enfin, la politique min étant majorante de max-min, ces
conclusions semblent a prior: valables pour les réseaux dont ’allocation de la bande passante
est max-min équitable.
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F1c. 2.2.5: Evolution de la moyenne des distributions en fonction de la charge, pour des routes
de différentes longueurs.
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F1a. 2.2.6: Evolution de (1 — p)*a en fonction de L pour différentes valeurs de p
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2.3 Etude analytique?

L’évolution des oy régie par la relation (2.1.7), en dépit d’un aspect extérieur « processus de
naissance et de mort », est beaucoup plus complexe, car non linéaire et, en fait, non Markovienne,
a cause de la forme de u; et de la constante &. Nous proposons ci-apres une méthode de
résolution basée sur I'analyse fonctionnelle.

Le résultat fondamental de I’étude, contenu dans le théoreme 2.3.5, a la formulation concrete
suivante : lorsque p — 1, on a les développements

B 1
©T A
1
. _k ~ _
Jimptox ~ (1= pBe| ).

ou A et B sont des constantes positives avec

A= / c(z,1)dz = lim zv'(2,1) ~ 1,30,
0

Z2—00

c et v étant les solutions du systéme différentiel (2.3.15). Par suite de la forte instabilité numé-
rique de ce systeme, il semble difficile avec le logiciel utilisé (« Livermore stiff ODE » de MAPLE)
d’obtenir une valeur siire plus précise de la constante A.

2.3.1 Une équation intégrale pour la fonction génératrice

Soit la fonction génératrice v : z — «(z), a priori définie pour z dans le disque unité fermé,

alz) € Z a2

k>0
En désignant par o/ la dérivée de o, on a /(1) = & et la relation (2.1.7) se met sous la forme

Qpupy = po’ (Vay, VEk > 0. (2.3.1)

On notera en général C(r) et D(r), respectivement, le cercle de rayon r et le disque ouvert de
rayon r.

Lemme 2.3.1.

(a) Si (2.3.1) a une solution probabiliste, alors, nécessairement, p < 1 et

lim axp~* = K(p),

k—o00

ou K(p) est une constante positive, bornée ¥p < 1.

. Auteurs : G. Fayolle et J.-M. Lasgouttes
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(b) La fonction a satisfait I’équation intégrale non linéaire

V)1 - p2)ale) = — [ aw) o(2) ( duw

—_— 2.3.2
2 c(r) 1-— LU)Z ’ ( )

ot |z| < p' et r est un nombre positif arbitraire, avec 1 <r < p~*!

Preuve. Lorsque (2.1.7) possede une solution probabiliste, on a toujours lim,, , %, = @. Dans
ce cas, Ve > 0, il existe un nombre M (e) > 0, tel que

p< O‘;’“ < 1f6, Vm > M(e),
m

ce qui implique p < 1. En outre, sous la méme hypothese d’existence, on peut écrire, en posant
D, = Zle(m — Day,

Oék-p = H m (233)

>0

Lorsque | — oo, la convergence du produit dans (2.3.3) équivaut a celle de la série de terme
général D;, qui converge car

Dy <ag) (m—1)(p+e™, VI > M(e),

m>1
de sorte que ), D; se comporte comme
w__ pHe
2D o+t = (1—p—e)?
1>0 n>0
Le point (a) du lemme est démontré.

Le point (b) est une application de (a) et d’une représentation intégrale utilisée par Hadamard,
qu’on rappelle ci-dessous (cf. par exemple [15]).

Soit les fonctions

= Z a,2", b(z) = Z b, 2",

n>0 n>0

analytiques respectivement dans les disques D(R) et D(R'). Alors la fonction
= Z anby 2"
n
a un rayon de convergence au moins égal 4 RR' et elle admet la représentation intégrale
1 2\ dw
c(z) = — / a(w)b(—)—,
2 J, w/ w
z

ot L est un contour fermé contenant l'origine, sur lequel |w| < R, ‘5‘ < R.

D’apres (a), o a un rayon de convergence au moins égal & p~' : cette propriété, utilisée dans la
formule d’Hadamard, conduit directement a ’équation (2.3.2). n

INRIA



Partage de bande passante dans un réseau: approches probabilistes 35

Le lemme suivant donne la morphologie de la fonction «(z).

Lemme 2.3.2. La fonction o est méromorphe et s’écrit sous la forme

az) = Z p_z.ai_ . (2.3.4)

et, pour toute suite de cercles C(R,,) tels que

on a |a(R,)| = o(1) lorsque n — oo.

Preuve. L’équation intégrale (2.3.2) permet de prolonger analytiquement la fonction a dans
tout le plan complexe. En effet, d’apres le point (a) du lemme 2.3.1, v est holomorphe dans le
disque D(p™!) et sa premiére singularité est un pole simple au point z = p~'. On applique alors
le théoreme de Cauchy a l'intégrale dans (2.3.2), ce qui conduit a

1 1

— = — + Résidu(p_l),

20w C(R1) 2w c(r)

ou R; est donné dans 1’énoncé du lemme. Puisque a(w) et az/w) sont analytiques dans les
régions respectives

_ ¥4 _
wl<p™, |2 <o,

'intégrale est une fonction de z analytique dans la couronne p~' < |z| < p72, et il en est de
méme de «, grace a la partie gauche de (2.3.2). La suite se fait par récurrence.

Pour établir la deuxieme propriété du lemme, on applique le théoreme de Cauchy en évaluant
I'intégrale de la partie droite de (2.3.2) sur le cercle C(R,,). D’ou

'(1)(1 = p2)a(z) — z”: alep) /C(Rn) a(w) a(i) ﬂiiww)Q

i 2
—~ (p'—1) w

Il est loisible de prolonger analytiquement 1’égalité ci-dessus, dont le membre gauche est une
fonction analytique dans |z| < R,, en laissant z atteindre le cercle C(R,), le long d'une courbe

simple qui évite les singularités polaires p~*,7 = 1, ... ,n. Finalement, la majoration du module
de I'intégrale conduit a l’'inégalité

(pBn = )M(By) < Ay sup (M(R:)) + DM(R,) / _ldwl

i<n—1 (Rn) 11— w?’

ou D est une constante positive et A,, est bornée Vn < oco. Par induction, on déduit alors sans
difficulté lim,,_,o, M(R,,) = 0 et la démonstration du lemme est terminée. ]
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En portant la forme (2.3.4) dans (2.3.2), on obtient, par un calcul direct de résidus,

o0

()(1-p2) Y

%
=1 P

Z (p~ (z+9)a_za;)pl —p )2 ) (2.3.5)

$,j=1

Soit la fonction génératrice a : z — a(z2),
def k
a(z) = E agy12",
k>0

définie pour z dans un domaine borné du plan complexe C, contenant ’origine. En utilisant le
point (a) du lemme 2.3.1 et (2.3.4), on obtient les relations

a1 = pK(p)

(2.3.6)
a1 = pra(ph), Vk>1,

qui montrent notamment, puisque oy < 1 — p, que a est analytique dans le disque D(p).
L’identification des coefficients des puissances de z dans (2.3.5) permet d’écrire

L !
(P = Dy =3 %, VE > 1, (2.3.7)
j=1

et on voit aisément par récurrence que les coefficients a; sont de signes alternés, a; étant positif,
Vp < 1.

Soit

d_efoo [ i’ -2
_Z(l_ ) Z t/ﬂ“’ p<1,t|<p2 (2.3.8)

J=1

L’application de la formule d’Hadamard dans (2.3.7) permet aisément ’écriture de 1’équation
intégro-fonctionnelle

o' (D]a(pz) — a(z)] = a(,?z) /C(T) a(w)f(i)dw, (2.3.9)

ur w

valable dans le domaine {r < p, |z| < p~2}.

Choisissant f sous la forme de la seconde série de (2.3.8), qui converge d’ailleurs aussi le domaine
{p <1, R(z) < 0}, le théoreme des résidus appliqué a l'intégrale (2.3.9) conduit a 1’équation
fonctionnelle

o/(Da(pz) — a(2)] = a(p2)b(z), 2| < p, p< 1. (2.3.10)
Zm“ (Pt'2),

7j=1
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en notant que b(1) = /(1) d’apres (2.3.6).

Partant de (2.3.10), on effectue le prolongement analytique de a dans les disques imbriqués
D(p~™),n > 1. 1l en résulte que a n’a aucune singularité & distance finie et, par conséquent,
est une fonction entiére, laquelle, d’apres la théorie générale [15], est completement caractérisée
par ses zéros et son ordre a l'infini.

Soit 2o un zéro arbitraire de a. Alors, d’apres (2.3.10), a(p~"z) = 0 et les zéros de a forment des
familles de points en progression géométrique de raison p~'. Il suffit donc de connaitre les zéros
de plus petit module: ceci n’est possible, en toute généralité, que numériquement, les difficultés
de précision rencontrées étant d’ailleurs assez prohibitives !

Partant de I'identité b(1) = /(1), il est utile de noter les relations
a(p™) =0, Vi>0,

qui seront utilisées dans la suite.

2.3.2 Sur le comportement asymptotique autour de p =1

Pour mesurer l'intérét pratique de la politique min, il est essentiel de comprendre le comporte-
ment du systeme a forte charge. Les calculs numériques de 2.2 montrent 1’existence d’un mode,
phénomene peu fréquent dans la plupart des systemes classiques.

Au cours de cette section, il sera commode de considérer que p est une variable (et non plus
seulement un parametre), qu’on introduira explicitement dans les fonctions et quantités concer-
nées, sans autre avertissement et en évitant toute ambiguité. Par exemple, on écrira a(z, p),

f(Z, p)7 ak(p)v'"

Les idées fondamentales de 1’analyse seront exposées apres le lemme suivant, qui exhibe un
changement d’échelle (peut-étre le seul intéressant) relatif a la fonction a(z, p).

Soit

( def —ai (P)
0= Gog ppal(L, p)’

def —ax(p)
§ )= (og Pl (L pEG)F P2t (2:3.11)

o
c(z,p) = Z cri1(p)2".
\ 1=0

Le lecteur pourra se convaincre qu’en fait le facteur (1 — p)* intervient de fagon mathémati-
quement assez naturelle ; nous avons préféré —log® p pour des raisons de compacité dans la
présentation des formules mathématiques a venir.

Lemme 2.3.3. Soit
« (log p)? 2 B
’U(Z, p) = u/ c(w,p)f(—,p)dw, |Z| <p 2.
c(1) w

2
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On a les relations fonctionnelles suivantes :

(a(z, p) = a1(p) c(2£(p), p),
c(0,p) =1,
§ ¢z, p) = clpz, p) [1 +log pu(z, p)], (2.3.12)
= clpz, p)[1+ 2(log p)* p_ip™ (52, p)].

Les coefficients c(p), k > 1, sont de signes alternés et la fonction c(z, p) jouit des propriétés
Cl-apres.

(a) 1l existe une seule solution c(z,p) de (2.8.11), fonction entiére de la variable z et bi-
analytique en (z, p) dans la région 0 < p < 1.

(b) Posons

PP b _og(1l — u)du
g(t)‘éfzj—ﬁ/ g(u ) <1,
—1 0

que certains auteurs notent dilog(l — t). Alors c(z,1) existe et satisfait I’équation intégro-
différentielle

Loz 1) ez 1) / c(w,l)g(i>dw, r| =1, V|z| <1, (2.3.13)
0z c(r)

2 w
qui se réécrit sous la forme

8c(azz, 1) _ ez, 1) /Oz ¢(w, 1) log (5) dw, (2.3.14)

elle-méme équivalente au systeme différentiel non linéaire
Jc(z,1)
0z
*v(z, 1 1
) | o)
022 0z

z

z +c(z,1)v(z,1) =0,

(2.3.15)

= ¢(z,1),

sous les conditions initiales

0v(z,1)
1) = =1 1)=1.
U(Oa ) 05 Oz |7=0 ) C(O’ )

(c) En outre, c(z,1) est analytique dans le plan complexe ouvert, sauf en un point réel négatif
g, et on a

c(z,1) #0, Vz # q U oc.

Preuve. Les trois premieéres équations dans (2.3.12) découlent directement des relations dé-
finissant les ag(p) (cf. (2.3.7), (2.3.10)), la quatriéme provenant de (2.3.9) par prolongement
analytique. L’existence et 'unicité sont immédiates grace aux relations de convolution (2.3.7).

Les propriétés ayant trait a la morphologie de ¢(z, p), p < 1, sont délicates. D’abord le lecteur
constatera que ’équation (2.3.13) s’obtient rigoureusement par continuité a partir de (2.3.7)
(ou de (2.3.8), mais non de (2.3.12)!). Ensuite, il y un véritable changement de phase lorsque
p = 1. Nous reviendrons sur cette question dans la section 2.3.3. |
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Il est intéressant de noter que la fonction w(y) = v(e?,1) + 1 satisfait 'équation non linéaire
du troisiéme ordre, dite de Blasius [2],

w"(y) +w(y)w'(y) =0,

qui intervient en hydrodynamique, pour décrire des écoulements laminaires stationnaires avec
couches limites! Sa solution explicite est toujours inconnue, bien que de nombreux auteurs
laient étudiée au cours du siécle dernier (voir a ce sujet Schlichting [13] et Steinheuer [14]).

Au vu du lemme 2.3.3, nous pouvons maintenant esquisser les lignes de forces de la méthode
proposée. Le nceud Gordien qu’il faut trancher est 1’évaluation de £(p), défini par (2.3.11). A
cette fin, on exploitera [’équation d’ancrage

c(§(p), p) =0, (2.3.16)

qui découle de la remarque faite a la fin de la section précédente et de la premiére équation de
(2.3.12). D’apres la forme de la troisieme équation de (2.3.12), la plus petite solution positive
de ¢(u, p) = 0 vérifie

= (logp)® Y _ip"e(up™, p),
wlogs (log ) Zz; ( )

dont le membre droit représente une fonction analytique, bornée dans tout compact Vp < 1:
lorsque p — 1, alors nécessairement u — oo et tous les zéros positifs de I’équation d’ancrage
sont rejetés a ’'infini. La clé du probleme consiste donc a trouver le comportement asymptotique
en z des diverses fonctions, dans un domaine conique 0 < z < U(p), incluant £(p): dans ce
cone, c(z, p) est, en un certain sens, tres proche de ¢(z,1) et on a

v(z, p) = w(z, p) = log? pZipi“c(szl, 1). (2.3.17)

i>1
Or w(z,1) a un comportement logarithmique en z, si bien que £(p) se déduit par inversion
directe. Les lignes principale de la preuve sont données ci-dessous.

Nous utiliserons la transformée de Mellin (cf. par exemple [5]) de ¢(z, 1), définie par

Le comportement de ¢(z,1) dans la région R(z) > 0, donné dans la section 2.3.3, permet
d’affirmer I'existence de ¢*(s, 1), Vs, R(s) > 0, et méme de tous les moments de ¢(z, 1) sur 1’axe
réel positif.

Lemme 2.3.4. La fonction w(z, p) définie par (2.5.17) admet, Vz, R(z) > 0, le développement

w(z, p) = c*(1,1)log(pz) — %

+ (log p)* [(log 2)®(2, p) + ¥ (2, p)] + O(z77),

ou d est un nombre positif arbitraire, ® et ¥ sont, Vp < 1, des fonctions fluctuantes, nulles
pour p =1 et dont les oscillations sont de faible amplitude sinon.

(2.3.18)
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Preuve. D’apres les formules d’inversion de la transformée de Mellin,

1 o+io0 1
w(z, p) = 2z7r/ N 27 (s + 1,1)[10_g£ } ds, Vo € (-1,0). (2.3.19)
Soit
Sp = 22'7?,77’ Vn € Z.
log p

On applique le théoréme de Cauchy & (2.3.19), en prenant comme nouveau contour d’intégration
la droite verticale d’abscisse R(s) = d > 0. Il vient alors
oc*(s, + 1,1

Zz s”[ sn+1,1)log(pz) — %} +0(z7%. (2.3.20)

neZ 5
La série dans (2.3.20) est égale a la somme des résidus pris sur la ligne verticale d’abscisse
R(s) = 0 et elle est uniformément bornée, Vp < 1. En effet, en intégrant par parties, on a
I'inégalité

e sn+11|—‘/ yrely, 1dy| < ‘ S:_';Zil‘/ y*lc®(y, 1)ldy,
ot c®) désigne la dérivée d’ordre k de c(z,1) et I'(z) est la fonction Eulérienne habituelle. Or
‘ T(s,+1) 1og p
[(sn+k+ 1) ’
ce qui démontre (2.3.18) et le lemme. n

Théoréme 2.3.5. On a, pour un réel d > 1, les développements

p(p) = exp[—logp;(l’l)—alog;;(l’l)}(1+(9((10gp)d)), (2:3.21)
J(1,p) = ! + O((log p)"). (2.3.22)

(log p)?c*(1,1)
Preuve. D’apres (2.3.16), £(p) est solution de I’équation en z

1+logpv(z,p) =0.

Une analyse poussée, dont la preuve n’est pas incluse ici, permet d’affirmer qu’il est loisible de
remplacer cette équation par ’équation localement équivalente

1 +log pw(z, p) + O((log p)?) =0, (2.3.23)
ol p est un nombre positif, p > 1. Il vient alors, d’apres le lemme 2.3.4,
oc* (1,1
~ tog(pr)er(1.1) — 2 L iog(a)a(a, ) + 0w p) + 067, (2320

_log p Os

ce qui donne (2.3.21).

En ce qui concerne (1, p), on applique la relation simple
pozl(l,p) =— —

obtenue par simple dérivation de (2.3.2) en z = 0, et qui conduit a (2.3.22). u
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2.3.3 Remarques et compléments

Il est important de noter que I'une des difficultés techniques majeures du probléeme, au dela
de son caractere fortement non linéaire, provient du changement de phase qui surgit lorsque
p = 1. De fait, la fonction ¢(z, p) reste positive jusqu’au point £(p), ou elle s’annule; ensuite
ses amplitudes restent faibles, puis, brusquement, pour des valeurs de z trés supérieures a
exp (f (p)), elle se met a osciller fortement, avec des amplitudes non bornées, ce qui implique en
particulier que fooo c(z, p)dz n’existe pas.

Par contre, lorsque p = 1, l'intégrale fooo c(xz,1)dx = A est finie, il n’y a plus de phénomenes
oscillatoires notables, mais la fonction c¢(x,1) n’est plus entiére: elle a une singularité (qui
semble étre un péle d’ordre trois) située sur I’axe réel négatif et elle ne s’annule pas pour z > 0.
On peut montrer, dans le demi-plan R(z) > 0, les comportements suivants :

*(1,1 D1 |
c(z,1) = exp ¢ ( )log z+ Blogz + ng +0( ng)} ,

2
Dl 1
v(z,1) =c¢*(1,1)1logz + B + 02gz+0< oggz)’
z z

ou B et D sont des constantes.

Enfin, il serait possible d’améliorer certaines des estimations données dans la section précédente
en mettant c(z, p) sous la forme (par itération de (2.3.12))

I
c(z,p) = c(zp"", p) [[[1 +1og po(2, p)],
1=0

ol I représente un entier positif quelconque. Le produit ci-dessus est uniformément convergent,
VI < oo, pour tout z dans un compact du plan complexe, car il se comporte comme la série

logp Z ZZPZ_HH—I z—|—k+1 p)’

k>0 i>1

qui, d’apres le principe du module maximum pour les fonctions analytiques, converge unifor-
mément, son module étant majoré par |zp*c(pz, p)|. L’idée consisterait & choisir I tel que

log z

0<zpl <1, ie I<-—
Zp_, 1.€ S logp’

puis d’utiliser les propriétés de la fonction Eulérienne T'.

2.4 Un réseau étoilé partiellement symétrique*

Dans la section 2.1, nous avons uniquement considéré le probleme de partage de la bande pas-
sante pour des réseaux symétriques. Cependant, on peut aussi envisager la structure en étoile
comme un possible modele de communication et de transfert sur Internet : les liens « entrants »

. Auteurs : G. Fayolle et J.-M. Lasgouttes
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Liens entrants Liens sortants

F1G. 2.4.1: Le réseau en étoile asymétrique.

correspondent alors aux processeurs de serveurs WEB, tandis que les liens « sortants » repré-
sentent les arrivées vers les clients destinataires. Dans ce cas, il faut abandonner les hypotheses
de symétrie entre les deux familles de liens, chacune d’elle pouvant provoquer des saturations
de nature différente.

On étudie le réseau représenté sur la figure 2.4.1, qui comporte N™ liens entrants et N°** liens
sortants, de capacités respectives C™ et C°**. Une route est formée d’un couple ordonné {lien
entrant, lien sortant}

On introduit les quantités suivantes:

. . ., def A
— Dintensité des arrivées sur chaque route \, = N
— 0, longueur moyenne d’un message ;

d_ef Cout

o Cin )

On suppose que A et o sont identiques pour chaque route, que la capacité C°** est donnée et
que la charge p™t < \g/C** est plus petite que 1.

Ensuite, la capacité C*™ est choisie de facon a garantir que la charge entrante
i def AO.Nout
- CinNin,
ait une limite bornée strictement inférieure a 1 quand les nombres N™ et N°** augmentent
indéfiniment (le systéme est donc ergodique). Lorsque le rapport N™/N°* tend vers zéro, les
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liens entrants (qui correspondent par exemple a un backbone) ont beaucoup de connexions
actives et une grande capacité, alors que les liens sortants sont eux en régime normal.

Par une approche calquée sur celle de la section 2.1, il est possible d’obtenir le jeu d’équations
heuristiques suivant :

et = /o (2.41)

Brt1tpt1 = 03Bk,

ol
U = Y450 Qe minfk, ef],

(2.4.2)
Vk = D450 Beminfek, €],

et ay (resp. () représente la proportion de liens entrants (resp. sortants) avec k connexions
actives.

Par la suite, on va tenter d’étudier le comportement du systéeme lorsque ¢ — 0, ce qui, dans
une certaine mesure, traduira I'influence respective des parties « in » et « out » lorsque la taille
du réseau augmente.

En introduisant les fonctions génératrices (avec des notations naturelles o, sauf mention expli-
cite, le nom de la fonction correspond & celui des coefficients, i.e. f(z) = >, ., fxz¥), on obtient
le systeme intégro-fonctionnel

zp"Ba(z) = % /C(T) a(g) Ugj)dw,

w00 = iz [ 8(2)" e,

ou l'intégration est prise sur un cercle de rayon r < 1 centré a l'origine. Au vu des études
précédentes, la résolution exacte du systéme (2.4.4) est humainement hors de portée!

(2.4.3)

Formellement, le probléme d’écriture de u(z) et v(z) est 1ié a ’expression de sommes de Dirichlet
du genre

Alx) =) aa.

A<z

La formule suivante, dite de Perron—dans laquelle d(s) = Y ., ane *»%, x est un réel positif et
les A, forment une suite de nombres positifs croissant vers Uinfini (cf. [16])—répond précisément
a la question:

=—1li ——e*d 2.44
2 24 T ovo0 goir S c o ( )

A(x +0) + A(z - 0) 1 /"“T d(s)

o étant une abscisse de convergence (réelle positive) pour la série de Dirichlet définissant la
fonction d(s).
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Pour toute fonction analytique f(z) = 3 fn2", on notera f(s) = f(e™*) et f'(s) la dérivée de

f(s) par rapport & s. Il vient alors, en appliquant (2.4.4) dans la région |e?/°w| < 1 & la suite
A, = n et en supposant ¢ irrationnel,

u(w) = Zwk[SZEch—i-kZoag]

k>0 Le<k te>k

1 J/“+"”{ ( £d/(s) N wes/*a(s) ]d8_+ wa(1)

27 Jy oo LS(1—wesle) T (1 — wesle)? (1—w)?
_ _i otico ca(s)ds N wa(l) ’ (2.4.5)
2T Jyioo S2(1—wesls) (1 —w)?

I’équation (2.4.5) s’obtenant a I’aide d’une intégration par parties. De maniére analogue, on a

ow) = WY Btk Y Bl

k>0 l<ke {>ke

1 /””OO B(s)ds ewf(1)
— +

2 32(1 _ wess) (1 o Cd)2 . (246)

—100

On porte les équations (2.4.5) et (2.4.6) dans le systéme (2.4.3), on permute ad libitum I’ordre
des intégrations (dans les régions autorisées), puis on extrait les résidus au point d’affixe 1
[lesquels proviennent des fractions en (1 — w)™? dans les membres droits de (2.4.5) et (2.4.6)]
pour finalement obtenir

g01+100 —t/e
pPBza(z) = aﬁ(l)za'(z)—%/ + a(z¢') 5t(2€ )t (2.4.7)
o "2 +ico t —te) d
PR = a)e(e) -5 [ AEIAE (2.48)

€

Dans le systeme ci-dessus, les nombres 0, et oy sont positifs et satisfont les inégalités
|z] €7 <1, |z eT < 1.

La dépendance en ¢ des fonctions [ et « est tres complexe, mais le comportement limite
lorsque € — 0 peut se déduire de (2.4.7) et (2.4.8). Désormais, nous ferons systématiquement
apparaitre ¢ comme une variable explicite dans les fonctions et quantités concernées (par ex.

a(z,¢), B(e), ete.).

A partir des systémes (2.4.1) et (2.4.2), et en utilisant la relation de conservation
p™ed(l,e) = pmB'(1,¢),

il est facile de voir que

lim Oék+1(5) __ in im /6]6-1-1(6) — pOUt, Ve > 0, (249)

k—o0 Ozk<€) o ’ k—00 ﬂk(c‘:)
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les convergences étant évidemment non uniformes en ¢.

Dans la région d’ergodicité p™ < 1, p™* < 1,on a a(1l,e) = B(1,e) = 1 et les fonctions a(z,¢) et
B(z, ) ont, d’apres (2.4.9), des rayons de convergence respectifs au moins égaux a 1/p™ et 1/p°*.
Il devient alors possible, dans (2.4.7) et (2.4.8), de décaler les droites verticales d’intégration
légerement a gauche de ’origine, ce qui conduit au systeme

_ € /561“"0 afzet,e) Ble e ) dt

Ae)(1 = zp™)a(z,€) =

B % 61 —100 t2 ’
3e) 4 Gt ) et ) (2.4.10)
P B(e 1 20 B(zet e) a7 e) dt
1 _ out —_ .
pout ( Zp )ﬁ(z’ 8) 2’&71' \/6'21oo t2

01 et 6y étant réels négatifs, de modules suffisamment faibles pour que les lignes d’intégration
soient dans les domaines d’analycité des fonctions a(z,€) et §(z,¢). En outre, grace a (2.4.10),
on pourrait effectuer le prolongement analytique des différentes fonctions. Disons simplement
qu’elles sont méromorphes, leurs poles étant nécessairement de la forme (p™)™, (p°**) ™, ou m
et m sont des entiers positifs.

On souhaite trouver les distributions limites, lorsque € = 0. Nous énoncerons quelques conjec-
tures, en esquissant uniquement les lignes de force du raisonnement mathématique. D’abord,
la fonction «(z,¢) dégénere (a l'instar de la variable aléatoire X,(¢)): il y a un changement de
phase tres marqué et tous les poles a distance finie disparaissent.

Par contre, la fonction (3(z,0) = lim. 4 3(z,&) correspond & une distribution propre et n’a
qu’un seul pole a distance finie au point z = 1/p™*.

On effectue dans la premiere équation de (2.4.10) le changement de variable z — 2° et on
introduit la fonction v(z,e) = a(z*,¢). Puisque la fonction 2° a un nombre infini de détermi-
nations (elle n’est pas analytique dans un voisinage de 1’origine), on suppose que z reste dans
un demi-plan fixé. Il vient alors

_ . 1 [0 (et e) Blet e) dt

1—2p" = — 2.4.11
Be)(d = 2°p")y(z,¢€) 2ir Sy v , ( )
in 3 d2+ic0 t —t
p /6(8)(1 _ Zpout)ﬂ(z’g) — L /B(’z6 ’8) ,Y(e ’6) dt . (2.4.12)
pout 27/7-‘- 83 —ico t2

Pour z fixé, il semblerait que 1’on puisse obtenir, a ’aide d’un prolongement analytique,
limv(z,€) = 2,
e—0

, _ u(7)
ll—r»%ﬂ(z’ €)= 1 — zpeut’

(2.4.13)

ottu = pB/p°* et Q,(2) est un polyndme de degré v, se réduisant possiblement 4 une constante,
auquel cas on retrouve le phénomene d’insensibilité de la section 2.6.2. Cette analyse sera
poursuivie ultérieurement.
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2.5 Champ moyen de second ordre pour un grand réseau
symétrique®

Meéme si les comparaisons entre les résultats de simulation de la section 1.2 et les calculs
numériques semblent montrer une convergence quand N — oo, il est intéressant de voir ce qui
se passe quand on ne suppose plus I'indépendance conditionnelle des deux liens traversés par
une connexion active. En fait, la section 2.5.2 montre que les équations obtenues en section 2.1
(et dérivées d’une maniere différente en section 2.5.1) ne sont pas exactes, et qu’il est possible de
les améliorer en considérant un champ moyen d’ordre 2. Nous verrons toutefois en section 2.5.3
que le champ moyen considéré précédemment est une assez bonne approximation, surtout si
I’on considere la complexité ajoutée par le second modele.

Le modele et les notations sont les mémes qu’en section 2.1.1, a ceci pres que l'on se restreint
ici au cas L = 2 et que 'on note ( (Xr(ﬁ)), X;f;))) la bande passante allouée a une route r € R,
que 'on supposera uniquement dépendante de I’état des liens visités par cette route. Dans le

cas de la politique min, on a

C(z,y) = %/\ i

2.5.1 Equations de récurrence — ordre 1

On définit le champ moyen ¥’ comme au début de la section 2.1.2. Par contre, pour calculer
I'intensité de départ d’un lien, nous introduisons mesure suivante, qui représente la proportion
de connexions actives dont les extrémités ont respectivement x et y connexions actives:

1
(V) def - E : g
ﬂ;cy - N x”ﬂ{Xi(N):w,XJ(.N):y}’
ijeL
ol z;; vaut z{™ si la route 7 passe par ¢ puis j, 0 sinon. Il est intéressant de noter que

(V) — ™)
= TOg (2.5.1)

y>0
Si on note G® le générateur de la chaine de Markov associée au systeme, alors son application
a oY) donne pour z > 0

A (N)

1 1 1
(M)A — (V) (™) (N)

G™ [awN ] - N [azc—l - awN } + N §>0:|: w—l—l,yEC(m + ]-ay) - ﬂwg’ ;C(xa y) :

Y

Par sommation, on obtient

pEaf” =Y B, ((e+1,y),
y>0

5. Auteurs : F. Delcoigne et A. de La Fortelle
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et, en supposant que 3{}’ converge quand N — oo vers 3, € R,

=Y Bor1yl(x+1,). (2.5.2)

y>0

Pour pouvoir rendre cette équation fermée en «, il est nécessaire de faire une hypothese
d’indépendance que nous appellerons d’ordre 1:

Hypothése H1. 3,, a une forme produit en x et y. D’aprés (2.5.1), cette forme est nécessai-
rement
T YOy

Boy = ——. (2.5.3)

Une maniére de comprendre cette hypothese est de remarquer que, quand N — o0, chaque

route est pratiquement vide et z{™ ~ 1 IRCIE Alors on a,
r

ﬂzy = IP(XT(l) =, XT(Q) =y ‘ Ty > 0), (2.5.4)

et H1 revient a supposer que les lois des liens traversés par une connexion active sont indé-
pendantes. Cette hypothese est bien stir fausse en général, mais on peut se persuader qu’elle
devient d’autant plus raisonnable que p est proche de 0 ou de 1.

Sous H1, la relation (2.5.2) devient

paty = g1 Y (x4 Dyoy((z +1,7). (2.5.5)
y>0

2.5.2 Equations de récurrence — ordre 2

Afin de vérifier la pertinence de H1, nous cherchons maintenant a écrire 1’équation d’évolution
de By, pour vérifier si (2.5.3) en est solution.

Soit 7 = (7, ) une route quelconque et x et y des entiers fixés et soit 6, (x, y) e
X =m X0 =}

On a alors
GOz, (2, y)]

M +1)6,(x — 1,y — 1) — 26, (=, y)}

7

AR™ —1)

%fi 60(z = 1,9) = 6,(2,9)]

AR™ — 1

%x(m [6r(z,y — 1) — 6, (z, y)]
)

=[G+ 1,y + D)@ = V6@ + 1y +1) = (o, )28, (x,9)]

xﬁN)
+ Z $(N) [C(x +1 X(f\(];))&(aﬁ +1,9) - ((z, Xﬁq;))ér(x, y)]
r' 3,0 #r
) (V) (
+ Z Ly [C(x +1, X 1(1))67"(55 +1,y) = ((z, X 1(1))5r($7y)]-
r!'Sj,r'£r
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De méme que I’équation d’évolution de af"’ faisait intervenir la mesure empirique 3;’, nous
avons maintenant besoin de la mesure

1
(N) def § E (N) ,.(N)
ﬁ)/ac,y,z - N Lt e xg’j Ty ]I{Xi(N):z’Xy(N):y’XI(cN):Z}.
%,J€ J

On supposera, de méme que pour les o et 3, que cette mesure a une limite déterministe 7, ,
quand N — oo. De plus, nous faisons I’hypothese que, asymptotiquement, xz{™ vaut soit 0
soit 1, si bien que z{™(z™ — 1) = 0 (ce qui est plausible considérant que le nombre total de
routes est bien plus grand que le nombre total de liens).

Alors
I GV = e
+ )‘[ﬂz—l,y - ﬁzy + ﬁz,y—l - ﬂmy]
1
- ;C(xa y)ﬂwy
1
+ - Z [’Yac-l—l,y,zC(x +1,2) = Vay,((2,2)
g z>0
+ ’Yy—|—1,z,z€(y + 1’ Z) - ’Yy,IaZC(y’ Z) )
et donc
0 = p[am—lay—l + ﬂz—l,y - ﬂmy + ﬂm,y—l - ﬂzy] - C(xa y)/@my (256)
+ 3 [esipel@ +1,2) = g C(3,2)|
z>0
+ 3 1€ B+ 1,2) = Wl (0. 2)
z>0

Pour rendre 1’équation (2.5.6) fermée, il faut encore une fois recourir & une hypothése d’in-
dépendance, que nous appellerons d’ordre 2. Considérons d’abord les propriétés intrinseques
de 7z,y,,: similairement & (2.5.1), nous avons des relations entre «, 5 et 7:

Doy = (@=1BY, (2.5.7)

2>0

Z Vou: = x(z—1)af”. (2.5.8)

y>0,2>0

Notons que o™ peut étre dérivée de S par (2.5.1), et donc que o™ n’est pas une variable
externe dans les équations. Il existe de plus une symétrie en y,2: Yz = Vz,2,9-

Hypothése H2. v, , . a une forme Markovienne, c’est-a-dire que conditionnellement a x, y et z
sont indépendants. Grace d la symétrie et aux équations (2.5.7)-(2.5.8), on en déduit que

ﬂacy/@mz

Tl

’Yzayaz = (ZL‘ - ]‘) vx 2 27 vy’z 2 1.
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Définissons maintenant le taux moyen de départ

= def /Bzc'y
= — >
(@)= @-1)) C(ﬂﬁ,y)mw, Vz > 1.
y>0
L’équation (2.5.6) devient, sous H2,

0 = p[al‘—lay—l + ﬂm—l,y - ﬂxy + ﬂz,y—l - ﬂmy] - C(.Z‘, y)ﬂxy (259)
+ ﬂm—l,yé(x +1) - ﬁmyé(ﬂf) + ﬂy+1,w5(y +1) — ﬂywé(y)

Pour tester la validité de H1, il suffit de remarquer que I'indépendance est un cas particulier de
dépendance Markovienne. Cependant, il faudrait rigoureusement formuler H1 dans le cadre de la
mesure 7y, , ., car I'indépendance des variables z, y, z deux a deux n’implique pas I'indépendance
des trois variables. Nous nous plagons donc sous une hypotheése & peine plus forte H1', selon
laquelle 7, 4 , a une forme produit. Dans ce cas, (;, conserve la forme (2.5.3), et d’apres (2.5.7)—
(2.5.8),
. Yoy 20,
Yoz = (@ —1)0y z 5

Notons que H1’ implique (2.5.5), qui se récrit sous la forme

pﬂwy = ﬂw—kl,y&(w + 1, y)

Alors (2.5.9) implique

TOgYo
POy _10y_1 = ; y<($7y)7 Vl"y > 1.

Pour « déterminée par (2.5.5), cette relation n’est satisfaite que dans des conditions treés par-
ticulieres, par exemple si ( a une forme produit. H1' n’est donc pas valide pour la politique
min.

La question qui se pose alors est de savoir si les équations d’ordre 2 (2.5.9) sont asympto-
tiquement exactes. Pour avoir un début de réponse a cette question, il faut écrire I’équation
d’évolution de 7, ,. Les équations (et les calculs intermédiaires) sont comme on pouvait s’y
attendre tres compliqués, et nous ne les reproduirons pas ici. La conclusion est toutefois que
I’on obtient a l'ordre 3 un systeme différent, a priori plus précis que le champ moyen d’ordre 2.
Il est en fait trés probable qu’il ne soit pas possible d’écrire des équations de champ moyen
d’ordre fini qui soient exactes. On peut alors se contenter des équations d’ordre 1, dont on verra
a la section précédente qu’elles sont suffisamment précises en tant qu’heuristique.

2.5.3 Validation numérique

Les résultats obtenus dans les études précédentes semblant montrer que les équations de champ
moyen d’ordre 1 sont une treés bonne approximation des résultats de simulations, cette sec-
tion vise a quantifier plus précisément les écarts obtenus, et a les comparer au champ moyen
d’ordre 2.
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A cet effet, définissons la distance en variation totale entre deux distributions (az,z > 0) et
(0%, > 0)

ef 1
d(o, ') & 3 Z |y — al .

z>0

La figure 2.5.1 montre les distances respectives entre les résultats de simulation, et les solutions
de champ moyen d’ordre 1 et 2, pour différentes valeurs de p. La premiere remarque est que les
équations d’ordre 2 donnent une distance a la simulation bien plus petite que celles d’ordre 1,
quelque soit la valeur de p. En particulier, la figure 2.5.2, qui montre la différence entre les
distributions des deux champs moyen et de la simulation (pour la valeur p = 0,7 qui maximise
cette différence), montre que cette réduction est uniforme pour toute la distribution. Un autre
enseignement intéressant est que, si le champ moyen d’ordre 1 semble étre un minorant de
la simulation, les équations d’ordre 2 paraissent, elles, étre majorantes. Ces conclusions se
retrouvent pour les autres valeurs de p.

Malgré ces différences de précision, les distances obtenues sous H1 (moins de 0,02) sont treés
faibles, et cette distance diminue pour les valeurs extremales de p. Une explication intuitive de
ce phénomene est la suivante :

— quand p — 0, chaque branche tend a avoir soit 0 soit 1 connexion; la loi condition-
nelle (2.5.4) est donc déterministe et vérifie H1;

— inversement, quand p — 1, deux branches ayant une connexion en commun ont beaucoup
d’autres connexions actives, ce qui dilue leur interaction.

Il est donc vraisemblable que les équations asymptotiques obtenues précédemment pour p — 1
restent exactes sous I’hypothese H2.
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F1a. 2.5.1: Distance en variation totale entre les lois o de la simulation (N = 2000) et des
champs moyens d’ordre 1 et 2 , pour différentes valeurs de p.
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F1a. 2.5.2: Différence entre les lois o du champ moyen d’ordre 1 (resp. d’ordre 2) et de la
simulation (N = 2000), pour p = 0,70.
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2.6 Limite thermodynamique pour des systemes markoviens
non symétriques”’

2.6.1 Présentation de la méthode

Nous ébauchons dans cette section une nouvelle approche de preuve de la propagation du
chaos, d’abord d’un point de vue général, puis plus précisément appliquée aux cas particu-
liers d’'un mécanisme de partage de bande passante (section 2.6.2) et d’un réseau de Jackson
(section 2.6.3).

On considére un réseau X’ (de type file d’attente, au sens large) comportant un ensemble N de
neeuds, avec N = |N|. L’état du nceud i € N & Pinstant ¢ étant noté X;(t) € E, on définit le
processus

X(t) = (Xi(t))iew

qu’on suppose étre une chaine de Markov ergodique, de mesure invariante unique . Si néces-
saire, on utilisera la notation X“(¢) pour souligner la dépendance en N.

Soit B(E) I'ensemble des fonctions réelles bornées pour la norme || - ||o, définie par

def
[1fllec = sup f().
zeE
Si G est le générateur infinitésimal associé a X, alors

/EN Gf(x)du(z) =0, Vf € B(EM). (2.6.1)

On notera aussi par la suite IE¥ I’espérance sous la mesure p, de sorte que (2.6.1) peut étre
récrite

E*Gf(X) =0, Vf € B(EM).

On veut étudier le comportement asymptotique de x quand le volume de X’ augmente (i.e. quand
le nombre de nceuds N devient grand). La méthode proposée est la suivante : on cherche d’abord
a deviner quel est le comportement d’un noeud isolé au milieu du systéme, en supposant que
ses interactions avec les autres nceuds sont indépendantes les unes des autres et suffisamment
« diluées ». Soit G; le générateur associé & un tel nceud i. Sous des conditions d’ergodicité
adéquates, il existe une mesure fi; telle que

E4G f(X;) =0, Vie N, Vf € B(E). (2.6.2)

A partir des GG, on construit le générateur et la mesure suivants:

éd:ef ® é'a ~d:ef ® 7.
iEN ! a z'e/\f'uZ

6. Auteurs : G. Fayolle et J.-M. Lasgouttes
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Si les nceuds du systeme sont suffisamment indépendants, il est loisible d’espérer que les mar-
ginales de ji concernant un nombre de noeuds petit devant N soient proches de celles de p.

Soit S C AN un sous ensemble quelconque des nceuds de X, de cardinal |S|. Pour toute fonction
test fg € B(E®), I'équation (2.6.2) implique

E"G fs(X) = EX(G — G) fs(X).

Comme les générateurs G et G ont des structures proches, les calculs se simplifient en général
suffisamment pour conduire a une borne de la forme

EFG f5(X)| < sl oo (2.6.3)

oll £g est petit pour un grand systeme vérifiant des conditions de mélange adéquates, qui sont
pour 'essentiel des conditions de flux.

Arguments de preuve pour S fini Le lecteur pourrait sans doute étre tenté d’évoquer les
fameux théoremes de Kolmogorov ou de Tulcea, qui montrent comment construire la loi d’un
processus a partir de distributions compatibles sur les ensembles cylindriques (i.e. des margi-
nales). Ici la situation est cependant bien différente. car les processus X “(¢) ne sont a priori
aucunement comparables lorsque N varie. En outre, comme il ressort de I’équation (2.6.3), il
s’agit d'un probleme d’approrimation de mesure.

Pour prouver que les composantes de f sur S sont proches de celles de p (au sens d’une
distance classique), 'idée est de recourir a I’analyse spectrale. D’abord, on remarque que S, a
une renumérotation pres, agit comme une fenétre lorsque N varie. Alors, le point saillant est
de vérifier que lopérateur de projection de G sur ’ensemble S C N admet la valeur propre 1
comme point isolé de son spectre (sur un espace de fonctions convenablement choisi) : or cette
propriété semble vraie pour une classe assez large de bons systeémes, incluant la plupart des
réseaux usuels (files d’attente ou assimilés).

2.6.2 Application a un systeme avec backbone

On considére un modele simple (figure 2.6.1) dans lequel un backbone (lien 0) est relié & des liens
« utilisateurs » (correspondant & ’ensemble noté A'). Des connexions sont créées sur chaque
route, comprenant le backbone et un lien 7 € N, selon un processus de Poisson d’intensité
;. Chaque connexion 7 est maintenue jusqu’a transmission complete de ses données, dont le
volume suit une loi exponentielle de moyenne o;.

Le nombre de connexions actives sur le lien 0 est Xy = Zie v Xi- On mélangera les notions de
route ou de lien sortant, qui sont en correspondance bi-univoque. Chaque lien i € N'U {0} a
une bande passante C; et sa charge est définie par

def )\io-z' .
;= ,1 €N,
pZ CZ
def 1
po = = E Ai0i
CO iEN

RR n° 4202



Guy Fayolle, Jean-Marc Lasgouttes (éditeurs)

Lienl

Lien 2

Backbone (lien 0)

LienN

F1c. 2.6.1: réseau asymétrique avec un seul backbone.

avec p; < 1,Vi > 0. La bande passante allouée & la route passant par le lien 7 € N est
notée (;(X).

Avec les notations de la section précédente, on peut écrire
GI(X) = D M[F(X +e)— F(X)]
1EN

+ 3 TG )~ £,
ieN Tt

oll e; est le i-éme vecteur de base canonique de RY.

Dans le cas ou les charges p; des liens sont bien réparties (en un sens défini plus tard, mais
qui inclut le cas symétrique), on peut supposer, comme dans les études précédentes, que les
X;, © € N sont suffisamment indépendants quand N est grand pour que X, vérifie apres
normalisation convenable une loi des grands nombre.

Le lemme suivant sera utile pour évaluer g, en notant la parenté des résultats avec les conditions
de négligeabilité asymptotique uniforme qui apparaissent dans les théoremes centraux limites
(cf. par exemple [7]).

Lemme 2.6.1. Soit X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes et positives et S, =
S X;. Alors, en posant M, £ ES, et D> =Y  TEX?,

P(S, < 5) < exp [— } Vs < M, (2.6.4)
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Si, de plus, pour tout i, il existe des nombres X tels que X; < X}, alors pour tout s > M,,

M. — 2
IP(S, > s) < exp [—%], Vs > M, (2.6.5)

od Dy = 31 B(X] — X,)’.

Preuve. On choisit ¢t > 0 et on écrit
P(S, < s) =P(e™ > ™) < e*Ee™",

ou la derniere expression provient de la célebre inégalité de Tchebyshev. Pour chaque va-
riable X;, on a

42 t2
e X < 1 —{EX; + 51EX3 < exp [—t]EXi + g]EXZQ} .

En prenant en compte I'indépendance des X;, et en optimisant sur la valeur de ¢ > 0, on obtient
donc

IP(S, < s) < exp [—t(Mn —s)+ gDﬂ < exp [—%}

ce qui conclut la preuve de (2.6.4). Pour (2.6.5), on remarque que
P(S, > s) :]P[ZX;‘—Sn < ZX;‘—S],
i=1 i=1

et on applique (2.6.4), puisque les X* — X; sont des variables positives. [ ]

2.6.2.1 Cas de la politique min

Le débit de chaque lien i € N est calculé selon la politique min, et vaut

= &min(co Oi)

(X Z0 ),

Il est alors naturel de poser, pour mg réel fixé,

G () = A[I(X €)= F0] + 5 tmin(T2, S [F(X —e) = SX]. (269

g; mo’ X

Le choix de my est fait en définissant m; = IE” X, et en posant ensuite mg = Zie N M. La
forme de G montre qu’il est toujours possible de trouver de tels nombres.

Avec ces notations,

(G- G)f(X)
_ Z?[mm(g,_> —min(ﬁo,—z)] [F(X —e) — f(X)]
ieN ! 0 < 0
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Soit, comme dans la section précédente, S C N et fg € B(E®). Alors,

IEA(G — G)fs(X)| < 2||fs||ooZlE“ (;Z%)—mm(%%)‘

1€S

X;1Cy
< 2 fslle YA ‘ 2.6.
- ”fS” Z 0 {X >In1n(X0 mO)} ( 6 7)
00 i
< 2 fslle E —1‘ 2.6.8
< 2l Zmo | | (263)
= sl fslloos (2.6.9)

ou (2.6.8) est relativement brutale, car elle ne prend pas en compte lindicatrice présente
dans (2.6.7). 1l est donc possible, mais techniquement délicat, d’affiner la valeur de ¢g.

Posons Sj;; = Xo — X; et M) = mg —m,. Alors, en utilisant le lemme 2.6.1, pour « €]0, 1] fixé,

Eﬂ[X,- %’—1‘ ‘Xi:x}
- ““"]EM‘ Si +m, _1‘
= xIE"[ % - 1‘]1{5[i]<0¢M[i]}] + x]E[‘[ % - 1‘]1{5[2'12&1‘4[2'1}]
< (lo = mi| + My;)) exp [— (1 _2;;)[2:]\/‘[61] + x\a: — mi‘;é[;_ O‘)M[i].
On choisit alors
(1—a)= 2]”1)[%} log M[%
et on obtient
IE# [Xi %2 — 1‘ ‘ X; = x} < |x]\_4[%nz‘ + ]\;[i] +x|x]\_/[[:]m| + ;/[l;][i log M

Méme si cette majoration est explicite et permet de tout exprimer a partir des deux premiers
moments, elle n’est pas tres simple a manipuler. Notons toutefois que, quand les p; sont suf-
fisamment loin de 1 pour que les variables X; aient des moments uniformément bornés, il est
possible (comme dans [7]), de montrer

es =0 (|S|7COV IOng)

3/2
my

Il est intéressant de voir sous quelles conditions a lieu un phénomeéne d’insensibilité de la
distribution des X; par rapport aux parametres du réseau (en occurrence Cy et les autres p;).
De I’équation (2.6.6), il ressort que le nceud 7 sera distribué comme une file M/M/1 de parametre
pi des que Cy > Cymy.
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La zone de parametres dans laquelle toutes les files sont insensibles a Cy est donc décrite par

C
max C; < —2. (2.6.10)
1EN my
Ce domaine est assez compliqué a décrire, puisque my dépend directement des C; au travers
de p;. Rappelons que, dans le cas symétrique (p; = p pour tout s € N), la condition (2.6.10) se
réduit a po + p < 1.

2.6.2.2 Cas d’une politique efficace

On considere une politique d’allocation efficace, au sens de la définition 1.1.3. Un cas particulier
notable d’une telle politique est la politique max-min. Il est intéressant de noter toutefois que
la structure exacte de la politique n’est pas nécessaire pour obtenir des résultats d’insensibilité.

On considere Iallocation {; qui serait celle du lien 7 si on avait Cy = co. D’aprés (1.1.4), on a
G(X) = Cilix,;>0}. La bande passante totale réclamée dans le lien 0 est donc

SN - Z Ci]l{Xi>0}-
eN

Au vu de (1.1.5) appliquée pour £ = 0, on aura ; = {; pour tous les liens dés que Sy < Cj, ce
qui devrait étre souvent, vu que IES,, = poCy. Dans ce cas, chaque route se comportera comme
une file M/M/1; il est donc naturel de poser

éif(Xi) = A [f(X + ei) - f(X)] + %H{Xpo} [f(X - ei) - f(X)}-
On a alors
(G~ G)F(X) = Y Mot [XiGi(X) — D pxsn ] [FOX — ) — F(X)

1EN
et, d’apres le lemme 2.6.1,

|W@—®%WsmmeL (1—p0)’C3 } Ci a

— = ¢l[flloe-
2> ien(1=p)CE ] &2 pi
La premiere remarque a propos de cette inégalité est qu’elle est tellement forte que la conver-
gence vers un modele produit semble étre vraie pour la loi jointe de toutes les files. Dans ce
cas, on aura un résultat d’insensibilité, c’est-a-dire que la distribution d'un lien utilisateur ne
dépend pas des parametres des autres liens (et en particulier du backbone).

On voit apparaitre dans exponentielle des termes liés & la bande passante résiduelle (1 — p)C.
En particulier, dans un cas symétrique avec les notations Cy = Ncy, C; = C, p; = pn, Po = Pon,
on obtient

o O2NC ox [_N(l — pON)Qc%}
C%(1 - pn)

On voit que, dans le cas ou le le backbone est chargé (poy — 1), il faut au pire avoir 1 — poy =
1/v/ N, sauf si les liens utilisateurs tendent eux aussi a étre saturés.
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2.6.3 Un réseau de Jackson avec des temps de service non exponentiels

On exhibe ici un réseau pour lequel la méthode de la section 2.6.1 conduit a des calculs de nature
différente. Il s’agit d’un réseau de Jackson a NV nceuds, avec durées de service i.i.d. arbitraires
a chaque nceud, la politique de service étant premier arrivé-premier servi. Ce réseau n’a bien
siir pas les bonnes propriétés de forme produit de la version avec temps de service exponentiels.
Toutefois, sous certaines conditions, il semble possible d’approximer les marginales en limite
thermodynamique.

L’état a l'instant ¢ > 0 du neeud ¢ € N est donné par le nombre de clients présents X;(t) et
le temps de service déja requ R;(t) par le client en cours dans la file. Par convention, on prend
R;(t) = 0 quand X;(t) = 0.

La dynamique du réseau est décrite par les regles suivantes:
— le nceud 7 regoit un flux externe poissonnien de clients d’intensité Ag; ;
— les clients quittent le noeud ¢ avec intensité v;(X;(t), Ri(t));

— quand un client quitte le noeud i, il quitte le réseau avec probabilité p;y, ou rejoint le
neeud j € N, avec probabilité p;; (avec pio + > jcp Pij = 1)-

Si on pose E £ IN x IR™, le réseau est alors décrit par le processus de Markov
(X (t), R(t))t>0 = (Xi(t), Ri(t),7 € N)i>o0, (2.6.11)

A valeurs dans E”V et qui sera supposé ergodique. Son générateur s’écrit

Gf(X,R) = Y Xlf(TuX,R) - f(X, R)]

=
+> > puyn(Xe R)[F(TyX, ZiR) - f(X, R)]
iEN jeNU{0}

of
+ Z/\:[ 6—n(X’ R)]I{Xi>0}a
1S

ot f € B(EY) et ol les opérateurs T et Z sont définis, Vi, j € N, par

TyX = X — 16 +ej,
TouX £ X +e,

TX = X — Lix;>0€,
Z;R = R-— Rie;.

Soit (A, 3 € ) la solution (unique) du systéme linéaire d’équations

j\j:)\oj-FZpij;\i, ]EN
1EN

INRIA



Partage de bande passante dans un réseau: approches probabilistes 59

Pour tout i € N, Vf; € B(E), on définit le générateur
Gifi(X,R) = X[fi(TuX,R) - fi(X,R)] (2.6.12)

+7(Xs, Ry)[fi(Ta X, Z;R) — fi(X, R)]

f;

+ E(Xa R)]l{Xi>0}7

qui décrit le nceud ¢ comme une simple file d’attente avec arrivées poissonniennes d’intensité \;
et taux de service v;(X;, R;), et on note comme précédemment fi; la mesure invariante associée.

Le lemme suivant sera utile plus loin

Lemme 2.6.2. Pour toute fonction f € B(IN), on a
NIEF f(X5) = TBFy (X, Ry) f(X; — 1),
Preuve. C’est une conséquence directe de
EAG; f(X;) =0,
en utilisant le fait que f ne dépend pas de R;. [ ]

def

On choisit S € N et on pose S¢
sur B telle que, pour i € S,

N\ S. On se donne aussi une mesure de probabilité age

IEQSC,YZ,(XZ,, RZ) = ;\Z (2613)

Deux exemples possibles d'une telle mesure sont

~ def ~
Hse = & [,
1€SC

Hse = / /J,(d.’L‘, dT)
(XS7R5)EES

Dans la suite, on considére que les files de S on fis comme distribution (c¢’est-a-dire que ce sont
des files M/G/1 indépendantes), alors que les autres sont régies par ag.. Alors, en utilisant,
pour fs € B(E®), la relation

0 = E*Gsfs(X,R)
-y [Aoj +3 xip,j] IS [ f5(To; X, R) — fs(X, R)]

JES €N

+ 3 o+ D pi| B (X, ) [fs(TiwX. ZiR) — fs(X, B)]|
i€S JEN

+ ) Es %f

S
.
i€S ¢

(X, R)]I{Xi>0}a
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donne, apres quelques calculs,
EfGfs(X, R)
= E*(G - Gs)fs(X, R)
= Z pii[7(Xi, Ri) — NJEPS [ fs(To; X, R) — fs(X, R)]

i€se,jes

+ Z pij I [% Xi, R )[fS(Tin7 ZiR) — fs(TiX, ZiR)H
1,JES

- Z pi NIEPS [ f5(To; X, R) — fs(X, R)].
i,j€S

Alors, en appliquant le lemme 2.6.2,
E*Gfs(X, R)
= Z Dij [’Yz‘(Xz', Ri) - 5‘i:| EFs [fS(TOan R) - fS(X; R)}

1€5¢,j€8

+ ) Py MBS [ fs(To; X, ZiR) — fs(X,Z;R)

1,JES

_'j5(11ﬁ;¥;}2)_%‘ﬁS(}(:}%)}a

et finalement, grace a (2.6.13),

E*s®sGfg(X,R) = E*EMG fS(X R)
= ) pME™ [fs(To; X, ZiR) — fs(X, Z;R)

1,JES

— fs(To; X, R) + fs(X, R)].

On obtient donc une inégalité de type (2.6.3) avec

£s = 4 Z pijhi < 4|S)? sup DijNis
h,jes HEN

grandeur qui est faible en particulier dans le cas d’un réseau symétrique compléetement connecté.
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Notations

Notations générales

ensemble des nombres réels;

ensemble des entiers relatifs ;

ensemble des entiers naturels ;

cardinal de ’ensemble A;

complémentaire de I’ensemble A ;

espérance de la variable aléatoire X ;

espérance de la variable aléatoire X sous la loi y;

probabilité de I’événement F.

Notations propres au modele

RR n° 4202

ensemble des liens formant le réseau;
nombre de liens dans le réseau (N = |L]);

ensemble des routes, chacune notée r = (r(1),...,r(L,)) € L, ou L, est la
longueur de r € R ;

« le lien ¢ € L fait partie de la route r € R »;

« la route r € R passe par le lien £ € L »;

taux de création de connexions sur la route r € R ;

volume moyen de données transmises sur une route r € R ;
capacité du lien £ € L;

charge totale du lien ¢ € L;

nombre de connexions actives sur la route r € R a l'instant ¢;
nombre de connexions actives sur le lien £ € £ a l'instant ¢;

capacité allouée a la route r € R quand le réseau est dans 1’état X.
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