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des splines bicubiques et en adoptant une approche multiéchelle. De plus, nous utilisons ’al-
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Estimation of the local volatility of financial assets by a
numerical inversion method

Abstract: We consider a problem arising in finance that consists in identifying the lo-
cal volatility from option prices provided by the market. The problem is formulated as an
inverse problem. The direct problem (pricing), which consists in computing option prices
by solving Dupire’s partial differential equation, is solved by finite differences. Then, the
inverse problem (calibration) consists in solving an optimization problem where we have
to determine the optimal volatility such that the prices computed with this volatility are
as close as possible to the prices given by the market. This ill-posed inverse problem is
regularized by parameterizing the volatility using bicubic splines and by employing a mul-
tiscale approach. Moreover, we use the Quasi-Newton algorithm (with or without bounds)
to solve the optimization problem. Our algorithm of calibration is tested on synthetic data
(simulated with our model) and on real data provided by the market.

Key-words: finance, calibration, Dupire’s PDE, finite differences, inverse problem, opti-
mization
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1 Introduction

Le modéle de Black-Scholes suppose que 1’évolution du prix de lactif est régi par ’équa-
tion différentielle stochastique suivante (cf. [3]):

S, = S;(udt + 0dB,),

ou la volatilité o du sous-jacent est supposée constante et ot By est un mouvement brownien.
A partir de ce modeéle de diffusion de ’actif, on peut déterminer le prix des options sur cet
actif. Inversement, la volatilité o étant le seul paramétre non observable de ce modéle, on
s’intéresse au calcul de o & partir du prix d’une option (K,T') observé sur le marché. La
volatilité ainsi obtenue est appelée volatilité implicite (notée ops(K,T)).

Lorsque ’on confronte ce modéle aux données réelles, on réalise ses limites : la volatilité
implicite opg(K,T) est trés sensible aux variations du strike K et de la maturité T'. Or,
la volatilité d’un actif ne peut pas dépendre de 'option que ’on considére. Ce phénomeéne
est connu sous le nom de “smile” (cf. [10]). Il est important d’estimer la volatilité le plus
justement possible pour ensuite pouvoir évaluer des options plus complexes. Il faut donc
trouver une autre représentation de o.

De nombreux articles se sont intéressés a ce probléme ([12], [8], [11], [1]), en proposant
un nouveau processus de diffusion pour le sous-jacent (cf. par exemple [10], [12]):

dS; = St(/,bdt + O'(St, t)dBt),

ou la volatilité o(S,t) dépend maintenant du cours du sous-jacent et du temps. Dans le
modele de base de Black-Scholes (avec o constant), on peut facilement déduire ops du prix
de 'option. Dans le cas de la volatilité locale, déterminer la nappe o(St,t) est beaucoup plus
délicat. Cela revient en fait & résoudre un probléme inverse sous-déterminé et mal posé.

Dans la méthode présentée ici, la fonction de volatilité apparait comme coefficient d’une
EDP (EDP de Dupire) vérifiée par le prix de 'option. On cherche & déterminer ce coefficient
a partir de l'information dont on dispose concernant le prix gouverné par ’EDP. En principe,
ce probléme inverse peut étre résolu si I’on a assez d’information sur les prix d’options, mais
dans la pratique:

— le probléme inverse est sous-déterminé car le marché ne fournit qu’une quantité limitée
d’information,

— le probléme est mal posé car la volatilité ne dépendra pas continiment des données du
marché.

Pour remédier & ces obstacles, nous utilisons une technique de régularisation qui permet de
faire un compromis entre la précision (les données simulées avec notre modeéle sont proches
des données du marché) et la stabilité en recherchant une volatilité suffisamment réguliére.

INRIA



Estimation de la volatilité locale 5

Dans un premier temps, nous ajoutons un terme de régularisation \||o||? & la fonction cofit
mesurant ’écart entre les données simulées et les données du marché. La difficulté revient
a déterminer le coefficient A le mieux adapté. Aprés avoir montré des premiers tests de
calibration sur données synthétiques, nous proposons une autre méthode pour régulariser le
probléme : I’approche multiéchelle qui est décrite a la section 4.2.

Plusieurs articles ont déja attaqué ce probléme avec le méme type d’approche “probléme
inverse” ([12], [11], [8]). La méthode proposée ici différe cependant en plusieurs points, dont
nous discuterons l'opportunité :

— la formulation du probléme direct (EDP de Dupire et non de Black-Scholes),
— le paramétrage de o (spline bicubique non contraint),

— la méthode d’optimisation (Quasi-Newton avec calcul exact du gradient, aux erreurs
d’arrondis prés).

Dans un premier temps, nous présentons une méthode de résolution du probléme direct de
“pricing” (EDP de Dupire). S’ensuit une discussion concernant la régularisation du probléme
et le choix de la méthode d’optimisation & utiliser. Notre choix se porte sur une approche
multiéchelle et une méthode de Quasi-Newton avec bornes, couplées avec un paramétrage
de la volatilité par des splines bicubiques. Nous validons notre méthode de calibration sur
deux jeux de données synthétiques et sur un jeu de données réelles observées sur le marché.

2 Probléme direct : résolution numérique de ’EDP para-
bolique de Dupire

2.1 Hypothéses et données

On considére une option européenne de type call (on peut de maniére similaire traiter
une option de type put). Soient :

to > 0 Dorigine du temps,
— So le prix de l'actif sous-jacent & ’instant tg,

— K le prix d’exercice,

T la maturité,
— 0(8,t) la volatilité de D’actif sous-jacent de prix S & la date ¢,

- V(K,T; So,t0,0), que 'on notera V (K, T), le prix de l'option de prix d’exercice K, de
maturité T, & l'instant t, lorsque I’actif sous-jacent vaut Sy et la volatilité vaut o !,

1. Contrairement & 1’équation de Black-Scholes, So et tg sont les paramétres du problémes tandis que K
et 7" sont les variables.

RR n° 4648



6 J.F. Bonnans, J.-M. Cognet et S. Volle

— r le taux d’intérét constant sans risque,
— ¢ le rendement continu constant de I’actif,

— le prix de Pactif sous-jacent est gouverné par I’équation différentielle suivante (voir par
exemple [3]) :

ds
S

oll W est un mouvement brownien.

= (r—q)dt+o(S,t)dW (1)

2.2 Formulation de ’EDP de Dupire a partir de I’équation de
Fokker-Planck

Le prix de lactif S vérifie I’équation différentielle:
dS = S(r—gq)dt+ So(S,t)dW.
L’équation de Fokker-Planck est donc (cf. [10]):

o (S,t)?

6tp(57 t) = _85((T - q)S’p(S’, t)) + aSS(TS2p(Sv t))7 (2)

ot p(.,t) est la densité du prix du sous-jacent & la date ¢. Par définition, le prix de ’option
de prix d’exercice K, de maturité T', & 'instant ¢y est:

V(K,T) = e 7T t0) / (S = K)4p(S, T)dS.
0
On dérive les deux cotés par rapport & T en tenant compte de (2):
OV(KT) = V(K1) 4T [ 75 - K).|-0s((r - )5p(S.T)
0

+9ss(30(S,T)?Sp(S, T))] ds.

INRIA



Estimation de la volatilité locale 7

Par une intégration par partie, on obtient :

OV(K,T) = —1V(K,T)—e Tt /K " 9s(L02(S,T)S2p(S,T))dS
+e(T—to) /000 (r—q)(S — K)yp(S,T)dS
+K(r —q)e "I t0) / h p(S,T)dS
= —V(K,T)+ e—"(T—“g 1o*(K,T)K*p(K,T)
+(r — q)e T t) /0 Oo(s — K),p(8,T)dS
+K(r — q)e"(T—t) /K(XJ p(S,T)dS.

Puis, grace aux égalités suivantes, aprés calculs:

V(K,T) = e"(T=t) / (S = K),p(S, T)dS,
OxV(K,T) = —e "I to)/ (8,T)d
OkkV(K,T) = e " p(K,T).
On en déduit que:
1
OV(K,T) = —rV(K,T)+ 502(1(, TYK?*0xkV(K,T)
+(T - Q)V(Ka T) - (’l‘ - Q)KaKV(KJ T)a
d’ou:
oV ov 1 0V
K,T) = —qV(K,T)-(r— K,T)+ =o*(K,T)K? K, T
VAKT) = —qV(E,T) = (= K g (K, T) + 507 (K, T)K? S0 (K,T)
sous les conditions aux limites suivantes:
V (K, to) = max(Sy — K, 0) pour 0 < K,
limg o V(K,T) = Soe4(T~t0)  pour ¢y < T,
limg 100 V(K,T) =0 pour tg < T.

2.3 Changement de variable logarithmique

On choisit de faire un changement de variable logarithmique pour obtenir une condition
de stabilité moins contraignante sur les pas de temps et d’espace. En posant :

y = ln(K)a
Uy, T) = V(K,T),
6(y,T) = o(K,T),

RR n° 4648



8 J.F. Bonnans, J.-M. Cognet et S. Volle

on obtient ’EDP suivante:

ouU 1 ou 1.. o*U
—(,T) = - T)—(r—q+ =62y, T)—w,T) + =6*(y, T) = (y, T
57 ¥ T) qU(y,T) = (r—q+ 56"y, T)) 9y (4 T) + 567y, )6y2 (v, T),
avec les conditions aux limites suivantes:
Ul(y,to) = max(Sy — e?,0) pour tout y réel,
limy, oo U(y,T) = Soe~ T~ pour ty < T,
limy 40 Uy, T) =0 pour to < T.

Nous résolvons numériquement cette EDP de Dupire par différences finies. La méthode de
discrétisation que nous choisissons s’inspire de celle présentée dans [13].

2.4 Discrétisation uniforme

On définit les opérateurs A et A de la maniére suivante:

UG T) = =50 0. T) + (- g+ 56°w. D) G 0 T),
AV, T) = (AU)w,T) +qU(y,T).

Remarque 1 Le signe du coefficient (r —q+ 362(y,T)) de la dérivée au premier ordre peut
varier. En effet, on a logiquement r — q < 0 car le rendement q de Uactif risqué doit étre
supérieur au rendement de Dactif sans risque. On peut penser que r — q sera de l’ordre de
1072. 62(y,T) sera lui aussi de l'ordre de 10~2 puisque la volatilité est de l’ordre de 107 1.
Cette incertitude concernant le signe nous pousse & utiliser une approximation centrée des
dérivées lors de la discrétisation de ’EDP.

2.4.1 Discrétisation en espace

En se restreignant & ¥ € [Ymin;Ymaz] €6 T € [to; Tmaz), On obtient 1’équation semi-
discrétisée suivante :

g_g(yv T) + AU(yv T) =0 dans ]ymin; ymaw[x [t0§ Tmaw]:
(E) U(ymzna T) = SOe_q(T_tO) siT € [to; Tmaw];
U(Ymaz,T) =0 si T € [to; Trmaz),

U(yatﬂ) = f(y) = ma‘X(SO - eya 0) pour y e]ymin; ymaz[-
Soit b = (Ymaz — Ymin)/N le pas d’espace. On pose, pour ¢ allant de 0 &4 N :

Yi = Ymin +h,
fi = fly)

INRIA



Estimation de la volatilité locale 9

Soit u(T) = (U(ys, T))1<i<n—1 € RN~'. A chaque instant, on discrétise A par un opérateur
discret A7 : u(T) € RV~ — Azu(T) € RN 1. Pour cela, on remplace

ou wip1(T) —ui1(T)
= (y;, T
3y (y;,T) par o7 ;
o*U wiy1(T) — 2ui(T) + u;1(T)
8—y2(yi’T) par — h2 .
Posons
*(yi, T) 1 &*(yi, T)
AT = T gy T ﬁ(’“—lﬁ- T),
2(y;, T
Bi.r = % +4q,
62 (y;, T 1 2 (y;, T
Vi = —%+ﬁ(r—q+ (2’ ))-
On a alors, pour i € {1,..., N — 1} et pour tout T':
(Aru(T))i = airuioo(T) + Birui(T) + viruir (T).

Conditions aux limites Pour ¢ = 0, on a pour tout T une condition de type Dirichlet
ug(T) = Soe~9(T—%), Par conséquent,

(Aru(@)1 = a1,rSoe™ "7 + 81 puy (T) + 1 rua(T).
Pour i = N (y = Ymaz), on a pour tout T' la condition de Dirichlet un(T") = 0, donc
(Aru(T)n-1 = an—1,7un—2(T) + By—1,7un—_1(T)-
En particulier, pour T = tg:

{fo - Sge_Q(T_tO),
fn = 0.

Construction de 'opérateur On définit Popérateur intermédiaire Ar de RN~ repré-
senté par la matrice suivante :

Bt m,T 0 - 0
Q2,1 ﬂ2,T Y2,T ’ :

0 0

/N
~—~
P
~
S
S8
N~
-
A
&l
IN
2
I

aN_2,T ﬂN—z,T YN—-2,T
0 0 oN-1,T BN-1,T

RR n° 4648



10 J.F. Bonnans, J.-M. Cognet et S. Volle

A cause de la condition de Dirichlet en 7 = 0, on a alors:
a1, 7Spe” M=) 4 (Agpu(T))y,

(Aru(T))
(Aru(T)); Vie2,..,N—1.

(Aru(T));

EDP discrétisée en espace Cette discrétisation en espace permet de ramener ’EDP

(E) a’EDO (Ey):

(EM) { g_;(T) + Aru(T) =0 siT € [to; Trmas)
f

soit
(Eh) g—;(T) + (ATU(T) + a17T506q(Tt0)61) =0 siTe [to;Tmaz]
u(to) = f
1
0
ot f = (f(yi))icisn-1 et er = | .
0

2.4.2 Discrétisation en temps par les §-schémas
On utilise ici une généralisation de la discrétisation par les §-schémas proposée par [13].
Soient 6 € [0;1] fixé et k un pas de temps tel que Typqz —to = Mk. On approxime la solution

u de (E™) aux instants ¢y + nk par les u™ solutions de:

u® = f
(Eh,k) wntl — gyn - B
T — +0A™™ + (1 — 6)14""'1u""'1 =0 pour 0<n<M-1
soit
ul = f
n+l _ ,n R
(EMF) v -w + 0(A™u"™ + as,T, Spe— 4T _to)el)

+(1 - 0)(A™ U™ ay g, Spe W Tn+10)e ) =0 pour 0<n< M —1

ou l'opérateur Am est en fait I'opérateur A(to+nk)-
On obtient différents types de schémas selon la valeur de 8:

— si § = 1, le schéma est explicite,

— si 0 <0 <1, le schéma est implicite.

INRIA



Estimation de la volatilité locale 11

2.4.3 Résolution
On doit résoudre & chaque étape un systéme linéaire
H—nun+1 = p°
ou
bt = (I-6kA™u" - Sok (eal,ne—qm—to) +(1 - o)al,TnHe‘q(T"“—tO))el,
H" = I+ (1-0)kA™!,
avec H" de taille (N — 1, N — 1) et tridiagonale pour tout n. Il suffit alors de triangulariser
ce systéme & chaque pas de temps par la méthode du pivot et de le résoudre.
2.4.4 Tests numériques

Pour le cas ou la volatilité est constante, on dispose de la formule explicite de Black-
Scholes :

V(K,T;S0,t0) = Soe "TIN(dy) — Ke " T=")IN(dy)

avec

4 = In(So/K) + (r —q+02/2)(T — to)
v ovT —to ’

d2 = dl—O'\/T—t(].

et N(z) est la fonction de répartition d’une variable normale de moyenne nulle et de variance

1:
1 z 12
N(z) = — e 2 dt.

Si la volatilité dépend du temps seulement, on a plus généralement la formule suivante (voir
par exemple [13]):

V(K,T;So,t0) = Soe “TN(dy) — Ke "T %) N(dy),
avec
4 = In(So/K)+ (r—q+ 33 +/2)(T —to)
Sio,rVT — o ’
d = d— Eto,T\/m
et

2 1 g 2
by = t)dt.
tO,T T—t(] /t’o o ()

RR n° 4648



12 J.F. Bonnans, J.-M. Cognet et S. Volle

Testons en premier lieu le cas ¢ = constante, par exemple ¢ = 0.2. Avec N = 400,
M =100, 8 = 0.5, r = 0.05, ¢ = 0.02 et S; = 100, on compare les résultats obtenus par
la méthode développée précédemment (figure 1 & gauche) & ceux obtenus avec la formule
explicite de Black-Scholes en mesurant la différence séparant les deux (figure 1 & droite). On
voit sur cet exemple que ’erreur maximale est concentrée autour de Sy. Pour pallier a ce
probléme, nous proposons une discrétisation en espace non uniforme (section 2.5) de sorte
qu’il y ait plus de valeurs discrétes autour de Sy.

F1G. 1: ¢ = 0.2. Discrétisation uniforme en espace. A gauche: Nappe de priz obtenue par
I’EDP de Dupire. A droite : Différences de priz entre Dupire et Black-Scholes.

2.5 Discrétisation non uniforme

On a vu que la résolution de 'EDP donnait des résultats moins bons autour de Sy, c’est &
dire dans la région qui nous intéresse le plus & priori. Pour remédier a cela, on peut modifier
la discrétisation de maniére & ce que le pas d’espace soit plus petit autour de Sy, quitte &
étre plus grand aux extrémités. Dans le cas ol ¥min = —Ymaz, Une solution pour construire
une telle grille de prix est la suivante:

— construire une grille uniforme sur [—¥maz; + Ymaz)s
— prendre 'image de cette grille par I'inverse de la fonction
T = Ymaz * tanh(z — yg),
ot yo = In(Sp).

En effet, on voit sur le graphe de cette fonction (figure 2) que les images inverses de cette
fonction sont plus denses autour de ¥y et se raréfient aux extrémités. La fonction inverse de
T — Ymaz * tanh(z — yg) est la fonction définie par

9(y) = % 10g((Ymaz + ¥)/(Ymaz — ¥)) + Yo-

INRIA



Estimation de la volatilité locale 13

F1G. 2: Graphe de la fonction © — Yma*tanh(z—yo) pour ymaz = 7 et yo = log(100) = 4.60.

2.5.1 Discrétisation et construction de ’opérateur

Comme le pas d’espace h n’est plus constant, les formules de discrétisation sont dif-
férentes. En se restreignant & ¥ € [—¥maz;Ymaz] € T € [to; Tmaz], o0 obtient ’équation
suivante :

g_g"( ) + AU(yJ ) 0 dans ] — Ymazx; ymaz[x [th Tmaz];
(E) U( Ymazs ) Soe™ 2(T~to) siT e [t(); Tmam]a

U( mazx ) 0 siT e [to; Tmam]a

U( ) ( ) ma;v(SO - eya 0) pour y E]ymaz; ymaz[-

Posons h = 2ymas/N. On définit une discrétisation de lespace des prix [—ymaz; + Ymaz) de
la maniére suivante :

— Soit 49 € 0, ..., N le plus petit indice tel que g(—¥maz + 0 h) > —VUmaz- Entre —ymaz
et g(—Ymaz + G0 - h), I'espace est discrétisé de maniére uniforme & ’aide de ip points

Yo, --+» Yio—1-

— Soit i1 € 0, ..., N le plus grand indice tel que g(—ymaz + 71 h) < Ymaz- Entre g(ymaz +
i1-h) et Ymaz, 'espace est discrétisé de maniére uniforme & 'aide de N — i1 + 1 points

Yis 415, YN)-
— Pour tout ¢ € i, ..., 41, on définit y; = g(—Ymaz + ih).
On définit ensuite, pour i € 0,..., N :

fi = f(yl)a
hi = Yiy1— v
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Soit u(T) = (U(yi, T))o<i<n € RYN. Pour discrétiser A par un schéma centré, on remplace

ou 1 (w1 (T) —wi(T) | ui(T) — uil(T))
3y (4, T) par 5 ( h + T ;
82U ) qu(T) - ui(T) ui(T) - uil(T)>
?(y“ T) par hi +hi_1 ( h; - hi—1 '

Posons, pour i € {1,...,N —1}:

5 (yla T) 6? (yi7 T)
= T s+ him)hit 2k (T —ar T)’

P (1 1\ 1 P\ (11
ﬁz’T_hi+hi—1(h_i+hi—1)+§(r_q+ 2 )(hi—1_h_i)+q’

&2 (yia T) 1 &2 (yia T)
'Yz,T—_i(hi_}_hi_l)hi +2—hi(r—q+72 )

On a alors, pour i € {1,..., N — 1} et pour tout T':
(Aru(T))i = airuii(T) + Birui(T) +virir: (T).

Une fois ces changements effectués, la méthode de résolution de '’EDP est la méme que dans
le cas d’une discrétisation uniforme (cf. 2.4).

2.5.2 Tests numériques

On refait le méme test que précédemment pour évaluer l'intérét de cette nouvelle discré-
tisation (voir la figure 3). On note une nette diminution de l’erreur autour de Sy. Par contre,
les résultats sont bien siir moins bons aux extrémités, ce qui ne présente pas de probléme
dans la mesure ol ’on s’intéresse aux prix des options dont le strike n’est pas trop éloigné
du prix actuel de l’actif sous-jacent.

Dans 'exemple suivant, on choisit une volatilité qui dépend du temps:

et on augmente le nombre de pas d’espace (N=1000) et de temps (M=200). On obtient les
résultats suivants montrés a la figure 4.

Cette méthode de pricing avec volatilité locale a également été validée par comparaison
avec d’autres méthodes de pricing couramment utilisées en finance:

— méthode de Monte-Carlo,

— résolution de PEDP de Black-Scholes généralisée avec pas adaptatif.
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Fi1c. 3: ¢ = 0.2. Discrétisation non uniforme en espace. A gauche : Nappe de prixz obtenue
par VEDP de Dupire. A droite : Différences de priz entre Dupire et Black-Scholes.

Fic. 4: o(t) = % Discrétisation non uniforme en espace. A gauche : Nappe de priz obtenue
par VEDP de Dupire. A droite : Différences de prixz entre Dupire et Black-Scholes.
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3 Probléme inverse: description de 1’algorithme de cali-
bration

3.1 Formulation du probléme

Nous avons décrit & la section 2 la résolution numérique de ’EDP de Dupire:

U 1. U 1. 82U
(v, T)+ (r—q+ 26>y, T)=(y,T) — =6>(y,T)

T 2 dy 2 6—y2(y’T) = —qU(y,T),

avec les conditions aux limites suivantes :

U(y,to) = max(Sy — e¥,0) pour tout réel y,
lim, o U(y,T) = Spe 9T—%)  pour ty < T,
limy 40 U(y,T) =0 pour to <T.

Nous pouvons ainsi calculer, pour une volatilité donnée, le prix de l'option V(K,T) =
U(e¥,T) pour tout prix d’exercice K et toute maturité 7.

A linstant t = tg, les données du marché correspondent & des prix d’options de maturités
T, ...,Ty et, pour chacune de ces maturités T;, de prix d’exercice K;1, ..., Kim;. On note Vv
le vecteur formé de tous les prix d’options f/ij de maturité T; et de prix d’exercice Kj;.

Pour une volatilité o donnée, on note V(o) le vecteur formé de tous les prix d’options
Vij(0) de maturité T; et de prix d’exercice K;;, calculés en résolvant I’EDP de Dupire. Notre
objectif est de déterminer la volatilité o telle que les prix calculés soient aussi proches que
possible des données. De plus, nous souhaitons & priori (mais ce point reste  discuter) obtenir
une nappe de volatilité aussi lisse que possible. Nous formulons le probléme de calibration
de la fagon suivante :

: 1 -
min F(o) : = S|IV(o) ~ VIP+ A Ve | 3)

ot ||.|| correspond a la norme Euclidienne dans ’espace discret des données et A € IR est un
coefficient de régularisation & déterminer. Le premier terme de la fonction cott F, noté

G(o) = V(o) = VI,
impose que les prix calculés collent aux données, alors que le second terme, noté
Fi(o) = Va|?
impose que la volatilité ne soit pas trop irréguliére, ce qui permet de régulariser le probléme
inverse. Le choix de A est un compromis entre précision et stabilité et il est en général difficile

A déterminer en pratique. Nous verrons & la section 4 qu’il est possible de choisir A = 0 et
de régulariser d’une autre fagon (voir I’approche multiéchelle décrite au paragraphe 4.2).
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3.2 Paramétrage de la volatilité par des splines bicubiques

Avant de résoudre le probléme d’optimisation (3), il faut paramétrer la volatilité o,
fonction de deux variables S et ¢, dans un espace de dimension finie adéquat. Si ’on garde la
méme grille de discrétisation que pour 'EDP, on aura trop de paramétres pour la variable
d’optimisation. Mais rien ne nous oblige & prendre la méme discrétisation pour U et pour
0. Nous choisissons de discrétiser o sur une grille beaucoup plus grossiére que la grille de
différences finies & laide des splines bicubiques. Les deux principaux avantages sont les
suivants :

— le nombre d’inconnues du probléme d’optimisation, correspondant au nombre de degrés
de liberté des splines bicubiques, est beaucoup plus petit ;

— la solution du probléme d’optimisation sera plus réguliére par construction car les
splines bicubiques possédent une régularité C2.

La grille grossiére sur laquelle nous définissons les splines bicubiques correspond & une dis-
crétisation du domaine [Ymin; Ymaz] X [to; Tmaz] €0 n mailles suivant y et m mailles suivants
T. Une grille n x m étant donnée, les splines bicubiques sont des polyndémes de degré 3 par
morceaux qui se raccordent de fagon C? entre chaque maille (voir De Boor [9]). Dans ’espace
des splines bicubiques, les degrés de liberté correspondent aux :

— valeurs de la fonction o en tous les noeuds de la grille;

valeurs des dérivées par rapport & y aux nceuds tels que ¥ = Ymin €t ¥ = Ymaz ;
— valeurs des dérivées par rapport & T aux nceuds tels que T'=tg et T = Thaz ;
— valeurs des dérivées croisées aux quatre coins de la grille.

La figure 5 permet de visualiser les degrés de liberté sur une grille 3 x 3. Le nombre de degrés
de liberté est égal a:

(n+D)(m+1)+2(m+1)+2(n+1)+4=(n+3)(m+3).

L’algorithme d’interpolation permettant de déterminer la valeur de la volatilité en n’importe
quel point du domaine & partir des degrés de liberté est détaillé dans annexe A.

Nous décrirons a la section 4 comment choisir n et m, ce qui détermine le nombre
d’inconnues du probléme d’optimisation et la régularité plus ou moins importante donnée
par construction & la volatilité.

3.3 Choix de I’algorithme d’optimisation de Quasi-Newton

Pour résoudre le probléme d’optimisation 3, nous choisissons d’utiliser I’algorithme de
Quasi-Newton (voir par exemple [4]) qui permet d’éviter de calculer le hessien de la fonction
cotit F'. Cet algorithme, qui nécessite le calcul de la fonction et de son gradient g(o) en
chaque itéré, peut se schématiser ainsi (la matrice W est une approximation du hessien) :

Etape 0 tolérance =€, 0 = g, W = Wy definie positive.
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V1 1 ¥

(== = o e
m=3|T
(== = o e
2 T 4
n=3

F1G. 5: Degrés de liberté d’une spline bicubique sur une grille 3 x 3.

Etape 1 Si |g(o)| <€, STOP.

Etape 2 calcul d’une direction de descente d en résolvant le systéme linéaire: Wd = —g(o).
Etape 3 calcul du pas t le long de cette direction de descente, par recherche linéaire Wolfe.
Etape 4 mise 4 jour de l'itéré courant: o : = o + td.

Etape 4 mise & jour de W par BFGS et retour a I’étape 1.

L’algorithme de Quasi-Newton utilisé dans la suite pour résoudre le probléme (3) sans
contraintes a été implémenté par [2]. Nous verrons & la section 4.3 qu’il peut étre utile
d’ajouter des contraintes de bornes sur la volatilité. Dans ce cas, nous utiliserons un algo-
rithme de Quasi-Newton avec bornes développé par [6, 14].

Dans chaque cas, il est nécessaire de savoir évaluer le gradient de la fonction coit

F(o) = G(o) + A\Fi(0).

11 est préférable de calculer & chaque étape ce gradient de maniére analytique plutot que par
différences finies: le gain de temps est considérable, surtout lorsque le nombre de variables
augmente. Nous montrons dans les annexes C et B comment calculer analytiquement les
gradients, respectivement de G et de F7.

3.4 Reésumé de P’algorithme de calibration

Nous choisissons donc d’utiliser la méthode de Quasi-Newton couplée avec une interpo-
lation par spline bicubique pour résoudre notre probléme. La fonction de volatilité o sera
donc représentée par les degrés de liberté d’une spline bicubique sur une grille grossiére de
taille n x m. Le schéma suivant résume les différentes étapes de 1’algorithme de calibration:
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Oinit

0ddl

spline bicubique

T

EDP Dupire
VNxum
F(o),VF(o)
= | critére d’arrét satisfait? | Ol’

3.5 Comparaison avec d’autres méthodes de calibration

Notre algorithme de calibration présente plusieurs différences avec les méthodes de ca-
libration similaires (avec une approche de type probléme inverse) déja développées par
Lagnado-Osher [12], Jackson et al. [11] et Coleman et al. [8].

Pour la résolution du probléme direct, nous avons choisi d’utiliser ’EDP de Dupire et non
celle de Black-Scholes généralisée. Dans 'EDP de Black-Scholes, les paramétres du probléme
sont le strike K et la maturité 7' de 'option considérée, et les variables sont t et So. Dans
I’EDP de Dupire, le point de vue est différent : on se place en un point (So, o) (parameétres
de probléme) et les variables sont K et T. Par conséquent, lorsque 1’on résout 'EDP de
Dupire, on obtient une nappe de prix d’options sur K et T pour (Sy,t) fixés. Une seule
résolution de cette EDP suffit donc & évaluer la fonction coGt F(o), alors qu’il faudrait
autant de résolutions de 'EDP de Black-Scholes qu’il y a de données du marché. Le gain de
temps parait non négligeable.

Concernant le terme de régularisation, nous utilisons le méme terme que [12], & savoir
A || Vo ||?, alors que [11] n’utilise aucun terme et [8] régularise le probléme en ajoutant & la
fonction colt un terme r(o) qui correspond & la valeur moyenne du gradient.

Nous avons choisi de représenter o par les degrés de liberté d’une spline bicubique: de
cette maniére, beaucoup de fonctions lisses peuvent étre représentées. Par comparaison, les
représentations par splines proposées par [11] et [8] permettent d’obtenir un moins grand
nombre de fonctions. En effet, dans [8], il s’agit de splines bicubiques avec moins de degrés
de liberté car on impose que la dérivée seconde est nulle sur les bords du domaine (“natural
splines”) ; dans [11], il s’agit de splines cubiques par rapport & S et de fonctions linéaires par
morceaux par rapport a ¢. La représentation choisie par [12] (valeurs de o aux points de la
grille de discrétisation de ’EDP) implique un probléme de grande taille surdéterminé.
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Enfin, nous utilisons un algorithme d’optimisation de Quasi-Newton avec ou sans bornes.
De méme, [11] utilise un algorithme de Quasi-Newton avec bornes, alors que [12] utilise une
méthode de gradient sans bornes et [8] a choisi une méthode de points intérieurs avec région
de confiance pour résoudre le probléme avec bornes.

4 Reésultats numériques de calibration

4.1 Tests sur données synthétiques: choix de la grille n x m et du
coefficient de régularisation )\

Dans un premier temps, nous testons ’algorithme de calibration sur données synthé-
tiques, c’est-a-dire sur des données générées avec notre modéle en résolvant 1’équation de
Dupire. Nous appelons “oy-.” la “vraie” volatilité que nous utilisons pour créer les données.
Ces données correspondent & des call européens avec:

- So =100;
- r=20.05;
- q=10.02.

Concernant la résolution numérique de P’EDP de Dupire, nous choisissons les paramétres
suivants :

— [Ymin; Ymaz] = [—5-298;5.298] (donc [Kmin; Kmaz] = [0.005;200]) est discrétisé par
N = 400 points (grille réguliére) ;

— [to; Tmaz] = [0; 1] est discrétisé par M = 100 points ;
- 60=0.5.
Nous avons généré 22 données avec la vraie volatilité suivante :

Turue(S,1) = o
pour 11 prix d’exercice et 2 maturités:

~ K =1[90,92,94, ...,110] ;

- T =105,1].

En ce qui concerne I'optimisation, nous effectuons 30 itérations de I’algorithme de Quasi-
Newton sans contraintes, en partant d’une volatilité initiale constante :

Oinit = 015
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Pour chaque test d’inversion, nous comparons la vraie volatilité & la volatilité estimée avec
notre algorithme de calibration. Nous montrons également ’erreur relative entre les deux
volatilités ainsi que la décroissance du critére au cours des itérations.
Les premiers tests (figures 6, 7 et 8) correspondent & une grille de paramétrage de o trés
grossiére avec:
n=m=1

(donc 16 degrés de liberté) et a différentes valeurs de A: 0, 10 et 100. On constate que le
meilleur résultat est obtenu avec A = 0. Le fait d’ajouter un terme de régularisation n’a rien
ameélioré sur cet exemple.

Avec A = 0, nous choisissons de discrétiser o sur une grille plus grossiére avec :

n=m=3

(36 degrés de liberté). Le résultat montré a la figure 9 est moins bon que celui obtenu avec
une grille 1 x 1; c’est trés net lorsque ’on observe ’erreur relative.

Compte tenu de ces premiers résultats, nous choisirons dans la suite une grille trés
grossiére (n = m = 1) et un coefficient de régularisation A = 0.
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t(an) 0" a0

(c) Erreur relative (en %).

F1G. 6: Calibration

0.3
02
01
(b) Volatilité estimeée.
J:0.1802 --> 0.0001.
0.25 T T T T T
£ 01f 4
0.05[ 4
o ‘5 l‘U 20 25 30

15
Nombre ditérations

(d) Décroissance du critére.

avecn=m=1¢et A\ =0.
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t(an) 0 a0 s t(an) 0 a0

(a) Vraie volatilite. (b) Volatilité estimeée.

a0 J:0.1802 -->0.1338.
0. T T T T T

Fonction codt

0 o. L L L L L
0 5 10 20 25 30

15
Nombre ditérations

(c) Erreur relative (en %). (d) Décroissance du critére.

Fia. 7: Calibration avec n = m =1 et A = 10.
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03
0.2
0.1
t(an) 0 a0 s t(an) 0 a0 s
(a) Vraie volatilite. (b) Volatilité estimeée.
40 o 10,1802 ~-> 0.0394.
35 02 4
0.18 1
016
014

Fonction codt
o
S

002 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
Nombre ditérations

(c) Erreur relative (en %). (d) Décroissance du critére.

F1G. 8: Calibration avec n = m =1 et A = 100.
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t(an) 0 a0 s t(an) 0 a0

(a) Vraie volatilite. (b) Volatilité estimeée.

J:0.1802 --> 0.0001.
025 T T T T T

Fonction codt

15 20 25 30
Nombre ditérations

(c) Erreur relative (en %). (d) Décroissance du critére.

F1G. 9: Calibration avecn =m =3 et A = 0.
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4.2 Reégularisation par une approche multiéchelle

Avec le choix d’une grille de paramétrage de o trés grossiére (n = m = 1), nous retrou-
vons une volatilité trés réguliére par construction puisque l'on ne peut pas représenter des
volatilités trés irréguliéres. La contre-partie est qu’il est difficile d’affiner o dans certaines
régions du domaine, ce qui permettrait de mieux coller aux données.

Pour résoudre ce probléme, nous choisissons d’utiliser une approche multiéchelle. Cette
approche a déja utilisée sur des problémes inverses issus de la Géophysique ; voir par exemple
Chavent et al. [5] ou Clément [7]. Le principe de la méthode est de rechercher dans un premier
temps ’allure générale de la volatilité sur une grille trés grossiére, puis d’optimiser sur une
grille plus fine en partant du point initial que 'on vient d’obtenir, et ainsi de suite. Par
exemple:

1x1
init

1x1 3x3
est " Tinit

3%X3

o est

— (Q. — Newton) — o — (Q. — Newton) — 023" — ...

y y
n=1 n=3

Nous allons appliquer cette méthode sur les prochains résultats sur données synthétiques
et sur données réelles.

4.3 Tests sur données synthétiques: influence du point initial, choix
d’un algorithme de Quasi-Newton avec bornes

Nous avons généré de nouvelles données synthétiques correspondant & des call européens
avec:

- S() = 100;
— 7=0.05;
- q=0.02,

avec le méme choix de grille de différences finies que dans ’exemple précédent :

— [Ymin; Ymaz] = [—5.298;5.298] (donc [Kpmin; Kmaez] = [0.005;200]) est discrétisé par
N = 400 points (grille réguliére) ;

— [to; Tmaz] = [0;1] est discrétisé par M = 100 points ;
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- 6=0.5.

La vraie volatilité utilisée est :

S
Otrue(S,t) = 0.05 + 0.1 exp (—1—00) +0.5¢

et nous avons simulé 22 données correspondant aux couples (K,T) suivants:
— K =1[90,92,94, ...,110] ;
~ T =105,1].

Nous avons utilisé ’approche multiéchelle décrite au paragraphe précédent, en passant
d’une grille 1 x 1 (30 itérations) & une grille 3 x 3 (30 itérations).
Nous avons testé la robustesse de algorithme en partant de différentes volatilités initiales
(constantes) :
oinit = 0.1, 0.35, ,0.5 et 0.9.

Les résultats obtenus aprés utilisation de I’approche multiéchelle (sur la grille 3 x 3) sont
montrés respectivement aux figures 10, 11, 12 et 13. Notons que dans chaque cas, la volatilité
estimée sur la grille 3 x 3 (aprés multiéchelle) est proche (graphiquement) de celle estimée sur
la grille 1 x 1, c’est pourquoi nous ne montrons pas cette derniére. En revanche, I’approche
multiéchelle a permis de faire décroitre encore la fonction cotit et ainsi de mieux reproduire
les données. Les trois premiers résultats obtenus sont bons puisque ’erreur relative entre la
vraie volatilité et la volatilité estimeée est inférieure & 5% sur une grande partie du domaine.
Si on part du point initial trés éloigné o;,;; = 0.9 (figure 13), on constate que la volatilité
estimée posséde des valeurs négatives pour des maturités inférieures & 0.5. Notons que ce
n’est pas trés génant puisque c’est 02 qui intervient dans les calculs et non o. Cependant,
il est possible de résoudre ce probléme en ajoutant des contraintes de bornes sur ¢ dans le
probléme d’optimisation.

Par conséquent, nous avons choisi de remplacer I'algorithme de Quasi-Newton sans
contraintes utilisé jusqu’a présent par un algorithme de Quasi-Newton (& mémoire limi-
tée) avec contraintes de bornes. Il s’agit d’un algorithme développé par Nocedal et al.
(voir [6, 14]). Notons que les contraintes de bornes sont imposées sur les degrés de liberté de
o correspondant aux valeurs de la fonction en chaque nceud. Nous pouvons remarquer que
ceci ne garantit pas que la fonction ¢ n’ait pas de valeurs négatives & 'intérieur du domaine
puisque les degrés de liberté correpondant aux dérivées sont laissés libres.

En choisissant les bornes min et max 4 0 et & 1, nous obtenons le résultat montré 3 la
figure 14. La volatilité estimée ne contient plus de valeurs négatives et ’erreur est inférieure
a 5% sur une grande partie du domaine. Nous avons également refait les tests de calibration
en partant de 0.1, 0.35 et 0.5 avec I'algorithme de Quasi-Newton avec bornes et les résultats
sont, similaires & ceux obtenus précédemment. Ainsi, en choisissant 1’algorithme avec bornes,
nous obtenons des volatilités estimées trés satisfaisantes quel que soit le point initial choisi
(0.1, 0.35, 0.5 ou 0.9).
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06
0.5
04
03
0.2
01

t(an) 0 40 s t(an) 0 a0 s

(a) Vraie volatilité. (b) Volatilité estimée.

(c) Erreur relative (en %).
J :553.6885 ——> 0.0007. -4

X 10 3 0.000253 ~-> 0.000006.
T T ;

500 3

N
8

‘_%300’ 1 Ag
200 4
100 1
0 ‘5 l‘U 1‘5 2‘0 2‘5 30
Nombre d'itérations 0 5 10 15 20 25 30
Nombre d'itérations
(d) Décroissance du critére: 1 x 1. (e) Décroissance du critére: 3 x 3.

FiG. 10: Calibration en partant de ojniz = 0.1.
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t(an) 0 a0 s t(an) 0 a0

(c) Erreur relative (en %).

J:62.3856200 ~-> 0.0000009. x107 J:0.0000008 ~-> 0.0000001,

3 B 35F
g | gl"
I
I
1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 30 ‘o ; 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 30
Nombre d'itérations Nombre d'itérations
(d) Décroissance du critére: 1 x 1. (e) Décroissance du critére: 3 x 3.

FiG. 11: Calibration en partant de o5 = 0.35.
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06
05
04
03
0.2
01
t(an) 0 40 s t(an) 0 a0 s
(c) Erreur relative (en %).
J:428.8933 ——> 0.0008. x10° J:0.00009469 > 0.00000001.
T T T T T 1 T T T T T
400 4
350 4
300 B
% 250 B %
é g 05
5 200 Bl $
150 4
100 4
50 4
10 s 3 3 ey o s 10 A 20 3 %
Nombre d'itérations Nombre d'itérations
(d) Décroissance du critére: 1 x 1. (e) Décroissance du critére: 3 x 3.

FiG. 12: Calibration en partant de o;n;; = 0.5.
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0
t(an) 0 40 t(an) 40 s

(a) Vraie volatilité. (b) Volatilité estimée.

0
40 60 80 100 120 140 160
s

(c) Erreur relative (en %).

3:3322.8960 --> 0.0081. x10° 3:0.00324 ——> 0.00003.

Fonction codt
Fonction codt

20 25 30 ) 5 0

20 25 30

15 15
Nombre ditérations Nombre ditérations

(d) Décroissance du critére: 1 x 1. (e) Décroissance du critére: 3 x 3.

FiG. 13: Calibration en partant de o;n;; = 0.9.
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06
05
04
03
0.2
01

t(an) 0 40 s t(an) 0 a0 s

(a) Vraie volatilité. (b) Volatilité estimée.

(c) Erreur relative (en %).
3:3322.900 > 0.001. x10° J:0.001059 ~-> 0.000001.

3000 B 121 4
g 2000 B fg‘ -
§15m 1 é . 1

1000 1 4

500 1 4

‘ 15 i = = 30 0 5 10 15 20 25 30
Nombre d'itérations Nombre d'itérations
(d) Décroissance du critére: 1 x 1. (e) Décroissance du critére: 3 x 3.

Fi1c. 14: Calibration en partant de 0,3 = 0.9 avec un algorithme de Quasi-Newton avec
bornes (0-1).
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4.4 Tests sur données réelles du marché

Nous avons ensuite testé notre algorithme de calibration sur des données réelles récupé-
rées dans l'article de Coleman et al. [8]. Il s’agit de 70 call européens provenant du “European
S&P 500 index” avec:

— So =590;
- r=20.06;
~ ¢ =0.0262;

~ 10 prix d’exercice: K = [501.5,531,560.5, 590, 619.5, 649, 678.5, 708, 767, 826 ;

7 maturités: T = [0.175,0.425,0.695,0.94, 1, 1.5, 2].

Nous avons choisi A = 0 et le point initial suivant :
Oinit = 0.13
correspondant & la moyenne des volatilités implicites. Nous comparons les résultats obtenus:
— sans ’approche multiéchelle : 120 itérations sur une grille 1 x 1;

— avec 'approche multiéchelle: 4 x 30 itérations sur des grilles 1 x 1, 3 x 3, 6 X 6 puis
12 x 12.

Nous avons utilisé dans un premier temps l’algorithme de Quasi-Newton sans contraintes.
Les résultats obtenus sans et avec I’approche multiéchelle sont montrés respectivement aux
figures 15 et 16. On constate qu’avec ’approche multiéchelle, la fonction cotit descend plus
bas (cf. figure 19 & gauche), donc on reproduit mieux les données avec cette volatilité estimeée.
On constate qu’entre la grille 1 x 1 et la grille 12 x 12, I’allure générale est conservée et la
volatilité estimée sur la grille 12 x 12 comporte de légéres variations permettant de mieux
expliquer les données dans certaines zones. Cependant, il y a des valeurs négatives dans une
petite partie du domaine ou la volatilité influe peu sur les données.

Pour résoudre ce probléme, nous utilisons & nouveau ’algorithme de Quasi-Newton avec
bornes. En fixant les bornes min et max 4 0 et & 1, nous obtenons encore des valeurs négatives
dans certaines parties du domaine. Cependant, en augmentant la borne min a 0.08, la vola-
tilité estimée ne contient plus de valeurs négatives, comme le montrent les résultats obtenus
sans et avec ’approche multiéchelle (figures 17 et 18). A nouveau, ’approche multiéchelle
permet de faire décroitre la fonction coiit vers une valeur plus basse (cf. figure 19 a droite),
proche de la valeur obtenue avec l’algorithme de Quasi-Newton sans contraintes (1.69 au
lieu de 1.58). La volatilité estimée aprés utilisation de ’approche multiéchelle (sur la grille
12 x 12) posséde des valeurs comprises entre 0.05 et 0.3 qui ne semblent pas aberrantes.
Comparée aux résultats obtenus par Coleman et al. [8], la volatilité que nous avons estimée
posséde des oscillations comparables entre 0.1 et 0.25, mais elle ne posséde pas de grandes
valeurs (proches de 0.7) pour des maturités proches de 0.
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n=m=1,30iter n=m=1,60iter.

. -0.2
tan) o s s t(an) o 500

(a) 30 itérations. (b) 60 itérations.

n=m=1,90iter n=m=1,120iter.

t(an) 0 500 s ) t(an) 0 500

(c) 90 itérations. (d) 120 itérations.

F1G. 15: Calibration sur données réelles avec n = m = 1 sans utiliser ’approche multiéchelle.
Algorithme de Quasi-Newton sans contraintes.
F :263.5 "\, 5.36 \,4.63 \, 3.27 \, 3.24.
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n=m=1,30iter. n=m=3,30itr.
03 03
0.25 0.25
03
0.2 0.2
02
0.15 015
0.1 01 01
005 o 0.05
0 0.1 o
0.05 02 -0.05
2
-01 -01
-0.15 700 -0.15
05 600 650
t(an) o 500 s 0z t(an) o 500 50 s 02
(a) 30 itérations: grille 1 x 1. (b) 30 itérations: grille 3 x 3.
n=m=6, 30 iter. n=m= 12, 30iter.
03 03
0.25
0.2
015
01
0.05
o
-0.05
-0.1
-0.15
t(an) o 500 s ) t(an) o 500 s 02
(c) 30 itérations: grille 6 x 6. (d) 30 itérations: grille 12 x 12.
F1c. 16: Calibration sur données réelles en utilisant l’approche multiéchelle. Algorithme de

Quasi-Newton sans contraintes.
F:263.5, 5.36 \, 3.20 \, 2.09 \ 1.58.
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n=m=1,30iter n=ms= 1,60 ter.

t(an) 0 500 ) t(an) 0 500

(a) 30 itérations. (b) 60 itérations.

n=m=1,90iter n=m=1,120iter.

t(an) 0 500 ) t(an) 0 500

(c) 90 itérations. (d) 120 itérations.

F1G. 17: Calibration sur données réelles avec n = m = 1 sans utiliser ’approche multiéchelle.
Algorithme de Quasi-Newton avec bornes (0.08-1).
F:263.5,90.47\, 13.21 \, 11.30 \, 10.95.
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n=m=1,30iter. n=m=3,30iter.
03 03
0.25 0.25
03
0.2 0.2
02
0.15 015
0.1 01 01
005 o 005
0 0.1 o
0.05 02 -0.05
2
-0.1 -0.1
-0.15 650 700 -0.15
05 600
t(an) o~ 500 s 02 t(an) o w0 s w02
(a) 30 itérations: grille 1 x 1. (b) 30 itérations: grille 3 x 3.
n=m=6, 30 iter. n=m= 12, 30iter.
03 03
0.25 0.25
03
0.2 0.2
02
0.15 015
0.1 01 01
005 o 005
0 0.1 o
0.05 02 -0.05
2
-0.1 -0.1
-0.15 700 -0.15
05 600 650
t(an) o 500 s 0z t(an) o 500 50 s 02
(c) 30 itérations: grille 6 x 6. (d) 30 itérations: grille 12 x 12.

F1G. 18: Calibration sur données réelles en utilisant approche multiéchelle. Algorithme
Quasi-Newton avec bornes (0.08-1).
F:263.5 "\, 90.47 \, 10.06 \, 3.66 \, 1.69.
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— Sans multiéchelle [ — Sans multiéchelle
— Avec multiéchelle — Avec multiéchelle

Fonction codt
Fonction codt
5
s

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60
Nombre ditérations Nombre ditérations

Fi1c. 19: Décroissance du critére avec ou sans lapproche multiéchelle. A gauche : Quasi-
Newton sans contraintes. A droite : Quasi-Newton avec bornes.

5 Conclusion

La méthode de calibration proposée se raméne 3 la résolution d’un probléme inverse
régularisé. Elle se distingue des articles dont elle s’inspire ([12], [11], [8]) sur plusieurs points.
Le probléme direct de pricing repose sur 'EDP de Dupire et non sur celle de Black-Scholes, ce
qui permet d’évaluer la fonction cotit en une seule résolution d’EDP, alors qu’il faut résoudre
autant d’EDP de Black-Scholes qu’il y a de données pour faire cette méme évaluation.
Une autre particularité réside dans la représentation de o : nous utilisons ici des splines
bicubiques, qui permettent de définir des fonctions C? trés diverses. Enfin, nous avons choisi
de calculer le gradient de la fonction cotit analytiquement afin d’accélérer ’algorithme.

L’exploitation des résultats numériques nous a amené & faire une autre modification :
nous choisissons un coefficient de régularisation A = 0 et nous régularisons le probléme en
utilisant une approche multiéchelle. L’idée est d’obtenir une premiére volatilité trés réguliére
sur une grille trés grossiére, puis de raffiner progressivement la grille de représentation de o
pour affiner la solution.

Les tests numériques effectués sur données synthétiques ont également montrés qu’il
était important d’utiliser un algorithme de Quasi-Newton avec bornes pour éviter d’obtenir
des valeurs négatives de o dans certaines zones du domaine. Nous montrons que notre
algorithme de calibration converge vers une solution trés satisfaisante en partant de points
initiaux (constants) trés éloignés: 0.1, 0.35, 0.5 et 0.9. Sur les données réelles, nous montrons
Iintérét d’utiliser 'approche multiéchelle et I’algorithme de Quasi-Newton avec bornes. La
volatilité estimée est assez réguliére et les valeurs de o ne semblent pas aberrantes.
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A Interpolation par splines bicubiques

Nous montrons dans cette annexe comment déterminer la valeur d’une spline bicubique
en un point quelconque du domaine & partir de ses degrés de liberté. Le détail des démons-
trations se trouve dans l’article [9]. On considére une grille rectangulaire de points (z;,y;),
1=0,...,1,7=0,...,J. Soient :

— wi; = u(x;,y;) donnés pour i =0,...,J et j =0,...,J,

— Pij = Ug(x;,y;) donnés pour i =0,T et j =0,...,J,

~ ¢ij = uy(z;,y;) donnés pour s =0,...,T et j =0,J,

~ 8ij = Uzy(®i,y;) donnés aux 4 coins de la grille, i.e. pour ¢ = 0,1 et j =0, J.

Le probléme consiste & interpoler ces points & I’aide d’une fonction u € C2.

A.1 Splines cubiques en dimension 1

Pour les fonctions d’une variable, 'interpolation par spline définit une fonction u(z) de
classe C? étant données:

— les valeurs u(z;) aux points x;, 1 =0, ..., I, g < ... < zJ,
— les dérivées p; = u'(z;) en g et xj.

La fonction d’interpolation est une fonction polynomiale cubique sur chacun des intervalles
[xi_l,xi], 1= ]., ceey I.
Soient Ax; = zip1 — x; et Au; = w41 — ;.

Théoréme 1 Soit u une fonction polynomiale cubique par morceaux de classe C'. Pour des
valeurs u(x;), 1 =1,....;1 et u'(xo),u'(xr) données, il existe un unique ensemble de valeurs
pi = u'(x;), i =1,....,0 —1 tel que u € C?. Ces valeurs sont déterminées par le systéme
d’équations suivant :

Azipi—1 + 2(Az; + Azi1)p; + Azi_1pip1 =

Az;_ Ag;
Vil Ay + 28 Ay |, i=1,., T — 1. (4)

3 A.’Ez Am,;l

Par conséquent, pour chaque ensemble de données {uo,...,ur,po,p1}, il existe une unique
fonction u polynomiale cubique par morceauz de classe C* telle que:

w(z;) = uy, i=0,..,1, u'(zo) = po, u'(z1) = pr.

Corrolaire 1 S(z;xq,...,z1) est un espace de dimension (I + 3).
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Corrolaire 2 L’ensemble des fonctions ®;(x) € S(x;x0,...,21), 1 =0,...,I + 2 définies par
les conditions :

QJ('ZI) = 61']' pour 7'7.7 =0, "'717

@’ (w0) = @}(21) = 0 pour j =0, ..., I,

<I>1+1(m,) ®ri0(x;) =0 pouri = 0 1,

q)II+1( 0) = ¢I+2($1) =1,
I+1($I) I+2($0) =0

est une base de S(z;xq, ..., T1).

A.2 Splines bicubiques en dimension 2

Soit {9;(y)}o<j<s+2 la base de S(y;yo,...,yr) définie dans le corrolaire 2 précédent.
Considérons le produit tensoriel T = S(z;zq,...,21) Q S(y;yo,---,y5). T est 'espace de
dimension (I + 3)(J + 3) des fonctions de la forme

I+2 J+2

Z Z Bpa®p(2)¥q(y), (5)

p=0 ¢=0
Par construction, u est bicubique par morceaux et de classe C2.

Définition 1 Soit R;; = {(z,y) : ;-1 < ¢ < 24,y;-1 < y < y;}. Une fonction est
polynomiale bicubique par morceauz si elle est définie sur chaque rectangle R;; de la grille
par une fonction polynomiale bicubique, i.e.

3 3
u(z,y) = cy(z,y) = Y Y ah(@—zi1)’(y —y;-1)', (2,9) € Ryj.

Théoréme 2 Si les valeurs suivantes sont données :

wij = u(Ts, Yj), i=0,...,1;5=0,..,J,
pij = s (ziyy), =0,1;5=0,..,J,
¢ij = uy(ziy;), i=0,..,1;5=0,J,
Sij = Uzy(®iy;), ©=0,I;5=0,J,

alors il existe une unique fonction bicubique par morceauz de classe C? qui vérifie (6).

A.3 Evaluation de la fonction d’interpolation

Dans cette section, nous présentons une méthode d’évaluation de la fonction d’interpo-
lation u en un point (z,y) quelconque. Rappelons que sur chaque rectangle R;;, la fonction
u est égale & la fonction polynomiale bicubique

3 3
SOD i — i )Py —yj1)" (7)

p=0¢=0
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Lemme 1 Siw;j, pij, qi; et si; sont connus auz quatre coins du rectangle R;;, alors il existe
une unique fonction polynomiale bicubique c¢;;(x,y) qui concorde avec ces valeurs. La matrice
Aij des coefficients v, dans (7) est donnée par ’équation matricielle suivante :

Aij = A(Azi—1)KijA(Ay;)T, (8)
ol

K;; = (Bi_lhj_l Bi—lv]') avec By, = (umn an)
J Bi,j—l Bij Dmn  Smn ’

et ot la matrice A(h) est définie par

1 0 0 0
0 1 0 0
—3/h* —2/h  3/R2 —1/h
2/h%  1/h  —2/h® 1/h?

A(h) =

Dérivées aux points de la grille

Lemme 2 Si les valeurs (6) sont connues, alors les valeurs
- pij = ug(5,y5), pour i =1,..., I —=1;5=0,...,J,
~ gij = uy(zi,y;), pouri=0,....I;7=1,...,J —1,
— 8ij = Ugy(Zi,y;), pouri=1,..,I-1;=0,J eti=0,..,I;j=1,..,J —1,

sont déterminées de maniére unique par les 2I + J + 5 systémes linéaires qui comptent en
tout 3IJ + I + J — 5 équations. Pour j =0, ..., J,

Az 1piy1j + 2(Azi 1 + Azi)pij + Azipi1; =

A.’,E'_l Ax;
3 [A—;i(qu,j — i) + szl

pouri=20,...,1I,
Ayi—1¢ij+1 + 2(Ayj—1 + Ayj)ai; + Ayjgij—1 =

Ay Ay, - .
3[ ij (uz,]+1 - uz,]) + ij—l (ul,] - uz,]fl) y J = 17---7J_ ]-7 (10)

pour j =0,J,
Awi—lsi-}-l,j + 2(A.’L‘i_1 + A.’L’z)S” + AZ’,’S,'_L]' =

Az Ax; .
3 [A—;i(q"“’j —gi,j) + Fiil(qz',j - Qi—l,j)]a i=1,.,1-1; (11)
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pouri=0,....1,

Ayj_18ij41 +2(Ay; 1 + Ayj)si + Ayjsij 1 =

Ay Ay, -
—=—(p;.it1 — Di.q —(p;.; — Pii_ =1,...J—1; 12
3 ij (pz,J+1 pz,]) + ijfl (pw Di,j D, J PR ; (12)

Algorithme d’évaluation de u(x,y)

Etape 1 Calculer les valeurs p;j, g;; et s;; pour tous les points de la grille grace aux équa-
tions précédentes en utilisant ’élimination de Gauss (les matrices des 2I + J — 5
systémes sont tridiagonales et & diagonale strictement dominante).

Etape 2 Une fois que 'on dispose des valeurs u, uz, uy et ugzy en tout point de la grille,
calculer dans chaque rectangle R;; les coefficients 'Yzi){z de la fonction polynomiale bicu-
bique dans ce rectangle en utilisant (8).

Evaluer la fonction d’interpolation en un point (x,y) revient alors & trouver les indices (4, j)
tels que (z,y) € R;j, puis & évaluer la fonction polynomiale bicubique correspondante.

A.4 Application dans ’algorithme de calibration

Pour résoudre P’EDP de Dupire, il faut connitre la volatilité o en tout point de la grille fine
de différences finies de taille N x M. La volatilité étant définie comme une spline bicubique
sur une grille grossiére de taille n x m, nous procédons de facon suivante pour obtenir la
valeur de ¢ en un point quelconque de la grille fine:

— on calcule la fonction d’interpolation par spline bicubique sur tout l’espace [Ymin; Ymaz] X
[to; Tmaz] & partir des degrés de libertés sur la grille grossiére n x m, en appliquant
I’algorithme décrit précédemment ;

— on évalue la fonction d’interpolation au point considéré de la grille fine N x M.
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B Calcul du gradient de F;

On décrit dans cette annexe le calcul du gradient de la fonction
Fi(o) = Vo>
Pour éviter toute confusion, nous notons ¥ I’ensemble des degrés de liberté de la volatilité
et o la fonction de deux variables associée.
B.1 Premiére approche
Regardons dans un premier temps le calcul du gradient de Fj.

R(Z)=|Val?
[0 (o) s

ii//[(i im,’;’;(y —yi1)P —tjl)q)2

i=1 j=1 p=1 q=0

"'.7

<.

3 3 )
+ (ZZ‘”IZ Y= Yi- 1)p(t—tj—1)q1) ]dydt

p=0g=1
n.m Yi t; Yi 17]
ZZ(/ Ay, t dydt+/ B(y,t)dydt)
Yi—1 Jtj—1 Yi—1 Jtj—1

ou

A(y,t) = (iimﬁi(y—ym)“(t—w1)")2,

p=1q¢=0

(ZZ%Q v = i) (t—tjl)q—1)2.

p=0g¢=1

B(y,1)

Apreés calculs, on obtient une expression de F; comme fonction quadratique des v :
(D) = ) (y9)TQUy
,J
ol 7;; est le vecteur formé par les coefficients 71’;{'1. Puis, grace aux sytémes d’équations (9)

a (12) et & I’équation (8), on peut exprimer les v¥ linéairement par rapport au vecteur de
parameétres X :

79 = MY.3.
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On obtient finalement :
() = ) ST(MY)TQIMYIL.
,J
Mais tous ces calculs demandent un travail vraiment important : nous présentons ci-dessous
une solution alternative beaucoup simple & mettre en oeuvre.

B.2 Une expression simplifiée du probléme

Au lieu de pénaliser le gradient dans la fonction objectif, on choisit de pénaliser la somme
des carrés des dérivées premiéres calculées aux points de la grille:

Flo) = G(o)+2A E (Ug,ij + U;tz,z'j)
i,
avec, pour tout point (y;,T}) de la grille:

oo Oo
Oy,ij = 8_y(yi’Tj) Otij = a—T(yz’aTj)-

On note
Fi (%) = Z(Uz,i]’ + Ut2,z'j)'
]
On peut écrire

Fl(E) = Z O'Tija'.ﬂ']'.
]

D’autre part, grace aux systémes d’équations (9) a (12), on peut exprimer ces dérivées
linéairement en fonction du vecteur de paramétres X :

0.5 =NV .3%.
Remarque 2 N est une matrice de taille 2 x (n+1)(m+1)+2(n+1)+2(m+1)+4) =
2(n +3)(m + 3).
On a donc:
Fi(3) =) (N7.-3)T- (N9 .x%)

ij
_ Z ST(NG)TNG . 3,
2,7
et en dérivant :
VA(E) = Y (N9)TNT.%. (13)

i,5

Le calcul du gradient de F; se résume donc au calcul des matrices N .

RR n° 4648



46 J.F. Bonnans, J.-M. Cognet et S. Volle

Calcul de la matrice N
Ecrivons les systémes (9) et (10) pour la fonction o(y,t) et ses dérivées premiéres. Pour
7=0,..,m,

Ayi_10yiv1,5 + 2(AYi—1 + Ayi)oyij + Ayioy i1, =

Ayz’_l Ayz’ .
i1 — i)+ Loy i — o), i= 1, — 1 14
3[ Ay; (0it1,5 — 045) + Ayit (0ij —0im1,5)|, @ y ey M ) (14)

pour : =0,...,n,

Atj 10141 + 2(At 1 + Abj)orij + Atjorij1 =

Aty At; .
3[ AJ'L'] (O'i,j_|_1 - 0'1'7]‘) + ﬁ(o’i’j - U'i,j—l):|, j=1..,m-1 (15)

En y ajoutant les conditions aux bords, (14) peut s’écrire sous la forme matricielle :

n—1 __
Aay,.j + Aylay,ojel + Aynflay,nje =

Ayl Ayn72
Bo.j —3-— j nji€n— 16
3Bo.; 3Ay000]€1 +3Ayn_10' j€n—1 (16)
(Ayo + Ayy) Ayo 0o ... . 0
Ay (Ay; + Ays) Ay; 0 . 0
0 . . . . .
A = ’
0
s . . . Ayn_3
0 i 0 Ayny (Ayn_z+ Ayn_y)
A A A
(AZQ - AZ?) Ay 0 0
A A A A
~ Ay <A§ﬁ Aﬁ) a0 0
B = 0
0
Ayn—3
Ayn_o
AyYp— AYp— AYpn—
0 ... 0 —Azn_; (Agn_; - AZn_i)
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et
1 0
0
€1 = N €n—1 =
0 1

Remarque 3 A et B sont des matrices carrées de taillen—1; ey et e,_1 sont des vecteurs
de taille n — 1.

On cherche & présent & exprimer X, .; linéairement en fonction du vecteur de paramétres
P. Rappelons que le vecteur P de taille (n 4+ 3)(m + 3) contient les données permettant de
définir la fonction d’interpolation o :

Yo

Yom
Xy.0-

y,m
Po=1 %0
Et,-m
Oyt,00
Oyt,n0
Oyt,0m

Oyt,nm

On construit les matrices A et B; & partir de A et B:

1 0 ... 0 0
Ayy 0
0 .
AT A
: 0

0 Aynfl
0 0 0 1
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et on définit B; par la matrice:

0 0 o]

o]

(o) 0 0 1 0 0 o] 0 0
e ; e SN :
3Fo . . .
o : o : : :
3B _ o . . .
o] . . . . . .
Ayn_a . s : : :
. . . . o) . .
] 3Ayn—1
0 - 0 0] 0 0 (o) 0 0 o 0 0 1 0 0
T t
indices correspondant a L] dans p indice de Ty,05 indice de oy,Nj
de j(n+1)4+1 a (§+1)(n+1) (n +1)(m + 1) (n +2)(m +1)
+i+1 +i+1
On a alors:

AEy,.]‘ = ij. (17)

De la méme maniére, on construit une équation matricielle & partir de (15). De (15), on

déduit :

Coyi + At10gi0f1 + Atm—10tim fm—1 =

At Aty
3Do;. — 3—10'i0f1 43om=2

; _ 18
Aty N Timfm—1 ( )
ou
(Ato + Atl) Aty 0 ce 0
Aty (Atl + Atg) Aty 0 0
0 . . .
Cc = ,
0
: . . Atp_3
0 0 Atp_1 (Atm_Q + Atm_l)
At At At
(A—t; - A—t‘f) A 0 0
A A A A
A (A—fef - rﬁi) a0 0
D = 0
0
Atpm_3
Atp—_2
Aty — JAN P JAN
0 0 _Atm_; (Atm_: o Atm_f>
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et
1 0
0
flz - | fmfl =
0 1

Remarque 4 C et D sont des matrices carrées de taille m—1; fi et f,—1 sont des vecteurs

de taille m — 1.
On cherche & présent & exprimer ¥, ;. linéairement en fonction du vecteur de paramétres
P grace a I’équation

C%: = DiP. (19)

Pour obtenir cette équation il faut définir C par

1 0 ... 0 0
Aty 0
¢ X C '
0
0 Aty—1
0 0 0 1
et D; par la matrice
0 0 o] 0 .0 L 0 0 0 0 o] 0 0 o] 0. 0 1 0 0 o]
Atq o o
—3R&%g a
o Q
T
Q £
©® g
o S
o Q
0 Q
g ]
3 5
] 2
o | .
5 g .
: _F‘ L= 3 Atm-_2
: Atm_1 o
0 0 o] 0...0 o] 0 0 0 0 o] 0 0 o] 0 .0 0] 0 0 1
T T T T T T
-
|
o g
2 = £ 3 z :
bs bs bs bs b b
U o o o U U
el el el el el el
1) L] L] L] 1) 1
3 3 3 3 3 3
8 g g = K E
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Grace & (17) et (19) et apreés le réordonnancement suivant :

N — i®me ligne de A~!B;
— \j*eligne de C1D; )’

on peut construire les matrices N/ telles que:

— [ Oyii ) — prig

O = =NY .p. 20
Y (%z‘j) ! 20
Remarque 5 La simple pénalisation des dérivées du premier ordre n’empéche pas l’appari-

tion de “pics” a l'intérieur des rectangles R;;. Pour éviter ce phénoméne, on pourra par la
suite pénaliser aussi toutes les dérivées du second ordre. La nouwvelle fonction Fy serait alors

_ 2 2 2 2 2
Fi(o) = ) (0y4+0ti; + Ogeij + Tyyij + Oitis)-
i
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C Calcul du gradient de G

On décrit dans cette annexe le calcul du gradient de la fonction

Glo) = V(o) - VI

qui mesure ’écart entre les données simulées en résolvant ’EDP de Dupire et les données du
marché. Pour calculer ce gradient de facon analytique, nous utilisons la méthode de 1’état
adjoint.

Pour éviter toute confusion, nous notons Y. ’ensemble des degrés de liberté de la volatilité
et o la fonction de deux variables associée. De plus, nous écrivons G sous la forme

G(Z) = leU(2) - VI3,
avec U € IR™ le vecteur d’état
U= (.., u™7T

ot les u? = (u{uf\,_l)T € RN-!' Vj =0,...,M sont calculés par le systéme d’équations
(équations d’état) suivant :

f—UOIO,
By
b — Hiwi*' =0 j=0,.,M—1.

avec, pour j =0,...., M — 1,

Vo= (I-6kdh)! — Sok<0a1,Tje_q(Tj ~to) (1 a)al,THle—q(THl—t@)e{V -t
€ RNV-1
H = I+(1-0kA* e My 1y 1.

On définit le lagrangien par :

L:R"W xR"W xR"™ — R
U,0,8) - LU,U,%)

avec

LU, U,%) = 5lleU0) = VI+ < f —u’, 2" >n 1
M-1
+ ) <b - W @ sy (21)
=0

Remarque 6 bV dépend de u? et de 3, tandis que H’ ne dépend que de X.

RR n° 4648



52 J.F. Bonnans, J.-M. Cognet et S. Volle

Pour un ¥ fixé, on choisit U solution de ’équation d’état (E) correspondante. On a alors
I’égalité suivante:

En différentiant G, on obtient :
oL _ oL _ o
oG = %(U,U,E)5U+ 8_E(U’ UX)¥E V UeR

car, U étant solution de (E),

oL ~
— ¥)Uu = 0.
6U(U,U, )oU 0

On choisit alors U tel que

oL,
o )6U = §U € R
s (UUDU =0 V 6Ue ,

c’est-a-dire
VuL(U,U, %) = 0. (22)

Pour ¥ et U fixés, cela revient & résoudre un systéme linéaire admettant comme unique
solution I’état adjoint U. Au point (U,U, X) ainsi défini, le gradient de G se réduit a:

VsG = Vs L. (23)

Equation de I’état adjoint

Réécrivons le systéme (22):

( T ~ 01T
Vol = [%(U}] (p(U)=V)—u® + [%] al =0,
9y ’ % i~ 1\T =] o T 1 .
Vil = [@(U)] (p(U)=V)—=(H Y a? + [%] wtt=0 j=1.M-1,
T
Vuml = [ai—(ﬁ/[(U)] (p(U)=V) — (HM-1HTgM = .
Ce systéme est équivalent a:
( M—I\T-M _ 8_90 g T
T = [ 2] o) -
T Oy T - ob T_z 1
Syrw = [ 22O o) -7+ G5 @ mar-1 e
T B 01T
o= [ B0 e -1+ 5| @
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_ b’ 0
Pour calculer I’état adjoint U, il faut déterminer les dérivées partielles o et a_cp](U ). On
U u
a de maniére immédiate

o
ouI

Précisons la définition de la fonction d’observation ¢ : IR™ — IR™. A partir des valeurs des
options aux points de la grille ufa = U(yx,T;) on cherche & déterminer le prix d’une option
dont le couple (y = log(K),T) n’est pas forcément sur la grille. On évalue le prix de cette
option par interpolation bilinéaire des 4 valeurs qui ’entourent sur la grille fine. Supposons
que l’on veuille calculer le prix de 'option dont le couple strike-maturité (y,T) est tel que:

= (I-6kA7) € My_1n-1

Yk <Y <Yk,
T <T< Tl+1.

Calculons dans un premier temps par interpolation linéaire U(y, T;) et U(y, Ti+1) :

Ye+1 — Y 1 Ye+1 — Y
Uy, T;) = 1—-——)u + —uy,
. T0) ( Yk+1 — yk) htt Yk+1 — Yk k
_ Yet1 — Y \ 141 Ye+1 — Y 141
Uy, T; = (1—7>u + —uy .
(y +1) Yr+1 — Yk k1 Yr+1 — Yk k

Puis on fait une interpolation linéraire entre U(y,T;) et U(y,Ti+1) pour obtenir U(y,T):

Tl+1—T) Ty =T
Uy, T) = (1-2" " Uy, Ti31) + 22— U(y,T)).
0.0 = (1- 72500 + LU
En posant
Tyo1 —T
a = o,
! Ty - T
by = Z/k+1—y7
Ye+1 — Yk

on obtient finalement
U@y, T) = ¢ra(U) = (1 = a))[(1 = b)uiy + bpui'] + anf(1 = by )ujyy + brug).

Soient (y<, Td)lsdsn , Vensemble des couples strike /maturité pour lesquels on connait le prix
du marché. La fonction d’évaluation ¢ est alors définie de la maniére suivante:

p:R"W — R™

v~ e = (vt 1Y)

d:l...nd
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avec

Uy, T = pu(U) avec g, <y < yry1 et Ty < T¢ < Tiyy.

0
La matrice 6—;;([]) € M,,, n—1 est donc définie par:

Op _ [ O¢m
V) = (—auj (U))
ey N=1

ot k et [ sont définis pour chaque d par y; < y? < ypy1 et Ty < T < Tjyq, et ot

apby sip=ketj=I,
. (1—ay)bg sip=ketj=1+1,
5ol o) = ai(1—bg) sip=k+1letj=I,
P (1—a)(1—0by) sip=k+letj=1+1,
0 sinon.

Calcul de VG

On est & présent en mesure de calculer la solution U de I’équation de I’état adjoint (A).

Une fois £, U et U connus, il reste & calculer

VG = VsL(UU,Y) (25)
M-1 N T P T
ob’ O(HIuitt s
- X|(®) - @ 0
j=0
Adqyd
Remarquons que ce calcul se raméne 3 celui de 8(;1; ) :
b O(AIud) Bty oo —t0) 001 Ti1 _o(Tys1—t0) \ N
OH Iyt H(Ai+1yd+1
Or
Bu,w] + 11,0
Ajuj = a,-,TjuLl + ,BivTjuZ: + *yi,Tju{H € RNfl,

J J
QN 1,1 Wy _o + BN —1,1;UN_4
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donc
]+ i
(9/11113 Oa; T 0, 1':4 ; i, T, 4
o = | Sl + Sl + Bftad,, | € M, (29)
dan-1,1; j OBN-1,1; j
gy Uy T e Uy
avec
da; T, [ 2 1 Oo(y;, T,
A4, T; _ _ _ U(yz,T]) U(yza J)’
1)) L (hi + hi—l)hi—l 2hi_1 ox
OB;. T [ 2 1 1 1 8a(yi T')
il S - _ N P P AL Rl A
o5 by 2(hi_1 hi)]"(y” "o
0T, [ T
9T _ _#4__ U(%Tj)m_
o)) L (hi + hz’_1)hz’ 2h; ox

11 faut donc évaluer la fonction o aux points (y;,T;), grace & une interpolation par spline
bicubique des valeurs de o sur la grille grossiére:

3 3
oy, T)) = D> ey —ys-1)P(T = Ti1)? pour (3;,T;) € Ry

Gréce a I’égalité matricielle (8), on peut exprimer c’;fl en fonction des valeurs de o et de ses
dérivées aux différents points de la grille:

n m
K _ Kl Kl Kl Kl
Cpg = Z Z (apq,rsakl + Upg,rsTy. ki + pg rsOT k1 + epq,rsayTakl)
=0 s=0

kINT
Upg)™ S,

<

—~

ce qui nous permet d’écrire o(y;, T;) sous la forme suivante (pour (y;,T;) € Ru) :

3 3
oW T) = 30D v (T~ T @ S,
p=0 q=0
3 3
- (v = g (T = T UEDT - R- 5,
p=0 q=0
soit
ao—(.ui; TJ) A EINT
% = Z Z (y =y 1)P(T = Ti1)"Uy,,)" | - R (30)
p=0 q¢=0
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avec, en utilisant les méme notations que dans la partie B:

kl
0.0 Apq,-0
kl
T.m a;})j;m
0y,0 bpg,0
kl
Ty.. kl b .
s=|Twm | eyt = | | e m
D k 4(m+1)(n+1),1-
UT7'0 e dplL'O 7
kl
0T, m Iﬁ’.m
OyT,-0 €pq,-0
kl
OyT, m €pq,-m

Il faut donc & présent déterminer la matrice R € My(nt1)(m41),ny qui lie S & ¥ par

S = R-% e R!ntDmtD),

Construction de la matrice R

Ce calcul a déja été fait en partie lors du calcul de VF;. En effet, rappelons que:

orT,i. = C_I’D,"E V’L,
Oy,.j = A_IBJ"E Vj.

Aprés un réordonnancement, on obtient facilement les 3(n + 1)(m + 1) premiéres colonnes
de R. La dépendance des dérivées croisées en ¥ est plus délicate & obtenir. On procéde en
deux étapes: les dérivées croisées sont dans un premier temps calculées au bord, puis on
en déduit par un second systéme les valeurs aux points intérieurs de la grille. Le systéme
d’équations (11) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Aoyr,.j + Ayioyrojer + AYn—10y7 njen—1

A Ayp_ :
=3Bor,; — SA—Zj(l)UT’Ojel + 3Azn—f O0Tnjén—1 pour j =0,m
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ou e1,en—_1, A, B sont définis comme précédemment (cf. section B). On définit H; par la
matrice:

0o ... o0 0 o 0 0 0 0o 1 o0 0 0 o 0
Avs : : ;
—32Y1 . - - o
Ayo
o :
3B _
[¢] :
3Ayn—2 :
0 AYn_1 i
0 0 0 5 5 o 0 0o 0 o0 .. 0o 1 o0 0
R R
indices correspondant & op ; dans 2 indice de oy o; indice de  oy7 N

Alors le systéme s’écrit
oyr,j = AYH;Z pour j =0,m. (31)

On peut ensuite écrire le systéme d’équations (12) sous la forme matricielle:

Coyr,i. + ATvoyr,io f1 + Al m—10yT,im frm—1

ATy

ATy

AT,,_» .
oyiofi +3———0yimfm—1 pouri=0,..,n

= 3D0'y,i. -3 ATm,1

ot "' e™~], C et D sont définies comme précédemment (cf. section B). On connait

maintenant les valeurs de la dérivée aux bords de la grille:
OyT,ij = (.AilHjE)i = (AilHj)i. -¥ pour j =0,m

ot (A~'H,);. représente la i*™° ligne de la matrice (A7'"H,). On pose

(.A_IH(])Z'.
P = € Mmfl,nz
0 ... 0
(Aile)i.
et
—357 0
0 :
G = . € Mmfl,m+1
" 3D |
0 AT
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Alors
Coyri + PY = Goy,;
= GL;¥®
ou L; est définie par
j®° ligne de L; = 4™ ligne de A™'B;
et
OyT,il
OyTi =
OyT,i,M—1

Remarque 7 Rappelons que ny = (n+1)(m+1)+2(n+1)+2(m+1)+4= (n+3)(m+3)
est la taille du vecteur de degrés de liberté X.

On obtient finalement I’expression de &,7,;. en fonction de X:
oyri. = C YHGL;—P)-%. (32)

On peut & présent construire R. Soit

R,

R

R

R4

ou chaque R; est une matrice de taille (n + 1)(m + 1) X ny exprimant la dépendance
des valeurs de o et de ses dérivées en chaque point de la grille par rapport au vecteur de
paramétres 3.

1. La construction de R; est immédiate puisque les o;; sont des éléments de X :

0o ... 0
R = Itng1ymt1)
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2. On peut décomposer Rs de la fagon suivante:

Ry, = : avec Rg = .Alej.

3. De la méme fagon, on construit Rs:
R3
Ry = :
Ry
ou chaque matrice R} est de taille (n + 1) X ny. D’aprés (31), R} est définie par:

i®™e ligne de Rg = ;™ ligne de C"'D;.

4. Enfin, on écrit R4 de la maniére suivante:
Ry =

ou chaque matrice R] est de taille (n + 1) X ny. D’aprés (31),

R2 = A_IH(),
R = A 'H,,
et d’aprés (32), pour j =1,....,m — 1,
™ ligne de R} = j*™° ligne de C"*(GL; — P;).

Récapitulatif des principales étapes du calcul de VG

ov
39)| 8o (ysi, Tj) | (29 HAIuI (27),(28) | % (26) G_G
[R]'S T S — 24 o = | 35 _>
ox
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