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Résumé : Une estimation correcte des efforts aux impacts est motivée par le dimension-
nement des structures & la rupture sous impact. Le second objectif de ces estimations est
I’estimation a priori du coefficient de restitution en fonction des géométries et des propriétés
physiques des matériaux. Une estimation analytique rigoureuse du coeflicient de restitution
permet d’envisager des calculs et des simulations fiables des systémes multi-corps soumis
a des contraintes unilatérales et & des collisions. Cette étude a aussi pour but de poser les
questions sur les limites des modélisations basées sur I’hypothése de solides rigides, d’impact
et de coefficient de restitution. Dans ce rapport de recherche, nous nous proposons d’effec-
tuer une revue critique de la littérature portant sur I’estimation analytique des efforts de
contact entre solides et du coefficient de restitution aux impacts. On rappellera les hypo-
théses générales de la mécanique des solides soumis aux impacts ainsi que la définition du
coefficient de restitution. On présentera ensuite les modéles rhéologiques unidimensionnels
de la littérature avant de s’attacher a rappeler les bases de la théorie de HERTZ(1882). Enfin,
on résumera les différents résultats qui relaxent les conditions d’application de la théorie de
HERTZ et étendent, par 14 méme, son champ d’application. On examinera les extensions que
I’on peut trouver dans la littérature concernant les géométries en se penchant en particulier
sur le contact initialement linéique, puis sur le comportement des matériaux constituants
les solides en contact (viscoélasticité, plasticité, elastoviscoplasticité).
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Coefficients of Restitution and Forces in Impacts. A
Critical Review of Analytical Estimates.

Abstract: This report addresses the problem of the analytical estimation of the forces and
the coefficient restitution at impacts. A correct estimate of the forces at impacts is motivated
by the design of structures, for instance, with the respect to a failure criterion. Furthermore,
this estimation of forces is needed to obtain a right estimate of the coefficient of restitution.
Such estimates make it possible to consider reliable computations and simulations of multi-
body systems subjected to unilateral constraints and collisions. By the way, we will consider
the limit of the assumptions of systems of rigid bodies, impact and coefficient of restitution.
In the first part of this report, we will recall basic facts on the Mechanics of impact and
contact. After this introductory part, the unidimensional rheological models will be reviewed
and criticized. Then, we will summarize the major assumptions of Hertz’s Theory and
their implications for the computation of forces. After this presentation of very well known
facts, we will present the various extensions of the Hertz Theory to bidimensional and
conformal geometries and to other mechanical constitutive laws (plasticity, viscoelasticity,
elastoviscoplasticity).

Key-words: Contact Mechanics, Continuum Mechanics, impact, Multi-body systems, col-
lision, impulse, Hertz’s Theory, rheological model, elasticity, plasticity, viscoelasticity, elas-
toviscoplasticity, contact forces, friction, indentation
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1 Introduction

1.1 Motivations

L’objectif de ce travail, et par 14, de ce rapport, est d’effectuer une revue critique de
la littérature portant sur I'estimation analytique des efforts de contact entre solides et du
coeflicient de restitution aux impacts.

L’estimation analytique des efforts aux impacts a deux objectifs principaux. Le premier
est l'utilisation de ces estimations pour évaluer les efforts maximum de contact dans un
but de dimensionnement des structures, & la rupture par exemple. Le second objectif est
Pestimation, a priori, du coefficient de restitution en fonction des géométries et des pro-
priétés physiques des matériaux. Le coeflicient de restitution est un des paramétres les plus
importants dans la simulation des collisions dans les systémes de solides rigides. Il prend en
compte les phénomeénes dissipatifs pendant I’impact en évaluant la dissipation énergétique.
Son estimation nécessite donc 1’évaluation de la puissance des efforts de contact pendant le
choc. Une estimation analytique rigoureuse du coefficient de restitution permet d’envisager
des calculs et des simulations fiables des systémes de solides rigides soumis & des contraintes
unilatérales et & des collisions. Cette étude a aussi pour but de poser les questions sur les
limites des modélisations basées sur I’hypothése de solides rigides, d’impact et de coefficient
de restitution.

A Torigine, le premier moteur de ce travail était le probléme inverse suivant : la déter-
mination des efforts de contact connaissant la cinématique et la cinétique d’un systéme de
solides avant et aprés impact, i.e., les vitesses pré— et post-impact, la géométrie des corps
en contact et leurs lois de comportement mécanique. Ce probléme apparait typiquement
lorsque 'on veut justifier, a posteriori, un calcul de mécanismes des solides rigides ou que
I’on souhaite dimensionner a la rupture un mécanisme & partir d’un calcul rigide.

1.2 Contenu de ce rapport de recherche

Cette étude a pour but de dégager les principales estimations analytiques concernant le
coefficient de restitution et les efforts rencontrés lors de chocs entre solides. Afin de don-
ner une idée plus précise du cadre dans lequel cette étude se situe, nous allons rappeler au
§ 2.1 les grandes lignes de la mécanique des solides rigides soumis aux impacts. Ceci nous
permettra au § 2.2 de préciser la problématique de cette étude. Le coefficient de restitution
permet de tenir compte des différents phénomeénes dissipatifs qui se produisent lors d’un
choc. on rappellera les divers phénoménes physiques dissipatifs qui se produisent au contact
afin de préciser le domaine d’application des estimations qui vont étre données. On donnera
ensuite la définition énergétique du coefficient de restitution. Cette définition nous parait
étre la plus judicieuse pour représenter la dissipation due aux phénomeénes liés aux compor-
tements inélastiques des matériaux, et ceci de maniére indépendante du frottement et de la
cinématique du choc. Ces rappels seront l'objet du chapitre

De part la définition énergétique du coefficient de restitution, son estimation analytique
s’appuie sur I'estimation préalable des travaux réalisés par les efforts de contact. Ce probléme

INRIA
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de Pestimation des efforts au contact est donc un probléme clé lorsque ’on veut estimer le
coefficient de restitution et dimensionner les structures & l'impact. Dans le partie 3, on
donnera un apercu des différents modéles analytiques des efforts de contact entre deux
solides, qui permettent d’évaluer les efforts pendant 'impact. Deux classes principales de
modéles sont traditionnellement utilisées: les modéles rhéologiques unidimensionnels (§ 3.1)
et les modéles continus (§ 3.2). Nous essaierons de donner les avantages et les inconvénients
de chacun afin de guider le lecteur dans ses choix.

Dans la partie 4, nous rappellerons les principaux résultats de la théorie du contact de
HERTZ (1882). Il s’agit du modéle continu le plus répandu pour estimer les efforts en deux
corps élastiques pour un contact colinéaire, initialement ponctuel ou linéique. Il ne s’agira
pas dans cette partie de donner tous les détails des développements de HERTZ concernant
le contact, mais de rappeler ses hypothéses fondamentales et par 14, son champ d’appli-
cation. Nous verrons enfin comment il peut étre appliqué a I’impact entre deux solides en
contact initialement ponctuel et comment il permet d’estimer les efforts au contact en faisant
I’hypothése d’un chargement quasi-statique.

Les parties suivantes résument les différents résultats qui relaxent les conditions d’ap-
plication de la théorie de HERTZ et étendent, par 14 méme, son champ d’application. Dans
la partie 6, on examine les extensions que ’on peut trouver dans la littérature concernant
les géométries en se penchant en particulier sur le contact initialement linéique. Dans la
partie 7, ces extensions portent sur le comportement des matériaux constituants les solides
en contact. Les principaux comportements abordées sont la viscoélasticité (§ 7.1), I’élasto-
plasticité parfaite (§ 7.2) et la viscoplasticité (§ 7.3). Ces extensions, & des comportements
dissipatifs permettent alors des évaluations analytiques du coeflicient de restitution.

Pour terminer nous essaierons de conclure (§ 8) sur les possibilités qui nous sont offertes
pour estimer analytiquement le coefficient de restitution ainsi que les efforts au contact.
Nous donnerons notre avis sur ce qu’il est possible encore d’espérer comme développements
analytiques fructueux et 13 ou ’emploi d’outils numériques parait désormais indispensable.

1.3 Remerciements.

Ce travail a été motivé et réalisé en collaboration avec la société Schneider Electric, qui
a soutenu financiérement ce projet. Les auteurs tiennent, en particulier, & remercier Michel
Abadie, Expert SE Simulation de Mécanismes, Direction Scientifique et Technique, pour le
vif intérét qu’il a porté a ce travail et pour son enthousiasme communicatif.
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8 Acary & Brogliato

2 Position du probléme

2.1 Rappels sur la mécanique des chocs dans les solides rigides
2.1.1 Intéret de la mécanique des impacts

Afin de comprendre I'utilité de la notion d’impact entre solides, nous considérons ’exemple
académique d’une sphére de masse M qui entre en contact avec un plan. Cet exemple est
illustré a la figure 1.

{
) )

% g

(a) (b)

FiGc. 1 — Impact d’une sphére sur un massif plan

Si 'on néglige les effets de la pesanteur, les équations qui régissent le mouvement de la
sphére sont les suivantes :

Mz =R
R=K(g,9) 1)
x(t:()) = Vg

ol R est la réaction de contact supposée étre une fonction de g et de g, respectivement la,
distance et la vitesse relative entre la sphére et le plan. Cette relation qui lie la distance g &
la réaction de contact dépend de la déformation au cours du contact des corps, et donc de
leur géométrie et de leur caractéristique matérielle. On donne sur la figure 2 I’allure classique
que peut prendre la réaction pendant le temps de contact.

Considérons que ces corps sont rigides, ot si 'on préfére que la déformation de ces corps
est négligeable. La raideur équivalente reliant la réaction a la distance relative va donc tendre

INRIA
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At t

FiG. 2 — Réaction de contact au cours du temps

vers I'infini. Le maximum de réaction de contact tend alors vers I'infini en méme temps que
le temps tend de contact tend vers 0.

Traditionnellement, on considére alors non plus la réaction de contact mais son intégrale
sur le temps, c’est & dire la percussion. En supposant que cette intégrale reste définie, on
écrit alors I’équation du mouvement sous la forme suivante :

to+At to+At
lim / Midt = / Rdt| = M@t -vt))=1 (2)
At—0 to to
dans laquelle la percussion est définie par:
to+At to+At
1= jm, [ Ra= i [T Klag)a @

Cette modélisation du contact entre solides rigides nous améne donc & traiter des phases
de vols libres comme une dynamique continue et & considérer des discontinuités aux moments
des impacts reliant la variation de quantité de mouvement & la percussion. Cette démarche de
modélisation reste valide tant que les solides peuvent étre considérés comme rigides. Elle se
généralise facilement aux systémes multi-corps en réécrivant les équations de Newton-Euler
en termes de percussions et de variations instantanées de vitesse (PERES, 1953 ; BALLARD,
2000).

Cette modélisation présente un intérét particulier du point de la résolution du probléme
qu’elle soit analytique ou numérique. Elle permet d’envisager un systéme dynamique non
régulier au lieu d’'une systéme régulier trés raide et donc difficile & intégrer. De plus, elle
permet de négliger les déformations de solides qui jouent en général, un role secondaire dans
les systémes de solides massifs. Cette hypothése de solides rigides soumis aux impacts ne
sera pas remise en cause de ce rapport.

RR n° 5401



10 Acary & Brogliato

2.1.2 Coefficient de restitution et efforts aux impacts

Les équations du mouvement qui régissent la dynamique des corps soumis aux impacts ne
suffisent pas & résoudre le probléme. Il faut apporter une information supplémentaire sur le
comportement des corps pendant 'impact. La “loi d'impact” est une loi constitutive qui per-
met de préciser le comportement des solides soumis aux impacts. Une définition générale de
ce que peut étre une loi d’impact est donnée dans (BALLARD, 2000). Nous nous contenterons
dans ce rapport d’une définition plus restrictive qui fait appel & la notion de coeflicient de
restitution. Ce coefficient de restitution permet de tenir compte des phénoménes dissipatifs
qui se produisent aux impacts, grace i la définition d’un paramétre unique.

Phénoménes dissipatifs aux impacts Afin de choisir une définition du coefficient de
restitution qui nous semble adaptée aux problémes rencontrés, nous allons tout d’abord
rappeler les principaux phénoménes physiques dissipatifs qui sont rencontrés au cours d’un
choc.

Sans faire une liste exhaustive des phénoménes physiques qui se déroulent lors d’un choc,
on peut rappeler, tout de méme, les principales sources de dissipation énergétique :

e comportements inélastiques des matériaux : plasticité, viscosité, endommagement et rup-
ture;

e comportements inélastiques des interfaces : frottement & ’interface, usure;

e énergie captée par les ondes élastiques et émission acoustique.

Ces phénoménes physiques peuvent étre rangés dans deux catégories distinctes:

— Phénomenes locaux : Comportements inélastiques matériel et interfacial. Les deux pre-
miéres classes de phénoménes se distinguent de la derniére par le fait qu’elles peuvent
supposer locales au contact. Elles sont donc en priorité fonction de la géométrie locale
au contact, des conditions aux limites qui sont appliquées, ainsi que du comporte-
ment des matériaux. On supposera, en effet, que les phénoménes inélastiques dans les
matériaux restent confinés dans la zone de contact entre les corps.

— Phénomenes globaux : propagation d’ondes. En ce qui concerne la dissipation due aux
ondes élastiques résiduelles qui peuvent se produire dans les corps, il s’agit d’un phéno-
méne plus global qui dépend de la structure des solides. Si des coefficients de restitution
peuvent étre définis pour tenir compte de ces phénoménes, ils deviennent nécessaire-
ment dépendant de la géométrie entiére des corps en contact.

Dans la suite, nous concentrerons nos efforts sur les phénoménes locaux au contact n’im-
pliquant pas la ruine de corps en contact. Les aspects d’endommagement, de fracture ou
d’usure ne seront pas envisagés. De méme, les phénoménes dissipatifs globaux ne seront pas
pris en compte. Dans le cas de corps massifs, cette hypothése est le plus souvent justifiée.
Pour des corps minces, ou pour des impacts transverses sur des corps possédant une di-
mension caractéristique grande devant toute les autres dimensions, ’effet de la propagation
d’ondes doit étre pris en compte. Des travaux ont porté sur l'intégration de phénoménes non
locaux dans ’estimation du coefficient de restitution. On peut citer & ce propos les travaux
de ’HURMUZLU (1998) et de GERL & ZIPPELIUS (1999).

INRIA
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Choix d’un coefficient de restitution Afin de fournir des estimations analytiques de
coefficient de restitution, nous justifions briévement dans ce paragraphe le choix qui est fait
de retenir une définition énergétique du coefficient de restitution.

Cette définition a été formalisée par STRONGE (2000). De la méme maniére que pour le
coefficient de Poisson, on suppose que le choc se décompose en deux périodes distinctes: une
période de compression [0, ¢.] et une période de restitution [t.,¢s]. Le carré du coeflicient de
restitution est alors défini comme le rapport du travail de ’effort normal, F,, au cours de la
restitution sur celui de la compression, soit

ty
/ F, v, dt
t

T (4)
F,, v, dt
0

r
2_W77,
e, =

3

ou v, est la vitesse relative normale du point du contact.

Cette définition comporte plusieurs avantages, qui sont les suivants:

1) Une définition énergétique semble tout d’abord naturelle si 'on souhaite qualifier les
pertes énergétiques lors d’un choc.

2) En cas de chocs directs, de chocs sans frottement ou encore dans le cas o le glissement est
unidirectionnel, cette définition énergétique coincide avec les définitions plus usuelles
des coefficients de Newton et de Poisson.

3) Cette définition est cohérente d’un point de vue énergétique si tangentiellement, la dis-

sipation est seulement due au frottement. On entend par la que la composante tan-
gentielle de la vitesse relative n’engendre pas de dissipation inélastique (plasticité ou
viscosité) dans le matériau. Cette hypothése est vérifiée si la souplesse tangentielle est
négligée ou si les déformations tangentielles des solides restent élastiques.
Sous cette hypotheése, le coefficient de restitution représente alors ’ensemble de la dis-
sipation due aux phénoménes inélastiques dans les matériaux. Elle permet donc de
donner des estimations du coefficient de restitution qui sont uniquement dépendantes
des caractéristiques des matériaux et de la géométrie de la zone de contact. Cette
définition est donc indépendante du frottement et de la configuration cinématique du
systéme.

Cette définition, associée & I’hypothése de non dissipativité tangente en dehors du frotte-
ment, permet de donner des estimations de coefficient de restitution qui sont indépendantes
du frottement et de la cinématique du choc. Comme nous le verrons dans la suite, elle permet
donc d’estimer le coefficient de restitution et les efforts associés au choc sur un probléme
d’indentation directe de deux corps. Dans les parties suivantes, nous allons donc proposer
des modéles unidirectionnels (suivant la direction normale) de contact, qui pourront étre
exploiter dans des cinématiques plus variées si I’hypothése fondamentale est vérifiée.
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2.2 Problématique

Le premier probléme qui nous intéresse est ’estimation analytique du coefficient de res-
titution énergétique a partir des caractéristiques matérielles et géométriques de corps en
contact. Si ’on considére une définition énergétique du coefficient de restitution, son esti-
mation analytique s’appuie sur ’estimation préalable des travaux réalisés par les efforts de
contact. Ces deux problémes sont donc intimement liés. L’estimation des efforts est donc un
point indispensable & une bonne estimation du coefficient de restitution.

De plus, dans une modélisation du contact entre solides rigides, les percussions sont
usuellement les variables sthéniques principales. Si elles sont suffisantes pour déterminer la
variation de quantité de mouvement au cours du choc et donc déduire ’état des variables
cinématiques aprés 'instant du choc, elle ne donnent par contre aucune estimation sur les
efforts pendant le contact. En outre, cette estimation des efforts se révéle étre primordiale
dans le dimensionnement mécanique des structures au regard des chocs. Ce probléme de
I’estimation des efforts au contact est donc un probléme clé lorsque ’on veut estimer le
coefficient de restitution et dimensionner les structures a l'impact.

Le second probléme qui est posé dans cette étude est donc un probléme inverse. Connais-
sant la percussion lors d’un impact entre deux solides rigides, ainsi que la cinématique avant
et aprés choc, quel peut étre leffort développé au court d’un temps de contact fini si I’'on
tient compte de la déformabilité des corps? On comprend aisément que la résolution de ce
probléme ne peut se faire sans hypothéses supplémentaires sur la nature du contact et le
processus de déformation des corps. De plus, le retour sur les efforts nécessite une intégra-
tion compléte de la dynamique pendant le contact entre deux corps déformables liés par une
condition de contact unilatéral.
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3 Modéles analytiques des efforts de contact

Dans cette partie, on donne un apercu des différents modéles de contact que l’on a pu
recenser dans la littérature. Il s’agit dans ce cas de préciser la physique du contact en termes
d’efforts, d’intégrer les équations du mouvement pour obtenir une estimation des efforts et
du coefficient de restitution.

On se borne dans un premier temps au modéle qui estime un coefficient de restitution
comme il I’a été défini dans la partie précédente. Il s’agit donc essentiellement de se ramener &
une relation unidimensionnelle entre la force normale et la vitesse ou le déplacement normal.

On peut toutefois signaler que de nombreuses études (Maw et al., 1976, 1977, 1981) ont
été réalisées sur le comportement tangent en exploitant le modéle de contact de CATTANEO-
MINDLIN (CATTANEO, 1938 ; MINDLIN, 1949 ; MINDLIN & DERESIEWICZ, 1953). Il s’agit
dans ces derniers travaux de modéliser ’interaction entre le comportement tangentiel (élas-
tique et inélastique) et le frottement. Nous avons choisi dans cette partie de négliger la
dissipation tangentielle du matériau, en le supposant rigide ou élastique et en confiant au
frottement ’ensemble de la dissipation tangentielle.

En ce qui concerne les travaux sur ’estimation du coefficient énergétique ainsi que des
efforts, deux approches distinctes peuvent étre signalées:

o les modéles rhéologiques unidimensionnels. 1l s’agit de modéles mécaniques unidimension-
nels composés d’assemblage d’éléments rhéologiques élémentaires (ressort, amortisseur
et patin). Ces modéles constituent une étape intermédiaire & la modélisation propre-
ment dite du contact. Ils introduisent en fait un modéle simplifié, le plus souvent
unidirectionnel, comportant un nombre faible de paramétres, sur lequel on applique
les conditions initiales du choc!. On en donnera un aper¢u au paragraphe 3.1.

o les modéles continus. Ce deuxiéme type de modéles s’attache & décrire finement la mé-
canique du contact entre deux corps de géométrie donnée. Il s’agit dans ces modéles
de résoudre les équations de la mécanique des milieux continus, sous des hypothéses
suffisamment restrictives sur les géométries et les comportements des matériaux pour
permettre une résolution analytique. Nous introduirons ces modéles au paragraphe 3.2
qui feront ’objet de plus amples développements dans les parties suivantes.

3.1 Modéles rhéologiques unidimensionnels

On donne dans cette partie un apercu non exhaustif des modéles rhéologiques unidimen-
sionnels qui peuvent étre trouvés dans la littérature.

1. Ces modéles peuvent étre utilisés directement en particulier dans certaines applications (dynamique
moléculaire, simulation de matériaux granulaires) ou l’on décide d’intégrer complétement les équations du
mouvement pendant la durée de contact.
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3.1.1 Assemblage ressort linéaire et amortisseur linéaire

Deux modéles d’assemblage de ressort linéaire et d’amortisseur avec amortisseur sont le
plus souvent rencontrés. Il s’agit du modeéle de Kelvin-Voigt (assemblage paralléle) et du
modéle de Maxwell (assemblage série).

(a) Modéle de Kelvin- (b) Modéle de Maxwell
Voigt

F1G. 3 — Assemblage simple ressort linéaire amortisseur

Si 'on suppose que le ressort est linéaire de raideur k et ’amortisseur est lui aussi linéaire
de viscosité c, l’effort dans ’assemblage est le suivant :

F =cé+kE pour le modéle de Kelvin Voigt (5)
. F F
&= Z + - pour le modéle de Maxwell (6)

ou ¢ est la déformation de ’assemblage par rapport & une position de référence.

Modéle de Kelvin-Voigt Le modéle de Kelvin-Voigt a été utilisé dans de nombreux
travaux pour modéliser les efforts au contact (BRACH, 1990 ; YIGIT et al., 1990) du fait
de sa simplicité. Pendant le contact, I’équation du mouvement de solide impact de maniére
colinéaire est donné par une équation linéaire du second ordre :

mé+cE+kE=0 )

dont la solution peut étre donnée analytiquement pour les conditions aux limites £(t = 0) =

0,£(t = 0) = vy par:
£(t) = Z—O exp(—awot) sin(wov/1 — a2t) 8)
0

k c

ot wp = 4/ — la pulsation propre du systéme, a = — le paramétre de viscosité et c. = 2v'km
m Ce

P’amortissement critique. Cette solution est naturellement valable pour un paramétre de

viscosité o compris entre 0 et 1, ce qui correspond & la majorité des situations physiques.
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Le coefficient de restitution se déduit alors naturellement :

. <_7:> ©)

Ce coefficient a été établi de maniére rigoureuse par (PAOLI & SCHATZMAN, 2001).

Dans le cas ot a > 1, le modéle ne reproduit plus rebond, on peut donc estimer que le co-
efficient de restitution est égale 4 0 et que nous sommes dans le cas d’un impact parfaitement
plastique.

Modéle de Maxwell Comme le remarque HUNT & CROSSLEY (1975), le modéle de
Kelvin-Voigt posséde quelques incohérences physiques. En particulier, la présence d’une
discontinuité de la force de contact & instant initial de contact due au manque d’élasti-
cité instantanée du modéle. Pour surmonter cette difficulté, le modéle de Maxwell peut étre
utilisé. Ce modéle conduit & un équation différentielle d’ordre 3 sous la forme suivante:

Eakey e (10)
C m

Avec les conditions initiales, £(t = 0) = 0,£(t = 0) = vp,&(t = 0) = 0, la solution
s’obtient sous la forme suivante :

0 . 2vvg 2vg
t) = exp(—rwot) | ——=—=sin(woV/'1 — v2t) — cos(wot) | + 11
5() p( 0)<wm (0 ) wo (0)> wo ()
ouv = _km = i
T2 4o

Ce modéle évite donc la discontinuité des efforts & I'instant initial du contact. Il est par
contre assez difficile & justifier physiquement car il ne correspond pas & un comportement
solide usuel. En effet, dans le modéle de Maxwell, il n’est pas d’état d’équilibre & force
constante. On est alors plus dans un comportement de type fluide. Il est de plus intéressant
de noter que la viscosité de amortisseur ¢, apparait de facon différente dans le coefficient
de viscosité v. On peut alors se poser la question de signification physique de cette viscosité.

Ce modéle conduit & la méme énergie dissipée pendant 'impact et donc & la méme
estimation du coefficient de restitution.

Commentaires sur ces modéles Ces modéles sont assez pauvres puisque le temps de
contact ainsi que le coefficient de restitution sont indépendants de la vitesse initiale de choc,
ce qui est rarement en accord avec les expériences. Pour @ — 1 i.e. ¢ — ¢., on obtient dans
les deux cas e, — 0 c’est & dire une contact parfaitement plastique.

De plus, il parait intéressant de remarquer que la condition de contact unilatéral n’est
pas respectée dans l'intégration du mouvement. En effet, le mouvement est intégré sur une
période de loscillateur pour obtenir une estimation du coefficient de restitution. Il apparait
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donc que la force peut devenir négative dans l’assemblage ressort/amortisseur. Le temps de
contact réel est alors inférieur & une période d’oscillation puisque lorsque la force s’annule,
le contact cesse. L’estimation du coefficient de restitution devrait donc tenir compte de cet
aspect.

BUTCHER & SEGALMAN (2000) proposent de corriger le modéle de Kelvin-Voigt pour
éviter de prendre en compte la force de traction qui peut étre présente dans le modéle.
IIs calculent pour cela le temps réel de fin de contact, t; lorsque la force s’annule pour

0<a<l:
ty = 1 arctan <M> (12)
wov/1— a2 20% — 1
On obtient alors une estimation du coefficient de restitution sous la forme suivante :
«@ 204\/@
€n = €Xp <_W arctan <m>> (13)

Modéle de Zener Pour éviter le saut de force & 'instant initial, tout en conservant la
linéarité du modéle, une alternative consiste & introduire une élasticité instantanée dans le
modéle. Cela est fait en complétant le modéle de Kelvin-Voigt par un ressort en série. Cela
conduit au célébre modéle de Zener représenté a la figure 4.

F1G. 4 — Modéle de Zener

La force dans ’assemblage est alors reliée au déplacement £ par la relation suivante :
(lﬁl + kQ)F + CF = k2k1§ + kQCé (14)

ce qui conduit & ’équation du mouvement valable pendant le contact :

20m -ee )
_577 &+ €+ 2awp€ + w%ﬁ =0 (15)
0
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ou la pulsation wg est la pulsation naturelle du systéme, « le paramétre de viscosité et 1 un
rapport de raideur définis par:

k1ko
S L . 16
wo (lﬁl + k‘g)m ( )
kgc
- e 1
@ Q(k’l + kQ)mUJO ( 7)
k1
= 18
g ki1 4+ ko ( )

11 est & noter que lorsque k2 — 0o, on retrouve le modéle standard de Kelvin-Voigt (wg —
Vki/m, a — ¢/2mwqg, n — 0).

La résolution de cette équation différentielle n’est généralement pas possible. En s’ap-
puyant sur la remarque précédente, il est par contre possible de donner une solution grace
& une technique de perturbation pour n < 1. Cette technique fournit une estimation du
coefficient de restitution valable & ’ordre 1 en 7:

en = exp KV%—Q +77f1(a)> (arctan (2‘“2&7 1_‘1&2> +nf2(a>>] (19)

avec fi(a) = a—a3/2+ 0(a®) et fa(a) = 2a — 3a3 + O(a®)

Le paramétre adimensionnel n permet physiquement de controler la régularisation sur le
saut de force & I’instant initial de 'impact. Si 7 = 0, on retrouve le modéle de Kelvin-Voigt
avec une discontinuité au départ.

Simulations numériques On présente sur la figure 5 le résultat d’intégration numérique
effectué sous Scilab concernant la relation entre 'indentation et la force dans I’assemblage
ressort-amortisseur. On remarque que ’ensemble des modéles conduisent & des efforts né-
gatifs en fin de contact. On remarque de plus que le modéle de Zener, comme le modéle de
Maxwell, permet d’éviter le saut de force a I’instant initial du contact.

Sur la figure 6, on reporte le calcul du coefficient de restitution en fonction du coefficient
de viscosité. On remarque simplement que le modéle de Zener peut conduire & une augmen-
tation du coeflicient de restitution avec la viscosité. Cette anomalie étant en partie due au
calcul erroné du coefficient de restitution habituellement mené. Sur le graphe, on fait de plus
apparaitre un calcul de coefficient de restitution tenant compte du temps réel de contact
comme il I'est exprimé dans 'équation (12).

3.1.2 Assemblage ressort linéaire et amortisseur non linéaire

Si P’on souhaite éviter le saut de force & l'instant initial tout en conservant le modéle
de Kelvin-Voigt, une solution alternative consiste & utiliser un modéle d’amortisseur non
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Fi1c. 5 — Comparaison de la relation force/indentation pour les différents modéles, wo = 1,

a=0.1,v=0.1
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linéaire dépendant directement de £. En gardant en mémoire que ’on souhaite des solutions
analytiques, un choix simple de modéle d’amortisseur est le suivant :

F = —clé|é — k¢ (20)

StolANovICI & HURMUZLU (1996) montrent que ce modéle induit une décroissance du
coefficient de restitution avec la vitesse initiale d’impact. Plus précisément, pour de grandes
valeurs de vitesse d’incidence, le coefficient de restitution est inversement proportionnel &
cette vitesse:

(1—en) oxo,?t (21)

3.1.3 Assemblage ressort non-linéaire et amortisseur

L’utilisation d’un ressort non-linéaire permet de rendre dépendants le temps de contact
ainsi que le coefficient de restitution de la vitesse initiale d’impact. La forme la plus com-
munément choisie s’inspire du modéle de contact de Hertz. La force normale due au ressort
s’exprime alors de la maniére suivante :

F, = —kn&2 (22)

ot ky, est une raideur reliée aux caractéristiques élastiques du milieu et au rayon de courbure
au point de contact.

L’association d’un amortisseur linéaire avec une raideur de type Hertz est parfois utilisée
dans les simulations de matériaux granulaires (CUNDALL & STRACK, 1979). Elle conduit &
une estimation du coefficient de restitution qui croit avec la vitesse initiale d’impact. Nous
la laisserons donc de coté puisque cela contredit les constations expérimentales usuelles

Pour ce qui est du choix d’un amortisseur non linéaire cohérent avec les constations
expérimentales, les exemples dans la littérature sont trés nombreux et ce sujet constitue
encore un théme de recherche actif. Les modéles sont en général choisis pour leur facilité de
résolution analytique. On peut citer la classe de modéle développée par HUNT & CROSSLEY
(1975), fondée sur un effort normal sous la forme suivante:

F, = —cl¢|"é — k™ (23)

Pour ces modéles, il existe une solution analytique & I’équation de la dynamique. Il est alors
possible de choisir n = % pour effectuer cette résolution avec un ressort de type Hertz. On
peut aussi remarquer que le modéle présenté (Equation 20) au paragraphe précédent rentre
dans cette classe de probléme.

Avec pour objectif de construire un modéle discret sur des considérations physiques,
KuwaBARA & KONO (1987) puis HERTZSCH et al. (1995) et BRILLIANTOV et al. (1996a,b)
proposent de reformuler le probléme de Hertz pour un matériau viscoélastique. Nous sommes
ici & la transition vers les modéles continus et une présentation détaillée de ces travaux sera
fait au § 7.1. La forme déduite de cette analyse pour ’assemblage ressort-amortisseur est de
la forme suivante:

F, = cl¢|V/?¢ — ke3/? (24)
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Ce type d’assemblage permet d’obtenir une évolution du coefficient de restitution avec la
vitesse d’impact en accord avec les constations expérimentales (GOLDSMITH, 1960 ; FOERS-
TER et al., 1994 ; LUDING et al., 1994), ou le coefficient de restitution décroit avec la vitesse
initiale de la maniére suivante: .

(1—e,) xvy?® (25)

3.1.4 Assemblage ressort non-linéaire et patin

L’élément rhéologique que nous appellons patin est I’élément qui peuvent se définir de la
maniére suivante :
F|l < Fmawa ié=
= HE=0 (26)
|F| = Finaz, sign(F) =sign(§), sig#0,

Si & notre connaissance, il n’existe pas & proprement parler de modéle ressort-patin, on
peut tout de méme citer deux exemples de modéles qui pourraient étre représentés sous cette
forme.

Le premier modele est celui de WALTON & BRAUN (1986). Il est simplement constitué
d’un ressort non linéaire qui distingue les phases de compression et de restitution de la
maniére suivante :

(27)

kg en compression f >0,
") ke (£ — &) en restitution E<0.

ou &y est la déformation plastique résiduelle. Ce modéle est illustré a la figure 7.
Le coefficient de restitution est alors évalué de maniére simple comme:

en = \/Zi; (28)

Pour compléter le modéle, Walton & Braun précisent de plus comment la rigidité a la
restitution évolue en fonction de la force normale maximum exercée comme par exemple :
ko = k1 + sF)"*" Le coeflicient s est évalué soit expérimentalement soit numériquement par
éléments finis en effectuant un essai d’indentation avec retour élastique.
On obtient alors un coefficient de restitution qui évolue avec la vitesse d’impact de la
maniére suivante : .
(1—ep) ocsvp? (29)

Tl est & noter que ce modéle simple est utilisé par STRONGE (2000) pour résoudre certains
problémes d’impact. Ce modéle est en effet trés commode & résoudre analytiquement. La
forme linéaire par morceaux de la raideur au contact permet de considérer des oscillateurs
harmoniques linéaires, distincts en compression et en restitution.

Un second modéle du méme type peut étre évoqué comme un assemblage patin-ressort
qui est celui développé par VU-Quoc et al. (2000) ; VU-Quoc & ZHANG (1999). Si dans le
modéle de WALTON & BRAUN (1986) les raideurs au ressort sont linéaires, VU-Quoc et al.
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ki
ko

éO g

F1G. 7 — Modéle de WALTON & BRAUN (1986).

utilisent une raideur de type Hertz. Afin d’introduire une dissipation plastique, ils effectuent
une correction de la surface de contact une fois le seuil de plasticité dépassé. La surface
de contact dans le modéle de Hertz est augmentée d’une partie due & la plasticité. Cette
correction est bilinéaire pas morceaux, calibrée sur un calcul éléments finis.

3.1.5 Commentaires généraux sur les modéles discrets.

Si ces modéles discrets ont des qualités indéniables d’un point de vue mathématique de
part leur simplicité de résolution, la justification physique de leur construction et de leur
calibrage est souvent douteuse. En effet, les différents paramétres des divers composants
élémentaires doivent &tre calibrés soit par ’expérience, soit par des études plus fines numé-
riques ou expérimentales. Ces paramétres, censés représenter des comportements physiques
(élasticité, plasticité, viscosité) sont le plus souvent choisis & partir de mesures expérimen-
tales du coefficient de restitution. Ils perdent alors complétement leur sens physique et ne
servent qu’a reproduire une tendance remarquée expérimentalement comme 1’évolution du
coefficient de restitution avec la vitesse d’impact.

L’estimation des efforts qui fournissent ces modéles peut alors étre trés arbitraire et bien
éloignée de toute "réalité" physique. Seul le modele de KuwABARA & KoONO (1987) semble
étre appuyé sur des considérations physiques au contact, en considérant un modéle de Hertz.
Nous verrons & ce propos qu’il s’agit en réalité d’un modéle basé sur des considérations de
mécanique des milieux continus.

Pour conclure, s’il semble clair que ces modéles fournissent des estimations analytiques
simples, ils doivent dans la mesure du possible étre basés sur des modéles continus plus fins.
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Une voie de travail, qui semble désormais s’imposer, est de corréler ces estimations aux phé-
nomeénes physiques qui se produisent au contact et aux résultats expérimentaux. Ils peuvent
donc étre utiles dans les cas oil les modéles continus présentés dans la suite, et en particulier
la théorie de Hertz n’arrive plus & déterminer une relation force/indentation. Toutefois, ils
doivent étre validés soit par expérience, soit par calcul numérique sur le probléme continu.

3.2 Modéles continus

Deux principaux types de modéles continus peuvent étre recensés dans la littérature.
1l s’agit du modeéle de HERTZ (1882) et du modéle de CATTANEO-MINDLIN (CATTANEO,
1938 ; MINDLIN, 1949). 1l s’agit de problémes de contact entre deux corps ol un ensemble
d’hypothéses restrictives sur les comportements et les géométries a permis une résolution
analytique des équations de la mécanique des milieux continus.

La théorie de Hertz concerne le contact normal en deux solides élastiques, isotropes. Les
surfaces susceptibles de rentrer en contact sont supposées de plus suffisamment réguliéres
pour étre approchées par des coniques. La théorie de Hertz permet pour un contact initia-
lement ponctuel se développant suivant un ellipse de donner une relation entre la force et
I’indentation et ceci indépendamment des conditions aux limites que subit chaque solide.
Nous en donnerons une présentation détaillée a la partie 4, inspirée des ouvrages de réfé-
rences sur le sujet (LOVE, 1952 ; SOLOMON, 1968 ; JOHNSON, 1985 ; NOWELL et al., 1993).
Nous verrons dans la partie 7 comment cette théorie peut étre étendue & des comportements
matériels dissipatifs afin de fournir une estimation du coefficient de restitution.

Le second modéle, ot si I'on préfére type de probléme est celui de CATTANEO-MINDLIN.
Ce probléme considére le contact entre deux solides élastiques isotropes pressés I’un contre
I’autre et mis en cisaillement. Ce probléme ne sera pas présenté dans ce travail ou 'on ne
s’intéresse qu’a la déformation suite & un contact normal des corps. On négligera donc l'in-
fluence de la déformation tangentielle sur le calcul du coefficient de restitution énergétique.
Pour de plus amples détails sur ces modéles, le lecteur pourra consulter les travaux sui-
vants :(MINDLIN & DERESIEWICZ, 1953 ; NOWELL et al., 1993 ; JAEGER, 1994 ; BARBER
& CIAVARELLA, 2000)
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4 Rappels sur la théorie du contact Hertz élatique

Les principaux développements concernant le contact de HERTZ sont tirés des ouvrages de
références sur le sujet. Pour n’en citer que quelque uns, le lecteur pourra se référer & (LOVE,
1952 ; JOHNSON, 1985 ; NOWELL et al., 1993). On ne donnera pas, dans cette partie, tous
les détails techniques de ces développements souvent fastidieux. On s’attachera seulement
A préciser les principaux résultats, leurs cadres d’applications, c’est & dire, les principales
hypothéses formulées. Il s’agit avant tout de se donner les moyens de comprendre et justifier
I’emploi du probléme académique que constitue le contact de Hertz dans les applications qui
nous interrogent.

Le paragraphe est organisé de la maniére suivante. Dans un premier temps, on rappelle les
principales hypothéses qui permettent de se placer dans le cadre de la théorie de Hertz. Ces
hypothéses souvent restrictives permettent la résolution d’un probléme d’élasticité linéaire
tridimensionnelle. Ensuite, on exposera les principales solutions & ce probléme de Hertz en
distinguant deux cas: le contact initialement ponctuel se développant suivent une ellipse
et le contact initialement linéique se développant suivant un bande. Enfin, on donnera un
exemple de 'application de la théorie de Hertz aux impacts

4.1 Principales hypothéses associées au contact de Hertz

Sous le terme de “contact de Hertz”, on réunit de maniére générique les problémes de
contact entre deux solides élastiques qui respectent les hypothéses fondamentales suivantes :
1) Les surfaces de contact sont supposées réguliéres et non conformes. Le contact initial
se fait donc par un point ou par une ligne. Les problémes de contact mettant en jeu
des cones, des coins ou des poingons plats n’entrent pas directement dans le cadre
de la théorie de Hertz. De méme, le contact entre des surfaces conformes comme par
exemple un arbre cylindrique dans un alésage ne reléve pas de la théorie du contact
de Hertz.

2) La résolution du probléme de Hertz s’appuie sur la résolution d’un probléme supposé
équivalent sur un demi-espace élastique infini homogéne 2. Cela conduit & formuler les
hypotheéses suivantes:

— Les déformations générées par ’application d’un chargement sont supposées rester
faibles et concentrées dans une zone proche du contact.

— Les dimensions caractéristiques du solide sont supposées étre grandes devant la
zone de contact. Ceci pour plusieurs raisons. D’une part, la zone de contact doit
pouvoir étre approchée par un plan. D’autre part, les dimensions globales du
solide ainsi que les conditions aux limites qui lui sont appliquées ne doivent pas
influencer la solution locale au contact.

3) La pression due au contact, ainsi que sa résultante sur toute la surface de contact est
supposée normale au contact. Cette hypothése conduit en particulier a négliger le

2. Des extensions 4 des matériaux anisotropes ont été néanmoins réalisées (WiLLIs, 1966)
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frottement. Dans le cas d’une application aux impacts, cette hypothése conduit & ne
considérer que des chocs directs.

4) Enfin, on suppose que le chargement de compression est appliqué suffisamment lentement
pour négliger l'inertie des solides. Nous sommes donc dans une hypothése d’évolution
quasi-statique du processus de déformation.

Sous ces hypothéses, la résolution du probléme de contact de Hertz permet d’évaluer les
grandeurs suivantes :

o la géométrie et ’évolution de la surface de contact en fonction du chargement,

e 'amplitude et la distribution des pressions de contact,

e les contraintes et les déformations dans les zones proches du contact.

Dans les parties suivantes, nous allons voir comment ces hypothéses se traduisent au
niveau géométriques et mécaniques et comment elles conduisent & une estimation de la
pression de contact.

4.1.1 Description des surfaces en contact

Afin de décrire les géométries des surfaces, on introduit un repére lié au contact dont
Porigine O coincide avec le point de contact initial C'. L’axe z du repére est porté par la
normale unitaire commune au deux surfaces.® Les deux autres axes du repére, x et y sont
placés dans le plan tangent aux surfaces (voir Figure 8).

On suppose que la surface du corps indicé par 1 peut étre développée autour de 0 sous
la forme d’une conique:

z1 = A1x2+B1y2+C’1xy+--- s (30)

En négligeant les termes d’ordre supérieur et en choisissant des axes qui annulent le terme
produit, on peut écrire:

1, . 1

= Ty Y1,

2R} 2R

Z1 (31)

ou R} et R/ sont les courbures principales de la surface du corps 1. On remarque a travers ce

développement autour du point de contact initial de la surface que 'hypothése de régularité

de la surface est indispensable. De plus, pour que ce développement & ’ordre 1 reste valide, il

est nécessaire que les rayons de courbure des surfaces soit grands devant la zone de contact.
Une expression similaire peut étre écrite pour le second corps 2,

2

1
—Z9 = Eﬂjz

L 5
—— Y5, 32
qui permet d’estimer la distance entre les deux surfaces:

h = Z1 — 22 (33)

3. Les surfaces étant supposées réguliéres, la définition d’une normale commune en C' est assurée.
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Cette distance peut étre exprimée en s’inspirant de ’équation (30) sous la forme suivante :
h= A2+ By* + Cay +--- . (34)

En choisissant judicieusement une nouvelle paire d’axes et en négligeant les termes d’ordre
élevé, cette expression peut se reformuler de la fagon suivante :

1 1
h = Ax* + By? = 2R’$2 + WyQ.

(35)

ot A et B sont des constantes positives, et R’ et R sont les courbures principales relatives.
11 est intéressant de noter que les surfaces d’isovaleurs de h sont des ellipses de centre O et

B R//
Dans le cas ol les axes principaux de chaque surface sont séparés par un angle «, ces
différentes constantes peuvent étre reliées de la maniére suivante?:

1
A\? R'\?
de demi-rayons de rapport <— = <

171 1 171 1 1 1

A+B = —L—+—&=—[—%"—+——+—ﬁ (36)
2|R"R'| 2 |R, "R/ "R, RJ
17/ 1 1)\? 1 1)\?

|A — B :-{(———d +C———) (37)
2| \® "R} R, Ry

11 11 2
2= - =) (= - = 2a)| .
* (a R’{) (Rg Rg)m( a)]

Introduisons enfin le rayon équivalent du contact :
! I 1 —1
R.=(R'R")2 = §(AB) 2 (38)

REMARQUE 4.1
Grace a cette description des surfaces, il devient possible de préciser I’hypothése de non-
conformité entre les surfaces en contact. Les courbures relatives 1/R’ et 1/R"” doivent étre
suffisamment grandes pour pouvoir négliger les termes d’ordre supérieur dans ’équation (35).
On peut toutefois noter que des développements analytiques sur le probléme de contact
entre surfaces conformes ont été réalisés. Pour cela des développements en séries des surfaces
cde contact ont été utilisés (STEUERMANN, 1939). Toutefois, les résultats ne sont pas toujours
trés bons puisque la surface de contact doit rester proche du plan. Une analyse détaillée des
contacts conformes peut étre trouvée dans (PERSSON, 1964).

O

4. Les surfaces sont supposées convexes dans ces expressions. En considérant des courbures négatives, le
cas des surfaces concaves ou selles peut étre pris en compte.
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4.1.2 Déformation et déplacement des surfaces sous chargement

Principales formes de surfaces de contact Si un chargement de compression est appli-
qué aux solides, le point de contact se transforme en une surface de contact. Afin de préciser
la géométrie de la surface de contact, plusieurs cas peuvent étre mis en évidence:

e Deux solides de révolution autour de l’aze z. Dans ce cas, les rayons de courbure vérifient
R, = RY =Ry et Rb = R) = Ry et donc A = B = % (Ri1+Ri2> Les surfaces
d’isovaleur de h sont alors des cercles de centre O. En considérant la symétrie du
probléme, on peut déduire que la surface de contact devrait rester circulaire au cours
de la déformation. Nous parlerons pour ce type de contact de contact initialement
ponctuel.

o Deux solides cylindriques paralléles d’aze y. Les rayons de courbure s’expriment alors de
la maniére suivante: R} = Ry, RY = oo et R, = Ry, R) = co. Les surfaces d’isovaleur
de h sont alors des lignes paralléles & I’axe y. Lorsque le chargement de compression
est appliqué, la zone de contact forme une bande suivant la direction y. Nous parlerons
pour ce type de contact de contact initialement linéique.

e Deux profils généraux. On sait que dans ce cas les surfaces d’isovaleur sont des ellipses
de centre 0, et I’on peut donc s’attendre & ce que la surface de contact soit elliptique.
Nous verrons dans la suite que la surface de contact est effectivement une ellipse
mais le rapport des demi-axes de cette ellipse ne respecte pas le rapport donné par
les isovaleurs de h. Nous parlerons, 1&4 encore, pour ce type de contact de contact
initialement ponctuel.

Contrainte géométrique due au contact Pour ce qui est des déplacements des points
de la surface, des premiers résultats peuvent étre donnés sur de simples considérations géo-
métriques.

Avant la déformation, la distance h entre deux points homologues S(z,y, z1) et S(z, y, 22)
est donnée par (35). Du fait de la symétrie par rapport & O de cette expression, la surface
s’étend de la méme distance du point 0 pour des points diamétralement opposés.

Pendant la compression, les corps s’approchent respectivement d’un déplacement J; et
d2. Afin que les solides ne s’interpénétrent pas, les surfaces de contact se déforment des
déplacements suivants: 4,1 et u,o. Les différentes grandeurs introduites sont illustrées sur
la figure 8.

Si les surfaces coincident aprés déformation, on obtient la contrainte géométrique sui-
vante:

Uy + Uyz + h = 01 + do. (39)

En introduisant I'indentation totale 6 = §; 4 d2 et en utilisant I’équation (35), on obtient
une relation entre les déplacement des surfaces et ’indentation :

Uyl + flise = 0 — Az — By2 (40)

ol z et y sont les projections des points homologues S; et Sy sur le plan (zy).
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En dehors de la surface de contact, la contrainte s’exprime par:

Ua + Uso < 6 — Az — By? (41)

4.1.3 Estimation a prior: de la pression de contact

Avant de résoudre le probléme de Hertz proprement dit au § 4.2, on se propose de donner
quelques ordres de grandeur concernant la pression au contact ainsi que la taille de la surface
de contact. Par simplicité, on se limite au cas (a) de deux solides de révolution ayant pour
surface de contact un cercle de rayon a et (b) au cas de deux cylindres ayant pour surfaces
de contact une bande de largeur 2a.

En remarquant que 61 = 4,1(0) et d2 = .2(0), ’équation (40) peut se réécrire sous la
forme adimensionnelle suivante :

U,1(0) U (x) Uy2(0)  Usa(x) 1/1 1Y 22
= = =2 o= e — ) = 42
( a a + a a 2 \ Ry + Ry ) a (42)
En évaluant cette expression pour x = a et en introduisant une nouvelle variable censée
mesurer la déformation, d = u,(0) — 4, (a), ’équation (42)devient :

dl d2 a 1 1
Bt el R (T 43
a + a 2 (Rl +R2) ( )

En supposant que les déformations restent faibles, I’état des déformations dans chaque
corps est relié a la variable d/a. Dans ce cas, 'amplitude des déformations est reliée a la
pression de contact divisée par le module d’Young. En introduisant la pression moyenne au
contact py,, la relation (43) devient :

Pm Pm a 1 1
P Pm 2y ). 44
E1+E20<2<R1+R2> (44)
soit
2<L+L>
2\ R, " R,
E, ' E,

On peut donc remarquer que la pression moyenne au contact augmente linéairement avec la
dimension caractéristique de la zone de contact.
Afin de relier cette estimation au chargement appliqué P, il est nécessaire de considérer
la forme de la surface de contact. Examinons rapidement les deux cas:
(a) Solides de révolution Pour des solides de révolution, le chargement appliqué est relié a
la pression moyenne par :
P = 7Ta'2pm (46)
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ce qui conduit aux estimations suivantes, & partir de (45):

1

1 1 3
Pl=4+=
<E1+E2)

a o T T , (47)
R R
et
273
1 1
(7 + %)
J M , (48)

1+L2
E, B,

Dans ce cas, la surface de contact et la pression moyenne augmentent avec le carré du
chargement appliqué. On peut de plus exprimer une estimation pour I’indentation J.
En effet, I'indentation de chaque solide §; et o est proportionnelle & la déformation
locale dy et dy. On trouve alors que

0=01+0y o di+da (4:9)

2
1 1 1 1
P =4+ — — =
(El * E2) (Rl * R2>
On peut déduire de cette estimation que l'indentation totale est proportionnelle au
chargement & la puissance 2/3.

ol

x (50)

(b) Solides cylindriques Le chargement P est relié & la pression moyenne de la maniére

suivante:
P = 2ap,, (51)

ce qui conduit aux estimations suivantes:

1 1

Pl =+ =
(E1+E2)
ax | — 71 | > (52)

R R

1 1
Pl=—4+ =
<R1 i R2>

S R
E,  Ep

Dans le cas du contact entre deux cylindres, il n’est par contre pas possible de trouver
une estimation analogue & (49).

[N

et

=

(53)
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REMARQUE 4.2
Il est intéressant de noter que ces diverses estimations ne sont basées que sur des remarques
d’ordre géométrique. Seule la relation entre d et la pression moyenne reléve de I'introduction
d’un comportement élastique. Il confirme le fait que la raideur de Hertz est avant tout issue
d’une raideur géométrique équivalente.

O

4.2 Principe général de résolution du probléme de Hertz

La premiére résolution de ce probléme est bien str due & HERTZ (1882). Hertz a formulé
les conditions (40) et (41) que doivent satisfaire les points de la surface en contact. Ses
hypothéses étaient basées sur l'observation du contact entre deux lentilles convexes mises
en compression. En remarquant que les franges dues a linterférence des ondes optiques
formaient des ellipses, il déduisit la forme elliptique de ’aire de contact. Il chercha ensuite
la distribution de pression de contact sur une ellipse qui satisfaisait (40) et (41) dans le cas
d’un demi-plan élastique.

L’hypothése simplificatrice de choisir de résoudre le probléme d’élasticité sur un demi-
espace élastique permet de s’affranchir de la géométrie globale des corps en contact. Seules les
géomeétries locales (& travers les rayons de courbure) entrent en jeu. Pour que cette hypothése
soit satisfaisante deux conditions doivent étre remplie : les dimensions de la surface de contact
doivent étre faibles devant
e les dimensions de chaque corps,

e les courbures relatives des surfaces en contact.

La premiére condition est évidemment nécessaire pour que le champ de contraintes calculé
pour un demi-espace infini ne soit pas perturbé par les conditions aux limites sur les fron-
tiéres du solide. La seconde condition est nécessaire pour que les surfaces en contact soient
approximativement des plans et que les déformations dans la zone de contact restent faibles.

Le probléme général en élasticité peut donc étre posé de la maniére suivante :

Quelle est la pression de contact p(x,y) qui agit sur la surface de contact S de deux
demi-espaces élastiques qui produit les déplacements 4,1 et 2 respectant (40) sur S et
(41) en dehors de S?

Dans les prochains paragraphes, nous allons tacher de répondre & ce probléme pour les
différentes géométries abordées.
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4.3 Solution du probléme de Hertz pour un contact initialement
ponctuel

4.3.1 Résolution du probléme axisymétrique pour deux solides de révolutions

Pour deux solides de révolution, les courbures peuvent étre simplifiées de la maniére
suivante :

R, = R| =Ry, Ry =R) =Ry (54)

1/1 1
A = B=Z|—1_—_|. 55
2 <R1 + Rg) (55)

La condition (40) devient alors
oy + Ty = 6 — —p? (56)
z1 22 — R
avec le rayon équivalent au contact :

1 1 1
= 4= 57
R R + Ry (57)

Hertz a proposé la pression suivante :

pP=po (1— (2)2>% (58)

qui donne en résolvant le probléme de BOUSSINESQ et CERRUTI (cf Annexe A), le déplace-
ment normal suivant :
_ 1-v*mpy
e = E  4da
La pression étant opposée sur les deux corps en contact, on peut réécrire ’équation (56)
sous la forme suivante :

(2¢° —r?),r<a (59)

TPo 2 _ 2 L
20" —r)=6— — 60
4a,E* ( a r ) 2RT ’ ( )
avec ) )
i*zl—yl 1—-v; (61)
E E, Es
En évaluant I’expression (61) en r = 0 et r = a, on déduit le rayon de la zone de contact :
7Tp0R
= ) 62
et Iindentation entre les deux corps:
TPoa
0= . 63
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Le chargement est relié & la pression de contact de la maniére suivante :
@ 2
P= / p(r)2nr dr = gp()ﬂ'CLQ (64)
0

Gréace a cette relation on peut exprimer les différentes grandeurs au contact en fonction du
chargement P:

3PR\®

. = ( 4E*> (65)
a? 9pP? 3

= E:<16RE*2> (66)
3P 6PE*? s

po = 2ma> - ( T2 R? ) (67)

On peut remarquer que cette solution vérifie la condition (41) en dehors de la zone de
contact. Il est possible de plus de démontrer que la distribution de pression (58) supposée
par Hertz est I'unique pression qui donne un déplacement & la surface sous la forme (59).

Les contraintes, qui régnent dans les corps, peuvent étre déduites du probléme de Bous-
SINESQ et CERRUTI. La démarche pour les obtenir ainsi que les principaux résultats utiles &
la suite sont rappelés dans 'annexe A.

4.4 Reésolution du probléme pour deux solides de profils généraux

Dans le cas de profils généraux, I’interstice est toujours donné par I’équation (35). Nous
ne connaissons pas par contre a priori la forme de la surface de contact. On suppose alors
par par analogie avec le cas de deux solides de révolution que la surface de contact est de
forme elliptique, de demi-axe a et b. De méme, HERTZ (1882) suppose que la pression est de

la forme suivante: 1
p(z,y) = po (1 - (2)2 - (%)2) 2 (68)

Si 'on considére & nouveau le probléme de BOUSSINESQ et CERRUTI pour une surface
de chargement elliptique et une pression de HERTZ, on obtient le déplacement & la surface

suivant : )
1—v

i, = L — Ma? — Ny? 69
s = —(L = Ma® ~ Ny?) (69)
soit pour les deux corps:
Toy + Ty = — (L — M2® — Ny?) (70)
)
La relation géométrique au contact de Hertz:
Ua + Uso = 0 — Az — By? (71)
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permet alors de relier les constantes du probléme de BOUSSINESQ et CERRUTI (cf. (613)) &
celles du probléme de HERTZ. On obtient alors:

A= =B (k- BE) (72)
N b a®

B = —== %W (b—E(e) - K(e)> (73)
L P

b= = EZ bK (e) (74)

ou les fonctions de 'excentricité e sont les intégrales elliptiques complétes du premier et
second ordre:

/2
K(e) = A S (75)

1 —e2sin’® ¢

/2
E(e) :/O \/1—e2sin? ¢pdo (76)

La distribution de pression est semi-ellipsoidale et peut étre intégrée pour donner la force
résultante P sur la surface:

2
P = gpmrab (77)
Le pression moyenne p,,, peut alors étre déduite:
2
Pm = §p0 (78)

Pour trouver la taille et la forme de Pellipse, il convient simplement d’écrire les équations
suivantes :

g T R’ T K(e)-E(e) (79)
(4B)} — %(E%y C-iR (30)
= [((8) B - ) (e - )] 81

Les valeurs des intégrales elliptiques K (e) et E(e) introduites au § A.4 sont tabulées. Elles
peuvent étre trouvées dans (COOPER, 1969). Toutefois, une approximation pour le rapport
b/a pour des valeurs comprises entre 1 et 5 peut étre donnée par

W

W)7 ) g € [175] (82)

,%:(
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Cette approximation évite alors d’estimer les intégrales elliptiques, K (e) et E(e).
En introduisant maintenant une nouvelle variable, ¢ = (ab)% et en substituant pg par le
chargement total, on peut écrire:

é=@ﬁ=€£§£ﬁ(?)1(@YE@—K@yK@—E@J% (83)

soit

1
1 3PR.\?®
= 2 = _— 4
o=t = (21) R (84)
Cette écriture permet d’évaluer 'indentation en fonction du chargement total:
3P
= K
4] PN T bK (e) (85)
1 1
92 \? 2 [b\?2 1
= (—=—) (=) = K
(romz ) 2(3) A (56)
_ (Y
Enfin, le maximum de pression est donné par :
1
3P 6PE"\3 2
= = _ F -3
m = g~ (S (File) 9

REMARQUE 4.3

Comme le montre I’équation (79), ’excentricité e ne dépend pas du chargement mais du
/!

rapport des courbures initiales —-.

L’équation (34), qui régit l'interstice entre les deux corps non chargés, montre que les
. . . . . b A R"
isovaleurs d’égal interstice sont des ellipses ayant pour propriété — = (=)z = (—;)2.
Cependant, la surface de contact elliptique est sensiblement plus élancée pendant la défor-
mation.

O

REMARQUE 4.4
Un rayon équivalent de la surface de contact, ¢ = (ab) %, ainsi qu’une courbure relative, R, =
(R'R")%, ont été introduites au cours des calculs. Ces grandeurs permettent de comparer
le pression maximale, py et 'indentation § avec le probléme axisymétrique. On peut alors
remarquer que les premiers termes des expressions (84), (85) et (88) sont identiques aux
résultats axisymétriques. Seul un terme de correction (Fi (¢), (Fi(e))3, Fy(e)) est ajouté afin
de tenir compte de ’excentricité de D’ellipse, e.

a
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Exemple de contact entre deux cylindres inclinés a 45° Afin de donner quelque
ordre de grandeur aux termes correcteurs Fi(e), (Fi(e))3 et Fy(e), dus & Dexcentricité, on
considére le probléme de contact de deux cylindres de rayon R dont les axes sont inclinés &
45°.

Le rapport entre les courbure relatives est égal a:

R . B .
(7)2 = (Z)z =241 (89)
et le rayon équivalent est égal a
R.=(R'R")> = V2R. (90)

Sous chargement, le rapport entre les demi-axes peut étre calculé grace a (79) de maniére
exacte: a

ou de maniére approchée grace a (82):
% ~3.25 (92)
b
Les termes correcteurs prennent alors les valeurs suivantes :
F1 (6
(Fi(e))

On constate que pour des rapports de demi-axes faibles (b/a < 5), on peut choisir
Fy} = F5 = 1 en utilisant les formules pour une surface de contact circulaire pour un rayon
équivalent R.. Dans ’exemple des deux cylindres, cette approximation conduit & une sur-
estimation de la taille moyenne du contact ¢ et de I'indentation § d’environ 5% et une sous
estimation de la pression maximale py au contact de 8% (JOHNSON, 1985).

¢

Fy(e) = 0.95 (93)
1.08 (94)

wiN

%

4.5 Solution du probléme de Hertz pour un contact initialement
linéique

Nous allons maintenant aborder le cas du contact de deux corps cylindriques dont les
axes de révolution sont paralléles. Le probléme devient alors un probléme bidimensionnel,
ou le chargement total P doit étre exprimé en unité de force par unité de longueur.

Le contact initial n’est alors plus un contact ponctuel comme dans le cas général de deux
surfaces non conformes mais s’opére suivant une ligne paralléle aux axes des cylindres. Sous
chargement, la surface de contact est donc une bande de longueur infinie et de largeur 2a.

HERTZ (1882) a considéré ce probléme comme un cas limite de contact entre deux surfaces
des profils généraux. Dans ce cas, ’ellipse de contact est supposée avoir un demi-axe b infini.
Une alternative, plus simple, & cette approche est de considérer que le probléme peut étre
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résolu en deux dimensions sous I’hypothése des déformations planes. On renvoie pour cela
au probléme équivalent de BOUSSINESQ et CERRUTI en deux dimensions traité dans ’annexe
B.

L’équation de séparation (35) entre les surfaces peut étre mise sous la forme:

1/1 1 11
h=z14+2 =A== = — )2t ===2? 95
tr= 3\ &1 " Re 2R (95)
La contrainte de non pénétration entre les solides (40) devient donc:
11
2R
Comme il ’est montré, dans ’annexe B (cf. Remarque B.1), il n’est pas possible de ré-
soudre le probléme de Hertz en déplacement dans son intégrité. L'intégration des déforma-
tions conduit & 'introduction de nouvelles constantes qu’il n’est pas possible de déterminer
sans tenir compte d’une déformation globale des corps en contact. Cette déformation globale
est naturellement fortement dépendante de la forme globale des objets ainsi que des condi-
tions aux limites auxquelles ils sont assujettis. C’est pourquoi il devient impossible de fournir
une expression explicite pour ces constantes. La principale conséquence de cette indétermi-
nation est ’absence de relation liant la résultante des efforts de contact P & l'indentation 9,
et ce de facon indépendante de considérations globales. Cette question sera discutée plus en
détail dans le § 6.1.
Cependant, le probléme en déformations ou en contraintes peut étre résolu. Ecrivons
pour cela le gradient par rapport & x de I’équation (96):
0t Ol o . 1

ox or —}—%x (97)

Grace a I’équation (673), nous pouvons écrire que :

Ouzy | Ouz 2 “ p(s)
ox + dr ﬂ'E*/ ds (98)

Uy + Uy =0—A2® =6 (96)

soit en substituant dans (97):

“pls) ,  mET
/_ax—sds_ ke (99)

Cette équation peut étre résolue en considérant la pression comme inconnue. Elle fait
appel aux valeurs principales des intégrales de Cauchy. Rappelons simplement le résultat
dans notre cas particulier :

nE* 2% —a?/2 P

- ; ; 100
2R n(a® — 2?2  7(a® —2?)2 (100)

p(z) =

Cette solution définit p(z) de maniére unique si nous sommes capable d’exhiber une relation
entre le chargement total P et la demi-largeur de la surface de contact a. Pour cela, nous
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pouvons déja remarquer que la pression doit étre positive sur toute la surface de contact, ce
qui donne la condition suivante:
2
Ta*E
P>
~ 4R
Si le chargement total excéde la minoration donnée par (101), il est alors possible de dé-
montrer que le gradient de la surface devient infini & la limite de la surface chargée. Cette
situation étant & exclure dans le cas de surfaces réguliéres, la seule conclusion possible est
que:

(101)

2 1k
ma*E
P= 102
1R (102)
soit APR
2= — 103
e (103)
On obtient donc expression de la pression de contact suivante :
2P 1
pla) = —(a® —2?)? (104)
wa
Le pression maximum est donnée par:
2P 4 (PE"\? (105)
bo = Ta 7rpm -\ 7R

ol p,, est la pression moyenne.
Les contraintes dans les solides peuvent étre calculées grace aux expressions (675). On
obtient pour ce cas particulier de pression et le long de axe z(z = 0):

Or = —%0 ((a2 +22%)(a® 4+ 2277 — 22) (106)
0. = —poa(a®+2%)"2 (107)

4.6 Synthése des principaux résultats
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| Type de contact | Pression de contact | Indentation | Dimension de la surface de contact
Solides de révolution 3P 6PE*? 5 a? 9P \? 3PR\ 7
Ik = = 5 = — = _ =
autour de Taxe 2 = ora? ~ 2R R (16RE*2> ‘ (4E* )
Solidcs(,i f:ylindriqucs op 4 PE*\ * , 4PR
= — = —Dm = JE— a® = —
axey po Ta T TR mE
Solides de profils 3P (6PE"\% Fen-t | s o \' . anyt — (3R i .
nér — — - e E — e c=(a = (&
généraux Po=5— g 1 16E°R, 2 1B 1
Définitions :
1 1—-v? 1-12 11 1
_ S R. = (R'R" 1/2
E* Fr FEs R Ri Ry ( )
1
4 \3 oy 1 2
Fi(e)= | — (1—¢?) T2 ) Ele) — K(e) | (K(e) — Ee))

Fy(e) = (Fi(e)s K (e)

7/ w/
K(e):/o 2\/% E(e):/0 2\/1—€2Sin2¢d¢

TAB. 1 — Synthése des principaux résultats sur le contact de Hertz élastique
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5 Application & 'impact de deux solides pour un contact
initialement ponctuel

Le but de cette partie est de montrer comment la théorie du contact de Hertz peut étre
appliquée au probléme d’impact, et en particulier, comment les efforts au contact peuvent
étre estimés pendant I'impact en supposant une relation entre la force et I'indentation suivant
la loi de Hertz (66).

Afin de montrer le rapport entre le théorie du contact de Hertz et les impacts, nous
allons essayer de traiter un exemple simple au § 5.1 avant de discuter le cadre précis de son
utilisation aux § suivants.

5.1 Impact colinéaire de deux sphéres

Considérons dans cette partie I'impact de deux sphéres élastiques de masse mq et mo
se rapprochant & des vitesses respectives v,; et v.o (cf .Figure 9). Durant 'impact, on

E2ay2

F1G. 9 — Impact colinéaire de deux sphéres

considére que les centres de gravité de chacune des sphéres se rapprochent d’une valeur §,
qui correspond & la déformation élastique des corps. La variation de cette déformation peut
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étre associée 4 la vitesse relative entre les sphéres de la maniére suivante :

dé
Vz2 — Vz1 = dtz (108)
Considérons maintenant la résultante des actions de contact entre les corps P. Nous
pouvons écrire simplement que :
dvzl dvz2
P=m =—-m
Yt 2dt

(109)
soit, en ce qui concerne I’indentation :
~my —l—mgP o d(vaa—va) d?9,

= 110
mimso dt d t2 ( )
La relation reliant la résultante de la réaction de contact & I'indentation est maintenant

donnée par la théorie de Hertz (cf. Equation (66)) soit :

pP— gR%E*az% — K62

(111)
ou
1 1 1
- = 44— 112
R ~ R R (112)
1 1-— V% 1-— V%
i 113
E* El EQ ( )
Si I'on pose de plus une masse généralisée du systéme de la fagon suivante:
1 1 1
— = — (114)
m mia mo
I’équation (110) peut étre réécrite de la fagon suivante:
) 3
= — K62 115
m— (115)
Si 'on intégre cette équation différentielle par rapport J,, on obtient
1 d5.\’| 2K s
VZ— ) | =Z—062 116
2 l i < dt > 1 5m (116)
ou

VZ = (Uz2 - Uzl)'t:O
définit la vitesse initiale d’approche.

(117)
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A partir de I’équation (116), il est possible de déduire le maximum d’indentation §7* qui

dé
se produit pour d—: =0, soit

2\ 2 2\ 2
5 — <5mVZ> _ ( 15lez ) (118)
1K 16R2E*

Cette valeur peut étre avantageusement réécrite en fonction de ’énergie cinétique initiale

1
du mouvement relatif Ty = §mVZQ:

157, \*
= () (119)
SRz E*

L’estimation de 67°, permet d’obtenir le rayon maximum de la zone de contact ainsi que la
pression répartie calculée grace aux expressions (65-67), soit

2
15T \°
a" = Rd;”:R( 10) (120)
S8R E*
4
pP" = gR%E*(agn)% (121)
3
4 15Ty \°
= -—R’E* 122
3 <8R3E*) (122)

1l est malheureusement impossible d’obtenir d’autres valeurs explicites pour d’autres gran-
deurs au contact comme le temps d’impact ot une courbe force-indentation totale au cours
de I'impact.

Il est cependant possible d’évaluer numériquement le temps de compression DERESIE-
wiICZ (1968). On se propose de donner les résultats d’intégration numérique réalisée sous
Scilab. Réécrivons pour cela I’équation différentielle (116) sous la forme d’un probléme de

dé,
Cauchy pour la période de compression (W >0):

ds, 5, \? do,
= = 2 1— —_— s 2 ].2
ar ~%TV; (5;”) a =Y (123)

Le temps pour lequel 'indentation est maximum peut étre obtenu de la maniére suivante :

t 8 [
t:/ 5—7dt:/ d(liz :/ a9 (124)
1) ) 5
0 Yz 0 z 0 52

Vall= | ==
()

T d(6:/0%") (125)
" (1- )

soit, pour le temps de compression maximum :

o 1
A

tm
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L’équation (124) fournit une relation entre le temps de contact et I'indentation. Si on
intégre numériquement cette équation on peut donner la relation entre J, et le temps. L’éva-
luation numérique de l'intégrale (125) conduit &

5771
£ = 1LATI6376 > (126)

z

10

09 5./ 5%\

06

%] \ p/pm

03 7

01 7

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12 14 16 18 20

t/tm

_ Solution numérique
,,,,, Fonction sin(7wt/2¢t™)

Fi1c. 10 — Evolution de indentation 5, et de la résultante de force P au cours de l'impact.

Sur la figure 10, on illustre ’évolution de l’indentation ¢, et de la force P en fonction
du temps. De maniére heuristique, on peut remarquer que cette évolution peut étre ap-
proximée par une fonction sinus dont la période est basée sur le temps ¢t™. Cette nouvelle
approximation conduit & une erreur maximale de 2.5%.

5.2 TImpact colinéaire tridimensionnel général

Il est clair que ’exemple qui a été traité précédemment pour deux sphéres peut étre
généralisé sans difficulté pour deux solides dont les surfaces de contact sont non conformes.
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11 suffit pour cela de remplacer 1’équation de rigidité (111) par une équation du type (85)
tenant compte des facteurs correctifs dépendant de ’excentricité de ’ellipse de contact.

5.3 Impact bidimensionnel de deux cylindres

Le cas des solides cylindriques, ou de I'impact initialement linéique est plus probléma-
tique. Comme on ne dispose pas de relation force/indentation explicite, il devient impossible
d’intégrer simplement la dynamique du systéme. Nous reviendrons sur ces aspects au § 6.

5.4 Validité pour les impacts de I’hypothése d’évolution quasi-statique

Hormis les hypothéses sur la géométrie et le comportement élastique des matériaux?®, la
principale hypothése qui peut remettre en doute ’application directe de la théorie de Hertz
aux impacts est ’hypothése de processus de déformation quasi-statique. On entend par 13
une déformation localisée dans la zone de contact qui ne tient pas compte de I'inertie locale
du matériau. Dans cette partie, nous essayons de donner quelques arguments heuristiques a
I’application de la théorie quasi-statique de Hertz aux impacts.

5.4.1 Arguments heuristiques

Si ’on reste dans le cadre d’un comportement élastique, ’effet de la dynamique sur le
comportement des solides aux impacts ne peut étre du qu’a la propagation d’ondes élastiques
et non & un changement de comportement. Il est clair que 'impact de deux solides produit un
systéme d’ondes élastiques de compression dans le solide (PEKERIS, 1955) et de cisaillement
a la surface du solide (T'sai, 1968). Il reste a savoir qu’elle peut étre 'influence de ce systémes
d’ondes sur le temps de contact et sur le bilan d’énergie du systéme.

Traditionnellement, on considére que ce systéme d’ondes n’a pas d’influence sur 'impact
si elles peuvent étre reflétées de nombreuses fois dans les solides pendant le temps de contact.
En clair, si le temps de contact est plus long que la période propre fondamentale des solides
en contact, I’hypothése de déformation quasi-statique peut étre conservée. On considére que
le régime transitoire a peu d’influence sur le processus de défomration au contact.

Dans le cas des sphéres, LOVE (1952) a proposé un critére sur la vitesse d’impact qui
garantit 'utilisation d’un cadre quasi-statique. Il considére I'impact entre deux sphéres de
rayon R. Le temps de traversée, T,, des ondes de compression & travers les deux sphéres
peut étre approchée par:

Ty = 4R/c, (127)
ol ¢, est la vitesse des ondes élastiques dans le matériau donnée clasiquement par :

E
CO = —_—. (128)
p

5. Nous verrons dans les prochaines parties comment ces hypothéses peuvent étre relaxées
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Le temps de contact T, comme il a été estimé dans le paragraphe précédent, est donné par:
T. ~ 5.6(R%/(cg * V.)Y/°). (129)

Le rapport entre le temps de traversée des ondes et le temps de contact peut donc étre

estimé de la maniére suivante :
Tw Vz 1/5
T = (c—) (130)

ce qui donne un rapport entre le temps de contact et le temps de traversée des ondes de
ordre de (V, /co)'/".

Le critére de LOVE requiert que ce rapport doit étre bien inférieur & 1'unité pour que
I’hypothése d’évolution quasi-statique soit validée, soit :

<E) v <1 (131)

Co

Dans le méme esprit, LEROY (1985) propose une approche qualitative en comparant le
rapport entre I’énergie de déformation et 1’énergie cinétique ‘“relative” entre les corps. Il
obtient le méme type d’approximation que LOVE qui requiert que la vitesse soit plus faible
que la vitesse du son dans les matériaux considérés. Si 'on considére que par exemple, un
matériau comme 'acier, la vitesse ¢y est de 'ordre de 5200m/s. On voit que ce critére est
tres peu severe sur les vitesses d’impact.

Note de Rédaction

Reprendre cette partie en ajoutant les travaux de Reed et Hunter et la comparaison

entre le période de vibration des spheres et le temps de contact

HUNTER (1957, 1960) et ensuite REED (1985) proposent un autre critére en considérant
un modéle de Kelvin-Voigt pour représenter le demi-espace élastique. HUNTER obtient alors
un critére basé sur la part d’énergie qui est absorbée par les ondes viscoélastiques. Que
cela soit pour un critére ou autre, on peut constater que pour des solides massifs, les
critéres trouvés sont le plus souvent remplis au regard d’autres hypothéses comme les petites
déformations élastiques.

Des approches plus rigoureuses du probléme de Hertz en dynamique ont été proposées
par TSAI (1971) ; BEDDING & WILLIS (1973) ; WILLIs (1973). En utilisant des arguments
d’auto-similarité ®, ils donnent la solution exacte d’indentation dynamique grace 3 des trans-
formées de Laplace et des séries de Fourier. TSAT (1971) note trés peu de différences entre
les contraintes dues & la théorie statique de Hertz et les contraintes calculées en dynamique
pour des impacts & vitesses modérées dont le temps de contact est supérieur & environ 40

LS.

6. Nous reviendrons sur cette notion dans le § 7.3
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5.4.2 Une étude du temps de contact et des modes de vibrations des sphéres

5.4.3 Conclusions

5.5 Influence du frottement sur I’impact direct

Dans cette partie, on donne quelques résultats concernant l’effet du frottement sur le
probléme de Hertz sous ’hypothése de matériaux élastiques isotropes. Il s’agit ici de discuter
I’influence du frottement sur 'indentation normale de deux corps.

L’analyse du contact de Hertz peut étre menée en présence de frottement entre deux
corps élastiques (voir (NOWELL et al., 1993)). On remarque que les problémes normaux et
tangentiels sont couplés par I'intermédiaire d’une constante appelée constante de DUNDURS
(1969).

Afin d’introduire briévement cette constante, on considére le cas du contact entre deux
cylindres d’axes paralléles suivant une bande de largeur 2a. En utilisant ’équation (673), la
contrainte géométrique du contact (97) et se rappelant que les pressions sont opposés sur
les deux solides en contact, on obtient la relation suivante liant la pression normale p & la
pression tangentielle ¢ :

“ p(s) Ea
/ a:—sds wﬁq(m)—ﬁ2R, a>zr>a (132)

—a
ou [ est la constante de Dundurs:

6— l l:(l —2V1)/G1 - (1 —2V2)/G2
2 (1-m)/Gi+ (1 -1)/Gy

On voit que si la constante de Dundurs est nulle, les problémes normaux et tangentiels
concernant l’indentation sont découplés. Il s’ensuit que le probléme d’indentation normale
est indépendant du frottement. Le premier cas oil cette constante est nulle est dans le cas de
deux matériaux identiques. D’autre combinaisons moins simples de paramétres élastiques,
qui annulent la constante de Dundurs, peuvent étre trouvées. On peut citer ’exemple d’un
matériau souple et incompressible comme un caoutchouc sur un métal. On a alors v; = 0.5
et G « (o, ce qui entraine que § ~ 0.

Lorsque la constante de Dundurs est non nulle, il y a un couplage entre l'indentation
normale et les phénoménes de frottement tangentiels. Ces problémes couplés ont été étudiés
entre autre par HILLS & SACKFIELD (1985) ; SACKFIELD & HiLLs (1988). Ils montrent
que les variables de surface comme les pressions et les déplacements tangentiels sont trés
peu affectées par le frottement de Coulomb pour des valeurs du coefficient raisonnable,
inférieures & 0.6. Par contre, pour les champs de contraintes et de déformations, on note
certaines différences entre le probléme non frottant et le probléme frottant. Pour ce qui est
de leffort aux impact et le coeflicient de restitution, on peut estimer que le frottement influe
peu sur leurs estimations.

BEDDING & WILLIS (1973) tirent les mémes conclusions sur I'influence de frottement sur
le probléme d’indentation normale traité dans une cadre dynamique. Ils notent que la valeur
de la pression normale est trés peu influencée par le frottement.

(133)

INRIA



Coefficients de restitution et efforts aux impacts. 47

6 Reésultats complémentaires a la théorie de Hertz concer-
nant les géométries des corps en contact

L’objectif de cette partie est de recenser les travaux étendant la théorie standard de Hertz
& des d’autres géométries de surfaces de contact en se limitant aux surfaces réguliéres. Ces
résultats supplémentaires sont obtenus soit au prix d’hypothéses supplémentaires (géométrie
globale des corps § 6.1, ...) soit en relaxant certaines hypothéses (Contact conforme § 6.3,
prise en compte des effets de bord § 6.2) et en utilisant des méthodes numériques (§ 6.4).

6.1 Approche relative élastique pour le contact initialement linéique
6.1.1 Position du probléme

Dans le cas d’un contact initialement ponctuel, nous avons vu qu’il était possible de
donner des expressions analytiques de toutes les grandeurs mécaniques (contraintes, défor-
mations, indentation, pression de contact, taille et géométrie de la surface de contact) et
ceci en ne faisant appel qu’a des hypothéses relatives & la zone de contact.

Pour un contact initialement linéique, il en est tout autrement. Si les contraintes, les
déformations, la pression de contact ainsi que la largeur de la bande de contact peuvent étre
déterminées analytiquement en fonction de la résultante des efforts appliqués, il n’est plus
possible de relier directement I'indentation & cette résultante.

Mathématiquement, les raisons suivantes peuvent étre avancées. Dans le cas du contact
initialement ponctuel, les déformations évoluent en =2, oti 7 est la distance d’un point cou-
rant & un point de la zone de contact. Les déplacements, qui sont obtenus par intégration de
ces déformations, évoluent donc r~!. Les constantes, qui interviennent dans cette intégra-
tion, peuvent donc étre facilement éliminées en choisissant des point de référence & l'infini.
Pour un contact initialement linéique, les déformations évoluent en r—!. Aprés intégration,
les déplacements évoluent donc en In(r). Il devient dés lors beaucoup plus difficile de négliger
pour une précision donnée les conditions aux limites.

Physiquement, une des raisons qui peut étre invoquée est le fait que la surface de contact,
qui est une bande infinie, est chargée par un chargement de résultante elle aussi infinie.

Afin de donner une autre interprétation de ces résultats, il semble plus raisonnable d’in-
voquer le fait que le contact ponctuel initialement ponctuel est un cas trés spécial de pro-
bléme mécanique ot les conditions aux limites peuvent étre négligées. Le probléme est auto-
consistant et peut étre résolu sans faire appel a des ingrédients extérieurs. La solution du
probléme de contact initialement linéique ne posséde pas ses propriétés assez rares.

Comme nous ’avons souligné auparavant, il est impossible de donner une relation expli-
cite entre I'indentation J et la charge totale P sans tenir compte de la forme globale des corps
en contact et des conditions aux limites du probléme. Il est en effet nécessaire de connaitre
le déplacement d’un point de référence sur un des corps en contact. De plus, 'obtention
d’un déplacement infini & I'infini remet en cause la validité des hypothéses de Hertz pour un
contact initialement linéique. II semble donc que ce point de référence ne doit pas étre pris
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trop loin de la surface de contact. Dans le cas contraire, une correction nécessaire doit étre
introduite comme nous le verrons dans la suite.

6.1.2 TUn exemple de trois cylindres en contact

On donne dans cette partie un exemple didactique de trois cylindres en contact. Cet
exemple initialement traité par HERTZ (1882) est reformulé dans (JOHNSON, 1985). On
Iillustre sur la figure 11.

On donnera d’abord la solution initiale proposée par Hertz au § 6.1.2, puis on donnera
quelques commentaires au § 6.1.2 sur I’approche élastique relative trouvée.

Approche élastique Le force de compression P donne lieu & des distributions de pression
réparties données pour le contact supérieur :

1
2P z2\?
=—(1-—= 134
=2 ( ) (134)
ou la demi-largeur de contact peut étre estimée de la fagon suivante:

4PR
BT}

al = (135)

La contrainte engendrée par deux forces opposées sur un cylindre élastique est donné par
TIMOSHENKO & GOODIER (1951) sous la forme d’une contrainte bi-axiale uniforme:
P
7R

On fait maintenant I’hypothése que I’état des contraintes en un point A situé entre ’axe
C du cylindre et le point initial du contact 01 est la combinaison de trois jeux de contraintes :

(136)

Oy =02

1. une contrainte due & la répartition de pression hertzienne donnée par (134),
2. une contrainte par la force de contact en Os qui peut étre considéré comme concentrée,
3. un état de contrainte bi-axial donné par (136).

En ajoutant ces différentes composantes de contraintes, on obtient 1’état de contrainte
au point A sous la forme suivante :

Pl1  2af+22%) 4

o, = —|=_— 2(0124- 752)1 _; (137)
T |R  a2(a? 4222 a
P1 2 2

L o= == 138
En déformations planes, la déformation suivant z s’écrit alors

1—12 v
= — —— 0 1
€2 <k (Jz 1— I/J ) ( 39)
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Fi1G. 11 — Contact entre trois cylindres
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En intégrant entre z = 0 et z = R, on obtient le déplacement da & la compression de la
moitié supérieure du cylindre, soit :

1—12 4R
6=P 21 — ) -1 14
! TE ( n<a1> > (140)

Une expression similaire peut étre obtenue pour la moitié inférieure du cylindre qui
conduit & I'expression suivante de la compression totale soit :

.2
5—opt=Y <1n <ﬁ> +1n <@) - 1) (141)
Tk ai az

Commentaires Le premier commentaire concerne la qualité du résultat précédent (141).
Pour cela, introduisons la compression d’un demi plan élastique, ot I’on choisit comme point
de référence un point & une profondeur d:

1—0? 2d v
2In — —
mE [ e }

0=P

T—> (142)

En choisissant le profondeur d égale & R, la compression du demi-plan donnée par (142)
sous estime de 10% la compression réelle du cylindre donnée par (140) dans une gamme de
pression appliquée P, correspondant au régime élastique(JOHNSON, 1985). Il est bien clair
que dans des gammes de chargements plus importants dans un régime plastique l'erreur
risque d’étre bien supérieure.

On essaye de donner dans la partie suivante un fondement mathématique a la démarche
adoptée par Hertz. Le but de cette présentation est d’essayer de donner une démarche
générale pour trouver ’approche relative élastique en contact initialement linéique.

6.1.3 Analyse par la méthode des développements asymptotiques et les tech-
niques de perturbation asymptotique.

On donne dans ce paragraphe quelque éléments supplémentaires quant & 'interprétation
des résultats obtenus pour le contact de Hertz initialement linéique.

Cette nouvelle interprétation proposée par SCHWARTZ & HARPER (1971) s’appuie sur des
développements asymptotique de la solution par rapport & un paramétre rendant compte de
la distance d’un point courant & la surface de contact. Nous allons en présenter les grandes
lignes sur I’exemple des trois cylindres en contact.

Description des cercles et introduction d’un petit paramétre ¢ Un point courant
du plan cartésien (z*,y*) est désigné par la variable complexe suivante :

Zr =4y (143)

On considérera alternativement un disque fin élastique (contraintes planes) et un cylindre
de longueur infini (déformations planes), élastiques isotropes . Le centre du cercle indenté
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F1G. 12 - Disque élastique indenté par deux cylindre rigides
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est positionné & z* = i R. Deux cercles rigides de rayons R’ et R” viennent indenter sans
frottement le cercle central. La résultante des actions de contact par unité de longueur est
notée F™*.
On désigne par u* et v* les composantes de déplacements élastiques suivant les axes z*
et y*. On définit de méme
w* =u" +iv* (144)

On note par \* I'indentation relative du cercle rigide de rayon R’ dans le cercle indenté.
Le contact se produit sur une bande de largeur | qui est une fonction de F*. La validité
de la solution de la méthode de Hertz suppose que cette longueur reste faible devant les
dimensions caractéristiques des solides en contact en particulier devant la courbure des corps
en contact. Ceci justifie 'introduction d’un petit paramétre ¢ défini de la maniére suivante :

l
£=— 145
. (145)
Nous commenterons la pertinence physique de cette définition dans la prochaine partie. Une
relation identique peut étre écrite pour le cercle rigide :

e =— (146)

L’équation de la surface inférieure non déformée du cercle élastique est donnée par

y*(2*) = R — V R? — 2*2, (147)

qui peut étre développée a l'ordre O(e) dans lintervalle |x*| < /2, sous la forme suivante :

x*2

() = — 1 <1/2 148
y (@) =g, 27 <l (148)
De méme, I’équation de la surface supérieure du cercle rigide inférieur peut étre développée
par:

$*2

y (@) m —gm, |27 <12 (149)
Suite & lindentation, la surface d’équation (148) se déforme en une surface d’équa-
tion (149). On retrouve sous une forme simple la contrainte géométrique a Pordre O(e)

qui produit le déplacement suivant :

1/1 1
v (") = -3 (}—% + ﬁ) *% + const., |z*| <1/2 (150)
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Jeux de variables “inner” et ‘“outer” Deux jeux de variables sont introduits pour
décrire 1’état mécanique du systéme. Le premier est le jeu de variables appelé variables
“inner” qui sert & décrire un développement & ’ordre O(e) dans la région entourant le contact.
1l est défini de la maniére suivante:
Z == W=— , —, == 151
l l l ul l (151)
ou u est le module de cisaillement du matériau élastique et p* la pression de contact.

On remarque que la limite, ¢ — 0 pour Z fixé maintient la longueur [ fixe comme une
longueur caractéristique du contact. Le développement asymptotique correspondant sera
donc valide dans une zone entourant le contact que nous dénommerons région “inner”.

Un second jeu de variables est introduit que sera dénommeé jeu de variables “outer”, de
la maniére suivante :

w=—, A= —, =—, ==, 152

7 m =R PTR (152)

On remarque alors que la limite, ¢ — 0 pour z fixé maintient la dimension caractéristique

du solide R fixée. Le développement asymptotique correspondant sera donc valide dans une
zone loin de la zone de contact.

Ces deux jeux de variables peuvent étre reliés de la maniére suivante :

z2=¢Z, w=eW, A=¢eA, f=¢F, p=P (153)

Développement de la solution en variable “inner” Nous ferons I’hypothése que la
solution du probléme d’indentation dans la région “inner” correspond & la solution du pro-
bléme de Boussinesq, i.e., un plan semi-infini élastique soumis & la contrainte géométrique
(150). A T’échelle de la région inner, I'indentation (150) devient :

1
Vi(X) = 5(8 + ) X2 + const. (154)

La solution du probléme de Boussinesq soumis & la contrainte géométrique précédente
peut s’écrire en termes de variables “inner” sous la forme suivante (voir (MUSKHELISHVILI,
1963)) :

dnWi(Z)=C —i F [li 2ZQ(Z) —n(Q(2)] +2ZQ(Z) —n(Q(Z)) + 4(Z — Z)Q(Z)}
(155)
ou C est la constante inconnue du probléme de Boussinesq bidimensionnel et x est une
constante mécanique qui dépend du coefficient de Poisson v de la maniére suivante :

k=3—4v en déformations planes, (156)
K= i) _T_ Z en contraintes planes. (157)
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1l est possible de démontrer que cette solution correspond & un développement asymptotique
en termes de variables “inner” du probléme d’élasticité a 'ordre O(1)
La fonction @ est définie par:

Q(Z) =27 —i/1—422 (158)

11
ol V1 — 4272 est holomorphe dans le plan Z coupé par 'intervalle [—5, 5] de axe réel. La

branche choisie est la branche positive sur l'intervalle. Donnons les comportements asymp-
totiques de cette fonction :

1

1 \2 1
V1—-422=-2i7 <1 - @> 2~ 27 <1 - @> , pour |Z] — o0 (159)
Le symbole In dénote la branche principale du logarithme suivante :

In@Q =In|Q|+iargQ (160)

La solution (155) satisfait la contrainte géométrique avec la relation suivante entre la
résultante des efforts et la largeur de la bande de contact :

e+¢e
F=g— 161
"ok + 1) (161)

Développement de la solution en variable “outer” FEn suivant la méthode employée
par Hertz, on suppose que la solution du probléme en dehors de la zone de contact est
donnée par la solution du probléme d’un cercle élastique soumis & deux forces concentrées
en z = 0 et z = . Il est possible de démontrer que la solution de ce probléme correspond
au développement a ’ordre O(1) du probléme d’élasticité d’un cercle soumis & des pressions
réparties diamétralement opposées.

Cette solution prend la forme suivante en variable “outer” :

2z

241z
241z i Z

drw,y(z) = —i f |k 1n( 5

)+ In(

z ,

)—i—;—i— +(KZ—1)(1+ZZ)—I€:|+O/
(162)

ot C’ est la constante & déterminer en choisissant un point particulier de la région “outer”,

comme par exemple le centre du cercle si les efforts sont équilibrés

2412

Raccordement des développements Les deux solutions présentées (155) (162) différent
car elles ont deux interprétations physiques distinctes. Dans la limite du probléme “inner”, la
longueur [ est maintenu fixe alors que R tend vers l'infini. On retrouve alors un probléme de
type Boussinesq d’un demi-plan chargé par une pression répartie. Dans la limite du probléme
“outer”, la longueur de référence du probléme R est conservée alors que [ tend vers 0. On
retrouve alors le probléme d’un solide soumis & une force concentrée.
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On peut cependant espérer que les deux développements d’un méme paramétre de per-
turbation ont en commun une zone de validité dans laquelle ils peuvent étre reliés. Afin
de les relier, on utilise une régle de raccordement des développements issue des techniques
de perturbations (VAN DYKE, 1975) qui peut s’énoncer ainsi: “le développement “inner” 3
Pordre O(A) du développement “outer” & 'ordre O(¢) doit étre identique au développement
“outer” a l'ordre O(d) du développement “inner” & l'ordre O(A)”. Nous exprimerons cette
régle sous la forme suivante :

wi]o = wo]i (163)

Nous allons voir comment cette régle permet de déterminer les constantes inconnues du
probléme et de fournir un champ de déplacement & ’ordre O(1) sur le solide entier.

Afin de construire w;],, les variables “inner” dans (155) sont remplacées par les variables
“outer” grace a (153). Le résultat est développé en fonction de ¢ & 'ordre O(1). Le dévelop-
pement “outer” & 'ordre O(1) du développement “inner” & lordre O(1) vaut donc:

1
47Twi]o=50—|—if(/-i—|—l)ln6—if{/ﬂlnz—i-lnz—&—§+2(ﬂ+1)ln2+§(/§—1) , €—0

(164)
Cette relation peut tout aussi bien étre réexprimé en terme des variables “inner” de la maniére
suivante :

_ 7 1
47Wilo=C — i F |:/€1DZ—|—1HZ+ 7 +2(k+1)In2+ 5(/1— 1)] , |Z] = (165)

Elle exprime alors le comportement asymptotique du déplacement dans le demi-plan élas-
tique & l'infini.

De la méme maniére w,]; peut étre formé en remplagant les variables “inner” par les
variables “outer” dans (162). On obtient alors & 'ordre O(1) I’expression suivante :

U

47TW0]¢:%—z‘F[(n+1)1ns+n1nz+1nz+%, e—0 (166)
ce qui peut étre & nouveau exprimée en termes de variables “outer”:
47Two]¢=C’—if[filnz+an+g, |z] — oo (167)
Cette derniére relation exprime le comportement asymptotique du déplacement proche du
point de singularité ou sont appliquées les forces concentrées.

Les développements (164) et (167) peuvent étre raccorder grace a la régle (163) et 'on
obtient alors:

8C—C":if{(/ﬁ+1)(2ln2—1n5)+%(/~€—1)] (168)
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Approche relative L’approche relative est trouvée en calculant le déplacement relatif du
demi-plan élastique par rapport au centre du cercle. Ces deux déplacements sont donnés par
la partie imaginaire en Z = 0 des équations (155) et (162). En utilisant (168) pour éliminer
les constantes, on obtient pour 'approche relative la solution suivante :

K+1 ec?

ou e est la base du logarithme naturel. Cette expression peut étre réécrite en variables
adimensionnées de la maniére suivante:

A= —fIn(f) (170)
~ e\*

AT RATRE) (171)
f = ek+1) i (172)

32ruR (1 + R/R)

Moyennant quelques manipulations mathématiques simples, on peut montrer que 1’on
retrouve bien l'indentation élastique donnée par Hertz (voir équation (141)).

Ce résultat peut étre étendu sans difficulté a I’indentation d’un cercle élastique dans un
autre cercle élastique de propriétés mécaniques différentes. On obtient ’expression suivante
pour la relation force/indentation :

5 m oz Ry = N = R’y ~>
A = In | = — In{ — 173
771+772fn(R1f) 771+772fn<R2f (173)
3 e(Al +23)
AN = — =2 174
4(R1 + RQ) ( )
2 eF* (m +mn2)
— e 1
! 327T(R1 + Rg) ( 75)
i+ 1
mo= B (176)
2%

Développement composite valable sur le cercle complet (SCHWARTZ & HARPER,
1971) propose enfin de construire une solution en terme développement & ’ordre O(1) valide
sur le cercle complet. Il s’agit donc de construire une développement composite tenant
compte de deux développements dans les régions “inner” et “outer”. Ils utilisent pour cela une
nouvelle régle de construction d’un développement composite donné par (voir (VAN DYKE,
1975)):

We = Wi + Wo — Wil (177)
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En choisissant C’ pour donner un déplacement nul au centre du cercle et C' qui respecte
la condition de raccordement (168), on obtient le déplacement composite suivant :

(: ))—ln2+i2)]

‘a(3)
oy :QEQ (2)-m (é@ (g)) ~In(2 - iz)]

dmwe = —i 1 |22Q (g) I (

3

9 9

~if :+4 <z;z) _|_;t;z+i(n—1)z+%(n—1)(1—i7r)—2(n+1)1n2
(178)

On donne sur la figure 13 la comparaison entre les développements “inner”, “outer” et
composite. On voit que le développement “inner” accumule une erreur & 'ordre O(1) au
centre du cercle assez importante alors que le développement “outer” présente une singularité
logarithmique au point d’application de la force concentrée.

Cette comparaison des développements permet de revenir sur la validité du résultat de
Hertz en déplacement pour un contact initialement linéique que l'on a déja commenté au
§ 6.1.2. On constate que si le point de référence, ot I’on suppose le déplacement connu, n’est
pas proche de la surface de contact, 'approximation de Hertz devient assez rapidement
mauvaise. Il est donc nécessaire, comme cela est fait ici de corriger par I’état des contraintes
dans les corps en contact par un état de contact tenant compte de la géométrie globale des
corps. La solution du probléme sous une charge concentrée permet de remédier a cela.

6.1.4 Applications a d’autres cas particuliers
Dans cette partie, on donne quelques résultats qui ont pu étre relevés dans la littérature

concernant des approches relatives élastiques en deux dimensions.

Approche relative d’un corps sur un plan d’épaisseur finie D’aprés JOHNSON
(1985), I’approche relative d’un corps relative sur un plan d’épaisseur finie, ¢ peut étre
approchée correctement par la relation (142) en choisissant d = ¢, soit

1—0? 2t v
0=P = [2 In ] (179)

Ce résultat que 'on a déja donné & titre de comparaison au § 6.1.2 est valable pour un
plan d’épaisseur finie encastré sur un massif rigide. Le déplacement du point & une profondeur
t est donc supposé nul.

Ce résultat reste valide dans le cadre des hypothéses de Hertz ou les dimensions carac-
téristiques de corps en contact sont grands devant la taille de la zone de contact. Dans ce
cas précis, cela se traduit par ¢ >> a. En outre, suite & la remarque qui a été faite dans
le paragraphe précédent, I’épaisseur ne doit pas étre trop grande car la validité du contact
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de Hertz pour un contact initialement linéique peut étre mise en défaut pour un point de
référence trop éloigné de la surface de contact.

MELJERS (1968), puis (ALBLAS & KUIPERS, 1970) fournissent l’approche relative d’un
cylindre sur une fine couche élastique collée sur un plan rigide ou en contact sans frottement
sur un plan rigide. La solution du probléme de Boussinesq est donc écartée au profit d’une
solution sur une couche élastique mince. Les développements analytiques sont par contre
beaucoup plus compliqués et basés sur une recherche des solutions des équations aux dérivées
partielles de ’élasticité linéaire sous forme de séries de Fourier.

Un probléme dérivé a aussi été traité par ENGEL & CoNWwAY (1969, 1971) ; CONWAY
& ENGEL (1969) que est celui de I'indentation d’un couche élastique ou viscoplastique par
deux cylindres rigides. Dans ce cas, 'application principale visée étant bien str le laminage.
Dans le méme esprit, PAO et al. (1971) ont cherché & déterminer les contraintes maximales
dans une couche élastoplastique indentée par un cylindre.

Contact d’un cylindre sur poutre console Un autre application de ce type de dé-
marche est le contact d’un cylindre sur un poutre console. Ce probléme trouve son intérét
dans les problémes de contact entre les dents d’un engrenage ou les problémes d’analyse
vibratoire au marteau & chocs sur des strutures minces.

Le principe de calcul de I’indentation est relativement simple. Le point de référence
est choisi sur la ligne moyenne de la poutre. L’indentation entre la surface de contact par
rapport i la ligne moyenne est donné par la solution de Hertz sur un demi-plan élastique.
Le déplacement de la ligne moyenne est ensuite donné par la théorie des poutres soumises a
une charge concentrée.

Cette méthode simple de résolution a été étendue par de nombreux auteurs au cas ou
la zone de contact devient grande devant ’épaisseur de la poutre (KEER & SCHONBERG,
1986a,b) et en tenant compte des effets dynamiques (KEER & LEE, 1985 ; SCHONBERG et al.,
1987 ; ZHOU & SCHONBERG, 1994, 2001, 2002). L’extension aux grandes zones de contact
devant I’épaisseur de la poutre est faite en substituant le probléme de Boussinesq par un
probléme d’indentation d’une couche élastique mince. La prise en compte de la dynamique
se fait quant & elle par une transformée de Laplace et décomposition en modes normaux
(GRAFF, 1975).

Compression d’un cylindre entre deux plans On peut noter aussi que de nom-
breux travaux ont consisté & déterminer de maniére plus moins heuristique la relation
force/indentation pour un cylindre compris entre deux plans rigides. Ce probléme a sus-
cité un vif intérét de part son application aux roulements & aiguilles.

Une revue de ces différents résultats a été faite par NIKPUR & GOHAR (1975) et complétée
par HOEPRICH & ZANTOPULOS (1981) sur la déformation d’un roulement a aiguille sous la
pression de deux plans, rigides ou déformables considérsé soit comme des plaques planes
soit comme des demi-espaces élastiques. Sans revenir sur ’ensemble des références et des
formulations données dans ces travaux, les principaux résultats que ’on peut trouver dans
la littérature sont consignés dans le tableau 6.1.4. Les notations employées sont les suivantes:
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2A représente la déformation des deux plans pressés I’un contre I'autre au centre de contact,
6, la déformation totale du cylindre et § la déformation totale de deux cylindres compressant
un cylindre.

Il convient d’étre trés prudent avec 1’utilisation de ces résultats. Ils sont souvent le fruit
d’une calibration grossiére sur des expériences de laboratoire trés particuliéres. Une cam-
pagne de calcul numérique de validation serait srement trés instructive.

Loo (1958) obtient un autre type de résultat en considérant l’effet de la courbure des
surfaces en contact appartenant au deux cylindres. Le développement en quadrique de la
théorie de Hertz est remplacé par la véritable équation du cercle. Ce résultat n’apporte pas
de changements significatifs pas rapport aux prédictions du § 6.1.2.
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| N° | Reéférences

Approche relative

Commentaires

1 | BELAJEF (1917)

Approche élastique de deux demi-plans élas-
tiques pressés 'un contre I'autre. Ligne infinie
de contact de largeur 2a avec une répartition
elliptique de pression.

2 | LUNDBERG (1939)

Idem mais ligne de contact finie de longueur /.

3 | ROARK (1965)

Théorie de FOPPL (1936) et LUNDBERG (1949).
Compression entre deux plans rigides d’un cy-
lindre élastique. Démarche similaire & TiMO-
SHENKO & GOODIER (1951) (cf. § 6.1.2).

4 | RADZIMOVSKY (1953)

2D,

)

Approche élastique de deux cylindres de dia-
métre D et Dy pressés I'un contre I'autre. Ré-
sultat cité dans (ROARK, 1965).

5 | HOEPRICH & ZANTOPULOS (1981)

_2P(1-1?%) (2 2D,
4P(1—v%) [1

2z + 27)

_23
R S S P P (2(1 — )@ + VI @0 + <zr/c>2>

<)

Approche de deux plans élastiques sur un
contact rectangulaire de largeur 2a et de lon-
gueur 2¢. Un point (z,,2,) est choisie comme
point de référence a déplacement nul.
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6.1.5 Autres développements asymptotiques proposées.

Démarche générale KALKER (1971a, 1977b,a) propose une autre méthode pour estimer
I’approche élastique entre deux solides pour contact initialement linéique. Nous allons essayer
de présenter briévement les grandes étapes de cette méthode. Avant cela rappelons les équa-
tions qui lient le déplacement & la surface d’un demi plan élastique u(z,y),v(x,y), w(z,y)
aux pressions appliquées sur une surface S':

_ 2
waln = g [ |2 LS ey (150)
! vz = €)(y)
v g [yien 220 deay
1-2v T —v
~ B SZ(f,n) 5—d&dn
el = g [XE€n |20 gy (151)
— VUV 1% — 2
e i[5
1-2v T —v
T ImE s (&, 1) ——5—d&dn
wa() =t [ X Edean (182)
1-2
v [ vien e
- 2(m)
— o [ 2&m——d&dn

X(CE, y) = —Txz (CE, y) (183)
Y(mv Z/) = —Tyz (37, y) (184)
Z(x,y) = —0o=(z,y) (185)

La grandeur r représente la distance d’un point de chargement au point ot ’on cherche le
déplacement :

r= VO - ) (186)
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Le systéme & résoudre qui correspond au probléme de Boussinesq revient & évaluer les 6
intégrales suivantes pour une fonction de chargement f(£,7) donnée:

nifan) = [ HE acay (187
nifay) = | f(sm)Mdsdn (188)
h(faw) = [ ren! CO dean =1, -1, (189)
L(faw) = [ sen =5 deay (190)
hifaa) = [ fen )dfd (191)
wfan) = [ e acan (192

L’ensemble des intégrales & estimer peut étre mis sous la forme:
I= /SK(:v,yf,n)f(é“,n) dédn (193)

Jeu de variables pour le développement asymptotique La démarche adoptée par
KALKER (1971a) est de considérer une surface de chargement S ou la largeur I est bien
inférieure a sa longueur L, le tout étant inférieur a la dimension caractéristique R des objets
en contact, soit

| << L« R (194)

A partir de cette hypothése, il effectue un développement asymptotique de ces différentes
intégrales par rapport aux rapports entre longueur et largeur de la surface. Pour réaliser ce
développement, les changements de variables suivants sont introduits :

& = na(m)+b(m),|n|>1 (195)
m = % (196)
j = 2 (197)

ce qui donne pour la mesure de l'intégrale :
dédn = La(m) dndm (198)

Dans ce changement de variables, a(m) représente la demi-largeur de la surface de contact,
¢ = b(m) représente I’équation de la ligne moyenne de contact et L la demi longueur du
contact. On suppose que a(m) et b(m) sont continiment différentiables pour |m| > 1.
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L’intégrale (193) peut donc étre réécrite sous la forme suivante :

1l
I= [1[1 LK (z, Lg,&(n,m), Lm) f(&(n, m), Lm)a(m) dmdn (199)

On suppose de plus que la fonction f(£(n,m), Lm)a(m) peut étre mise sous la forme:
f(&(n,m), Lm)a(m) = s(n)g(n, m) (200)

avec les conditions suivantes sur g et s:

g(n,m) € C% |n| > 1,|m| < 1 (201)
lg(n,m)| < G(m),G(m) € L*,|m| < 1 (202)
1
/ [s(n)| dn < 400 (203)
-1
1
/ [s(n)In |z — n||dn < +00,Vz € R (204)
-1

Un exemple de fonction de la sorte peut étre donné en considérant” :

f(&n) = <1 - (%)2 - (%)2> (205)

On a alors
a(m) = 1V/1-—m? (206)
a(m)f(n,m) = 1(1—n?)"2 (207)
s(n) = (1-n?)"2 (208)
g(n,m) ! (209)
L’intégrale (199) devient alors :
1 1
Iz/ s(n) dn/ LK (x,Lj,&(n,m), Lm)g(n, m) dndm (210)
—1 -1

Cette intégrale va étre développée asymptotiquement pour L — 400 en maintenant constantes
les autres variables. Ce développement s’avére donc intéressant pour des surfaces de contact
élancées. Les définitions suivantes sont introduites:

§ = &n,m), §=(n,9) (211)
¢ = £+ (m—9)E&+0((m—9)?) (212)

7. 11 s’agit d’une répartition de pression ellipsoidale de Hertz
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ot le symbole ' désigne la dérivée partielle par rapport & m.
Un petit paramétre de développement ¢, est introduit de la maniére suivante :

e = 5/(37;95) (213)

qui conduit qui développement suivant & 'ordre 1:

E-2?+Mm-y)? = E-2)?+26-E—2)+(E—-E>+ L (m—p)* (214)
= (E—2)*+L%*(m—g+e)? (215)

Développement des intégrales d’influence. On ne donnera ici que le détail du déve-
loppement de l'intégrale I :

nhay = [ oL i (216)
= Ji(sg,z,y) (217)
B " Lg(n,m)dm
_/ d/ e (218)

Considérons pour cela l'intégrale suivante :

Lg n,g) dm
A = n) dn (219)
1 / / \/ 24+ L2(g—m—g)?
. 1
= /11 s(n)g(n, §) [arcsh %] dn (220)

Le développement asymptotique de la fonction arcsh vaut pour de grandes valeurs de z:
arcsh z = sign(z) [In(2z) + O(1/2%)] (221)
On a donc pour |y| < 1 et e = O(1/L?) le développement suivant pour Aj :
1
A = /_1 s(n)g(n,g) [ln (4L%*(1 —9%)) —2In|z — fﬂ dn (222)

Définissons maintenant A, de la maniére suivant :

Ay = /1 s(n)dn /1 g(n,m) = g(n, ) dm (223)

-1 -1 lm — y|
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et I’on considére le reste de l'intégrale suivante

1 1 1 1
n-i=Az = [ stwydn [ Ligtn,m)=g(n.5) — | dm
[yom], Vea—ép+rxg-m-eo2 M
(224)

Sans entrer dans plus détails calculatoires, KALKER (1971a) montre que le développement
de ce reste donne:

J1—A1—A2:O<12—2L),L—>oo (225)
soit
L= Fy(y) In(4(L? — y*) -2 o )f(&y) In |2z — ¢|d¢ (226)
Yy
¥ Fy(n) — Fy(y) (hl_L>
+ /L =l dn+ 0O % (227)

avec les notations suivantes :

f(&y)dg (228)

C(y)
Cly) = {z,0(9) —a() =z = b(y) +a(d)} (229)

3
=
<
S
[

Le méme type de développement a été réalisé pour les autres intégrales dans KALKER
(1971b). On ne reporte ici que les principaux résultats:

L(f,z,y) = —2Ff(y)—|—11(f,a:,y)—|—(’)<h£—f) (230)
IB(f7$7y) = Il(f7$7y)_12(f7$7y):2Ff(y)+0<12—2L> (231)
Ii(f,z,y) = O <IE—QL> (232)
. 1
B = 7 [ s st d+0 (1) (23
L
W) = f B0 () (234)

ou le symbole § représente la valeur principale de I'intégrale de Cauchy.
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Equations du contact linéique Les équations (180) sur le déplacement en fonction des
intégrales d’influence peuvent alors étre réécrites sous la forme suivante :

RR n° 5401

2rEu(x,y) =

2rEv(z,y) =

2rEBw(z,y) =

Y Fy(n) - Fy(y)

Sa-wrf Faln) 2
L) ( |X|1D—L) +o((1_2y)i

In
(|Y|

Fx(y) (1 —v) In(4(L* = y%)) + 2v)
2(1—v X y)In|€ —z|d
( )/C(y) (6.y) € — | e

(1_V)/LL Fx(n) — Fx(y) d

In—yl

%(1 - 21’)77/ Z (& y)sign(§ — z) d¢
C(y)
|X|1D_L) +0 (VIYIMTL) +0 ((1 - zy)%')

Fy (y) (1 = v) In(4(L* — *)) — 2v)

2(1-v) V(& y)In|§ — x[dg

C(y)

dn
In—yl

Fr(y) (1 - v) In(4(L? — ?)))
2“‘”)/c< 26 )t ol de

L Fz(n) - Fz(y)
1_1/)/4 In—yl @

(1-2v)m / X (&, y)sign(§ — x) d¢

1—2y][ Fy(n
0(0—%%) +O<(1—2y)%>

—~

l\3|>—‘ N~

(235)

(236)

(237)
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Relations avec le contact initialement linéique Afin de relier les développements
asymptotiques précédents, on considére dans un premier temps l'intégrale suivante :

b
f(a) = / H(€)In )¢ — a, de (238)

Si I’on différencie cette équation, l'intégrale résultante s’exprime en fonction de la valeur
principale de Cauchy de la maniére suivante:

b
rw=—f £ (239)
a 5 -
Cette équation peut étre inversée et mise sous la forme équivalente suivante :

1P €= -9 F© c
#le) = 7r2/a (x—a)(b—av)f—xd5+ Vi(z—a)(b— ) (240)

ol C est une constante qui peut étre déterminée en tenant compte de ’équation (238):

C:<7r21n<b;a)>l/ab%dx:%/:@(x)dx (241)

Ce résultat est & rapprocher du résultat noté en annexe B ot ¢ joue le role d’une pression
et f d’un déplacement. Dans le cas du contact linéique, les expressions suivantes sont utiles:

plz) = a? — 2 (242)

F, = /_ o(z)dx = %waQ (243)

f@) = [ Ve @mie—aldg (244
a2

= %Wln <Z) (245)

Dans le cas du contact d’un cylindre rigide sur un plan élastique, le déplacement normal
a la surface s’exprime par la condition de non pénétration :

w(z,y) = —Az? + 6, A constant (246)

Comme on I’a vu dans ’annexe B, le déplacement, quadratique en x, conduit & une pression
Z de la forme (242). En utilisant les équations de la ligne de contact (235), on obtient alors:

Zey) = GV (247)
F; = ”fl_E‘j (248)
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et le déplacement est déduit :

2_ .2 L g 200 _ 4,2
w(z,y) = —Az? + 1Aa2 In 16([/723}) +1| + 1/ Aa’(n) = A’ (y) dn  (249)
2 a 2) 1 In—yl

L’indentation du cylindre est donc donnée par :

2 2 L pa2(n) — Ag?
= w(0) = pac [ (D) ]y 0 [ AL AW gy o

Afin de donner une estimation de l'intégrale dans cette équation, KALKER (1971a) pro-
pose d’effectuer un nouveau développement de la demi-largeur de contact autour de y = 0
sous la forme suivante :

) = Bao) (14 g+ ) aal0) =1 (251)
avec A le paramétre suivant :
A=In (16}2—2) +1 (252)
L’intégrale (250) est alors estimée en fonction du développement :
5= %ABQaO(y) (1 + %al(y) +. ) (253)

x [A+ln<1—z—22> —1n<1+%a1(y)+...)]

v 348 [ o (14 G+ ) o (14 Fon ) 22

2

Y

Le terme & ’ordre 1 contient un terme en In [ 1 — ) Ce terme tend vers —oo lorsque

y — L. Cela signifie que le développement n’est pas valide prés des bords du cylindre. C’est
pourquoi KALKER (1971a) restreint le développement pour |y| > 0.9L. Ce ceci revient en
quelque sorte & couper le surface chargée en ces extrémités. En identifiant les termes de
meéme puissance, on peut écrire que:

= %AB%O(y)A = ap(y) =1 (254)
aiy) = —In <1 - %22) (255)

On a donc
=i (1- 1) 25

RR n° 5401



70 Acary & Brogliato

La force normale totale est donc donnée par

L 2 L 2
TAEB 1 y
Fpdy = 1——In({1-=| d 2
[ reay = TEE [ du(1-%) 4 (257)
TAEB?L 0.614
EE L |2 00 (258)
et la pénétration est donc égale &
1
5= 5ABQA (259)

REMARQUE 6.1
La constante numérique 0.614 apparait suite & 'intégration de:

/Lln(1—%z> dy:L/+11n(1—x2)dx (260)

—L -1

Aprés quelques manipulations, il semble que la primitive de In(1 — 22) puisse s’écrire sous
la forme:

/ln (1 —2?) dz = zln(l — 2%) — 2z + 2argth(z), -l<z<1 (261)

Les valeurs de cette primitive aux bornes d’intégration ne sont pas définies explicitement
mais par passage a la limite. La limite en —1 peut étre obtenue en récrivant la primitive de
la maniére suivante :

1irn1 rIn(1—2?)—2x+2argth(z) = lim1(1—|—aj) In(l1+z)+(xz—1)In(1—2)—2z = —21n(2)+2
(262)
De méme en 1, on obtient :

lim1 rIn(1 —2?) — 2z +2argth(z) = liml(l +z)In(l+z)+ (z—1)In(l —z) — 22 =2In(2) — 2
(263)

Sachant que
21In(2) — 2 = —0.6137056 (264)

Notre estimation conduirait & une constante numérique double de celle de KALKER (1971a).
0

6.1.6 Application aux impacts des indentations trouvées.

Hormis, les travaux qui tiennent compte de I’aspect fini, soit de la surface de contact(KALKER,
1971a ; HOEPRICH & ZANTOPULOS, 1981), soit des corps entrant en contact (0O, 1958),
les résultats sur les approches relatives pour un contact initialement linéique s’appuie sur un
point de référence dont le déplacement doit étre a priori connu. Ce point de référence est
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obtenu grace & 1’équilibre des forces de contact appliquées en quasi-statique sur les solides.
Dans le cas des impacts entrent deux solides, il n’y a pas, a priori, d’équilibre des forces
de contact. Ces forces sont équilibrées par les termes d’inerties du solide. L’application de
ces différentes approches se révéle alors restreint & des cas ol les conditions aux limites des
solides fournissent un point de référence. Sinon, il faut revenir & une intégration compléte
de la dynamique.

L’étude du contact d’un solide déformable un demi-espace élastique dans un cadre com-
plétement dynamique a été menée par BEDDING & WILLIS (1973) ; WILLIS (1973) et par
BRroCK (1976, 1977, 1978). De nombreux autres travaux ont été aussi ménés dans des cas par-
ticuliers de comportements matérielles (anisotropie) (BORODICH, 1993, 2000) et des condi-
tions de contact particuliéres (adhésion, frottement, etc...)(BROCK & GEORGIADIS, 1994).
Aux vues de I'ensemble de ces travaux, il apparait cependant difficile de faire resortir une
solution analytique pour les efforts de contact.

De plus, on s’apercoit que la plupart des développements sont motivés par le fait que
la solution de Hertz pour le contact linéique en déplacement est seulement valide dans une
zone proche de contact. Dés que l'on s’éloigne du contact il semble nécessaire de prendre en
compte la géométrie globale de corps et leurs conditions aux limites.

Pour ce qui des solutions qui tiennent compte de ’aspect fini du contact, il est difficile de
se prononcer sans confronter ces résultats a des tests numériques de type éléments finis. La
solution proposée par KALKER (1971a) semble séduisante, mais aucun confrontation n’est
donnée avec I'expérience numérique ou de laboratoire.

6.2 Hypothéses des déformations planes et influence de la dimen-
sion finie des solides

L’hypothése des déformations planes est une hypothése supplémentaire qu’il convient de
prendre en compte pour les problémes bidimensionnels de contact. Si sa justification parait
naturelle pour des problémes ou les corps en contact sont de longueur infinie dans le sens
transverse, elle est peut étre plus controversée dans le cas de dimensions finies.

Les critéres d’applications standards de I’hypothése de déformations planes imposent que
la dimension transverse soit au moins d’un ordre supérieur aux dimensions dans le plan des
corps considéré. Si au contraire, I’épaisseur des corps est faible devant les dimensions dans
le plan et que les chargements sont eux mémes plans, on préfére considérer I’hypothése des
contraintes planes.

Le cas du probléme de contact entre deux piéces de faible épaisseur est un peu particulier
de ce point de vue. Il convient de considérer les dimensions de la zone de contact dans le plan
et non, les dimensions caractéristiques des corps entiers. En clair, si ’épaisseur des corps
reste grande devant la largeur de la zone de contact, ’hypothése des déformations planes
reste justifiée.

Si ’'on considére maintenant 1’état de contraintes aux extrémités des corps suivant l’axe
y, il est clair que 'hypothése des déformations planes n’est plus respectée. En effet, sous
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cette hypothése, la contrainte transverse s’écrit :
oy =v(og + 0y) (265)

Cette contrainte permet d’assurer que €, = 0. Aux extrémités des cylindres, cette contrainte
de compression est relaxée. Cette observation peut amener & plusieurs conclusions suivant
les cas envisagés.

Deux cas principaux sont envisagés sur la figure 14 que nous allons détailler dans les
paragraphes suivants :

Cylindres de longueur égale Le premier cas correspond & deux cylindres de longueurs
égales(cf. Figure 14(c)). Dans ce cas, on peut considérer que les contraintes & I'extrémité
sont sous I’hypothése des contraintes planes o, = 0.

Afin de préciser les idées, nous pouvons choisir ’exemple d’un cylindre compressé entre
deux demi-espaces. Si I’on calcule 'indentation sous cette hypothése, on retrouve une valeur
valable & la fois en déformations planes et en contraintes planes:

a’ 4R
= — _ — 2
5 5 2ln( " > 1 (266)

Si le cylindre ne peut pas tourner, on peut dire que l'indentation est constante par
rapport & y. La demi-largeur de bande a est donc sensiblement constante. Nous savons
qu’en déformations planes a s’exprime en fonction de la pression maximale py de la fagon

suivante : )
1—v

a=2pyR (267)

alors qu’en contrainte plane nous avons:
R
a = 2p)— 268
Po E (268)

De cette estimation, nous pouvons déduire le rapport entre les pressions maximales sui-
vant :

o~ (1—v%)po (269)

Dans ce premier cas, nous pouvons constater que ’hypothése des déformations planes sur-
estime la pression maximale aux extrémités du cylindre. Cela va en quelque sorte dans le
sens de la sécurité.

Cylindres de longueur différente Dans le second cas illustré a la figure 14(d), on
considére qu’un des cylindres est plus court que 'autre. Cette configuration conduit alors
4 une forte concentration de contraintes & ’extrémité du cylindre. Cette singularité peut
étre calculée en s’inspirant des résultats obtenus pour le probléme d’indentation d’un demi
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Po
xT
2a
z
(a) Contact de Hertz bidimensionnel (b) Pression de Hertz
2a

(c) Répartition de ression et surface de contact entre deux cylindres de longueur égale

RR n° 5401 T

(d) Répartition de Pression et surface de contact entre deux cylindres de longueur
différente

Fi1c. 14 — Incidence de la longueur finie des cylindres sur le contact de Hertz entre deuz
cylindres
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espace par un poingon carré. A titre indicatif, pour deux milieux identiques, on obtient une
évolution de la forme suivante aux extrémités:

po(y) oy 0% (270)

L’hypothése des déformations planes sous-estime la pression maximale au contact sur les
extrémités et sous estime la demi-largeur de contact. Elle ne va donc pas dans le sens de
la sécurité. Bien sur, si les piéces possédent des congés, la singularité de pression peut étre
moins dramatique et conduire & une augmentation de pression qui reste modérée.

6.3 Contact entre solides conformes

Le contact entre solides dont les surfaces de contact sont conformes est un probléme
délicat. En particulier, il remet en cause ’hypothése de la théorie de Hertz selon laquelle la
zone de contact est petite devant les dimensions caractéristiques des corps en contact.

Prenons, pour exemple, le cas du contact entre un arbre et un alésage avec du jeu. Si
I’on applique un chargement sur ’axe, la zone de contact entre les deux solides va croitre
rapidement et occuper une fraction non négligeable du périmétre de I’arbre. Ce constat a
deux conséquences principales. D’une part, le développement en paraboloide des surfaces
n’est plus suffisant. D’autre part, ni Parbre, ni le solide contenant 1’alésage ne peuvent étre
considérés comme des demi-espaces infinis. On ne peut donc plus appuyer le calcul des forces
de contact sur le probléme de Boussinesq.

Cependant, STEUERMANN (1939) a tenté de trouver la distribution de pression dans
un demi plan élastique pour des surfaces qui peuvent se developper sous la forme de séries
entiéres en A, 2%2". Cela permet alors d’envisager de surfaces dont ’équation autour du point
(ou de la ligne) initial de contact peut se développer sous la forme suivante :

h=2z+20 =A% + Aga® + ...+ A, 2°" + ... (271)
ou dans le cas d’un probléme axisymétrique :
h221+2’2:A17’2+A27‘4+...—|—An7’2n+... (272)

Les pressions & la surface ainsi que les dimensions de ’aire de contact peuvent étre trouvées
analytiquement en fonction des coefficients A,,. La relation entre le chargement total et
I’indentation ne peut encore étre trouvée que pour des cas axisymétriques.

Ce cas particulier permet des développements analytiques du fait méme que ’on suppose
que la surface de contact est une ellipse. Pour des profils de surfaces plus généraux, il est
nécessaire d’avoir recours 4 des techniques éléments finis. Dans cet esprit, PAUL & HASHEMI
(1981) proposent des méthodes numeériques basées sur la discrétisation des surfaces et sur
des intégrales d’influence aptes & tenir compte du profil particulier des surfaces.

6.3.1 Contact arbre/alésage ou sphére/cavité sphérique

Le contact entre un alésage et un arbre, ou son équivalent pour un contact initialement
ponctuel, le contact entre une sphére et une cavité sphérique, a été le sujet de nombreuses
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recherches. Dans la plupart de ces recherches, il s’agit cependant de déterminer l’état de
contraintes dans les corps en fonction du chargement appliqué.

Le premier & avoir envisagé ce probléme est PERSSON (1964). Les principales notations
utilisées sont introduites sur la figure 15. Les corps sont supposés élastiques isotropes et leur

FiG. 15 — Contact conforme entre un arbre et un alésage

caractéristiques matérielles sont décrites par

E; 1z

E, = U; déformations planes (273)

)

:1—14‘

E, = E, U; =v;, contraintes planes (274)
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auxquelles on ajoute deux paramétres supplémentaires :

Ey
no= E~—2 (275)
A= (A=) =0 - ) (276)

La condition de non pénétration des corps s’écrit pour AR considéré comme petit devant
les rayons R; et R, sous la forme suivante:

U1 — g = dcos¢p — AR(1 — cos @) (277)

Cette condition de non pénétration peut étre reliée aux déformations dans les corps de la
maniére suivante :

- _ ooau2 aaul B oo a
ul—uQ——/a Edr—/o Wdr——/a EQTdr—/O €1pdr (278)

ol a~ Ry ~ R,.
Les contraintes dans une plaque élastique infinie chargée sur un bord circulaire sont
données par PERSSON (1964) :

Geantaw) = = [ awdw2 [ awiaes e+ 22 s (219)
o € € 52
o) = Gt [ awas [ a@iLa o i+ S oo (250)
€ 1y 2_
Glore) = + [ awLa(e0ydu+ 22 i (281)

ol p = r/Ry, 8§ = 1 — ¢, € est le demi-angle du contact et ¢(¢) représente la pression
adimensionnée :

a(¢) = Rg% (282)

avec p(y) la pression normale & la surface de contact. Les fonctions d’influence L;(p, 8) sont
définies par:
1 (1-p%
Lip,0) = — 283
l(p ) o7 (p2—2pC059+1) ( )

1 (1=p**  (cosb —p)

Lo(p.0) = 284

2(p,6) 2 p (p* —2pcosh + 1)? (284)
1 (1—p%2 (sin @)

Li(p,0) = — 285

3(p,6) 2r p  (p*—2pcosf+1)2 (285)

L’originalité de la démarche de PERSSON (1964) tient & l'utilisation de fonctions d’influence
qui ne sont plus les fonctions sur un demi-espace comme dans le probléme de Boussinesq,
mais des fonctions d’influence d’une plaque infinie chargée sur une frontiére circulaire.
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On peut remarquer que ces équations deviennent singuliéres pour p = 1, i.e., sur la
surface chargée. PERSSON (1964) fournit alors une expression explicite des contraintes pour
p=1:

Slasle) = on(e) = 23 eosv 1 [ gwyas (286)
7r(@) = Ghats) =plw) (287)
org(#) = 0 (288)

Les déformations €1, etes,. peuvent étre liées aux contraintes grace aux lois de compor-
tement d’élasticité linéaire en contraintes planes:

€1 = Eil % -—(1 +11) /75 q(¥)La(p,0) d + 211 /75 q(¥)L1(p,0) dz/):|
+ %Fl (r) cos ¢ (289)
r £ 2 5
€or = E% % (1+ 1/2)/_ Q(w)(l;w—pzl + La(p, 0)) dyp — 21/1/_ q(@b)(% + Li(p,0)) dz/)}
+ —Fy(r)cos¢ (290)
avec
A@) = -1t [ — (1 30)p%] & (291)
! n 47TE1 ! vp P
Fy(r) = :1;;22 [1—vy— (1+12)p%] % (292)

En substituant (289) dans (278), on obtient aprés quelques manipulations assez tech-
niques ’équation suivante sur la pression au contact :

G+ [ d@erfarparn-N [ awesoa  @9)
— —anglo) —n [ atw)av - 2R (294)

a laquelle on ajoute ’équation d’équilibre :

/+a q(¥) cos(0) dip = cos ¢ (295)

—a

En posant les nouvelles variables auxiliaires :

y =tan(¢/2), t=tan(y¥/2), b=tan(e/2), (296)
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I’équation intégro-différentielle (293) peut étre mis sous la forme:

b
dt A qy) 4k B
"t + = - + 297
/,bq()t—y 1+n1+4°2 r(14+yH? 142 (297)
2k 2 [P dt © E;AR
B = ——— t — 298
avec il _bq()1+t2 i (298)
Tm2(1+n)—A
o= T 2
2 1+n (299)
a laquelle on ajoute ’équation d’équilibre :
b 2
1—t 1
t)——5dt == 300
/_bQ()(1+t2)2 2 ( )

Dans le cas de matériaux identiques (n = 1, A = 0), PERSSON (1964) donne une solution
compléte. L’équation (297) est alors réduite a

b b -
dt 4 B dt 7 E;AR
"(t . + , B:Z—/ t — ! 301
/_bq“t—y r(1+y%)? 1492 _bq()1+t2 1+n Q@ (301)

L’inversion analytique de cette équation conduit a:

ARp(y) 2 N 1 In <\/62 +14/b2 — y2> (302)

= +
Q e+l 1+ 2mb? (1 + 0°) V2 +1— /02 =2

En intégrant par rapport & y, on obtient une équation liant le chargement appliquée @
au demi-angle de contact b:
ARE 21—V I,
Q T b 720 (1 + b%)

(303)

avec I l'intégrale suivante :

Ib:/b hl(\/b?+1+\/b2—y2> dt (304)

b \WVR 12— y2) 1+

qui doit étre évaluée numériquement.

Pour un chargement donné, @ on peut alors obtenir le demi-angle au contact b. Grace &
I’équation (302), la répartition de pression peut alors étre déduite sur la surface de contact.
En théorie, il doit alors étre possible d’obtenir une évaluation des déformations & partir de
(289), puis de réaliser I'intégration (278), pour obtenir I'indentation . Dans le cas ou ces
différents calculs seraient possibles analytiquement, méme si rien ne le garantit, il resterait a
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déterminer I'influence des constantes & I’infini pour savoir si elle ont un réle sur la relations
force/indentation. Ce travail n’a malheureusement pas été trouvé dans la littérature.

D’autres travaux ont portés sur le contact arbre/alésage. NOBLE & HUSSAIN (1969) ont
proposé une extension de ces travaux au cas r; = Ry. SOLODNIKOV (1997, 1998) a étudié
numériquement ’influence du frottement sur les variables du contact dans un cadre général.
Enfin, C1avARELLA & DEcUZZ1 (2001a,b) ont étendu les résultats de PERSSON (1964) au
cas oul les matériaux sont différents et le frottement est présent & 'interface.

6.4 Méthodes numériques pour le contact non-Herztien

De nombreux problémes de contact n’entrent pas directement dans les hypothéses du
contact de Hertz. Si, toutefois, les hypothéses du contact de Hertz sont en partie respectées,
il est le plus souvent difficile d’exhiber des solutions analytiques au probléme. C’est par
exemple le cas pour des contacts conformes, ot le développement en paraboloide des surfaces
ne suffit plus, ou encore la prise ne compte 'effet du frottement, ou bien enfin si la surface
de contact ne se développe par suivant une ellipse?.

Pour résoudre ces problémes, il devient nécessaire de faire appel & des techniques numé-
riques de résolution. La plus connue de ces méthodes numériques appliquée & la mécanique
des solides déformables est la méthode des éléments finis. Ces développements pour traiter
le contact frottant sont largement utilisés. Nous n’entrerons pas dans le détail de ces tech-
niques. Si notre but initial était de fournir des estimations analytiques des efforts au contact,
les techniques éléments finis apparaissent comme bien trop cotdteuse d’emploi pour espérer
étre comparés a un calcul analytique.

Dans ce paragraphe, nous allons nous attacher & décrire des techniques numériques légéres
adaptées au traitement du contact proche de celui de Hertz. Nous exposerons dans le § 6.4.1
le principe général sur lequel sont basé ces méthodes puis nous donnerons dans les § suivants
quelques exemples d’applications.

6.4.1 Principe général

Les premiers travaux numériques, dans le cas bidimensionnel, sur ces méthodes sont dus
a BENTALL & JOHNSON (1967, 1968) et & KALKER (1967) pour le cas frottant. Le principe
est assez simple: la surface de contact éventuelle est discrétisée soit par un maillage dans le
cas d’un surface bidimensionnelle ou bien une segmentation dans le cas de problémes plans.
Nous présenterons les grandes lignes de cette méthode sur un probléme simple du contact
initialement linéique sans frottement.

A chaque noeud du maillage est affecté un déplacement normal (. ); ainsi qu’une pression
normale p;. Une relation linéaire est alors écrite entre ces deux variables sous la forme
suivante :

— V2 Cc
(= - (305)

8. Le cas du contact d’un tore avec un cylindre de rayons différents peut produire des surfaces de contact
en forme de banane par exemple.
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ot c est la taille des éléments supposée constante et C;; est la valeur de ’intégrale d’influence
sur un demi-plan élastique pour une forme de pression normale discrétisée. Par exemple, pour
une pression uniforme sur chaque élément en déformations planes les coefficients peuvent
étre calculés a partir de I’équation (671):

Cij(k) == [(k+1)In(k +1)® — (k — 1) In(k — 1%)] + const (306)

3|

avec k =1 — j.
Afin d’¢liminer la constante du probléme bidimensionnel, la contrainte géométrique de
contact est écrite par rapport & un point de référence sur la ligne initiale de contact, soit :

= 0 sur la surface de contact

(21(0) — w1 (2)) = (22(0) — uza(2)) — h(x) { (307)

> 0 en dehors

En considérant ’équation discrétisée suivante,

(#:20) ~ war(2))s = T s — Gy = E Y By 309)

on obtient le systéme linéaire suivant & résoudre sur la zone de contact:

«

> Bups = h (309)
ol h; est la valeur discrétisée de ’interstice. Une équation supplémentaire sur le chargement
total permet alors de fermer le probléme.

La surface de contact n’étant pas connue & l’avance, BENTALL & JOHNSON (1968) ré-
solvent ce systéme par un algorithme essai-erreur. Bien sfir, on peut reconnaitre que ce
probléme est un probléme de complémentarité linéaire particulier qui pourrait étre résolu
avec des méthodes beaucoup plus performante. Dans cet esprit, KALKER & VAN RANDEN
(1972) ; KALKER (1977c) réécrivent le probléme de contact élastique comme une minimi-
sation d’une fonctionnelle quadratique sous contraintes. Ils combinent alors les méthodes
d’intégrales d’influence avec les algorithmes de programmation quadratique.

KALKER & VAN RANDEN (1972) proposent les premiéres applications en trois dimensions
pour un contact non frottant et AHMADI et al. (1983) étendent ces résultats pour le cas
frottant tridimensionnel. Une revue des différentes méthodes numériques développées dans
cet esprit peut étre trouvée dans KALKER (1988).

L’intérét principal de ces méthodes est leur légéreté. En Effet, seule la surface de contact
est discrétisée. On se sert ensuite des intégrales d’influence sur le demi-espace donné par
Boussinesq. Cette méthode en fait un cas particulier des méthodes aux éléments frontiéres
ol les fonctions de Green sont ici données explicitement par les intégrales d’influence.

De nombreuses améliorations ont ensuite vu le jour afin de s’éloigner du cadre restrictif
de Hertz et du probléme de Boussinesq. Nous en donnerons quelques exemples dans le
paragraphe suivant.
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6.4.2 Application au contact non Hertzien

CoNwAy & ENGEL (1969) ; ENGEL & CONWAY (1971) ont utilisé ce type de méthode
pour calculer les pressions de contact entre un indenteur soit sphérique, soit cylindrique
indentant une couche mince élastique. Les intégrales d’influence étaient alors modifiées pour
tenir compte de la faible épaisseur de la couche élastique ne se comportant pas comme un
demi-espace élastique. On peut aussi citer les travaux de PAO et al. (1971) dans le méme
esprit.

PAuL & HASHEMI (1981) ont modifié les intégrales d’influence d’une demi espace pour
tenir compte de contact conforme. Le reste de la résolution est ensuite basé sur le méme
esprit.

CHIU & HARTNETT (1987) ont travaillé sur le contact entre deux cylindres en appuyant
leurs calculs numériques non plus sur des intégrales d’influence sur un demi plan élastique
mais sur des développements en séries de Fourier des contraintes dans un cylindre soumis &
des pressions diamétralement opposées. Les travaux de DE MUL et al. (1986) sont dans le
meéme esprit.

De nombreux autres travaux se sont intéressés au effets de bord dus & la dimension finie
des corps en contact. Les travaux de KEER et al. (1984) ; AHMADI et al. (1983) sur 1’état
des contraintes dans un quart-espace ont permis en effet d’enrichir les intégrales d’influence
aux cas du contact de solides cylindriques de longueur finie.
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7 Reésultats complémentaires a la théorie de Hertz concer-
nant les comportements des matériaux des corps en
contact

Dans cette partie, notre attention se portera sur les travaux qui étendent les résultats
de la théorie de Hertz a d’autres lois de comportements en particulier les comportements
dissipatifs. L’introduction d’un comportement dissipatif matériel va donc permettre de défi-
nir un coefficient de restitution tenant compte du taux d’énergie dissipée pendant l'impact.
Le cas de la viscosité linéaire sera traité au § 7.1. Ensuite, les comportements plastique et
visco-plastique seront envisagés au § 7.2 et 7.3.

7.1 Extension du contact de Hertz au comportement viscoélastique
linéaire

Dans cette partie, nous considérons ’extension de la théorie de Hertz au matériau dont
le comportement est viscoélastique linéaire. On entend par viscoélasticité linéaire un com-
portement faisant intervenir les vitesses de déformations, ¢ et les vitesses de contraintes &
dans une relation de comportement linéaire. Ces comportements sont caractéristiques des
polymeéres. Le comportement mécanique des thermoplastiques en petites perturbations iso-
thermes entre donc dans ce type de matériau.

Dans un premier temps, nous allons rappeler les bases de la formulation des comporte-
ments viscoélastiques linéaires au § 7.1.1. Ensuite, nous passerons en revue les différentes
approches qui permettent d’étendre le contact de Hertz purement élastique au cas viscoélas-
tique au § 7.1.2. Enfin, nous résumerons au § 7.1.3 les principaux travaux qui ont permis de
donner une estimation du coefficient de restitution au cours de 'impact de deux solides en
contact initialement ponctuel et se développant suivant une ellipse.

7.1.1 Rappels sur le comportement viscoélastique linéaire

Deux principaux types de comportements viscoélastiques linéaires sont le plus souvent
rencontrés. Il s’agit du solide de Kelvin-Voigt, qui correspond d’un point de vue unidimen-
sionnel & un modéle rhéologique composé d’un amortisseur en paralléle avec un ressort et du
solide de Maxwell, qui correspond & un assemblage en série d’un ressort avec un amortisseur
(LEMAITRE & CHABOCHE, 1988). D’une maniére plus générale, un comportement visqueux
linéaire peut se mettre sous la forme de fonctions de fluage et de relaxation. Nous donnerons
quelques aspects de cette description & la fin de cette partie.

Le solide de Kelvin-Voigt (Assemblage paralléle) Les variables décrivant le compor-
tement du matériau sont naturellement la déformation € et la contrainte o. Pour définir la
puissance réversible (partie élastique) et la puissance dissipée par viscosité mise en jeu dans
le processus de déformation, il y a lieu de faire une partition de la contrainte en une partie
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“élastique”, o® et une partie anélastique, ¢'®. En considérant la déformation € que subit la
matériau on obtient la description suivante? :

oc=0"+o' (310)
e=¢e=¢x (311)

La puissance o® ® € est alors la puissance volumique réversible et ¢'® ® e la dissipation
intrinséque volumique. La théorie linéaire isotrope de viscosité s’obtient en considérant le
méme potentiel thermodynamique, ¥ que pour I’élasticité linéaire, et un potentiel de dis-
sipation semblable ¢, (quadratiques et défini-positifs) afin de définir une viscosité linéaire,
soit :

U= 2—1/)/\ [Tr(€)]* 4 2uTr (%) (312)
o= %A@A (Tr(E))? + 216, Tr(&) (313)
(314)

ot A et u sont les coefficient d’élasticité de Lamé, 0y et 6, les coeflicient des viscosité et p
la masse volumique.

De la méme maniére qu’en élasticité standard ces coefficients peuvent étre reliés & un
module d’Young visqueux équivalent E’ et & un coefficient de poisson visqueux équivalent, v’
ou bien alors un module de cisaillement visqueux équivalent G’ et un module de compression
hydrostatique équivalent K :

i ’
, vVE , E
=N=— 0, =y =——+ 315
AH}\ A (1 +I/I)(1 _21//)7 1% 12 H 2(1 +I/I) ( )
3N+ 2/ N
E = N/W’ Vo= m (316)
E E’ 3N + 24
r_ I K = = 317
= say T 3(1—20) 3 (317)

Les lois de comportements s’établissent & partir de ces deux potentiels de maniére usuelle :

o= p% (T) = XTr(e)1 + 2ue (318)
o® = % (o) = NTr(e)L+2u'é (319)

En sommant les deux contribution en contraintes, on aboutit 3 la loi de comportement

linéaire pour le solide de Kelvin-Voigt :

o=ATr(e) + 0\Tr(é)] 1+ 2u e + 6,€] (320)

9. On retrouve ici la notion de montage en paralléle des composants rhéologiques
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Le solide de Maxwell (Assemblage série) La formulation du solide linéaire de Maxwell

considére quant & lui une partition de la déformation totale € en une partie réversible €® et
une partie irréversible €'® associée 4 une contrainte o, soit 19

e=¢e"+¢€® (321)

o=oc"=0o" (322)

La loi d’état dérive du potentiel thermodynamique ¥ (e — €'®) et la loi complémentaire
du potentiel de dissipation dual ¢* (o), soit

0

0= o (e~ ) (323)
= o)) (324)

Afin de formuler explicitement le modéle de comportement, on considére généralement
le potentiel thermodynamique dual, U* suivant:

v (o) = 2ip (1 L2Tr(0%) - [Tr(a)]2> (325)

ce qui conduit & la loi d’état suivante :

= p(,% (9*(0)) = 70 E[Tr(a)]l (326)

De méme, la loi complémentaire est exprimée par un potentiel de dissipation quadratique
et défini positif:

1 /1+v 9 v 2
* = — T - — T 327
o= 5 (SpeTr(o) - g [T7(0)] (327)
ol 71 et 7 sont deux nouvelles constantes de viscosité.

En sommant les contributions en déformation on obtient la loi de comportement linéaire
du solide de Maxwell :

¢ 14};” [d+ Tﬂ - [Tr(d) + T:—i")} (328)

Le comportement du type Maxwell n’est généralement pas utilisé seul pour modéliser le
comportement des solides. C’est plutdt une loi de comportement de type fluide en ce sens
qu’il n’existe pas d’état d’équilibre & contrainte constante non nulle. Il est le plus souvent
utilisé en paralléle avec un ressort afin de former les modéles plus généraux.

10. On retrouve cette fois ci le montage en série
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Formulation fonctionnelle de la viscosité. Une troisiéme voie s’avére souvent plus
habile pour formuler les comportements visqueux. Il s’agit de la formulation fonctionnelle
sous forme de produit de convolution avec des fonctions de fluage et de relaxation.

Considérons a titre d’exemple la réponse unidimensionnelle d’un corps visqueux soumis
& un échelon de contraintes défini par

oc=o00H(t—T) (329)

ou H est la fonction de Heaviside et 7 est I'instant d’application de 1’échelon.
La réponse unidimensionnelle en déformation peut étre écrite sous la forme suivante :

e=J(t—T1)og (330)

Par définition, la fonction J est la fonction de fluage caractéristique de la viscosité uni-
dimensionnelle du corps. Dans le cas ou 'on considére une série d’échelons sous la forme
suivante :

n
U:ZUjH(t—Tj), (331)
j=1
la réponse du matériau peut tout aussi bien étre mis sous la forme suivante :

€ =

J

J(t—Tj)Uj, (332)
1

n

et d’'une maniére générale pour une solution continue o(7), on introduit la formulation
fonctionnelle du comportement sous la forme suivante:

n

e(t):/o It =m0 dr 437 5t~ ) (333)

En introduisant une dérivée et un produit de convolution au sens des distributions, cette
formulation peut se mettre sous la forme classique:
Do
ety =J Q@ — (334)
Dt
En considérant, désormais, une sollicitation sous forme d’échelons de déformations com-
binée avec une sollicitation en déformation réguliére, on peut écrire de maniére duale:

o) = [ Rie- 0T i+ 3R ) (335)
j=1

ou la fonction R est la fonction unidimensionnelle de relaxation du matériau visqueux. Cette
relation peut se mettre sous la forme d’un produit de convolution :
De

ot)=R® Dr (336)

RR n° 5401



86 Acary & Brogliato

Pour finir avec cette présentation fonctionnelle de la viscosité linéaire, on rappelle ’ex-
pression dans le cas général tridimensionnel isotrope :
Do DTr(o)

e=(J+K) 9= -K®

1
Dr Dr (337)

ou J est la fonction de fluage identifiée en traction et K la fonction de fluage en cisaille-
ment. De maniére duale, on peut exprimer le comportement de la contrainte sous la forme
tridimensionnelle isotrope :

Do DTr(e)

c=2M® —+L®

1 338
Dr Dr (338)

Ces formulations en convolutions sont souvent beaucoup plus faciles & manipuler d’un
point de vue pratique que les expressions analytiques présentée au paragraphes précédents.
Leur manipulation est souvent basée sur la transformée de Laplace qui se préte bien & ce
type de comportement.

7.1.2 Estimation de ’effort de contact da a la viscosité

L’extension du contact de Hertz pour un comportement viscoélastique d’un matériau
de Boltzmann a été entrepris par PA0O (1955) ; LEE & RADOK (1960), et TING (1966,
1968). En premier lieu, nous essaierons de donner au § 7.1.2 une vue didactique sur la
démarche généralement adoptée pour trouver les efforts au contact initialement ponctuel se
développant suivant une ellipse, entre deux solides viscoélastiques. Ensuite, on s’attachera
a résumer les résultats concernant le solide de type Kelvin-Voigt qui été le plus largement
traité dans la littérature. On donne enfin une analyse adimensionnelle qui permet de relier
les formes supposées des efforts visqueux au efforts élastiques.

Cadre général et Principe de Base La premiére tentative d’extension du probléme
de Boussinesq & un comportement visqueux linéaire est due & PAO (1955). Dans le méme
esprit, LEE & RADOK (1960) et TING (1966, 1968) ont poursuivis ces travaux en essayant
de les appliquer & tous matériaux dont la viscosité linéaire peut se formuler sous forme
fonctionnelle.

La démarche est relativement simple. Il s’agit de reprendre ’analyse de Boussinesq pré-
sentée en annexe A pour un matériau suivant la loi (337) ou (338). La grande similitude entre
la formulation élastique linéaire et la formulation d’un comportement viscoélastique linéaire
permet dans le cas quasi-statique de conduire de la méme facon les calculs, en remplacant
les constantes élastiques par leurs équivalents visqueux 't

Exemple de matériau de type Kelvin-Voigt L’analyse menée par Boussineq pour une
vitesse de déformation et donc des vitesses d’indentation, .1 et .o reliés & une pression

11. JouNsoN (1985) nomme cette démarche principe de LEE & Rapok (1960).

INRIA



Coefficients de restitution et efforts aux impacts. 87

due aux termes visqueux p;r méne aux résultats suivants:

. 1- Viz pf(57 ¢)
21 = dsd 339
iy = = [ 20 s (339)
En dérivant la contrainte géométrique (56) par rapport au temps on obtient la relation
suivante : ) (5.)
: . . Pir\S,
0 =1, 1= dsd 340
Ua1 +Ua1 = /S _— dsdg (340)
ol naturellement ) )
1 1—v 11—
= = (341)
E E] E}

Comme pour le contact de Hertz élastique, on peut montrer de la méme maniére que la
pression adéquate prend la forme suivante:

Pr(2,y) = % <1 - (5)2) - (342)

ce qui donne pour la vitesse d’indentation )

§ = mﬁjﬁ /S % (1 - (2)2>_éd;vdy (343)

En réalisant cette intégration, on obtient alors
P = 2aE"*§ = 2E*R2626 (344)

Cette extension a été réalisée pour des contacts entre sphéres. A priori, ce type d’approche
peut s’appliquer de la méme maniére & tout contact initialement ponctuel qui se développe
suivant une ellipse.

D’une maniére générale, I’analyse de Boussinesq pour un matériau viscoélastique linéaire
conduit & la force dissipative:

OPx(9) -
Pr=A 55( )5 (345)
ot 'on remplace dans ’expression de Pr les constantes élastiques par leurs équivalents

visqueux.

Cette relation reste valide si les hypothéses suivantes sont satisfaites :

— Le tenseur des contraintes réversibles or est linéaire par rapport aux déformations e
(élasticité linéaire)

— Le tenseur des contraintes irréversibles o,r est linéaire par rapport aux vitesses de
déformations é (viscosité linéaire)

— Les hypothéses supplémentaires & la théorie de Hertz qui permettent de considérer un
processus de déformation quasi-statique.
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Analyse adimensionnelle Afin de mieux comprendre et de généraliser les résultats précé-
dents, RAMIREZ et al. (1999) ont proposé de mener une analyse adimensionnelle du probléme
de contact colinéaire en partant des hypothéses suivantes sur les efforts de contact :

P = mDy6® (346)
Pr mDy6"6° (347)

Sous ces hypothéses, I’équation du mouvement, généralisant le cas purement élastique
traité au § 5.1 pour deux solides entrant en contact, peut s’écrire sous la forme suivante:

6+ D16% + Dy676° = 0 (348)

avec les conditions initiales .
0(0) =0, 4(0) = v (349)

ol vy est la vitesse relative entre les deux solides avant contact.

Afin d’adimensionner ’équation du mouvement (348), on introduit une longueur carac-
téristique d,,, qui correspond & 'indentation maximale dans le cas purement élastique. Cette
indentation maximale a été déduite au § 5.1 et peut étre retrouvée en posant que ’énergie
cinétique initiale avant impact doit étre égale & ’énergie élastique maximale emmagasinée
au cours de I'impact soit :

1 D, ,
§mu§ =m— 15m+1 (350)
Ce bilan énergétique conduit & I'estimation de 'indentation maximale suivante :
1 ﬁ 2
o+ * Ha
Om = | =——— e 351
(550) " (351)
La variable adimensionnée d’indentation sera alors
0
= — 352
R (352)

On choisit de plus un temps caractéristique 7 du mouvement afin de réaliser une adi-
mensionalisation en temps:

T=— (353)
On obtient alors les relations de dérivation suivantes :

de & &>z G-
-0 &r_Om 354
dr vy dr? 085 (354)

qui conduisent & une équation adimensionnée de mouvement :

a2z dz? 1+«
v o _
P + f(vo)x e + 5 ¢ 0 (355)
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a laquelle on ajoute les conditions initiales suivantes :

dz

=) =1 (356)

La fonction de la vitesse initiale f(vg) s’écrit alors sous la forme suivante :

1+y
o+ 1\ T+ 200=o) +8

vg) =D vy 1T 357
s =02 (550) s (357)
Afin de préciser la portée de cette adimensionnalisation, introduisons le coefficient de
restitution normal & I'impact e,. Dans cette configuration, les différentes définitions (New-
ton, Poisson, énergétique) de ce coefficient sont équivalentes et sont reliées & la variable

adimensionnelle de la maniére suivante :

dx

- (71) = —en (358)

ol 75 est le temps adimensionnel de fin de contact.

Il apparait clairement de I’écriture (355) que le coefficient de restitution dépend de la
vitesse d’impact vg par le seul intermédiaire de f(vg) ce que l'on peut écrire formellement
par:

en(vo) = en(f(v0)) (359)
Ce résultat nous conduit & analyser plusieurs cas:

— Indépendance du coefficient de restitution a la vitesse initiale d’impact. Cette hypothése
conduit immédiatement & la condition suivante sur les exposants :

2(v—a)+ B(1+a) =0 (360)

Pour 8 = 1, qui semble étre une valeur naturelle comme on I’a vu dans la partie
précédente, deux cas peuvent étre envisageés :

— Cas d’une force élastique linéaire (« = 1). On est donc conduit & une force
dissipative de la forme suivante:

Pr x 6 (361)

— Cas d’une force élastique de Hertz (o = 3/2). Dans ce cas, la force dissipative
s’écrit : L.
Prox 046 (362)

— Dépendance du coefficient de restitution a la vitesse initiale d’impact. Une application
simple de I'analyse de Boussinesq de la méme maniére qu’au § précédent conduit & la

force dissipative suivante :

OPx(5)
oty (363)

PlR:A
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Si cette relation est satisfaite, on obtient naturellement
B=1, vy=a-1 (364)

Dans le cas d’une force élastique de type Hertz (o = 3/2), on obtient alors une force
dissipative au contact de la forme suivante

P x 628 (365)
Ce qui peut s’écrire plus précisément comme

5 % % 1.
RR = 4—D1 DQ’UO 029 (366)

Cette relation conduit & un résultat intéressant du point de vue de la dépendance du
coefficient de restitution par rapport & la vitesse d’impact qui peut s’exprimer de la

maniére suivante : .
1\5
en = e <(D_1) D2v0°> (367)

7.1.3 Estimation du coefficient de restitution et application aux impacts

il

KuwaBARA & KONO (1987) ont été les premiers & appliquer la relation reliant 1’effort
visqueux & l’indentation pour déterminer le coefficient de restitution da a la dissipation
visqueuse dans les solides en contact. Ces résultats ont été complétés par les travaux de
HERTZSCH et al. (1995) ; BRILLIANTOV et al. (1996b) ; SCHWAGER & POSCHEL (1998) ;
RAMIREZ et al. (1999). Nous proposons ici d’en faire une synthése.

Intégration de I’équation du mouvement pour un impact entre deux sphéres
Dans cette partie, ’exemple, traité dans la partie 5.1 de deux sphéres impactant de maniére
colinéaire est repris. L’ajout des efforts de viscosité conduit & une nouvelle équation du
mouvement tenant compte des effets de viscosité linéaire des matériaux. En reprenant les
notations du § 7.1.2, ’équation du mouvement peut étre exprimée sous forme adimensionnée
de la maniére suivante pour deux sphéres:

d>x idx 5 3
a2 + f(vo)z2 s + 5= 0, (368)
a laquelle on ajoute les conditions initiales suivantes :
d
2(0) =0, 220 =1, (369)
dTt

la fonction de la vitesse initiale f(vg) s’écrivant sous la forme suivante :

f(vo) = D2 (4LD1> ’ UO% (370)

INRIA



Coefficients de restitution et efforts aux impacts. 91

On donne sur la figure 16 le résultat de ’intégration numérique de cette équation effectuée
sous Scilab dans la cas élastique (f(vp) = 0) et dans un cas viscoélastique (f(vg) = 1). On
peut remarquer sur la figure 16(a) que l'indentation est plus faible dans le cas viscoélastique
mais que le temps de contact est allongé.

Tl parait aussi important de remarquer sur la figure 16(c) que ’effort de contact prend des
valeurs négatives au cours du contact. Cette remarque n’est pas soulignée dans les travaux
déja cités. Elle est pourtant importante. Dans le cas d’un contact unilatéral standard, une
force de traction au contact est physiquement inacceptable si 'adhésion est nulle. 11 faut
donc a priori modifier cette intégration en imposant le décollement lorsque P s’annulle.
L’indentation résiduelle correspond alors & I’empreinte laissée sur le solide suite & 'impact.
Enfin, on peut noter sur cette figure que la viscosité a pour effet de diminuer I’effort global
au contact, laissant le cas élastique comme le plus sévére.

Enfin sur la figure 16(d), on donne I’hysterisis de viscosité qui met en évidence le travail
perdu au cours de 'indentation.
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FI1G. 16 — Evolution des grandeurs mécaniques
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x=10/0m

(d) Hysteresis de viscosité

au cours de l’'impact.
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Estimation analytique du coefficient de restitution Afin de donner un estimation
analytique du coefficient de restitution, il est nécessaire d’intégrer analytiquement ’équation
du mouvement adimensionnée (368). Pour cela, il est nécessaire de connaitre la vitesse
d’indentation & en fonction de la variable .

De la méme fagon que pour le contact élastique, il est intéressant d’intégrer par rapport
a la variable x une premiére fois afin de faire apparaitre I’énergie mécanique du systéme,
E(z):

d 1 .2 1 5 1,1 dE(i)
(= Z S = 1
da:(Zx —|—2x2) flug)x2a2 1 (371)
avec ) )
B(z) = 5i% + 53:% (372)
Le bilan énergétique pendant la phase de compression peut se mettre sous la forme suivante :
1 1
dE
/ dB@) 4 - —f(vo)/ 2247 da, (373)
0o dz 0

le membre de droit correspondant & I’énergie dissipée pendant le choc.
Dans le cas d’un choc élastique, la conservation de I’énergie permet de donner la vitesse
en fonction du déplacement sous la forme suivante (voir équation (123)):

i(r) =\/1—x? (374)

KuwaBARA & KoONO (1987) supposent que le mouvement en présence de viscosité faible,
c’est & dire pour des valeurs du coefficient de restitution proches de 1, est & peu prés identique
au mouvement dans le cas élastique, soit:

i(x) ~ £\/1— 23 (375)

Cette hypothése nous conduit alors & ’estimation suivante du coefficient de restitution :

1 1
2 —1= —4f(v0)/ 2237 dy ~ —4f(v0)/ \1—z322da (376)
0 0

Le facteur 4 devant l'intégrale provient du fait que le bilan énergétique (373) n’est écrit que
pour la phase de compression. La derniére intégrale est évaluée grace & une Beta-fonction
B, ou si l'on préfére une Gamma-fonction I' de la maniére suivante :

3
S Vmr (S) 2 (33
/ l—a222de = —>—>% =-B| -, - | =.5044549 (377)
A 21 57 \5'2

5T o

On aboutit alors & 'estimation suivante du coefficient de restitution:

en ~ 1 —1.009f(vo) (378)
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SCHWAGER & POSCHEL (1998) proposent d’améliorer cette estimation en relaxant 1’hy-
pothése sur le mouvement(équation (375)). Tout d’abord, pour la phase de compression,
l’approximation reste trés semblable & celle faite par KuwABARA & KONO (1987) & ceci prés
que 'indentation maximale en présence de viscosité est prise en compte x,,, Soit

Tm

s\ 2
(x) = 4/1— (—) . €0, 2] (379)
L’équation (373) est alors intégrée, ce qui aboutit a:

1 s 1 3 1 5 1
gl — = = —f(vo)x%/ \V1—2222de (380)
2 2 0

ol on a considéré la valeur suivante de ’énergie :

. Blan) =520) =5 (381)

S

1
E(xy,) = 3%

Pour la phase de restitution, ils introduisent la notion de “collision inverse”(sic). Cette no-
tion considére un modéle auxiliaire avec un amortissement négatif inverse de ’amortissement
du modéle standard, ce qui conduit & ’équation adimensionnée suivante :

d E(zx)
dx

1

= f(vo)z2i? (382)

Cette équation est intégrée pour obtenir un second bilan énergétique, complémentaire au
bilan (373), pendant la phase de restitution avec les conditions aux limites suivantes :

2(0) =0, #(0) = en (383)

La signification physique de ces conditions aux limites pour ce choc virtuel provient du fait
que l'on souhaite obtenir comme vitesse adimensionnée finale, la valeur du coefficient de
restitution e,,. Le mouvement est donc approché de la méme maniére que pendant la phase
de compression par :

#(z) ~ en 1—(%) € [T, 2] (384)

L’intégration du gain en énergie pendant cette “collision inverse” nous améne & I’équation
suivante sur le coefficient de restitution:

1 s 91 s ! 5 1
—z2 —er= =enf(vy)Td 1—z2x2de (385)
2 2 o

ot 'on a considéré que

Thy  E(om) = 5(0) = 5¢2 (386)
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En tenant compte des deux bilans d’énergie sur les phases de compression (380) et sur les
phases de restitution (386), on aboutit a I’équation suivante pour le coefficient de restitution :

en + 2f(vo)Ieh = 1 (387)

1
I:/ \V1—a232? do (388)
0

Deux méthodes ont été proposées pour résoudre cette équation de maniére analytique:
La premiére s’appuie sur un développement en série entiére (SCHWAGER & P OSCHEL, 1998)
qui nécessite un calcul numérique des coefficients, et la seconde sur un approximant de Padé
dont les coeflicients sont calculés analytiquement.

avec I l'intégrale suivante

Développement en série (SCHWAGER & POSCHEL, 1998)  Cette solution est basée

sur un développement en série par rapport & f(vo). Chaque coefficient étant ensuite calculé

numériquement. Naturellement, ce résultat est fort précis et converge avec 'ordre de la série.
A cet effet, une nouvelle vitesse caractéristique v est définie de la maniére suivante:

f(vo) = 2—11 (Z—a)l (389)

Une solution formelle de ’équation (387) peut étre mise sous la forme suivante :

(SIS

et =1+ 2f(o)I(1+2f(v)I(14..)%..) (390)
qui ne doit pas diverger pour v, — oo.
En réexprimant cette équation en fonction du rapport adimensionné de vitesse, on ob-

tient :
0o\ ? vo\ ? 0o\ ®
en=1—ay (—i) + as (—i) —as (—i) +ay... (391)

On est donc en présence d’un développement en série entiére dont les coefficients ont été
résolus numeériquement par SCHWAGER & POSCHEL (1998). Nous ne I’expliciterons pas ici
sachant qu’il est possible de donner une estimation directe du coefficient de restitution en
résolvant directement 1’équation (387) (Voir § suivant).

Approximant de Padé (RAMIREZ et al., 1999) La seconde que nous allons résumer
ici s’appuie sur un approximant de Padé. Comme le soulignent RAMIREZ et al. (1999),
ce développement a toutes les chances d’étre divergent pour v, — oco. C’est pourquoi ils
proposent d’utiliser un “1-4”approximant de Padé, qui donne bien les relations suivantes:

lim e, (vg) =1, lim e,(vo) =0 (392)

vo—0 Vo — 00
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Cette approximant de Padé s’exprime sous la forme suivante:

1
Vo \ °
. e (13)
B L 2 2 4
Vo \ ° Vo \ ° Vo \ ° Vo
1+ do <—*) + ds (—*) + dy (—*) +ds (—*>
Vo Vo Yo Yo

L’évaluation numérique des coefficients en fonction de I conduit aux résultats suivants:

(393)

dy = 2.5839
dy = 3.5839
ds = 3.9839
dy = 1.1487
ds = 0.3265

Validation numérique Afin de mieux comprendre les différentes estimations et hypo-
theéses associées qui ont été faites, on se propose dans cette partie de donner quelques
exemples numériques de comparaison réalisé sous Scilab.

Dans les simulations qui vont suivre, le facteur f(vo) a été choisi de la forme suivante :

flvo) = K g (394)

ol K est un paramétre dépendant des données matérielles.

Les résultats pour K = 0.2 et une échelle de vitesse variant de 0.1 & 10 m/s sont reportés
sur la figure 17.

On peut remarquer que, sur la figure 17(a) que I’évolution du coefficient de restitution
avec la vitesse est bien prédite par ’ensemble des estimations. Pour des vitesses faibles dans
notre cas, ou d’un maniére plus générale, lorsque le coefficient de restitution est proche de
1, ensemble de estimations permet une bonne approximation du coefficient de restitution
avec les vitesses.

Pour des valeurs plus éloignés de e,, = 1, seule la résolution numérique de 1’équation (387)
continue de donner des résultats satisfaisants. Il apparait que I’approximation du mouvement
fait par SCHWAGER & POSCHEL (1998) semble raisonnable d’un point de vue énergétique.
Le résultat au premier ordre de ( KUwABARA & KONO (1987) et I'approximant de Padé
sont, alors un peu moins précis.

Afin d’illustrer les différentes hypothéses faites sur le mouvement par les différents au-
teurs, on reporte sur la figure 17(b) les courbes représentants la vitesse adimensionnée & en
fonction de I'indentation adimensionnée, x.
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intégration numérique de l’équation (368) — (b) Estimation analytique de RAMIREZ et al.
FR999)¥hation (393)) — (c) Estimation analytique de KUWABARA & KoNo (1987) (équa-
tion (378) — (d) Résolution numérique de l’équation (387) correspondant au développement
en série de SCHWAGER & POSCHEL (1998)
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7.2 Extension du contact de Hertz au comportement plastique par-
fait

7.2.1 Contact de Hertz pour un corps élasto-plastique parfait

Dans cette partie, nous présentons les principaux développements qui étendent la théorie
de Hertz au contact élastoplastique. S’inspirant des travaux sur la croissance élastoplastique
d’une cavité sphérique sous pression interne (voir (HILL, 1950)), Bishop, Hill, & Mott (1945)
puis MARSH (1964) et JOHNSON (1970) proposent un modéle analytique de ’indentation
élastoplastique d’une sphére dans un plan basé sur 3 phases de déformations:

a) une phase élastique qui correspond 4 la solution de Hertz,

b) une phase élastoplastique ou 1’écoulement plastique est confiné sous la surface de
contact,

c) une derniére phase pleinement plastique ou ’écoulement atteint la surface libre et
s’étend ensuite au deld de la zone de contact

JOHNSON (1970) étend ces résultats & d’autres types d’indenteurs comme des cylindres,
des cones ou des diamants, puis propose la premiére expression d’un coefficient de restitution
dans son ouvrage (JOHNSON, 1985), qui fournit I’ordre de grandeur suivant :

1

(1—ep)oxy,? (395)

Afin de présenter les principaux éléments de ces travaux, nous commencerons par re-
prendre la théorie de hertz en élastique afin de déduire les contraintes dans un demi-plan.
Ces résultats nous permettrons de trouver la pression maximale pour laquelle un critére de
plasticité peut étre rempli (§ 7.2.2).

Nous présenterons ensuite le modéle basé sur trois phases de BISHOP et al. (1945) au
§ 7.2.3. Ensuite, nous donnerons une estimation du coefficient de restitution pour 'impact
entre deux sphéres dont le comportement est supposé étre élastoplastique. Enfin, nous es-
saierons de confronter ces résultats aux expériences numériques et de laboratoire qui peuvent
étre trouvées dans la littérature.

7.2.2 Contraintes dans le demi-espace

Cas des solides de révolution autour de I’axe z Dans le cas des solides de révolu-
tion les contraintes dans le demi-espace sont données par LOVE (1929). A la surface, les
contraintes sont données par les équations (592). On remarque que les contraintes radiales
sont en compression dans la zone de contact sauf sur le voisinage de la frontiére de la zone de
contact ol les contraintes sont en traction avec une valeur maximum de (1 — 2v)pg/3. Pour
des matériaux de type fragile, comme les verres ou les céramiques, cette remarque explique
les faciés de fracture sous indentation de Hertz.

Dans le cas des matériaux métalliques, suivant un comportement élastoplastique guidé
par un critére de Von Mises (J2-plasticité) ou par un critére de Tresca, ’analyse des contraintes
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montre que le critére est rempli en premier lieu le long de 'axe z (TIMOSHENKO & GOO-
DIER, 1951). Afin de préciser cette remarque, rappelons une forme standard du critére de
Von Mises :
1 ol

J2(0) = & [(01 = 02) + (02 — 093)° + (03 — 01)?] =k = go (396)
ol og est la contrainte d’écoulement unidirectionnelle en traction et k la contrainte d’écou-
lement en cisaillement et les o; sont naturellement les contraintes principales. Le critére de
Tresca peut se mettre sous forme équivalente :

max {|o1 — 02|, |o2 — o3|, |05 — 01|} =2k =09 (397)

Les contraintes le long de 1’axe z sont données par les équations (596), soit

-1
oy o9 2 a 1 22

I 2 gy (1——acta —)+— 142 398
Po Do 1+v) o™ n(z) 2( a2) (398)
o 2\ 7!

% _ —<1+—2> (399)
Po a

La grandeur critique pour ces critéres de plasticité choisi est la contrainte de cisaillement
suivante :

(1+v) (1 - garctan(g)) 43 ( + Z—z)l (400)

Or — 0, 09 — 0
27‘1 = = = —
po po

2

On donne sur la figure 18 le profil des contraintes en fonction de la profondeur adimensionnée
A = z/a. La dérivée de la contrainte de cisaillement en fonction de A\ peut s’exprimer :

0 ™ A 3\
E>Y @2n)=—-1+v) (arctan(/\) ~3 + e 1) R (401)

La solution de cette équation fournit donc la profondeur & laquelle le maximum en contrainte
de cisaillement est atteint. Son expression analytique en fonction de v ne semble pas triviale.
On donne sur la figure 19, le résultat de la résolution numérique sous Scilab ainsi que le
profil des contraintes en fonction de A.

Le maximum de contraintes de cisaillement est donc trouvé sous la surface de contact.
Afin de fixer les ordres de grandeur, pour v = 0.3, la profondeur ou J> est maximum vaut :

z

Amaz(v =0.3) = o= 0.4808645 (402)
pour une contrainte adimensionnée valant :
Tlmaz _ ().3100205 (403)

Po
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atteint \pa. en fonction de v
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Cela signifie que pour le critére de Von Mises comme pour le critére de Tresca la pression
moyenne & partir de laquelle le critére de plasticité est atteint vaut

g0

Po = (404)

B 2T1maz
soit pour v = 0.3
po = 1.61279660( (405)

On voit que la pression moyenne, p,,, est reliée par une constante géométrique adimen-
sionnée 4 la contrainte limite & I’écoulement. En tenant compte de ’équation, (78), on notera
dans la suite cette constante Cy soit 2 :

py = Cyog (406)

Cas de deux cylindres d’axes paralléles On envisage dans ce paragraphe le cas de
deux cylindres élastiques. Les contraintes sont données par les équations (675). De la méme
maniére, on peut montrer que les contraintes de cisaillement “principales” sont maximales
sur laxe z. D’aprés les équations (675), les contraintes sur 'axe z s’écrivent :

Or = —% [(a2 +22%)(a® + 22)77 — 22} (407)
0. = —poa(a®+2%)73 (408)

Ces contraintes sont des contraintes principales donc la contrainte de cisaillement s’écrit :

"= % (222 +2%)7%) (409)

soit de maniére adimensionnée :

TN N2(1+A2)2 (410)
Po

La dérivée par rapport & A donne donc:

3
i%:1_ 2A 4 A . (411)
po OA (1+2)2  (1+2%)2

Le maximum des contraintes est donc atteint indépendamment de v pour des valeurs calcu-
lées numériquement sous Scilab :

Amaz = 0.7861514, 71,100 = 0.3002831 (412)

On donne sur la figure 20 la distribution des contraintes adimensionnées en fonction de
A

12. L’indice Y se référe a “Yield”
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32

F1G. 20 — Distribution des contraintes adimensionnées en fonction de A
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Pour le critére de Tresca, on obtient donc une pression moyenne de surface & ’écoulement
plastique indépendant de v soit :

00

Po =
27 mazx

= 1.66509530¢ (413)

Pour le critére de Von Mises, la troisiéme direction principale de contraintes entre en jeu en
déformations planes. Cette troisiéme contrainte principale vaut :

o3 =v(o1 + 02) (414)

Sans entrer dans les détails du calcul du critére de Von Mises, on donne sur la figure 21
quelques valeurs de J2/po en fonction de la profondeur A. On donne sur la figure 22 la

0.40

J2/po

F1G. 21 — Evaluation de Ja/po en fonction \ pour différentes valeurs de v

profondeur 4 laquelle le maximum du critére est atteint ainsi que la valeur de ce maximum,
Jo/p, .. en fonction de v. Pour de valeurs de v inférieures & 0.195, on constate que ce
maximum est réalisé & la surface de contact. Pour des valeurs supérieures, le maximum est
une fonction lentement décroissante de v. A titre d’information, pour v = 0.3, le critére est
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réalisé pour la premiére fois pour:

Jo

Amaz = 0.7042916, — = 0.1036081, pg = 1.79366980 (415)
Po

Cas des profils généraux Le cas des profils généraux peut étre vu comme un cas inter-
meédiaire entre le cas de deux solides de révolution autour de 'axe z et deux cylindres d’axe
paralléle. On s’attend donc & voir évoluer la profondeur d’écoulement et la pression limite en
fonction de ’excentricité d’un cas vers 'autre. Sans entrer dans plus de détails, les résultats
obtenus par évaluation numérique des équations (617)(LUNDBERG & SJOVALL, 1958) sont
donnés dans le tableau 2.

b/a 0 02 | 04 | 06 | 08 | 1.0
2/b 0.785 | 0.745 | 0.665 | 0.590 | 0.530 | 0.480
(T1)maz/Po | 0.300 | 0.322 | 0.325 | 0.323 | 0.317 | 0.310

TAB. 2 — Caractéristique de ’écoulement plastique en fonction de ’excentricité

7.2.3 Modéle d’indentation élastoplastique en trois phases

Dans cette partie, nous allons présenter les principaux résultats concernant le modéle
d’indentation élastoplastique développé par BISHOP et al. (1945) puis par MARSH (1964) et
JOHNSON (1970).

Grandes lignes du modéle Comme nous ’avons déja exprimé, le modéle s’appuie sur
un processus de déformation en trois phases:
a) une phase élastique qui correspond & la solution de Hertz,
b) une phase élastoplastique ou l’écoulement plastique est confiné sous la surface de
contact,
c) une derniére phase pleinement plastique ou ’écoulement atteint la surface libre et
s’étend ensuite au dela de la zone de contact
A ces trois phases, le probléme de la décharge élastique sera envisagé afin de répondre au
probléme posé par les impacts.
L’ensemble des résultats qui vont suivre s’applique au probléme de contact initialement
ponctuel. On donnera en fin de paragraphe d’autres résultats dus & Lim & STRONGE (1998)
concernant le contact élastoplastique en déformations planes.

Phase de déformation élastique La phase de déformation élastique suit la théorie de
Hertz du contact. Comme on ’a vu dans le § précédent, elle prend fin lorsque qu’un critére
de plasticité est atteint dans le matériau. On note la pression moyenne lorsque ce critére est
atteint sous la forme suivante :

py = Cyoy (416)
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Pour cette valeur de pression, 'indentation dy et la charge Py peuvent se mettre sous
la forme suivante :
0 37\? /[ Cyoo\?
- = (= e (417)
R 4 E

P 3r\? [ C ?
7’/2 — (2T Y*UO) (418)
CyJQR 4 E
Afin d’estimer le coefficient énergétique de restitution, il nous sera aussi nécessaire de

connaitre ’énergie élastique stockée dans le matériau. Celle-ci peut s’écrire en fonction du
travail de la force élastique pendant cette phase:

W /R p(g’ 5 5y \ 2
— :/ PE'/R) /f)d N8 (v (419)
E*R 0 E*R R 15\ R
soit sous forme adimensionnée :
Wy o1 (37\" [ Cyoo\*
=\ = (420)
R°Cyoq 5 4 FE

Phase de déformation élastoplastique. Cette phase s’appuie sur I’hypothése que ’écou-
lement plastique reste confinée dans une zone, supposé sphérique sous la surface de contact.
On suppose alors que I’état des contraintes dans le matériau peur étre séparé en trois zones:
— Un cceur sphérique de rayon a sous la surface de contact ol les contraintes sont sup-
posées étre hydrostatiques de pression égale & p,
— une zone hemi-sphérique, comprise entre le rayon a et un rayon c ot ’on suppose que
le comportement est élastoplastique parfait,
— Une derniére zone pour des rayons supérieurs & c¢ ot I’on suppose que le comportement
reste élastique.
Dans la zone hemi-sphérique, les contraintes sont supposées égales & celles d’une phase
plastique dans un milieu élastique infini, soit d’aprés (HILL, 1950):

. 2
I = —21n(f)——, a<r<c (421)
0o T 3
(o) C 1
% _ 9] (—) s 422
oo . r + 3 (422)

Dans la zone élastique extérieure, les contraintes sont supposées de la forme suivante :

Zo- 2@ e (423)
O} 21
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A la limite du coeur hydrostatique, la pression hydrostatique est donnée par la compo-
sante radiale des contraintes pour r = a soit :

JEO :_%O:“):zln (2) +2/3 (425)

En supposant que la déformation plastique est incompressible, HILL (1950) obtient 1’évo-
lution du rayon de la zone élastoplastique en fonction du rayon de contact :

da o9 {3(1—1/)@2 2(1—21/)@}

aa _ 426

dec E* a® c (426)
La méme expression peut étre obtenue de maniére plus générale concernant le déplacement
radial dans la partie élastoplastique:

du(r) _ oo {3(1 —v)? 2(1— 21/)r:|

_ 9 427
de E” r2 c (427)
En supposant de plus, que la déformation du coeur est incompressible, la conservation

de son volume nous conduit &

2ra’du(a) = ma’ds = ﬂ'az%da (428)

En utilisant 1’équation (426) et I’équation de conservation du volume, on obtient une esti-
mation du rapport ¢/a suivante :

E*a

e = 6(1— ) (5)3 —4(1 - 2v) (429)

a

Si l'on suppose de plus que la déformation élastique de compression est négligeable,
le matériau peut alors étre considérée comme incompressible (v = 0.5). On obtient alors
Pestimation de ¢/a suivante :

1
c E*a \3
~ & 430
a ( 3Roy ) (430)
La pression dans le ceeur vaut suivant ces hypothéses:
D E*a
— =2/3[1+1 431
oo / [ th (3RO’0 ):| ( )

En théorie, cette pression supposée uniforme dans le cceur hydrostatique devrait étre
égale A la pression moyenne de contact p,,. Il se trouve que 1’état des contraintes sous la
surface de contact n’est pas réellement hydrostatique et, en réalité, se trouve proche de
I’écoulement plastique. JOHNSON (1970) propose plutot de relier la pression de contact a la
contrainte radiale surface, ce qui peut s’écrire ainsi:

200

Pm =P+ ? (432)
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soit

1;—’;1 —2/3 [2 +ln (:g:o)] (433)

En écrivant cette équation au début de I’écoulement pour la pression py et le rayon &
I’écoulement ay, on trouve la relation adimensionnée suivante :

Pm 2 a
— =14+—In( — 434
[2% 3Cy <6LY > (434)

Cette relation peut étre réécrite en fonction de la charge totale:

P a\’ 2 a

— = — 1+ — In| — 435

Py <aY) [ e n(aYﬂ (435)
Afin de relier la charge appliquée & l'indentation, le rayon de contact est calculé en

fonction de I'indentation grace & '’hypothése d’incompressibilité du cceur en négligeant une
fois de plus la déformation élastique. On obtient alors:

% -1 ((%)2 + 1) (436)

L’équation (434) peut alors s’écrire en fonction de 'indentation :

DPm 1 ) )
—=14—Mmh(2—-1 437
DY 3Cy ( dy (437)
et ’équation (435):
P ) 1 0
— =(2Z 1) |[1+—In(2> -1 4
Py (5Y ){+30Yn<5y )] (438)

Enfin pour cette phase il convient de calculer le travail réalisé par la charge au cours de
Iindentation. Sachant que Wy = 3/5Fy Jy, cela revient a calculer l'intégrale suivante :

W 5 [0/ /8 1 & o
2142 2= 1) |1+ ——m(2——1)|d[= 439
Wy +2/1 <6y )[ +3Cyn(6y ﬂ <5y) (439)

soit :
K—1+§ oL 20 4 2—1 +- L 20 4 21n 22 (440)
Wy 8 6Cy Sy 3Cy \ Sy Sy
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Phase de déformation pleinement plastique Cette phase correspond & l’expansion
de la zone plastique en dehors de la surface de contact. La pression moyenne p,, est alors
constante au cours de 'indentation. Afin de déterminer la valeur pour laquelle cette phase de
déformation débute, I’hypothése qui est traditionnellement faite est de considérer la matériau
comme rigide plastique parfait. L’élasticité est alors négligée complétement dans cette phase
de déformation.

L’analyse de l'indentation d’une sphére dans un demi-plan rigide plastique se révéle étre
ardue. D’aprés JOHNSON (1985), aucune solution analytique n’a été trouvée pour le contact
sans frottement, et ceci étant principalement da au fait que ’auto-similarité du probléme
est perdue. Pour des conditions d’adhérence parfaite, RICHMOND et al. (1974) proposent
une solution analytique basée sur la théorie de lignes de glissement(voir (HILL, 1950)). Les
valeurs de la pression moyenne pour laquelle I’écoulement pleinement plastique se produit
varie de 3.020¢ pour a/R = 0.07 & 2.950¢ pour a/R = 0.30. JOHNSON (1985) propose de
retenir une valeur autour de 3. On notera dans la suite cette valeur de la fagon suivante :

pp = Cpoo (441)

oll p, est la pression moyenne au début de la phase pleinement plastique.
Dans la phase élastoplastique, la pression moyenne est uniforme et reste constante. La
charge totale augmente donc avec la taille de la surface de contact :

F G (.6
— == (2— -1 F>F 442
- Cy(5Y ) > F, (442)

L’indentation est donnée par la méme relation que pour la phase précédente (équation (436))
et le travail de la force de contact est donné par:

6/8y 5
K:%+§/ id(_> (443)
Wy~ Wy 25 s By \dy

(@)-2)-(@)-2)]

Validations numériques et expérimentales Plusieurs investigations numériques par
éléments finis HARDY et al. (1971) FOLLANSBEE & G.B. (1984) TIMOTHY et al. (1987)
semblent justifier les principales hypothéses qui sont faites dans ce modéle analytique de
I’indentation élastoplastique en trois phases. Les travaux expérimentaux les plus fréquem-
ment cités sont ceux de TABOR (1951) et GOLDSMITH (1960). On donne sur les figures 23
4 27 la comparaison du modéle d’indentation présenté avec les résultats numériques et ex-
périmentaux.

On peut remarquer que le modéle d’indentation analytique prédit assez correctement
I’évolution des principales grandeurs mécaniques au cours de 'indentation élastoplastique et

soit :
Wo_W, 5,
Wy_ Y 2OY
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Fig. 6.14. Indentation of an elastic-plastic half-space by spheres and
cones. Small-dashed line - elastic: A cone, B sphere. Solid line - finite
elernents: C Hardy er al, (1971), D Follansbee & Sinclair (1984). Chain
line - cavity model: F cone, G sphere, Large-dashed line - rigid-plastic
(sphere), E Richmond er al. (1974). Experiments: cross - pyramids,
Marsh (1964), circle — spheres, Tabor (1951).

3‘ | —

Mean pressure g, /1
P

et

Elastic Elastic-plastic | Fully plastic

= L L O | l__‘l!.l_l_l_l_l

: ; i £
Non-dimensional strain ;:nﬁ or YRﬂ

Fi1aG. 23 — Variation de la pression moyenne de contact en fonction de la déformation adimen-
sionnée E*a/(ooR). Le modéle d’indentation en trois phases correspond au modéle nommé
“Cavity Model”. (d’aprés (JOHNSON, 1985))
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Fig. 6,15, Plastic indentation by a rigid sphere, subsurface stresses,

(A) frictionless, and (B) adhesive. (1) Finite elements, Follansbee &
Sinclair (1984). (2) Rigid-plastic punch, Shield (1955), Eason & Shield
(1960). (3) Cavity model, egs. (6.30) and (6.31).

i1 L8

FiG. 24 — Contraintes dans le demi-plan en régime pleinement plastique. Comparaison avec
un modéle rigide plastique. (d’aprés (JOHNSON, 1985))
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tig, .17, Penetration of a spherical indenter into an elastic-plastic half-
space. Solid line — penetration under load, Broken line - depth of
unloaded crater,

1o T T T T S P o Y | 1 T T
Loaded Unloadec i
Brass m f ';.-,.'f/
Brornze 4 & P _.'
-,
= Stee] L ]

L 2
2 _
e
A= S
100 = Eq. (6.45) —, =
E = 2 2
- - -
-
e g
. 12
- 107 — 3
0 0 £~ =}
e 2 B
- k: ]
:-] -

1|I1[|I I | II|.JI.I]___ 1 1 1E1
10 107 107
Indentation depth 818y

F1a. 25 — Charge totale appliquée en fonction de l’indentation. (d’aprés (JOHNSON, 1985))
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ceci en dépit des hypothéses assez fortes qui sont réalisées. En particulier, les hypothéses de
déformations incompressibles et le fait de considérer un régime rigide plastique ot ’élasticité
est négligé semblent étre assez légitimes.
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7.2.4 Estimation du coefficient de restitution en élastoplasticité

Dans cette partie, nous allons tacher de nous inspirer des travaux sur ’indentation élasto-
plastique afin de donner une estimation du coefficient de restitution. Pour cela, une derniére
phase reste & modéliser. Il s’agit du retour élastique pendant la phase de restitution. Cette
phase sera envisagée au § 7.2.4.

La premiére estimation du coefficient de restitution semble remonter & JOHNSON (1985).
Elle ne considére que deux étapes du modéle d’indentation analytique. La phase d’élastoplas-
ticité confinée n’est pas prise en compte. STRONGE (1995) propose le méme type d’approche
en calculant directement les énergies dissipées par le travail de la force de contact. Enfin,
STRONGE (2000) considére un modeéle tenant compte des trois phases. Nous exposerons dans
la suite les grandes lignes de ces estimations.

Phase de restitution — décharge élastique Une fois la période de compression termi-
née, une partie de ’énergie cinétique initiale relative a été soit stockée sous forme d’énergie
potentielle élastique soit dissipée par dissipation plastique. Dans la phase restitution, 1’éner-
gie élastique stockée donne lieu & une décharge élastique.

Pendant la décharge, la relation force/indentation est élastique. La principale hypothése
qui est faite est qu’elle suit une loi de Hertz élastique prenant en compte la modification
de la surface de contact due & ’empreinte plastique laissée par la compression. Le nouveau
rayon de courbure R est alors noté par:

ks ., Ri>0,R,>0
p_J) R+ R 44
R (445)
ﬁ Ry >R>o>0
Rl—RQ, 1 2

Le premier cas correspond & des surfaces, qui sont restées convexes aprés la déformation
plastique et le second cas correspond & une surface devenue concave.

On note 'indentation en fin de phase de compression ¢, et I'indentation qui a lieu au cours
de la restitution élastique est notée J,.. Du fait des déformations plastiques permanentes,
Iindentation finale, J; est donnée de la maniére suivante :

§p = 00— 6, (446)

Une hypothése est généralement faite pour caractériser I’indentation due & la restitution.
On suppose que 'indentation pendant la décharge élastique est géométriquement similaire
a celle qui a eu lieu pendant la charge élastique, soit :

dy o
R R (447)

La relation entre le rayon de contact et I'indentation élastique est donnée par I’équation
(66), soit pour dy et d, :

oy _ ay (448)
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En supposant qu’en fin de compression, on a la relation (436) ’indentation d. est reliée
au rayon a. de la maniére suivante :
0 a?

9l _ % (449)
by 7

ce qui peut étre réécrit grace a (448) sous la forme suivante:

50 az (Sy
e A 450

Enfin, pour déduire le rapport entre I'indentation §, et 'indentation au maximum de
compression ., on suppose que la variation du rayon de contact a, est égale au rayon de

contact en fin de compression a., ce qui donne :

R 5, 5, 3
i (2g - 1) (451)

Il peut étre intéressant de noter que cette relation de décharge élastique reste valable si I’on
décharge a partir de la phase de plasticité confinée.

Le travail de la force élastique qui contribue & la restitution est obtenu en intégrant la
résultante de contact élastique:

2

4 =1 3
F=2E"R(0-0y) (452)

sur l'intervalle de restitution d; < ¢ < 4.
Cette intégration conduit & un travail négatif, W,., qui peut étre exprimé sous la forme
suivante :

5T/R4E* 5N\ 3 3 B 3 5
Lfa:_/ AET (RN (0N (0N _ B ET (0" [0y (453)
UoR 0 3 (o1} R R R 15 (o1} 5y R

En utilisant la relation géométrique pour la décharge (447) et les expressions du travail
et de l'indentation & 1’écoulement plastique, on obtient :

by _ 0 _ (31)" (Cron\ Wy _ 8B (v} (454)
R R \ 4 E* ’ ooR®> 1500 \ R
On obtient ’expression du rapport entre le travail restitué W,. et le travail & 1’écoulement
plastique Wy :
3
W, 5\ 3. :
=) =—(2=2 -1 455
Wy <5Y> ( dy ) (459)

On donne sur la figure 26 I’évolution de la force pendant les différentes phases de com-
pressions plastiques et pendant la décharge. On peut remarquer en particulier que la phase
de plasticité confinée joue un role peu important sur la force de contact. Nous verrons que les
premiéres estimations du coefficient de restitution par JOHNSON (1985) et STRONGE (1995)
négligent cette phase de déformation.
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07—

g,
1

elgstic unloading

contact force and mean pressure
=)

E

B
100

=

F e,
10‘1".__1.”' | i1 J,"" Lo
107 g9 10 102

indentation

Figure 6.5. Indentation force as a function of indentation for contact of clastoplastic spher-
ical bodies. (Dashed line is for an elastic perfectly plastic approximation that neglects the
intermediate range of contained plastic deformation.]

F1G. 26 — Force de contact en fonction de l’indentation, d’aprés (STRONGE, 2000)
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7.2.5 Impact entre deux sphéres

Nous reprenons 'exemple de 'impact entre deux sphéres afin de donner les estimations
du coefficient de restitution qui peuvent étre trouvées dans la littérature. On reprendra les
notations du § 5.1.

Vitesse minimale pour avoir écoulement plastique La vitesse minimale Vy, pour

avoir écoulement plastique peut étre déduite de I’équation (118) pour une indentation maxi-

male 4, = dy :

16R: E* 5
5m Y

En tenant compte de l'expression de dy donnée & 1’équation (417), on obtient la vitesse

minimale pour avoir écoulement plastique:

1 BE* 5 5
V2 = 16R7E" (%) (ngo) (457)

Vi = (456)

15m

Pour une sphére de rayon R = 10mm en acier standard (E = 210Gpa,v = 0.3,p =
7000kg/m?3, 09 = 1000Mpa,Cy = 1.1 ), on obtient une vitesse minimale de 0.15m/s. Cela
correspond & une chute sous gravité de 1.1mm. Ces résultats qui peuvent paraitre étonnants
ont pourtant été validés expérimentalement par TABOR (1951).

Estimation du coefficient de restitution basée sur une seule phase de déformation
pleinement plastique JOHNSON (1985) propose une estimation du coefficient basée sur
une seule phase de déformation pleinement plastique. Il suppose que l’indentation totale est
donnée par la relation suivante :

a2

T 2R
et la pression moyenne pendant le contact est égale & p, pendant tout le contact, puisque la
contrainte surfacique est a I’écoulement. Jusqu’a l'instant de compression maximum, I’éner-
gie cinétique relative est absorbée par la travail de la résultante de contact:

5 (458)

1 de ac
§mV2 =W, = /0 Pds = /0 7Ta2pp% da = Waif—; (459)

Pour la phase de restitution, le rebond est supposé élastique et le travail de la force
élastique est restitué en énergie cinétique. Si V; est la vitesse aprés impact, on obtient la
relation suivante pour le travail de la force élastique:

_ 3R 3 550
" 10a.E* 100 °E*

1
5mvf2 =-W, (460)
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On obtient alors ’expression du coefficient de restitution suivante :

4% 3ridi P

2 T P 2

= — = 461
€n W, 10 (E*) ppR3 (461)

Estimation du coefficient basée sur une phase élastique et une phase pleinement
plastique STRONGE (1995) propose de tenir compte de la phase de chargement élastique
suivie d’une phase pleinement plastique. L’indentation & I’écoulement et la travail de cette
indentation sont donc donnés en fonction de la constante C,, (au lieu de 1’équation (454) ):

2 2 * 3
O _(3m)"(Geon)T o Wy 8 BT 0y (462)
R 4 E ooR 15090 \ R
soit . .
2
-2 (2) ()
ConR ) 4 FE

Pendant la phase pleinement plastique, les hypothéses sur I'indentation en fonction du
rayon de contact restent inchangées. On a donc toujours ’équation (436) que ’on peut
mettre sous la forme:

) (5y CL2
—=—+4+—=, 0>6 464
R~ 2R 2R? v (464)
La résultante de contact pendant cette phase peut s’exprimer de la maniére suivante:
P 20 Oy
e — . 465
CpooR? ( R R > (465)

et par conséquent le travail pendant la compression plastique s’exprime sous la forme sui-
vante :
1474 Wy 52 oy
= 7T —_—— —
OpUQR2 OpUQR2 R2 R2
Au maximum de la compression (§ = d.), le travail effectué par la résultante normale vaut :

W, 5(6% 6,
=14 (<< 467
Wy +2<5§ 5y> (467)

(466)

Pour la décharge élastique, la méme analyse qu’au § 7.2.4 est menée. On obtient alors:

W, 5\ ° 5. 3
= () =—(2=¢ -1 4
Wy <5Y> ( oy > (468)
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Grace aux équations (467) et (468), il devient possible de donner une estimation du
coefficient énergétique de restitution:

3
W, Wy /(8Wy 3\1
2 r Y Y
= — = — - - 4
T TwW, T WL (5 W, 5) (469)
avec 9
W, 5 mV (470)

Wy 4m 37/ (Cpoo/E*) Cpoo R

Estimation du coefficient a partir du modéle d’indentation a trois phases. STRONGE
(2000) propose d’affiner lestimation du coeflicient de restitution en tenant compte des trois
phases su modéle d’indentation présentée dans la partie précédente. Cette estimation s’ap-
puie toujours sur l’équation (469) mais ou le rapport Wy /W, est estimé a partir de (444)
ou de (440). STRONGE (2000) ne donne pas plus de détails sur cette estimation.

Validation expérimentale. JOHNSON (1985) propose une comparaison entre le résultat
(461) et des tests expérimentaux menés par GOLDSMITH (1960). On donne sur la figure 27
Iillustration de ces tests. On peut remarquer que toutes les estimations proposent une dé-

Fig. 11.11. Measurements of the coefficient of restitution of a steel ball
on blocks of various materials (from Goldsmith, 1960). Cross ~ hard
bronze; circle - brass; triangle ~ lead. Lines of slope —3.

LY

=

E ° +\\
‘-6 \\
5

S

0.1 e e
0.1 1.0 10

Velocity of impact ¥(m/s)

Fic. 27 — Comparaison entre des mesures de coefficient de restitution et des lignes de pentes
1

4

pendance du coefficient de restitution avec la vitesse initiale d’impact sous la forme:

1

(1—e,)xvy? (471)
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Cette tendance semble étre bien respectée en comparaison avec les travaux de GOLDSMITH
(1960). Nous devons tout de méme rester prudent sur ces comparaisons, puisque les études
expérimentales quasiment identiques de KUwABARA & KONO (1987) justifient leur modéle
pour un autre ordre de grandeur sur les mémes expériences .

Par contre, (JOHNSON, 1985) compare seulement la pente de ces droites et ne donne pas
de renseignements directs sur les ordonnées & lorigine de ces droites. Cependant, il note
que si la tendance générale est respectée, les valeurs mesurées du coefficient de restitution
sont sensiblement plus basses. Une explication est donnée sur la base des travaux de TA-
BOR (1951) sur la dureté dynamique des matériaux métalliques. Du maniére générale, la
limite élastique oy des matériaux métalliques est sensible & la vitesse de sollicitations. La
conséquence principale de cette remarque est que la pression moyenne pendant 'impact est
légérement, supérieure & celle prévue en quasi-statique.

TABOR (1951) introduit de maniére conjointe a la notion de dureté dynamique, la pression
moyenne dynamique de contact ps. Au lieu de supposer la condition géométrique (458), il
suppose que ’énergie dissipée par plasticité W, — W, est donnée par ’équation suivante:

W, — W, = pav, (472)

ol v, est le volume résiduel de 'empreinte aprés impact. Cette hypothése modifie ’équation
(459) de la maniére suivante:

1 3 Dd

-m(V? — —V?) = pgv, = ma’ = 473

Sm(V? = SVE) = pav, = ma2 14 (473)
ou V est toujours donnée par I’équation (460). Cette modification abaisse sensiblement le
coefficient de restitution pour des valeurs basses de la vitesse comprises entre 1 et 10 m/s.
Cependant, il existe toujours un certain décalage entre la théorie et les valeurs mesurées
principalement di & I’écrouissage des matériaux au cours de l'impact.

7.2.6 Impact entre un cylindre et un plan

LM & STRONGE (1998) proposent une estimation du coefficient de restitution pour
I'impact de deux cylindres en élastoplasticité. La principale difficulté & surmonter est le
manque de relation force/indentation pour des cylindres d’axes paralléles en élasticité. Afin
de contourner ce probléme, ils proposent une approximation de cette relation dans le cas
particulier d’un cylindre sur un plan d’épaisseur finie, et dans la gamme des indentations
avant écoulement. Cette approximation est justifiée par des calculs éléments finis. Ensuite,
la méme démarche que pour un contact initialement ponctuel est utilisée. Ils basent leurs
estimations sur un modéle de déformations en trois phases en déformations planes da &

JOHNSON (1970).

Phase de déformation élastique La relation de rigidité qui lie I'indentation ¢ & la
résultante des efforts de contact est donnée par:

5= ;E <21n(%d) - 1iy) (474)
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ou d est la profondeur d’un point de référence dans le demi-plan.
Afin de comprendre l'influence de d sur la relation (474) introduisons un paramétre
adimensionnel £ tel que d = ¢R. En utilisant la relation (103), nous pouvons réécrire (474)

sous la forme suivante:
P TER v
0= — |21 — 4
mE [ n<§ (1—V2)P> 1—1/] (475)

La pression de contact a ’écoulement est notée comme précédemment par py = Cyog.
La valeur standard de Cy pour le contact d’un cylindre sur un plan obéissant au critére de
Tresca est 3.0. La résultante de contact & I’écoulement est donc:

Py = ?)O'an (476)
En utilisant la valeur du rayon de contact par rapport & la charge imposée, on obtient :

Py 3ay _ 36(1—1*)og

= = 477
ooR R TE (477)
ce qui permet d’exprimer 'indentation adimensionnée :
0 P (600> 9 P TE v
-—=— | —= 1-— 2In¢ —In — + 21 — 478
R Py (WE> (=) |2 nPY+ n6(1—1/2)00 1-v (478)

A DPécoulement, cette derniére relation devient :

5_Y—(1_V2)<@>2[21ng+21n B ”] (479)
R TE 6(1—voy Ll—v

Ces deux derniéres équations permettent de relier une indentation adimensionnée §/dy
a la charge adimensionnée F'/Fy :

In (—P )
1) P P
— == |1- e (480)
dy Py TE v
2In€ + In 5 —
6(]. — Vv )O’Q 1—v

(Lim & STRONGE, 1998) font ’hypothése que pour des valeurs usuelles du rapport
E/og = 300 et en supposant que ¢ tend vers l'infini, cette équation peut étre approchée

par:
0 )

5yzg

Cette hypothése est validée par un calcul éléments finis.

(481)
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Phase de déformation élastoplastique confinée En réalisant la méme démarche que
JOHNSON (1970), la pression moyenne de contact est obtenue sous la forme suivante (relation
équivalente a ’équation (433)) :

Pm 2 4 Fa
—=-+|l1+In{—— 482
o) 3+ [ + n<37raoR)] (482)
ce qui peut se remettre sous la forme adimensionnée :
Pm 1 a
— =1+ ——F=In— 483
4% C’y\/§ ay (483)
La force de contact se déduit de cette expression grace a I’équation (476):
P a 1 a
—=— (14 ——=In —) 484
Py ay < CyV3  ay (484)

Comme pour le cas d’un contact initialement ponctuel, I'indentation est reliée au rayon

de contact par une relation géométrique:
o 14 a® — a3
Sy Sy R

En intégrant cette derniére relation dans I’équation (484), on obtient la relation force/indentation
pendant la phase de déformation élastoplastique confinée :

1
2 1 oyR [ ¢
L [—5YQR (i — 1) + 1} [1 + 1n< > (- - 1) + 1)] (486)
dy ay \dy 2Cy V3 ay \dy
Phase de déformation pleinement plastique La phase de déformation pleinement
plastique débute pour une valeur de la pression égale &:

Pp = Op ] (487)

(485)

ot C), prend des valeurs usuelles autour de 2.4. Cette valeur de pression moyenne reste
constante et conduit donc & ’estimation suivante sur la résultante de contact:

P _Ga
Py_Cyay

Suivant les mémes hypothéses que précédemment, 'indentation est reliée au rayon de
contact de la maniére suivante:

(488)

0 1
— =1+ ——=(a® - 24} 489
5y + SR (a ay) (489)
La relation entre la force de contact et I'indentation peut donc s’écrire:
1
P Cp [0yR [ 0 2
—:\/5—”{—(——1)+1} 490
Py Cy | a} \dy (490)
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Phase de décharge élastique La phase de décharge élastique est analysée de la méme
maniére que précédemment et conduit au résultat suivant :

M), acrcl
- 2
ORr £_1 _ Y P op
dy

La relation force indentation est obtenue grace & la relation de Hertz élastique simplifiée
(481).

Estimation du coefficient de restitution Le coefficient de restitution est obtenu en
calculant les travaux de la forces de contact sur les différentes phases. Ce calcul conduit a
une estimation du coefficient de restitution similaire a celui donné dans le cas d’un contact
initialement ponctuel.
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7.3 Extension du contact de Hertz au comportement viscoplastique

Si le comportement élastique plastique parfait peut sembler satisfaisant pour les aciers
sollicités & faible vitesse, il reste que de nombreux matériaux différent sensiblement concer-
nant leur comportement. La plupart des métaux exhibent par exemple de 1’écrouissage lors-
qu'’ils sont sollicités au deld de limite élastique. De méme, le comportement de nombreux
matériaux, en particulier les thermoplastiques est sensible & la vitesse de sollicitation.

Afin de répondre a ces différentes lois de comportements, HILL et al. (1989), HILL (1992)
ont proposé des approches analytiques du probléme d’indentation de Brinell pour des lois
de comportement puissance (écrouissage et viscosité). Ces développements ont débouché
récemment sur de nouvelles évaluations du coefficient de restitution pour ces matériaux
STORAKERS & LARSSON (2000).

7.3.1 Relation Force/Indentation pour un comportement en loi puissance

Loi de comportement puissance Une forme standard uniaxiale pour les comportements
en loi puissance peut étre donnée par:

N
o= opeM” (i> (492)
€0

ou M et N sont des exposants positifs, oy une paramétre matériel constitutif et éy une
vitesse de déformation de référence. Dans sa forme compléte, cette loi de comportement
représente un comportement visqueux ou un comportement de plasticité dépendant du taux
de déformation. Dans des formes dégénérées, on retrouve des lois de comportement plus
usuelles. Pour M = 0, la loi se réduit & de la viscosité de Norton-Hoff. Pour N = 0, on
retrouve de la plasticité avec écrouissage.

Sans entrer dans plus de détails sur ces lois, elles se généralisent dans un cadre tridimen-
sionnel en choisissant des potentiels duaux v et ¢, respectivement fonctions homogénes de
degré M + 1 et N + 1 tels que:

oY 0¢

La derniére condition de dualité impose aux exposants la relation suivante :

N +1
M+1=—— 494
1= (494)

Notion d’autosimilarité des solutions HILL et al. (1989) prouvent que les solutions du
probléme de Hertz standard (contact initialement ponctuel) possédent la propriété d’autosi-
milarité pour des lois d’écrouissage en puissance. La notion d’autosimilarité est une notion
compliquée. En quelques mots, elle permet de montrer que le probléme est invariant par un
changement d’échelle adéquat. Dans le probléme d’indentation des matériaux en lois puis-
sances, ce changement d’échelle permet de substituer 1’échelle de temps (qui correspond &
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un temps fictif d’un chargement quasi-statique) par une échelle spatiale. Le probléme d’in-
dentation par une surface développée en paraboloide d’'un demi-espace est alors remplacé
par le probléme d’indentation par un poingon plat ot la dimension du contact ne varie pas.

Ces changements d’échelle sont rendus possibles par le caractére homogéne des potentiels
duaux gouvernant les lois de comportement et par le caractére homogéne de la contrainte
géométrique appliquée sur le demi-espace. En particulier, pour des surfaces pouvant se dé-
velopper en paraboloide, la contrainte est homogéne d’ordre 2. Outre qu’ils permettent une
simplification du probléme, ces changements d’échelle font apparaitre de plus des constantes
universelles de ces problémes d’indentation. On peut penser par exemple aux constantes Cy
et C), qui ont été introduites précédemment. HILL et al. (1989) montrent en particulier que
I’expression

a2

" 52R
est invariante et que C3 ne dépend que des exposants de la loi puissance. Une bonne ap-
proximation pour Cs est la suivante :

Cy (495)

Cy = 1.45exp(—(M + N)) (496)

Pour plus de détails sur ces aspects d’autosimilarité, on renvoie au travaux suivants (HILL
et al., 1989 ; STORAKERS & P.-L., 1994 ; BrwA & STORAKERS, 1995 ; STORAKERS et al.,
1997)

Relation force/Indentation Un des résultats de cette analyse par changement d’échelle
est l’écriture d’une relation force/Indentation sous la forme suivante :

a

2R

5 =

= " [wor 0 5 ]N (497)

i = O'()Oé(N7 M) [ﬂM(M7 N) 602R

ou les fonctions «, By et By sont des fonctions uniquement dépendant des exposants M
et N qui peuvent étre déterminés expérimentalement. Pour de la plasticité avec écrouissage
(N = 0), ces constantes correspondent & celles que TABOR (1951) avait mis en évidence dans
ces expériences: o = 2.8 et By = 0.4.

A partir de simulations numériques, STORAKERS et al. (1997) propose Iestimation sui-
vante pour les fonctions «, By et Oy, qui semble étre une trés bonne approximation pour
les valeurs usuelles des exposants :

P a1M[ ¢ 1V
—5 =3(1+2N)oy [@} LOGR] (498)

Cette analyse qui a été mené dans un premier temps pour des indenteurs sphériques
rigides sur des plans déformables peut étre facilement généraliséed deux corps déformables

dont les lois de comportement possédent les mémes exposants. Il faut alors comprendre la
valeur oy comme une valeur équivalente sous la forme suivante :

1 1 1
= +
Ué/(M+N) O_i/(M—&-N) U;/(M-HV)

(499)
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ol 07 et oo caractérisent les deux matériaux.

7.3.2 Estimation du coefficient de restitution,

Travaux de (STORAKERS & LARSSON, 2000)

Afin de donner une estimation du coefficient de restitution, ’exemple de I'impact de deux
sphéres est repris dans ce paragraphe. L’équation (499) est réécrite en terme d’indentation
¢ sous la forme suivante :

5\ LM =N)2 § N
P = 400(2R)? (ﬁ) <é02R> (500)
avec
=31 M=No=N (] 4 oN)rCy PN/ (501)
L’équation du mouvement régissant I'impact peut donc se formuler de la sorte:
14+(M—N)2 s\ N
i+ Zoo(zr? (37 o (6.0‘; R) ~0 (502)

Une premiére intégration par rapport au temps donne:

52N 4 2(2 - N)’YUO(QR)17(M+N)/2 §2H(M=N)/2 _ yy2-N (503)
m(4+ M — N

De cette premiére intégration, on peut déduire comme dans le cas élastique I'indentation
maximum pendant 'impact, 6™ :

2
Ly MANN LTI M- N 2(2 - N)
TSI V N\i+M-N
67?’1:2 _— - 4
Rim 2R0y (ZRéo) (504)

L’évolution de la charge en fonction de I'incrément peut alors étre donnée en remplagant
la valeur de 0 donnée par (503) dans I’équation (500) soit :

N
2—-N M+ N
P 700 2Ry09 <ﬁ) 2—N
ra®  7Cy M+ N\ , 2R
dos-= ok
N
M—N M—-N15_N

X (%)T 1 (%)H 2 (505)
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Le temps de contact est fourni par simple intégration de ) par rapport ¢ soit :

1
(=gt fmr 22N/ 2R\ 2(2 - N)
0 2 R0 S
5/57774 dm
) /0 (1-— 5C2+(]W*N)/2)1/(27N) (506)

en utilisant I’équation (504), cette relation se simplifie de la sorte:

5m 6/86™ dz
t=737x /o (1 — 2T (M=N)/2)1/2=N) (507)

Comme en élasticité, le temps de contact & ’approche maximum (6/0™ = 1) peut alors
étre déduit en fonction des valeurs de la fonction I" (voir (BORODICH, 1993)):

2 1—-N
m r
14 4+ M- N M+ N

- (2—N)(4+M—N))

Dans le cas d’un contact plastique parfait (N = 0 et M = 0), on obtient pour le temps
de contact :

2 )
t=—t" in( —— 509
- arcsin <2th) (509)
et le temps de compression :
™m 2
t" = ——— 510
( 1202(70 2R) ( )

Afin d’estimer le coefficient de restitution, STORAKERS & LARSSON (2000) calculent le
travail dissipé par la résultante de contact dans le cas purement plastique N = 0, soit

W 2902R)° (6, T (511)
2+ M/2 \2R
Le modéle ne posséde pas d’élasticité instantanée, les auteurs proposent tout de méme
a partir de cet état de prendre en compte une décharge élastique de Hertz. Le travail de la
force élastique restitué en énergie est alors:

8 2 3
We = =2 (512)
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Pour de la plasticité parfaite, la pression p,, est supposée étre égale & 30 et le rayon en
fin de compression & a? = 3R6,,. Le travail de restitution élastique peut alors se mettre sous
la forme:

72V/302(R6,,) 2
W, = M (513)
E
et ’énergie dissipée:
9
W= §m0R5?n (514)
pour Cy = %
Le coefficient de restitution devient alors:
1
2 10V300 [ R7 (515)
TE* om

soit en remplagant d,, par son expression donnée par ’équation (504) dans la cas plastique
parfait :

e (516)

1
2 _ 16V30y (9mooR**
TE* mv?

7.3.3 Commentaires et validation des résultats

On voit que STORAKERS & LARSSON (2000) proposent un modéle d’indentation pour
des matériaux & comportement de type loi puissance. Ce modéle permet de relier la force
de contact P a l'indentation  dans un cas assez général. De méme, 1’étude de 'impact est
menée dans un cadre assez général pour ces matériaux. Malheureusement, seul le coefficient
de restitution en plasticité parfaite est dégagé.

Cependant, les auteurs comparent leur estimation avec celle donnée par JOHNSON (1985).
Ils constatent que si la tendance est la méme (pente -1/4) la constante est par contre plus
basse et correspond mieux aux essais de GOLDSMITH (1960). Ceci est di & l’absence de
relation géométrique liant I'indentation au rayon de contact interdisant au matériau de se
déformer fortement autour du contact.
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8 Principales conclusions

L’estimation analytique des efforts de contact et du coefficient de restitution aux impacts
se révéle étre un probléme délicat. Deux principales voies se dégagent, tout de méme, de la
littérature.

La premiére consiste & postuler, a priori, un modéle rhéologique unidimensionnel de com-
portement capable de simuler les efforts de contact entre deux solides. Ces modéles possédent
I’avantage d’étre facile & manipuler mathématiquement et permettent donc des estimations
analytiques des efforts et du coefficient de restitution. Toutefois, ces modéles se révélent le
plus souvent trés éloignés de la physique des phénoménes dissipatifs qui se produisent au
contact. Ils sont généralement construits indépendamment des lois de comportement maté-
riel des solides et de la géométrie des corps en contact. Ils nécessitent donc une confrontation
a Pexpérience afin de les calibrer pour chaque cas particulier d’impact que 'on envisage.

Une seconde voie consiste & construire un modéle unidimensionnel sur des considérations
de mécanique des milieux continus. Le comportement des matériaux et la géométrie des
corps en contact sont alors pris en compte & travers la résolution d’un probléme de contact
entre deux corps déformables. L’inconvénient principal de cette approche est qu’il est difficile
de trouver des solutions analytiques au probléme de contact entre deux corps déformables.
Toutefois, deux théories fournissent tout de méme quelques résultats analytiques, moyennant
certaines hypothéses restrictives: le théorie de HERTZ (1882) et la théorie de CATTANEO
(1938)-MINDLIN (1949).

La théorie de HERTZ (1882) permet de prédire les efforts de contact, les contraintes et
les déformations dans le voisinage du contact et la géométrie de la surface de contact, en
fonction de la résultante de contact pour deux corps élastiques isotropes dont les surfaces
de contact sont réguliéres, non conformes et peuvent se développer en paraboloides. Deux
principaux cas émergent de la théorie de Hertz. Le premier cas est le cas d’un contact
initialement ponctuel qui se développe suivant une ellipse. Dans ce cas, il est possible de
donner une relation explicite entre la résultante de contact et I'indentation indépendamment
des conditions aux limites appliquées sur chaque corps. Cette relation est indispensable pour
évaluer les efforts de contact pendant I’impact. Dans le second cas d’un contact initialement
linéique se développant suivant un bande de contact de longueur infinie, il n’est plus possible
de trouver cette relation indépendamment de la géométrie globale de chaque corps et des
conditions aux limites qui leur sont appliquées. Pour certaines conditions aux limites et
certaines géomeétries, cette relation peut, tout de méme, étre déduite analytiquement. Cela
est possible lorsqu’une solution analytique du probléme quasi-statique, ot chaque corps en
contact est soumis & une force concentrée, peut étre déterminée. Cela suppose en particulier
que les forces de contact et les réactions aux conditions aux limites soient, équilibrées. Le cas
de 'impact entre deux corps en vols libres ne peut donc pas étre traité.

Concernant l'estimation du coefficient de restitution, ’hypothése d’un comportement
élastique des corps en contact est une hypothése restrictive qui aboutit & des résultats tri-
viaux. Cependant, certaines extensions du contact de Hertz initialement ponctuel peuvent
étre trouvées pour des comportements dissipatifs tels que la viscosité linéaire, la plasticité
parfaite ou encore la viscoplasticité. La plupart de ces extensions ont été réalisées pour ré-
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soudre analytiquement les problémes d’essais de dureté par indentation. Pour des géométries
entrant dans le cadre standard de Hertz, les estimations du coefficient de restitution et des
efforts semblent corroborer, au moins qualitativement, les expériences de laboratoire. La
question qui reste & résoudre est: Quel est le phénoméne dissipatif prépondérant lors d’un
impact entre deux matériaux donnés? Pour les thermoplastiques, il est communément admis
que la viscosité est le phénoméne dissipatif principal alors que pour les métaux, la plasticité
joue une role prépondérant.

D’une maniére générale, il semble illusoire de penser trouver des solutions analytiques
des efforts de contact pour des géométries quelconques. Le cas du probléme de Hertz reste un
cas particulier, ot la solution d’un probléme de contact en élasticité tridimensionnelle peut
étre exhibée de fagon analytique. Dans des cas plus généraux, I’emploi d’outils numériques
se révéle étre indispensable.
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A Probléme de Boussinesq et Cerruti

Le probléme de BOUSSINESQ (1885) et CERRUTI (1882) consiste & trouver le champ de
contraintes et de déformations dans un demi-espace élastique limité par une surface z = 0
et chargé par une pression, normale et tangente sur une une surface fermée de son plan
limite 13,

Une pression normale p(z,y) est appliquée sur le demi-espace, conjointement aux pres-
sions tangentielles ¢, (z,y) et gy(x,y), qui conduit & un état de contraintes tridimensionnel
que ’'on peut représenter par: 0,0y, 0z, Tay, Tyz, Tzz- UN cas particulier peut étre consi-
déré lorsque le chargement est axisymétrique autour de I’axe z. En coordonnées cylindriques
(r,0, z), les pressions p(r) et ¢(r) sont indépendantes de 6 et ¢(r) est dirigée suivant un rayon.
Les composantes des contraintes 7,9, 79, s’annulent alors et toutes les autres composantes
sont indépendantes de 6.

On trouvera une présentation compléte de la théorie générale des fonctions potentielles
dans les traités d’élasticité classique, voir par exemple (TIMOSHENKO & GOODIER, 1951) et
LovE (1952). Elles sont le plus souvent reliées aux théories des fonctions de Green pour les
équations aux dérivées partielles. Nous n’en donnerons ici que les principaux résultats utiles
au contact de Hertz.

A.1 Fonctions potentielles de Boussinesq et Cerruti

L’approche classique pour trouver les contraintes et les déplacements dans un demi-
espace élastique est due & BOUSSINESQ (1885) et CERRUTI (1882), qui ont utilisé la théorie
des potentiels.

Considérons un point courant C' de la surface chargée, S, repéré par ses coordonnées (£, )
et un point courant du demi-espace A repéré par ses coordonnées cartésiennes (z,y, z). La
distance entre C' et A peut étre définie de la maniére suivante:

CA=p=[(¢—a)+(n—y)?*+2"? (517)
On introduit les fonctions qui satisfont les équations de Laplace sur le demi-espace:
Fws) = [ alenp)dsr (518)
Gilan2) = [ a(em0z.p)dedn (519)
Mi(ep2) = [ plen)9z.p)den (520)
ou
Q(z,p) =zIn(p+2) —p (521)

13. Le fait que la surface de chargement soit fermée permet de considérer que les contraintes s’annulent &
I’infini Nous verrons dans ’annexe B qu’un cas particulier de surface infinie peut étre envisagée. Il s’agit du
cas limite bidimensionnel ou la surface peut étre une bande de longueur infinie. L’hypothése de déformations
planes permet alors de fermer le probléme.
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Définissons maintenant les potentiels suivants :

Flogs) = 2802 [ g connlp -+ 2 deay (522)
G(z,y,2) = % = /qué“nlanrZ)dfdn (523)
H(x,y,2) = % = /Spfnlnp+2)d§dn (524)
I %4‘68—(;14'% (525)
Y = g—i+%+%—f, (526)

On peut montrer, en reformulant les équations d’élasticité en déplacement en fonction
des potentiels que l'on vient de définir (voir (LOVE, 1952)), que les déplacements dans le
demi-espace élastique sont régis par les équations suivantes:

B 1 oF O0H oY oY
uwe(@y.2) = 5‘%*2%"5J (527)
L [06 0B o o
uy(@,9,2) = e 2 0z Oy v y 8y} (528)
1 [oH i
uz(irvya Z) - ArG _5 + (1 - 21/)¢ - ZE] (529)
(530)

Ces expressions décroissent comme (1/p) & grande distance de la surface chargée. Elles re-
présentent donc les déplacements élastiques proches du chargement. A plus grande distance,
le demi-espace est donc supposé immobile.
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Les contraintes dans le demi-espace peuvent alors étre déduites de la loi de comportement
d’élasticité linéaire isotrope écrite en déplacement :

Ox

Oy

TZI

Cas particulier d’une simple pression normale

2vG3

1-2v
2vG3

1-2v
2vG

1—2v
[ Ouy
L Oy
[ Ouy
K3
[ Ou,
| Oz

G

G

G

[Ouy  Ouy
|0z Oy
[Ouy  Ouy
[0z Oy
[Ouy  Ouy
2
duy |
O |
ou, |
dy |
Ouy, |
0z |

normale est appliquée, on a les potentiels suivants:

ou, |
0z |
ou |
0z |
Ou, |
0z |

+2G

Ouy
ox

(531)
(532)
(533)
(534)
(535)

(536)

Dans le cas ou seule une pression

F=F=G=G1=0 (537)
d’ou
OH
o= et = [ e G+ dan (539)
OH  0Y1 1
vo= G =G [ pen dean, (539)
1 On oY
e 4rG {(1 2v) Ox +28m )] (540)
1 o o
Uy e {(1 2v) 9 + Z&y )] (541)
1 o
En se rappelant que les potentiels v et 11 vérifient I’équation de Laplace, i.e. ,
V) =0, V23 =0 (543)
et que la divergence est donnée par
ou ou ou 1—2v 0y
A=24 - 1Y £ = — 44
Ox + Oy 0z 2rG 0z’ (544)
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on obtient les contraintes en chaque point du solide en fonction des potentiels :

op = % :2u‘3—f - z% —(1-2v) %2;”;} (545)
oy = 5 :2ug—f - z% —(1—2v) 5;;21} (546)
o, = % g—f —z%] (547)
S TRy
- —%z gjgz (549)
re = —pe ;jgz (550)
Pour terminer, introduisons les conditions aux limites en force sur la surface S':

I A o

Les déplacements a la surface peuvent étre donnés en évaluant les équations (540)-(542) en
z=0:

_ o 1—2v (91,/)1

o ]
_ - 1-—2v &pl

Yy = 471G [ Jy L_o (553)
I 1—v

U, = oG [w]z:() (554)

Les équations (551) et (554) montrent que la pression normale ainsi que le déplacement
normal ne dépendent que de . Afin d’obtenir le déplacement normal, i.e., suivant z en
fonction de la pression, il s’agit donc d’évaluer ¥ en z = 0.

REMARQUE A.1
L’ensemble des équations précédentes fournissent une solution formelle concernant les contraintes
et les déformations en fonction des pressions imposées. Si ces pressions sont connues explici-
tement, on peut connaitre tout au moins formellement 1’ensemble des grandeurs mécaniques.
En pratique, les développements analytiques restent difficiles. De nombreux développements
ont néanmoins été réalisés dans des cas particuliers dont nous ne faisons pas état ici.

O
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A.2 Force normale concentrée sur un espace

On suppose dans cette partie que les contraintes sont produites par une force concentrée
a ’origine. La distance au point de chargement peut alors s’exprimer de la maniére suivante :

p=(2?+y*+22)2 (555)
et le chargement par
P [ stemdean (556)
Les potentiels de Boussinesq et Cerruti se réduisent alors 4:

H
b= N i Pin(pt2) (557)

z

OH P

= —=— 558
¥ 9 = 5 (558)

En utilisant les équations (540-542), on obtient les déplacements dans le demi-espace :

P jxz x
YT TG {pg =) T Z)} (560)
P [ 2(1-v)
Uy = nC [? + T:| (561)

Les contraintes sont données par les équations (545-550), soit :

0 = %[1;22” [(1—%) m2;y2+zp—ﬂ—3;—f] (562)
o= w0 e
- = —%Z—z (564)
T
N _%xp_f (566)
e - _%ypi; (567)

ou r? = 2% + 42
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Dans le cas d’une charge concentrée, il est clair que le probléme est axisymétrique. Il
peut donc étre avantageusement formulé en coordonnées cylindriques, soit :

o = g {(1 — ) (%2 - ;7) - 32—22} (568)
oy = —£(1—2y) (Tiz—p—;—p—zg> (569)
- = —%;—Z (570)
S _%%2 (571)

On obtient de la méme maniére les déplacements en coordonnées cylindriques :

P |rz p—z
= — |=-(1- 2
Uy e L’B (1-2v) p ] (572)
P 22 201 -v)
U, = G |:; + P :| ; (573)

ce qui donne & la surface du demi-espace:

1-2v P

77, = — 4
“ 4nG r (574)
_ 1—-vP

U, = el (575)

Au dela de l'intérét simple de ces équations pour le probléme d’une charge concentrée,
elles sont & la base de la résolution du probléme pour une charge distribuée, en considérant
cette charge distribuée comme une intégrale sur la surface de chargement de force élémen-
taire concentrée. A partir des équations (574)—(575), il devient possible de considérer les
déplacements d’un point courant B(z,y) de la surface et les contraintes en un point courant
A(z,y, z) du massif, pour des pressions de contact réparties p(x, y). Pour cela, on exprime la
pression en coordonnées cylindriques p(s, ¢) avec pour origine le point B de telle fagon que la
pression qui agit sur un élément dsd¢ de surface en C' soit équivalente & une force concentrée
ps dsde. Le déplacement du point B peut étre écrit a partir des équations (574)—(575) dans
lesquelles » = BC' = s. Le déplacement en B due & toute la pression répartie sur la surface

S est donc4:
L 1—1?

U, =
* TE S

Les contraintes en A sont ensuite déduites de l'intégration des équations (562)—(567).

p(s, ®) dsdo (576)

14. On rappelle que le module de cisaillement G est relié au module d’Young E par G = E/(2(1 + v)).
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A.3 Pression normale appliquée sur une surface circulaire

On envisage dans cette partie des solutions analytiques & la théorie des fonctions poten-
tielles exposée dans le § précédent et ceci en se donnant des formes analytiques simples pour
les pressions normales, p(s, ¢), et les surfaces de chargement, S.

A.3.1 Répartitions de pressions normales axisymétriques

Le probléme d’une pression appliquée sur une surface circulaire de rayon a d’un demi-
espace massif peut étre résolu analytiquement pour des pressions axisymétriques de la forme

suivante :
r2\"
p=m(1-5) (577)

Différents cas particuliers se distinguent dans le choix de 'exposant n :
e n = 0, distribution de pression uniforme,
e n = —1/2, distribution de pression qui correspond & une déplacement uniforme de la
surface en contact,
e n = 1/2, distribution de pression de Hertz.

Devant les difficultés techniques qu’engendre la résolution de ces problémes, nous rappel-
lerons ici seulement les principaux résultats pour une pression de Hertz. Pour le cas n = 0,
on renvoie & JOHNSON (1985) et & LOVE (1929). Le cas n = —1/2 qui peut étre rencontré
dans les problémes d’indentation par un poingon plat est traité par SNEDDON (1946).

A.3.2 Cas de la pression de Hertz

Déplacements a la surface du demi-espace Considérons & nouveau la solution du
probléme d’un demi-espace chargé par une pression répartie p sur un élément de surface
sdsde:

2
.= 20 [ (s, 6) dsds (578)
S

mE

Pour obtenir le déplacement en un point B(r,0) de la surface circulaire, il convient
d’intégrer la pression sur toute la surface de chargement. Cette intégration est illustrée a
la figure 29. Afin de réaliser ce calcul, on introduit un paramétrage adéquat de la surface
élémentaire située en C(s, ¢). Le rayon OC, de norme ¢ est relié aux autres variables de la

maniére suivante :
t? =12 + % + 2rscos(¢) (579)

Le pression au point C' peut alors étre exprimée de la maniére suivante :

pls.6) = 2(a® — 205 — )’ (580)

o =a® —r? B =rcos(¢). (581)
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F1G. 29 — Pression appliquée a une surface circulaire. Intégration du déplacement
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Le déplacement %, vaut donc:

1— 2 27 S1

0, = —2 BEJ/ d¢t/‘ (a® — 283s — s%)2 ds (582)
TE a Jo 0
ol s1 est la racine positive de
o —2Bs—5>=0 (583)
L’intégrale en s peut s’exprimer de la maniére suivante :

1 1 1

/ (a®—2Bs—s¥)2ds = —aB + —(a® + ?) T tan_l(g) (584)
0 2 2 2 e

Les termes (o et tan™!( ﬁ) s’annulant lors de l'intégration sur ¢, il reste:
e

1— 2 2m
uy(r) = w; %/ %(az—rz+r2cos2¢)%d¢
0
1—v? o 9 9
= —F E@a —7r?), r<a (585)

En ce qui concerne le déplacement tangent, on sait que la symétrie de révolution impose
que le déplacement tangent soit radial. En utilisant I’équation (574), le déplacement en B
due & une pression p sur la surface élémentaire dsd¢ en C' vaut :

(I-2v)(1+v)
2rE

soit en ne conservant que la partie radiale et en tenant compte du signe:

(I-2v)1+v)

pdsdg (586)

- 587
ok p cos ¢ dsdp (587)
En appliquant maintenant la pression totale, on obtient :
1—2v)(1 I 51

U (r) = #%/0 cos¢ d(b/o (a® —28s — 52)% ds (588)

En intégrant de la méme maniére que précédemment on obtient :

1-2v)(1 2 2

win) = -C2 0 -5y, r<a (589)

Si ’on considére un point B a 'extérieur de la surface chargée, on obtient de la méme
maniere :

1—1v2po 9 o\ . 1,0 90 a’ 1
_ _ Po N a a. . a S
U, (r) T 2g {(Za %) sin (r)+T 7“(1 r2)2 ) r>a (590)
B 1—20)(1+v)ad?
up(r) = -—E—————g%é—————z7;po, r>a (591)
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Contraintes dans le demi-espace Les contraintes a la surface peuvent facilement étre
déduites en calculant les déformations & partir des déplacements 4 la surface donnés par les
équations (585)-(589) et (590)-(591). On obtient pour un point de la surface chargée :

Z_; N %Z_z <1 - (1 - 2_2)3/2> - (1= Z—Z)”Q (592)
ZTG) - _1_3—2”%2 (1 - <1 - ;)3/2> —2v(1 — 2—2)1/2 (593)
i (1 - Z_z)m (594)
et pour un point a l'extérieur de la surface chargée:
Z_; B % == 2”)572 (595)

La contrainte radiale est donc une contrainte de traction en dehors du cercle qui atteint
sa valeur maximum au rayon r = a.

Les contraintes dans tout le demi-espace peuvent étre trouvées en intégrant les équations
(568)-(571) de la méme maniére que pour les déplacements. Donnons simplement ici les
contraintes le long de I'axe z, qui nous seront utiles pour évaluer les critéres de plasticité :

-1

2
Or g9 z, 4,0 1 z
Zo— B4 (1= Ztan (D)) + 5 1+—> 596
T 2 ) (- T (3) g (145 (590)
o 22\ 7
% _ —(1+—2> (597)
Po a

A.4 Pression normale appliquée sur une surface elliptique

En considérant que le cercle est un cas particulier d’ellipse, on peut considérer de la
méme maniére une forme générique pour la pression sous la forme suivante :

e =m (1 (5) = (2)") (599

appliquée sur une surface elliptique de la forme suivante:

(&) - e

a

La méme démarche est appliquée que précédemment pour le potentiel déduit de I’équa-

tion (539) : .
v = [m(1=(5) = (3)) o asan (600)
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avec )
p=1E—2)°+(n—y)?*+2%2 (601)

Le déplacement normal & la surface chargée est donné par 1’équation (554) soit :

1—-v
U, = - 602
s = s ¥, (602)
La solution générale de I'intégrale (600) peut étre écrit sous la forme suivante :
1 :
I(n+ 1)1"(5) o0 22 % L2\ "tz dw
1/1(9573/,2) = 73]90“) 1- P} - b2 - E 5 5 1
I‘(n—|—§) A1 a’tw tw ((a® +w)(b” + w)w) >
(603)
ou I désigne une fonction gamma et \; est la racine positive de I’équation cubique suivante :
2 2 2
S (604)

Ce paramétre \; peut étre interprété géométriquement comme le parameétre d’une ellip-
soide de méme focale que la surface elliptique et qui passe par le point (z,y, z). Pour trouver
la valeur de ¥ sur la surface, l'intégrale doit alors étre exprimée pour \; = 0.

1
A.4.1 Cas d’un déplacement uniforme, n = ~5

1
Le potentiel ¥ vaut pour n = —3 :

e dw

M (@ +w) (b + w)w)%

Y(z,y, 2) = mpoab (605)

soit sur la surface en 2 = 0:

& dw
vl 0) = Wpoab/o (a2 + w) (B + w)w)

L’intégrale qui doit étre estimée est indépendante de x et y. Sa valeur est seulement
fonction de Pexcentricité de lellipse ¢ = (1 — (b/a)?)2. En effectuant le changement de
variable suivant: w = b2.¢2 , dw/w% = 2bdt, l'intégrale peut étre réexprimée de la fagon
suivante :

(606)

[

° dw 2 [ dw
T = ;i (607)
/0 ((0® +w)(0* + ww) ? a/O (L + )1 +1%)?
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avec k = b/a le rapport des demi-axes. En effectuant un nouveau changement de variable,
t = tan ¢ soit dt = d¢/ cos? ¢, la seconde intégrale peut s’exprimer en fonction de I’intégrale
elliptique compléte du premier ordre:

[ e
0 ((1+k2t2 1-|-t2 2 \/1 — k2)sin? ¢ 1—e2sin ¢

Le déplacement généré a la surface est donc déduit grace a ’équation (602):

(608)

2

1 —
@, = E” 2p0bK (€) (609)

1
A.4.2 Cas de la pression de Hertz, n = 3

Déplacement a la surface du demi-espace Dans ce cas le potentiel s’exprime sous la
forme suivante:

1 fe%e] 2 2 2 d
W(z,y,2) = Smpoab / (1 L Z—) - - (610)
2 AL a“+w b 4w w ((a2+w)(b2+w)w)2

et pour un point de la surface:

2 dw
Y(2,y,0) = —Wpoab/ ( bgy ) . (611)
a4+ w +w ((a2+w)(b2+w)w)2
Le déplacement & la surface peut donc étre écrit sous la forme suivante :
1— 2
i, = WE” (L — M2? — Ny?) (612)
avec
e d b
M o= TPood / < - = 2% (K(e) - E(c)) (613)
2 Jo ((a® +w)*(b* +w)w)* €4
o) 2
N - Toab dw b (O gy K (e) (614)
2 2 3, \3% 262 \ b?
0 ((@®+w)b* +w)w)? €0
b [ d
L = P / < - = mpobK (e) (615)
2 Jo ((a® +w)(b* + w)w) 2

L’intégrale E(e) est 'intégrale elliptique compléte du second ordre définie de la maniére

suivante : /2
:/ \/1—e2sin® pdo (616)
0
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Contraintes dans le demi-espace Trouver les contraintes dans le demi-espace n’est pas
une chose facile. Tout d’abord, il faut étre en mesure de déterminer A\; qui est une racine d’un
polynéme d’ordre 3. De plus, pour certaines composantes de la contrainte, il faut déterminer
le potentiel U3 = [ W dz.

Ces difficultés sont moindres si ’on cherche les contraintes sur ’axe z. En effet, \; = z
et lintégration de ¥ par rapport & z est plus simple. Sans donner les détails calculatoires,
on obtient sur ’axe z les contraintes suivantes :

2

% - %(QI + Q) (617)

% _ %my o8 (618)

;_; - _%%TQ (619)

0 = S0-T)+UFG.0) - B(6,e) (620)
o = 10 (B0 - Flo0) (621)
0, = ti T (B0 - Fo0) (622
Q; = —1+T+((F(¢,e) — E(¢,¢)) (623)
T = <%>_ <=§=cot¢ (624)

Les valeurs des intégrales elliptiques F'(¢,¢) et E(¢,e) sont tabulées et en choisissant
certaines de leurs valeurs particuliéres, il est possible de donner des expressions explicites
des contraintes pour des points précis. On rappelle ici la définition des intégrales elliptiques
de premier et de second ordre :

$ do
F.e)= | N
B, = [\ oao (626)
REMARQUE A.2

Si il est possible de considérer que le cas d’une pression appliquée sur une bande de largeur
donnée comme un cas dégénéré d’une surface elliptique avec un demi-rayon infini, nous
verrons dans I’annexe B qu’il est beaucoup plus facile d’envisager le probléme bidimensionnel
en contraintes planes ou en déformations planes.

(625)

O
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B Probléme bidimensionnel équivalent au probléme de
Boussinesq et Cerruti

B.1 Présentation du probléme

Dans cette partie, nous allons considérer le probléme quasi-statique d’un demi-espace
chargé de fagon unidimensionnelle suivant une bande de largeur a + b. Le demi-espace, qui
ici sera vu comme un demi-plan, est supposé élastique homogéne. La surface qui délimite
le plan sera munie d’un repére (z,y) et la direction z formant une repére orthonormé sera
dirigée dans le demi-espace solide. On considérera que I’axe moyen de la bande de chargement
est orienté suivant y.

L’hypothése des déformations planes sera faite. Dés lors, on suppose que la bande de
chargement est de longueur infinie.

\ b a
()
%%@ | J ]
0] T
\a / 0 o <7 Oy
D |
4 A "

F1G. 30 — Probléme de Boussinesq plan

Une coupe du demi-espace est illustrée 4 la figure 30. Le chargement est constitué d’une
pression répartienormale p(x) et d’une pression tangente ¢(x). Le probléme consiste & trouver
les déplacements (us,u.), en particulier et les contraintes o,,0,,7,, dans le demi-espace
élastique. Une attention particuliére sera accordée au déplacement normal de la surface
chargée, @,.

Nous ne donnerons ici que les principales étapes de la résolution de ce probléme. Le
lecteur intéressé par plus de détails pourra se reporter & des ouvrages classiques d’élasticité
comme par exemple (TIMOSHENKO & GOODIER, 1951 ; LOVE, 1952 ; SOLOMON, 1968).
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B.2 Solution du probléme général

Ecrivons tout d’abord les équations d’équilibre sur les contraintes (o, 0, 7,») qui doivent
étre vérifiées en tout point du demi-espace:

doy,  OTas

= 2
ox 0z 0 (627)
0o, OTzs

= 2
0z + Ox 0 (628)

Les déformations correspondantes, (€, €., V.- ) doivent vérifier ’équation de compatibilité

suivante : )
0%, 0%, 0™

= 629
072 + ox? 0x0z (629)
ou les déformations dont reliées au déplacement de la maniére suivante :
Ouy ou,, Ou,  Ou,
T = ) z = 5 Tz — o 630
¢ ox ¢ 0z B 0z + ox (630)
Sous ’hypothése des déformations planes,
g = 0 (631)
oy = viog+o2.) (632)
le comportement élastique linéaire du demi-plan peut s’écrire:
1
@ = % [(1- vHo, —v(1 + v)o.] (633)
1
e = % [(1- o, —v(l + V)0, (634)
1 2(1
Yz = 57_12 = %Twz (635)
Définissons maintenant une fonction ¢(z, z) telle que:
9*¢ o 9*¢
=22 L, =% o = 636
7 8.2 T o 0x0z (636)
On peut alors remarquer que si ¢ est une fonction biharmonique, c’est & dire:
0 o\ [0 0o
I B I ) 637
{83: + az} {8x + az] (637)

alors les équations d’équilibre (627), de compatibilité (629) et de comportement (633) sont
vérifiées.
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De plus, il convient que les conditions aux limites en contraintes soient vérifiées sur la

surface limite, soit 1 :
0, = Tu»=0, r<—bx>a (638)
0. = —pa) (639)
Tez = —q(ﬂC) (640)

Enfin, la solution en contrainte doit respecter les conditions & I'infini dans le demi-espace,
soit (z,2) = 0 = (03,04, 7Tzz) — 0.

Afin de reformuler le probléme en coordonnées cylindriques, on considére maintenant un
fonction biharmonique ¢(r, 0):

92 10 120%27[0% 100 120%
_— _— _ — _— _— _ — = 1
3r2+rar+r 392] {87‘2 r8r+r 062 0 (641)
ou
199 17 9%
or = o + " 9922 (642)
0%
gg == m (643)
_ 0 (10¢

Les déformations sont reliées aux déplacements

ou,
ro = 4
€ 5 (645)
u,  10ug
R Y7 (646)
N 1 Ou, n Oug _ Ue (647)

a0 " or v

B.3 Force normale concentrée

Considérons dans cette partie, le probléme d’une force concentrée P par unité de longueur
appliquée en O. Cette force peut représenter le résultat d’un chargement par un coin sur un
demi-espace élastique. Ce probléme est souvent désigné comme le probléme de FLAMANT
(1892).

La solution de ce probléme est donnée en choisissant comme fonction biharmonique la

forme suivante:
¢(r,0) = Arfsind (648)

15. 11 convient de donner explicitement les conditions initiales sur le bord soit en pression soit en déplace-
ment, soit sous forme mixte. Plusieurs choix spécifiques seront traités dans les paragraphes suivants
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Les contraintes s’écrivent donc:

S 2ACOSH

649
- (649)

(ox] = Tre = O (650)
On peut remarquer que la contrainte radiale décroit en 1/r & Uinfini, et que la contrainte
est théoriquement infinie au point d’application de la charge.

La constante A est trouvé est écrivant que la charge est en équilibre avec la contrainte
radiale agissant sur un demi cercle de rayon r, soit,

—Pz/2 arcosﬁrdﬁzfz 2Acos? 0df = Ar (651)
_ 0

e

On obtient donc pour la contrainte radiale :

_ECOSG

™ r

Opr =

(652)

On peut remarquer que o, a une amplitude constante égale & —2P/mwd, sur tout cercle de
diameétre d passant en O. Du fait que 7,9 = 0, 0,- et 0y sont les contraintes principales.

Cette solution pour une force concentrée fournit une solution élémentaire au probléme
d’une pression distribuée. Afin de 'utiliser dans la suite pour n’importe quel type de distri-
bution de pression, nous reformulons ici ce résultat en coordonnées cartésiennes :

2P 2%z
.2
r = Opsin“f=——-———-— 653
0 = o s (653)
or
2
., = o0pc08°0=——-———— 654
7 7 (2% + 2%)? (654)
2P 2
Tps = 0opsinfcosl =——"— T (655)

T ($2+22)2

Afin de connaitre les déplacements dans le demi-plan, on utilise la loi d’élasticité linéaire :

ou, 1— 12 2P cosd
o T TE 1 r (656)
ur  10up _ v(1+v)2Pcosf
T ree T YT T E & o« (657)
10u,  Ougp up _Tro
o0 Tor r T @ (658)
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Aprés intégration, on obtient les déplacements suivants :

1 -2 1—20)(1

U, = v 2Pcosflnr — MPGsin0+Cl sin@ + Cy cos 0 (659)
TF TF
1— 12 1

ug = Y opsindinr + X2 opging (660)
TF TF

(1—-2v)(1 +V)P000$0+ (1-2v)(1+v)

5 B Psinf + Cqcosf — Cysinf + Csr

Les différentes constantes sont déterminées en considérant que le demi-espace ne peut
subir de mouvement de solide rigide. Donnons simplement les déplacements & la surface qui
correspondent & § = £ 7/2:

_ _ 1-2v)(1+v)P
ur|9:7r/2 = ur|9:7ﬂ'/2 = _( ;;J ) (661)

(1-2?)
E

a9|9:ﬂ/2 = —ﬂ9|9:,ﬂ/2 = — 2PInr+C (662)
ou la constante C' est déterminé en choisissant un point 4 la surface & une distance ry comme

référence, soit :
_ _ (1—v?)
Uplo—=r/2 = —Uplo=—r/2 = —T2Pln(r0/r) (663)

REMARQUE B.1

Il est important de noter que ’on ne peut pas résoudre le probléme en déplacement indé-
pendamment de la structure globale des objets et de la maniére dont ils sont supportés. En
effet, on peut constater que la variation de @y avec Inr empéche de choisir une valeur &
Iinfini.

O

B.4 Force tangentielle concentrée

On suppose maintenant que le chargement est une force tangentielle concentrée @) par
unité de longueur. Ce chargement produit une distribution radiale de contrainte qui corres-
pond au cas précédent tourné de 90°, soit :

2@ cos b
o — 29 (664)

s r

Tr0 =0 (665)

06
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Les isovaleurs de contraintes sont maintenant de demi-cercles passant par 0. En coordonnées
cartésiennes, ces équations peuvent se réécrire :

2Q z?
2 2
o, = K z@ (667)

T ($2+2’2)2

2Q z?
vz = ————5—53 668
. P (668)

Les déplacements & la surface peuvent étre estimés de la méme maniére que précédem-
ment en tenant compte de la rotation de 90°:

1—1?
- ar|9:7r = ar|9:0 = _%262 Inr+C (669)
1—-2v)(1+v
Uplo=r = ﬂ0|9:0=—( I ) (670)
TFE

B.5 Pression répartie normale et tangentielle

On suppose maintenant que le demi-espace est chargé par une pression normale p(z) et
une pression tangentielle ¢(x) sur une bande infinie de largeur a + b.

\ b a |
ds
o
p(x)
q(x) l l
T 0B Co :
z Az, 2)

F1G. 31 — Intégration des pressions
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B.5.1 Déplacements et déformations a la surface

Les déplacements sont déduits de la méme maniére en sommant les contributions des
pressions sur chaque élément de surface:

o= BRI s [ oo (671)
—2(1%El/2)/_2q(s)ln|x—sd8+01
wo= 2 e sfas (672)

Le saut, dans les expressions, (661) et (669), obligent & segmenter U'intervalle d’intégration
en deux parties. Pour éviter ce probléme, il peut étre intéressant de choisir d’évaluer les

U
6—Z au lieu des déplacements. Ceci permet
X xr
de plus de lever 'ambiguité sur le choix des constantes, C; et Cs, dont on a déja souligné

les inconvénients a la remarque B.1:

U
gradients des déplacements & la surface—— et

U — 2 v — 2 ¢ q(s
38; _ _%p(@_mw )/b 5(_)8653 (673)
U — 2 ¢ p(s —2v v
%; _ _2(le )/b f(_)sds—(l 22231* ) y(a) (674)

Ces gradients peuvent étre interprétés facilement d’un point de vue mécanique. Le gra-

. U , L L ou, . .
dient —= correspond & la déformation €, & la surface, quant & a—z, il représente la pente
Z 2
de la surface déformée.

B.5.2 Contraintes dans le demi-espace

Comme dans le cas tridimensionnel, on considére que les pressions agissant en un point B
de la surface sur un élément de surface ds peuvent étre considérées comme une force concen-
trée. En intégrant sur la surface la solution élémentaire trouvée au paragraphe précédent, il
devient alors possible de donner les contraintes en un point courant A(z,z) du demi-plan
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(cf. Figure 31). On obtient alors :

o, = _§/GMCZ8+_%/GM¢; (675)

w ) (=P + ) @7
_o2 gt oy 22 0 )@ —s)
o= et [ e 6
B VP S Y (RS
S I i LR Y e G

Si les pressions appliquées sont connues, il devient donc possible de connaitre en chaque
point I'état des contraintes. Il faut cependant remarquer que pour des distributions quel-
conques, ces intégrales ne sont pas forcément simples & calculer.

REMARQUE B.2
Un cas particulier important est celui ol seule une pression normale est appliquée sur le
demi-espace. On obtient alors:

(I-2v)(1+v)

€y = —Tp(x) (678)

Si ’on considére la loi de comportement élastique linéaire, on obtient la relation suivante :

1
€y = z (1= 15, —v(l —v)5.] (679)
En comparant les deux équations et incluant la condition aux limites, 6, = —p(x), on trouve:

Oy =0z = —p(l') (680)

On remarque donc que les distributions de contraintes surfaciques normales et tangen-
tielles sont égales. Cette condition nous permettra d’expliquer pourquoi I’écoulement plas-
tique a tendance & se développer sous la surface plutdt que directement a la surface.

Enfin, on peut remarquer que le probléme en déformations et en contraintes peut étre
résolu sans ambiguité concernant la détermination des constantes (cf. Remarque B.1). Il
n’en est plus de méme pour les déplacements qui évoluent en In(r) & l'infini.
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