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Modéles asymptotiques pour la propagation des ondes
dans des milieux comportant des fentes

Résumé : Dans ce rapport, nous nous intéressons a la propagation d’ondes acoustiques dans
des milieux comportant des fentes minces. Nous proposons un modéle approché permettant de
ramener la fente mince & sa surface moyenne et nous menons une analyse détaillée de ce modéle
approché (stabilité et estimation d’erreur), dans un cas académique particulier.

Mots-clés : ondes acoustiques, fente mince, analyse asymptotique, modéle équivalent
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4 Joly & Tordeux

1 Introduction et position du probléme

Un des enjeux de ’analyse numérique actuelle, est la résolution, au sein d’un méme probléme, de
phénomeénes de nature différente. Nous pouvons citer par exemple :

e I’étude du couplage de deux phénoménes physiques, dii & la présence de deux milieux dif-
férents comme le couplage fluide-structure, ou a deux phénomeénes au sein d’un méme milieu
comme les équations d’advection-convection ;

e I’étude du couplage de deux méthodes différentes, par exemple le couplage entre une méthode
d’éléments finis et une méthode spectrale ou plus simplement entre des éléments finis de
nature différente ;

e I’étude d’un probléme physique mettant en jeu des domaines de longueurs caractéristiques
totalement différentes.

C’est a cette troisiéme perspective que nous allons nous intéresser ici.

Nous nous intéressons plus particuliérement a I’étude de la propagation des ondes dans des milieux
comportant des fentes. Ces problémes auront grossiérement la géométrie suivante :

FiG. 1: Expérience modéle

Nous sommes ici face & une source .S, rayonnant une onde de longueur d’onde A\ dans le domaine
correspondant a la partie gauche de la figure 1. Cette onde sera & la fois réfléchie par la paroi et
transmise & travers la fente, ayant pour hauteur €, vers le c6té droit.

Nous nous plagons dans I’hypothése asymptotique ot ’épaisseur € est petite devant la longueur A

e A (L.1)

Ce type de probléme a de nombreuses applications que 'on peut séparer en deux catégories :

e l’étude de la transmission de I'onde qui s’intéresse a la forme ainsi qu’a l'amplitude de
l'onde transmise a travers la fente. On citera par exemple dans le domaine acoustique
I'insonorisation des voitures : une partie des nuisances sonores pénétrant & 'intérieur de
I’habitacle d’une voiture, provient de la jonction qui sépare les portes des ailes de cette
voiture. Dans le domaine électromagnétique, que ce soit pour une voiture qui passe sous
une ligne haute tension, ou pour un engin spatial soumis & de forts rayonnements lors de la
rentrée dans I’atmospheére, il est important d’assurer un blindage électromagnétique efficace.
Ce n’est qu’a ce prix que 'on assure l'intégrité du matériel embarqué.

e l’étude de la diffraction qui s’intéresse & la modification du champ extérieur du fait de la
présence de la fente. L’application principale est la détection, que ce soit acoustique pour
les sonars ou électromagnétique pour les radars.

INRIA
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A terme il faudrait développer des méthodes de résolution fiables et robustes permettant de cal-
culer de maniére rapide une approximation correcte de la solution. Les méthodes classiques de
discrétisation numérique améne & mailler en espace avec un pas qui sera de 'ordre de grandeur
de la plus petite longueur caractéristique c’est a dire ¢, et ceci impliquera, surtout dans le do-
maine temporel (condition CFL), un temps de calcul bien trop élevé. Nous voyons donc 'utilité
de développer une approche adaptée au probléme. Nous avons pour cela deux voies naturelles :

e La premiére idée consiste a effectuer un raffinement de maillage local. On effectue un maillage
fin & l'intérieur de la fente et plus grossier a l'extérieur. Ce procédé se heurte toutefois
toutefois des problémes techniques. Nous n’étudierons pas ces méthodes, on pourra se référer
a1, 2].

e Une seconde alternative consiste a introduire des modéles approchés lorsque ¢ est petit. Ces
modéles approchés devront permettre de ne pas avoir a raffiner dans le voisinage de la fente.
L’idée est ici d’effectuer un couplage entre un probléme unidimensionnel (la fente) et deux
problémes bidimensionnels ou tridimensionnels (les deux demi-espaces de propagation).

C’est cette deuxiéme approche que nous choisissons. Cette technique de modélisation a déja été
introduite dans la littérature pour diverses applications dans le passé. Pour notre probléme spé-
cifique, ce sont les ingénieurs qui ont effectué la plus grosse contribution. On pourra par exemple
examiner [3] pour une bibliographie extensive dans le cas de I’électromagnétisme. Ces méthodes,
souvent décrites seulement au niveau des schémas numériques, n’ont pas eu pour I'instant & notre
connaissance de justifications mathématiques. On peut trouver en mécanique, pour des problémes
certes différents mais possédant la méme problématique, des contribution dues & des mathémati-
ciens. Nous pensons notamment a la justification des équations de plaques et de coques [4, 5, 6].
Nous nous proposons ici d’effectuer un travail d’analyse mathématique ayant pour but de valider
un modéle asymptotique.

Rentrons maintenant dans le vif du sujet et introduisons un jeu d’équations aux dérivées partielles
permettant de décrire notre probléme. Parmi les différentes équations servant & modéliser la prop-
agation d’ondes, (équations de Maxwell, équation de propagation acoustique en vitesse, équation
de propagation des ondes dans les solides, a coefficients variables ou constants...) nous choisissons
classiquement d’étudier le probléme modéle : I’équation de propagation d’onde scalaire normalisée
(c=1)

02U

52 AU = F. (1.2)
Cette équation modélise, par exemple, la propagation des ondes acoustiques (u = pression), ou
encore régie ’évolution des composantes transverses des champs électriques et magnétiques pour
les ondes électromagnétiques 2D (u = F; ou B;). De plus, cette équation simple semble &tre
suffisante pour réussir a dégager les bonnes idées permettant de traiter notre classe de probléme.

Le probléme physique est posé en régime temporel. Nous allons ici faire I’hypothése que le régime
permanent est établi et que le champ U/(x,t) ainsi que le terme source F'(z,t) s’expriment sous la
forme suivante (régime harmonique), ott w est la pulsation donnée du probléme :

{ U(z,t) =u(x) x exp (i wt), (1.3)
F(x,t) = f(x) x exp (iwt).
Cette dépendance temporelle nous meéne classiquement & 1’équation de Helmoltz :
Au +w?u=—f. (1.4)
Comme la longueur d’onde vaut A = 27 /w la condition asymptotique se réécrit :
weK2m. (1.5)

Les obstacles se modélisent en général a I’aide de conditions aux limites homogénes. Nous pouvons
en considérer de différents types. Nous citerons par exemple :

RR n° 5568



6 Joly & Tordeux

e la condition de Dirichlet homogéne

u =0,
e la condition de Neumann homogéne
ou _
on
e les conditions mixtes
ou .
%—i-ﬁu:o, ot B € Cet Im(f) > 0.

Ces conditions s’expriment toutes sur la frontiére de 'obstacle T.

Parmi ces trois conditions, seule la condition de Neumann assure 1’existence pour tout € d’'un mode
propagatif a I'intérieur de la fente. En effet, les deux autres conditions entrainent une décroissance
exponentielle de la solution & U'intérieur de la fente. Dans ces deux cas, une trés bonne approx-
imation de la solution dans la fente sera la fonction nulle. Nous nous plagons donc dans le cas
physiquement le plus intéressant de la condition aux limites de Neumann.

Dans le cadre des applications physiques, la condition de Neumann correspond & un bord par-
faitement mou pour la propagation des ondes de pression, et parfaitement conducteur pour la
propagation du champ magnétique transverse.

A priori, il est nécessaire pour fermer notre systéme d’équations d’introduire une condition d’onde
sortante & 'infini appelée condition de radiation (voir [7, 8]). Toutefois nous nous contenterons
d’introduire une approximation de ces conditions appelée condition absorbante que nous im-
poserons sur une frontiére fictive I'y :

du

8n—i—iwu:(), sur I'y.

It

F1G. 2: Frontiére fictive

Insistons toutefois sur le fait que ce choix facilite un peu les preuves des théorémes mais n’enléve
rien a la généralité de notre analyse.

Le terme source sera supposé a support compact ne rencontrant pas ’embouchure de la fente. Ceci
nous permettra d’affirmer que les irrégularités de la solution a ’embouchure de la fente n’est pas
le fait du terme source mais bien de la géométrie du probléme. Cette hypothése est importante et
il ne faudra pas l'oublier dans la suite.

Bien que la motivation de ce travail soit avant tout numérique, le contenu de ce rapport est

exclusivement mathématique. Nous avons cependant effectué des tests numériques convaincants
que nous montrerons dans un prochain rapport.

INRIA
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Apreés cette courte introduction nous présentons le plan de ce travail :

Le chapitre 2 est relatif a la construction formelle des modéles approchés sur 3 géométries modéles.
Nous étudierons dans 'ordre : au paragraphe 2.1 la fente droite finie, au paragraphe 2.2 la fente
courbe finie de hauteur constante et au paragraphe 2.3 le cas de la fente droite semi-infinie. C’est
sur ce dernier cas, le plus académique, que nous effectuerons une analyse fine dans les parties
suivantes.

Le chapitre 3 concerne ’analyse de la convergence de la solution exacte u® vers la solution du
probléme sans fente u®. Ce résultat de convergence est énoncé au théoréme 3.11. La démarche de
cette preuve est de type perturbative et se base sur un raisonnement de stabilité (paragraphe 3.2)
consistance (paragraphe 3.3).

Le chapitre 4 constitue le coeur de I’étude. On s’intéresse a I’analyse de I'approximation du modéle
exact par le modéle approché introduit au paragraphe 2.3.

e Nous démontrons au paragraphe 4.1 'existence et I'unicité de la solution, notée %°, du modéle
approché ;

e Nous effectuons au paragraphe 4.2 I'analyse de la convergence de la solution du modéle
approché ¢ vers la solution du probléme sans fente u. Ce résultat apparait comme un
intermédiaire nécessaire pour la suite ;

e Au paragraphe 4.3, nous étudions I'erreur commise par le modéle approché (on étudie ici la
différence u® — @°). Nous obtenons tout d’abord des estimations hors de la fente en norme
H' et L? ainsi que des estimations dans des domaines évitant la fente, puis des estimations
en norme L? et H' dans la fente.

e Ce chapitre se termine par le paragraphe bilan 4.4 ; nous récapitulons les résultats sous
forme de tableaux.

RR n° 5568



8 Joly & Tordeux

2 Construction des problémes approchés

2.1 Le cas de la fente droite finie
Commencgons par décrire la géométrie du probléme et introduire les principales notations. Le
y

la

Q: Qe

-a 0 L L+a X

Fi1G. 3: Géométrie de la fente droite finie
domaine de propagation 2. (on rappelle que € est un petit paramétre) se décompose en :
Q. =QuUOg,
Q=0 U QF, (2.1)
O. = [0,L] x]0,¢].
Les domaines Q™ et Q7 sont définis par :

Q" ={zre]-0,0 xR, |z|<a}l,

(2.2)
Ot ={xz € JL,+oo[ xR, |z — x| <a}, avec z1, = (L,0).
Par ailleurs, on partitionne les frontiéres de 2_ et €2 :
o =r-ul'y, I'"={0y), ly[<a},
(2.3)
ot =Trury, TT={(Ly), ly<a}l,
et on pose :
r=T-uU I,
(2.4)
Iy =TI7UTy;.
Enfin nous poserons (avec € << a, a étant un paramétre de l'ordre de la longueur d’onde) :
Y. =¥ UXT,
Y, ={(0,9) el ,0<y<e}=00.NnT", (2.5)

YE={(Ly)eTT,0<y<e}=00.NT+.

INRIA
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m

OE

Fi1G. 4: Les domaines fixes pour la fente FiG. 5: La fente droite finie
droite finie

Rappelons tout d’abord les équations du probléme initial :

—Auf —wuf = f, dans Q.,

a €

81:1 +iwu® =0, sur T'y, (2.6)
€

881; =0, sur 0Q: \ T'y.

Le second membre f est supposé & support dans 2.

Pour construire, au moins formellement, le probléme approché, I'idée toute béte consiste a écrire
que dans la bande O, la solution u® est indépendante de la variable transverse y (on notera qu’une
telle solution satisfait bien les conditions de Neumann homogenes sur 00, \ X.) :

u®(z,y) ~ U(z), dans O, (2.7)
auquel cas la fonction U® satisfait bien entendu 1’équation de Helmholtz 1D homogeéne :

U*
dx?

— WU =0, (2.8)

ce qui conduit & formuler un probléme couplé 2D-1D de la forme (nous désignons dorénavant par
u* la solution approchée dans ) :

Trouver u*: Q — C et U®:I—C tels que:
— AT — WU =, dans €,
ou® -
82 + iwu® =0, sur I'y,
i (2.9)
o =0, sur '\ X,
d*U¢
——F - WU =0, sur I,
+ conditions de raccord 2D-1D (2.10) et (2.11).

RR n° 5568



10 Joly & Tordeux

Les conditions de raccord 1D-2D restent bien entendu a préciser. Il s’agit de traduire le raccord
en valeur et en dérivée normale (nous parlerons de raccord Dirichlet et Neumann) de la solution
exacte u® A travers X.. La difficulté est alors double :

e D’une part, X, n’a pas de sens pour U® : seules les extrémités 0 et L du segment ont un
sens.

e D’autre part, on ne peut pas imposer la valeur de u° ou de sa dérivée normale aux seuls
points (0,0) et (0, L) de T.

La solution que nous proposons, assez naturelle, consiste & imposer un raccord en moyenne. Pour
le raccord Dirichlet, nous écrivons simplement que :

1

1
Us(0) = . /Ei u° do, US(L) = . /E+ a0 do, (2.10)

alors que pour le raccord de Neumann nous écrivons que la dérivée normale de @° est constante le
long de . :

851; - dd[i (0), sur o,

ous  dU* (211
- = . +

. (L), sur X].

Le probléme aux limites ((2.9),(2.10),(2.11)) est un “bon” probléme aux limites dans la mesure o
il admet une formulation variationnelle dans ’espace :

HY(Q) x HY(I). (2.12)

Plus exactement, le bon espace de Hilbert de travail est le sous-espace fermé de H*(Q) x H'(I)
dans lequel on impose la condition (2.10) :

W. = (v, V) € H\(Q) x H'(I) / V(0) = g/z v do, VE(L) = %/w v do}.  (213)

11 est alors facile de voir que le probléme ((2.9),(2.10),(2.11)) est équivalent au probléme varia-

tionnel : N
Trouver (u°,U®) € W, tels que :

(2.14)
aq(us,v®) +€ar(Us,VE) = L(v®), V (v°,V*) e W..
ol nous avons poseé :
ag(u,v):/ (Vu- Vo — w? u) dx—i—iw/ u®do, Y (u,v) € HY(Q)?,
Q Ly
dU dv P
= =z _ HY(Q)? 2.15
ar(U, V) /1<d;v 7 UV) dr, VUV) e HYQ)?,  (215)
L(U):/fﬁdx, Vove HY(Q).
Q

C’est un simple exercice sur I'alternative de Fredholm de montrer que le probléme (2.14) est bien
posé. Bien entendu, ce probléme se préte aisément & une approximation par éléments finis et est
donc “facile” & traiter numériquement.

2.2 Le cas d’une fente courbe finie a section constante

Dans ce cas, nous supposons que le domaine de propagation 2. est toujours définie par (2.1) mais
cette fois, la fente courbe O, est définie différemment, ce qui nécessite d’introduire un petit peu de

INRIA
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géométrie. On part d’une courbe C de longueur finie L>L que l'on paramétrise par son abscisse

curviligne s : _
C={x=F(s),se€]0,L[}, (2.16)

ou la fonction F € C2([0, L]; R?) vérifie :

Vselo, L], [|F'(s) =1,

F(0)=(0,0), F(L)=(h,L) pour un certain h € IR,
(2.17)

F(0) = F'(L) = (1,0),

Vsel0,L[, F estinjective de ]0, L[ dans ]0, L[xIR

Dans (2.17), la seconde ligne indique que la courbe C connecte les deux demi-espaces composant €2,
la troisiéme exprime qu’en ses deux extrémités la tangente a la courbe C est paralléle a la direction
x et la quatriéme, que cette courbe est sans point double et ne pénétre pas dans 2. On introduit

y

F(L)
F(s)

0 L X

F1a. 6: La paramétrisation de la fente courbe (1)

les vecteurs unitaires tangents et normaux a la courbe C ((F,, F,) désignant les deux composantes
de F :

t(s) = F'(s) = (Fy(5), Fy (), n(s) = (=Fy(s), F;(s)). (2.18)

On notera en particulier que les vecteurs normaux aux deux extrémités de la courbe sont orientés
dans la direction y > 0 :

n(0) =n(L) = (0,1). (2.19)
Nous introduisons la courbure ¢(s) (et donc le rayon de courbure R(s) = |c(s)|71) :
c(s) = Fy/(s) Fy(s) — Fy(s) Fy/(s), (2.20)
et désignons par R, le rayon de courbure minimum :

R, = min_ R(s) >0. (2.21)
s €10,L]

Etant donné ¢ > 0, nous introduisons la transformation :
P :]O,Z[ x]0,e[ — IR?

(2.22)
(s,v) +—— F(s)+vn(s).

RR n° 5568



12 Joly & Tordeux

Le Jacobien de cette transformation étant donné par :
Jo(s) =1—vc(s), (2.23)
dés que ¢ est assez petit, & savoir dés que :

€ < Ry, (2.24)

Papplication ® est localement inversible au voisinage de tout point de ]0, L[ x ]0,&] et par con-
séquent, la courbe C étant sans point double et globalement injective, nous pouvons maintenant
décrire 'ouvert O, par :

O.={x=%(s,v), s €]0,L[, ve]0,e] }. (2.25)

Dés que la condition (2.24) est satisfaite, le couple (s,r) fournit donc un systéme de coordon-
nées locales dans O, (voir figure F), ® étant alors une bijection de ]0, L[ x ]0,¢[ dans O.. En
particulier, une fonction u définie dans O, pourra étre assimilée a une fonction u(s,v) (nous ne
changeons pas de notation pour simplifier). On notera que la frontiére de O, se décrit comme suit :

y
£
h| C e
_ C
ol ¢
0 L X

F1G. 7: la paramétrisation de la fente courbe (2)

00, =CUC. UX- UxH
X2 ={0y),ye [0e]}, Ef={(Ly),ye€ [hh+e]} (2.26)

C.={xz=0d(s,e), s €]0,L]}.

Le probléme a résoudre est alors toujours décrit par (2.6) et il est donc utile de rappeler 'expression
du Laplacien dans ce systéme de coordonnées :

Au = % <[1—|—Vc(s) ]—1%) + % <[1—|—Vc(s)] %) : (2.27)

L’idée pour construire le modéle approché reste la méme et consiste & supposer que, en premiére
approximation, la solution reste constante dans une section droite s = constante. Autrement dit,
on fait 'approximation :

us(s,v) ~ US(s) = é/os u®(s,v) dv, (e —0). (2.28)

Pour obtenir I’équation vérifiée par U®, on commence par intégrer par rapport a la variable v
I’équation :

0

9 (140es) 129 2 (14w o) ] 25 — o2 = (2.29)
Ds os ) ov v

INRIA
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Compte tenu des conditions aux limites :

ou’ ou®
=5, (850 =5 -(s5,€) =0, (2.30)
on obtient tout d’abord :
o (1 [¢ _,0u® 5
- | - 1 dv | —w*U*® =0. 2.31
5 (G [ v s w) - (2:31)
et en réinjectant ’approximation (2.28), on aboutit a I’équation 1D :
0 1 ouUe
- Log [ 1 - w?U* =0. 2.32
o (o tos et ) - (2:32)

Le modéle approché que nous proposons s’écrit alors :

Trouver € : Q — C et U®:1=]0,L[— C tels que :
AU — W =, dans Q,

ou’
on
ou’
on

+iwu® =0, sur I'y,
(2.33)
=0, sur '\ X,

0 1 oue 2176 __
—%<T(S)Log[l+ac(s)} ag)—wU =0, sur 1,

+ conditions de raccord 2D-1D (2.10) et (2.11).

Remarque 2.1 ] est aussi possible d’obtenir de nouveauzx modéles en effectuant un développement
de Uéquation (2.27) posée sur la fente (on se référera & Uannere A pour plus de détails). On
obtiendra par exemple a l'ordre 0 l’équation des ondes unidimensionnelles :

U*

_ ., \277€ —

D52 wU 0, (2.34)
ou a lordre 1 : 5 ()] oU
g _ec(s _E 2 _

EP ({1 5 } s ) w U 0, (2.35)

et a l'ordre 2 : 5 (s) ) (e ))2 ou

0 _ec(s) | e (els N 2 _

s <[1 5 + 3 ] 99 ) w U 0. (2.36)

Pour les ordres supérieurs on peut remarquer que U® dépend alors de la variable normale et donc
le développement a dans notre optique un peu moins de sens.

Remarquons, a posteriori, que ces modéles correspondent a un développement limité du modéle
(2.33), en effet :
g2 ¢(s)? 3 ¢(s)3

Log[l + € ¢(s)] = ec(s) — 5 + 3 + o(e3¢(s)?). (2.37)

2.3 Un probléme modéle pour ’analyse asymptotique : la fente droite
semi-infinie.

Pour 'analyse asymptotique qui va suivre, nous allons nous concentrer sur le probléme modéle qui
consiste & supposer que le domaine €2 est réduit au domaine 2 = Q~ qui débouche sur une fente
droite semi-infinie. Autrement dit :

0. =R" x]0,¢]. (2.38)
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14 Joly & Tordeux

Yy
a
r
! r
8 O —— Q
= Es Os
—a
—a 0

F1G. 8: Géomeétrie de la fente droite semi- F1G. 9: Domaine fixe et fente droite semi-infinie
infinie

Cela revient a prendre L = 400 dans le modéle décrit & la section 2.1.

Le probléme a résoudre s’écrit toujours sous la forme (2.6) mais il faut ajouter une condition sur
le comportement de la solution dans la fente O.. Dans ce paragraphe, nous nous contenterons de
formuler cette condition par :

La solution u® est sortante dans la fente semi-infinie O, quand z — +o0. (2.39)

Grossiérement parlant, cette condition signifie que 'on sélectionne une certaine catégorie de
solutions dans la bande O.. La traduction mathématique précise, bien que simple, demande
I'introduction d’un petit arsenal mathématique. C’est pourquoi nous la repoussons a la section
3.1. Dans ce nouveau contexte, le probléme approché s’écrit alors :

Trouver 7€ : Q — C et Uc:IRT — C tels que:
AT — W =, dans Q,
7€
o +iwu® =0, sur I'y,
ou
8” = O, sur F \ 267 (240)
d?Us
o w?U® =0, sur R,
1 -
U= (0) = —/ i do,
g s,
out  dU*
o = i (0), sur Y.

systéme d’équations que nous devons & nouveau compléter par une condition sur le comportement
de U* lorsque x — +00 :

La solution U€ est sortante quand x — +oo. (2.41)

Comme on est en une dimension d’espace, cette condition est cette fois trés facile a exprimer.
En tant que solution de I’équation de Helmholtz 1D, U® est combinaison linéaire de exp(iwx)
et exp(—iwz). Dire que U® est sortante revient & ne retenir qu’une solution proportionnelle &
exp(—iwx), ce qui correspond a une onde se propageant dans la direction > 0. Nous avons alors

INRIA



Modéles asymptotiques dans les domaines comportant des fentes 15

Us(x) = U%(0) exp(—iwz), Vo e RT. (2.42)
11 est alors facile de découpler u® et U®. En effet, de (2.42) nous tirons la relation:

aue

7 (0) +wUs(0) =0, (2.43)

que l'on peut transformer en une condition aux limites sur Y. grace aux deux conditions de raccord
Neumann et Dirichlet:

ou® w e
p — do,= 0. 2.44
o +1 6 /E _ u® do, (2.44)
On peut donc caractériser u° comme la solution du probléme aux limites:
AU — W =, dans Q,
ou® -
31; +iwu® =0, sur I'y,
~ 2.45)
ou* (
31; =0 sur '\ X,
ous _
a +i£/ u® do,=0, sur X..
on € Jyr

Notre but dans ce qui va suivre va étre de mener une analyse asymptotique de 'approximation
du probléme exacte par le probléme approché et donc en particulier de celle de u® par u®. 11 faut
bien comprendre qu’il ne suffit pas de montrer que u® — u® tend vers 0 car u® n’est pas seulement
sensé représenter le comportement limite de u® dans €. En fait, ainsi que l'intuition l'indique,
la solution exacte u® converge (c’est ce que nous montrerons de fagon précise et rigoureuse au
chapitre 2) vers la solution du probléme qu’on obtient en supprimant purement et simplement la
fissure, c’est a dire la solution du probléme suivant, que nous appellerons probléme de Neumann :

—Au’ —w?® = f,  dans Q,

oud

% + iw uO =0, sur Ff, (246)
0

aai =0, sur I'.
n

La solution u° ne tient pas compte de la présence de la fissure, ce que le calcul de u® est sensé
faire. Par conséquent, le probléme approché ne pourra étre satisfaisant que s’il fournit une meilleure
approximation de u¢ que celle fournie par «°. Du point de vue théorique, cela demande de montrer

que:
lu® = @Flo = o ([u® —u’|q) (2.47)

ol ||-]|q est une norme a préciser. Par conséquent une analyse asymptotique pertinente doit passer
par les étapes suivantes:

1. Démontrer la convergence de uf vers u’ et estimer erreur u® — u°.

2. Donner une estimation de I’erreur u¢ — %¢ et la comparer a u® — u9.

Le point 1 sera abordé au chapitre 3 et le point 2 au chapitre 4.

De fagon paralléle, si on s’intéresse a la solution dans la fente, on peut considérer que le probléme
limite consiste a approcher u® par 0 dans O.. L’analyse va consister a :
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16 Joly & Tordeux

1. Estimer lerreur u® — u° dans le domaine O, dans lequel on rappelle que u® est défini par (cf
(2.7):
ut(z,y) = U (x). (2.48)

2. Montrer que u® — u® "converge plus vite vers 07 que u° dans O.:
[u® = o, = o (u’[lo.) (2.49)

(ot la norme || - ||o. est & préciser).

C’est encore ce que nous étudierons au chapitre 4.
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3 Convergence vers le probléme limite et estimation de ’erreur

3.1 Reformulation du probléme exact dans (2.

Il est utile pour ’analyse de convergence de se restreindre & un domaine géométrique fixe, en
Poccurrence 2. Pour ce faire nous allons caractériser la restriction a €2 de u* comme la solution d’un
probléme aux limites dans Q (qu’on notera toujours u pour simplifier) en remplagant la présence
de la fente O, par une condition aux limites équivalente sur la frontiére artificielle 3.. L’approche
est trés classique (voir par exemple [9, 10, 11]) et nous ne rappelons ici que les grandes lignes de la
démarche qui consiste a obtenir une expression explicite de 'opérateur dit de Dirichlet-Neumann
sur X.. Dans toute la suite, nous identifierons systématiquement (sans toujours le mentionner),
3. au segment [0, ¢]. Le point clé est la séparation des variables dans O, qui améne naturellement
& introduire la suite de fonctions d’une seule variable :

1 2
wg(y) = - et wy (y) = - cos (%) , n=123 .. (3.1)

qui n’est autre que la base orthonormée de L?(0,¢) des fonctions propres de I'opérateur —d? /dy?
avec conditions aux limites de Neumann homogénesen y =0 et y =€ :

_al2wfI _ n2m? W
dy? g2 "
dws dws (3:2)
2(0)=—"(e) =0.
0 =T
1nsi, toute fonction ¢ € ) = ,€|) se décompose donc sous la forme :
Ainsi f i L%(® L?(Jo d d la fa
+oo
p=d wun (s 200.2)) = [ puido=(e vne,  (3)
n=0 €
et on a:
+oo
lelZesy =D lenl* (3.4)
n=0
On peut aussi caractériser I'espace H!(X.) par:
1 2 - n’r’ 2
peH(E) = lelipm = X (14755 ) 1P <+ox, (35)
n=0
et par interpolation, les espaces H*(X:),0 < s < 1:
2 ~— n?r?\° 2
¢ H(E) = lellmy =3 (1475 ) 6P <+ (36)

n=0

La définition (3.6) est celle que nous retiendrons pour la norme dans H*®(X.) (c’est surtout la
dépendance en € qui nous importe ici !). Par dualité, les espaces [H*(3.)],0 < s < 1 se carac-
térisent toujours a l'aide de (3.6) modulo le changement de s en —s et une définition convenable
(par dualité) des coefficients ¢ . Nous renvoyons a [12, 13, 14] pour plus de détails.

Pour simplifier, nous ferons dans toute la suite I’hypothése :
s
€< —, 3.7
: (37)

ce qui n’est pas restrictif quand on veut s’intéresser a ce qui se passe lorsque ¢ tend vers 0. Toute
solution v de I’équation de Helmholtz homogéne dans OF satisfaisant la condition de Neumann
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18 Joly & Tordeux

homogeéne sur 90, \ . s’écrit alors sous la forme suivante, qu’on appelle décomposition modale :

“+o0
v(z,y) = (af exp(—iwr) + bf exp(iwz)) wi(y) + Y (a5, e 7 b, "0 wi(y),  (3.8)

n=1

ol nous avons poseé :
n2m?

& (w) = o w2, n>1, (& (w) >0 dapres (3.7)). (3.9)

Dire que l'on s’intéresse a une solution sortante (quand z — +00) pour le probléme global revient
& imposer :
b, =0, Yn>0.

En d’autres termes on ne retient que la moitié des modes en éliminant les modes qui croissent
exponentiellement lorsque x — +00 ainsi que ceux qui se propagent dans la direction x < 0. Ainsi,
la solution u¢ dans O¢ s’écrit-elle sous la forme :

+oo
W (2,y) = af exp(—iwa) wily) + a5 e T wl (y). (3.10)
n=1

Elle apparait donc comme la superposition :
e d’un mode propagatif : af exp(—iwz) w§(y),
e d’une infinité de modes évanescents dans la direction = > 0 : a$ e~ ()7 e (y).

Remarque 3.1 Lorsque Uhypothese (3.7) n’est plus vérifiée, on a encore une expression analogue
pour u® dans OF a ceci prés qu’on a une somme finie de modes propagatifs (leur nombre augmentant
avec €). Le point important ici est qu’il reste toujours un mode propagatif (et exactement un seul)
pour € assez petit.

Il est facile d’obtenir une relation entre u® et ‘?;;E qui soit indépendante des af,. C’est cette relation
qui va fournir la condition aux limites “exacte” sur Y., & savoir :

ou®
ox

+T%(w)(u®ls.) =0, (3.11)
e

ol T¢(w) est 'opérateur non local formellement définit par (7T¢(w) est diagonal dans la base w5) :

+o00 too
T o= ¢nwy, — T (w)p = iw g5 wy + Y & (w) ¢, wh. (3.12)
n=0 n=1

De fagon plus rigoureuse, il est facile de voir que (3.12) défini un opérateur linéaire continu de
I
H3(%.) dans [H%(Zs)}
T*(w) € LIH?(S), H2(20) ). (3.13)

La restriction de u® a 2 est donc caractérisée comme la solution du probléme aux limites:

—Auf — Wuf = f, dans €,
881:; +iw u® =0, sur I'y,
aau; =0 sur '\ X, o
aau; v, +T¢(w)(ufly.) =0, sur X,
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ou, de fagon équivalente, comme la solution du probléme variationnel suivant (qui précise le cadre
fonctionnel et donne un sens rigoureux a la notion de solution) :

Trouver u® € H(Q) tel que :

(3.15)
a(u®,v) +b°(uf,v) = L(v), Yve H (Q),
ol nous avons poseé :
a(u,v) :/(Vu-Vﬁ—w2 u) dm+iw/ uvdo, Y (u,v)€ HY(Q)?,
Q Ly
+oo
b (u,0) = iw uf v5 + ¥ & (w) uf, 03, V (u,v) € HY(Q)?, (3.16)
n=1
£(v) :/fﬁdac7 Ve HY(Q).
Q

Dans (3.16), les coefficients ug, (resp. vg) sont définis comme dans la formule (3.3) en remplagant ¢
par la trace de u (resp. v) sur X.. Comme a(u,v) et b°(u,v) définissent deux formes hermitiennes
continues sur H'(f2), on peut, grace au théoréme de Riesz, définir deux opérateurs :

(A, B%) € L(H'(Q), H'(Q))? (3.17)

caractérisés par :
(Au,v) 1) = a(u,v), V (u,v) € HY(Q)?,

(3.18)
(B=u, v) () = b°(u,v), Y (u,v) € H(Q)%
De méme il existe L dans H*(£2) tel que :
L) = (L,v) i (0)- (3.19)

Le probléme satisfait par v dans §2 (que nous appellerons probléme exact dans la suite) prend
alors la forme compacte suivante :

Trouver u® € H*(Q) tel que (A + B*)u® = L. (3.20)
De méme, le probléme de Neumann (que nous appellerons également probléme limite dans la suite)

—Au® —w?® = f,  dans Q,

o 0
8—1:1 +iw u® =0, sur Iy, (3.21)
0
%l =0, sur I,
x
se réécrit tout simplement :
Trouver v’ € H'(Q) tel que  Au’ = L. (3.22)

L’existence et 'unicité de la solution des problémes (3.14) et (3.21), autrement dit le caractére
inversible des opérateurs A et A + B€, reléve d’une analyse utilisant des techniques tout a fait
classiques et s’appuyant sur l'alternative de Fredholm. Nous nous contenterons d’énoncer sans
démonstration le résultat d’une telle analyse :

A est un isomorphisme dans H'(f2),
(3.23)
Pour tout 0 <& < Z, A+ B° est un isomorphisme dans H'(£2).
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Nous allons nous concentrer dans la suite de ce chapitre sur I’étude rigoureuse de la convergence de
u® vers u”, étude qui passe par un résultat de stabilité préalable, 4 savoir une estimation uniforme
de :

(A+ B°)~ L

Remarque 3.2 Lorsque (3.7) n'est pas vérifié, le probleme vérifié par u® dans Q s’éerit toujours
sous la forme (3.20) avec une expression légérement différente pour B (c’est a dire pour b°(u,v))
et le résultat d’inversibilité de A + B* reste valable (la preuve n’utilise pas la petitesse de ).

3.2 Un résultat de stabilité

Commengons par remarquer que 'opérateur B¢ reste borné lorsque € tend vers 0.

Lemme 3.3 1[I existe une constante C > 0 indépendante de e et de la pulsation w telle que:
| B%]| £z )y < C maz (1,w).

Preuve : Nous avouns:

b® (u,v
1Bl z(a1 (o)) = sup [ (w,v) (3.24)

veri(@) lullar@) [vlla @)

Or, a partir de (3.16) et de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons:

—+oo +oo
b (u,0)] < (wlugl + D (W) lup? )7 x (Wlogl* + Y & w) i*)?.
n=1 n=1

Compte tenu de I'inégalité &8 (w)? < 1+ % et de la définition (3.6) pour la norme dans Hz (X)),
il vient:

|b5 (U, ’U)l é maX(]_, W) HUHH% (Es) ||’U||H% (Es)
Or, nous avons 'inégalité :

Ve H2 (), (3.25)

el d s,y < 1l d ey

oil la norme H'/?(T') est la norme d’interpolation entre les espaces H'(T") et L2(T").

Ce résultat s’obtient par interpolation (c’est ici que le choix (3.6) pour la norme H?z(X.) est
important) a partir des inégalités (qui utilisent simplement I'inclusion ¥, C T'!) :

Ve L), lelzs < lelleem,
Voe H'(T), lelais < llela @)
En utilisant le théoréme de trace de H(2) dans Hz (T), il vient par conséquent :

voe HYQ), oy, < C ol (3.26)

ou la constante C ne dépend ni de w ni de €. On conclut alors aisément. [

Remarque 3.4 Nous avons lors de la preuve de ce lemme montré le résultat de trace uniforme
(3.26). En effet il existe une constante C' ne dépendant pas de € telle que :

Voe ]—[1(9)7 HUHH%(Eg) <C ||1}||H1(Q). (3.27)
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Remarque 3.5 Le résultat de stabilité qui va suivre ne peut s’obtenir par un simple résultat de
perturbation car il est faux que || B || £ g1 (o)) tend vers 0 avec €. Pour s’en convaincre, considérons
la suite de fonctions définie dans R~ x IR (domaine qui contient Q) par v¢(z,y) = ¢°(y) ¥ (x)
avec :

wi (y) si0<y<e
o) = e Il o ey = {2 sy <o (3.28)
—\/g e i y>e
Par construction v € HY(IR™ x R) et :
b (0%, 0°) = €5 (w) ~ g (e —0). (3.29)
et un calcul fastidieux mais simple montre que :
0By < N sy ~ = (£ = 0) (3.30)
Par conséquent:
Ja>0 telque b (v%,v°) >« ||v5||%11(9), pour € assez petit. (3.31)

ce qui démontre & fortiori que || B®||z(x1(q)) ne tend pas vers 0 (cf (3.24)).
Theoréme 3.6 I existe C' ne dépendant pas de ¢ telle que:
1(A+ B%) e @) < C. (3.32)

Preuve. Nous allons raisonner par absurde: si (3.32) est faux, il existe une suite u® avec e — 0
telle que

[ull iy =1 et L°=(A+B°)u*—0 dans H'(Q). (3.33)
Nous pouvons extraire de u® une sous-suite telle que:
u® —u dans H'(Q) — faible et L*(Q) — fort. (3.34)

Par définition de A et B, nous avons:
Voe HY(Q), (L5,v)=a(u®,v)+ b (uf,v). (3.35)

Introduisons alors un sous-espace vectoriel de H'(Q) composé de fonctions qui s’annulent dans un
voisinage de l'origine:

Hjo(Q)={veH'(Q) /3r>0/v=0dans QN B(0,r)}, (3.36)

ot B(0,r) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0. Nous allons utiliser le résultat
bien connu suivant (pour étre complet, nous en donnons une démonstration un peu plus loin):
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Lemme 3.7 Hj () est dense dans H'(Q).

Nous remarquons alors que:

Voe Hjo(Q), Fe*(v) >0 tel que b (u,v) = 0 pour £ < £*(v). (3.37)
Par conséquent:
Yove H&’O(Q), lin%) a(u®,v) + b (u®,v) = a(u,v). (3.38)
e—

En passant a la limite lorsque € — 0 dans (3.35), il vient:
a(u,v) =0, Ywve H&O(Q). (3.39)

Par continuité de a(.,.) et densité de Hj () dans H*(Q2), a(u,v) = 0 pour tout v dans H'(Q),
autrement dit Au = 0. Ceci entraine, A étant un isomorphisme:

u=0. (3.40)

Autrement dit:
u® — 0 dans H'(Q) — faible et L*(Q) — fort. (3.41)

Explicitons maintenant la partie réelle de I'égalité (3.35) (écrite avec v = u®) :

—+o00
/ Ve ? do+ 3 €5 () [uE[? = Re (L9, 4%) g oy —|—w2/ e 2 da. (3.42)
Q vt Q

De la positivité des coefficients €5 (w) on déduit donc l'estimation:
IVuslZai) < L5 () +w? 072 (3.43)

Comme ||L®|| g1 (qy — 0 par hypothése et comme nous venons de démontrer que HuEH%z(Q) — 0 on
en déduit que :
u® — 0 dans H*(Q) — fort, (3.44)

ce qui est impossible puisque ||u®||g1q) =1. O
Preuve du lemme 3.7. Pour tout v € H'(Q), il s’agit de construire une suite (v, € Hj o(Q),a >

0) telle que
lim v, = v dans H(Q). (3.45)

a—0
L’espace C*(Q) étant dense dans H' (), il suffit de construire une telle suite pour:
ve C2 (). (3.46)

Dans ce qui suit (r,8) désigne les coordonnées polaires au voisinage de ’origine. Pour tout a > 0,
introduisons la fonction de troncature:

0 sir<a,
-1
— 1
Vo(r,0) = Log (2) (Log (E)) sia<r<l, (3.47)
1 sir> 1.

Nous allons vérifier que v, = ¥, v convient. En effet:
[v—=Yavllm (o) =lv—TYavlr2@) + V(v — ¥av)||lL2(0)

<wllzeo(e) (11 = Wallzz) + IV¥allL2(0)) + VOl Lo (@) 11— WallL2(0)-
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Pour conclure, il suffit de remarquer que, comme ¥, est a support dans la boule B(0, 1) de centre
0 et de rayon 1, est majorée par 1 et converge presque partout vers 1 lorsque a tend vers 0, alors:

lim |11 = Wy 20y = 0. (3.48)

Par ailleurs, on calcule aisément que:

2T
2 —
IV¥allZ2(p(0,1)) = (“Tog(@)’ (3.49)
ce qui montre que
1111%) HV\IIGHL2(Q) = O7 (350)

et achéve la démonstration. O

3.3 Analyse de consistance et estimation d’erreur

Introduisons l'erreur :
e =u —u’. (3.51)

11 est facile de vérifier (3.20) (3.22) que e° satisfait :
(A+ B%) ef = —Bu". (3.52)
En vertu du théoréme de stabilité 3.6, il suffit pour estimer e dans H*(£2), d’estimer le terme :
BeuP, (3.53)

qu’on peut assimiler & un terme d’erreur de consistance. Nous allons établir que, bien que B¢
ne tend pas fortement (au sens des opérateurs) vers 0, Bu® tend vers 0 dans H!(Q). Ceci est
essentiellement dii au fait que u° est une fonction indépendante de e, qui plus est trés réguliére au
voisinage de T'.

Notre démarche passe par une décomposition de I'opérateur B¢ sous la forme :
B* = Bj + R7, (3.54)
correspondant, de maniére évidente, & une décomposition de la forme bilinéaire b (u,v) en :
b® (u, v) = bg(u,v) + ¢ (u,v)

bi(u,v) = iw ug g, r(u0) =) & (w) up

n=1

ol on renvoie a (3.3) et a la section 3.1 pour la définition des coefficients u et v

Les deux lemmes qui suivent, dont nous reportons la preuve a la sous-section 3.3.3, sont deux
estimations de consistance:

Lemme 3.8 [ existe une constante C(w) indépendante de € telle que :

1B5u° || () < C(w) ev/|Log el || fll (e (3.56)
Lemme 3.9 I existe une constante C indépendante de € et w telle que :

IRl () < C e |l fll2o- (3.57)
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Remarque 3.10 Contrairement a ce qu’on pourrait penser & priori, on gagne trés peu en passant
de Uestimation du “terme principal” & Uestimation du “reste” : seulement un facteur +/|Log e|
! Nous verrons en outre que la preuve des deux lemmes repose sur des techniques tout a fait
différentes (cf section 3.3.3).

On en déduit immédiatement le résultat principal de ce chapitre :

Theoréme 3.11 La fonction u® converge vers u® dans H'(Y) et on a Uestimation d’erreur (C
désigne une constante positive indépendante de ) :

I~ w1y < C v/TEog el 1 Lz2(en. (358)

Preuve. Du résultat de stabilité du théoréme 3.6 et de I’équation (3.52), on déduit immédiatement
que:
[u | () < C 1B |10y < C (I1B5u’llmo) + R 6’| mio)) - (3.59)

Il suffit alors d’appliquer les lemmes 3.8 et 3.9. O

3.3.1 Résultats préliminaires sur Bj

Nous effectuons dans cette partie une étude donnant les résultats de consistance les plus intéres-
sants sur Bg.

Nous établissons un lemme technique, qui nous sera utile par la suite, consistant en une estimation
particuliére de la fonction w§. Plus précisément, nous considérons la fonction w§ définie sur IR en
prolongeant wg par 0 :

wh(y) =wg(y) siy €]0,e[, =0 sinon. (3.60)

On notera que w§ € H*(IR) pour tout s < 1/2. Nous travaillerons dans la suite avec la norme
H?*(IR) traditionnellement définie par:

Voe H'(R), ol = /]R(l +[k[)* |2(k)[* dE, (3.61)

ol ¢ désigne la transformée de Fourier de .

Lemme 3.12 Au voisinage de € =0, on a l’équivalent:

T2,y gy ~ V21 (e —0) (362

alors que, pour —1/2 < s<1/2:

051110y ~ C(s) €™ (e —0), (3.63)

avec
C(s) = / 267D sin?(t) dt. (3.64)

R
Enfin pour s < —1/2, un équivalent de la norme H*® de w§ est donné par

@5 e (my ~ C(s) Ve (3.65)

avec
Cls) = / (1+K2)* dk. (3.66)

R
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sinx

Preuve. Un simple calcul montre que, si on pose sinc(z) =

x
= k ik
w§ (k) = /€ sinc (;) exp <—%) : (3.67)
Par conséquent:

i n2 (ke i 2
~ 5 t
| wé”i{_%(m) = E/ 78111(: ( 22 dk = E/ % dt’ (368)
R 2 R (

(57 + )

aprés changement de variable ¢t = > Nous séparons cette derniére intégrale en trois morceaux:

1 : 2 : 2
- 1 t t)—1
A / 71%/ &()ldﬁ/ sine’(t) — 1 1
H™3(R) S ((5)2 +12)3 R\[-11] ((§)2 +¢2)% -1 ((5)% + %)%

Nous observons alors que:

e Pour le premier morceau:

1
1 2
/ ————— dt =2 argsh (—) ~ 2 |Loge| (¢—0). (3.69)
S (G e ¢
) . sinc?(t) 1 s L ) :
e La majoration ————— < — permet d’utiliser le théoréme de Lebesgue et d’obtenir :
(OO
.92 i a2
t t
lim _sine(®) g / sine (8) (3.70)
=0y 1) ((5)2 +12)2 CNEERT

|sinc?(t) — 1] 3 |sinc?(¢) — 1

e De méme, la majoration permet d’obtenir:

(2+e)r
. 2 _ . 2 _
lim / sine’(t) =1, / sinc™(t) -1, (3.71)
=0 -1y ((5)2 +#2)2 ST

La conclusion de la démonstration est alors immédiate. Le résultat pour —1/2 < s < 1/2 se
démontre de fagon analogue (c’est un peu plus simple). Les détails sont laissés au lecteur.

. . 1 v . . .
Plagons nous maintenant dans le cas o s < ;, nous pouvons faire apparaitre pourquoi nous ne
pouvons pas gagner de facteur €. Calculons la norme H* de @ :

k
la5ll7rmy = € / sinc? (—E> (1+K%)* dk. (3.72)
R 2
Comme il est clair que nous vérifions les conditions suivantes

|sinc2 () 1+ kQ)S‘ < (14 k?)® qui est intégrable sur IR,

3.73
lim [sinc® (&) (1+£2)°] = (1+k?)%, (3.73)
E—
On peut appliquer le théoréme de Lebesgue
k
lim | sinc? <—5) (1+ k) dk = / (1+k%)° dk. O (3.74)
e—0 R 2 R

Voyons maintenant les conséquences que 1'on peut tirer pour B§. Par définition (cf 3.55), on a :
|(Bu; v)| < wlug| [vg]- (3.75)

Il semble donc légitime de s’intéresser au lemme suivant :
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Lemme 3.13
(1) Pour tout s €]0,1/2], il existe une constante C(s) (ne dépendant pas de €) telle que :

Va € HVPPQ), il < Os) € fully (3.76)

@’

(#i) 1l existe une constante C (ne dépendant pas de ¢) telle que :

Yu € HY(Q), lug| < C +/e|Log(e)| [|ull a1 (- (3.77)
(7it) Pour tout s € [0, +o0[, il existe une constante C(s) (ne dépendant pas de €) telle que :
Vu € H'™5(Q), lug| < C(s) Ve llull mres(a)- (3.78)

Preuve.

Considérons un élément v € HY?+5(Q), pour s €]0, 1[, on peut le prolonger continiment en
une fonction @ de H'/25(IR?) (un tel prolongement existe bien, voir page 46 a 48 de [15] ou en
symétrisant par rapport a ’axe = 0 au théoréme 8.1 page 42 de [12]) et en prendre sa trace sur
laxe = = 0, (que nous assimilerons a R) :

@l me @y < Cs) lallgr/ersrzy < CCs) [ullga/zes()- (3.79)

De plus, comme u et % coincident sur le segment |0, ¢ :

il = | [ a0.nas0a] < Clalmm < @l (3.50)
et par conséquent :
lugl < C(s) llull grrersqy % W51 a-5(m)- (3.81)
Nous concluons a l'aide du lemme 3.12. 0O

Ce qui entraine le résultat suivant :
Corollaire 3.14
(i) Il existe C (ne dépendant pas de €) telle que :
Yu € H'(Q), |1Bg ull g1y < C /e |Log(e)| |ug|. (3.82)
(#9) Il existe C (ne dépendant pas de €) telle que :
1B5ll e )y < C e |Log(e)]. (3.83)

(i4i) Pour tout s > 0, il existe C(s) (ne dépendant pas de ¢) telle que :

Yu € H1+S(Q), I1B§ u”Hl(Q) < C(s) e v/ |Log(e)| ||UHH1+S(Q). (3.84)

Preuve.

Par définition de Bj :

BE . £
( Ou’a U) < O |ug| sup |UO|

sup - (3.85)
vert (@) V[l a @) ve H(@) [V 1 (2)

| B6 ull gy =

La conclusion vient du lemme 3.13. O
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3.3.2 Résultats préliminaires sur R°

. . . 1 N
Introduisons maintenant une semi-norme sur H z (3. ), trés utile pour R¢ car elle ne prend pas en

compte le mode O :
+o0 2.2\ %
2 _ Z ™n e 2
Felizsrz o,y = n=1 (H e ) k™ (3:56)

Lemme 3.15
(1) Pour tout s € [0, 1], il existe une constante C(s) telle que :

Vu € H'™5(Q), ||u||Hi/2(|0,s|) < C(s) €° |Jull gr+=()- (3.87)
(#3) Pour tout s € ]0,+00], il existe une constante C(s) telle que :
Yu € H?T5(Q), ”“”Hi/z(\maD < C(s) € |lull g2+ (3.88)

Preuve.

(i) Considérons un élément u de H3/2%7(Q) pour r € [0,1/2[, on peut le prolonger contintiment
en une fonction notée @ de H3/2+T(IR2) et en prendre sa trace sur le demi-axe z =0, y > 0 (que
nous assimilerons 4 R™) :

@l zrrerrty < C llallgsreirrey < C llullgsirq) (3.89)

La dérivée en y de cette trace est en particulier un élément de L2(]0, ¢]).

Soit P¢ I'opérateur de projection L?(|0,¢|), opérateur de projection sur le sous-espace vectoriel
des constantes. Il est classique (lemme de Bramble-Hilbert) de montrer :

du

|lw — PEUHL?(\O,E\) < Cel||l— ) Yu € H1(|0,€|)
Y ll2(j0,q1)
p (3.90)
u
||U— PsuHHl(\Oﬁ\) < C ‘ d_ R Yu € H1(|0,6|)
Yllzz(o.e
Nous en déduisons par interpolation le résultat en norme H/2(|0,¢|) :
PE < O du 1
|[w — Pul| g1/2j0,¢p) < Ve ay . (3.91)
L2(0.¢])
De pl définition de ||. :
e plus, par définition de || HH*%(\QE\)
- du
||u||H1/2(‘0 el) = ||u - P u||H1/2(|O)E|) < C \/g —_ . (392)
- Yl 12(j0,e))

Ce qui démontre, a ’aide d’un théoréme de trace, le résultat pour s = 1/2. Pour les s > 1/2 nous
avons besoin du résultat que 'on pourra trouver dans [12] (theoréme 11.2 page 63).

Pour tout r € [0, 1/2[, pour tout v € H"(IR"), v/2" € L?(|0,¢|) il existe une constante C ne
dépendant que de r telle que :

v
|= < C) vl . (3.93)

Nous appliquons maintenant ce résultat a v = d/dy pour obtenir :

L3(R+)

dii
dy

1L di
y" dy

T

y" du

3.94
y" dy (3:94)

< €
L2(|0,¢e])

[re
y" dy

L2(0,¢]) ‘ L2(|0,¢) L2(RT)
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Par conséquent (u et @ coincident sur le segment |0, ¢]) :

du
1/2+7r 1/247r ||~
R ] P
En utilisant ’estimation (3.89) :
Vr e [0a1/2[7 ||uHH*1/2(|0,5|) < C(T) g/t HUHH?’/HT(Q) (3'96)
C’est a dire :
Vs € [1/2,1[, ||u||H*1/2(|0,5|) < C(s) e’ HUHHH-S(Q) (3'97)
De plus d’aprés la remarque 3.4 nous avons aussi :
Pour s =0, full y < Jullyy ) <l (3.98)

On obtient le résultat pour s €]0,1/2[ par interpolation entre (3.97) et (3.98).

(17) Comme nous sommes en dimension 2, pour tout s > 0, H***(Q) s’injecte contintiment dans
C1(Q) et par conséquent :

IV ull ey < CCs) s (3.99)
Reprenons maintenant I'inégalité (3.92) :
du
||u||H1/2(|O el) < _(07 y) ’
o L2(]0.¢])
d .
< 0: “(o ) , (3:100)
4yl ogel)
< CO(s) € [[ull e

Ce qui termine (7). O

Lemme 3.16 Il existe une constante C ne dépendant pas de e, telle que pour tout u € H(£)
et toutv € HY(Q),

(Row, )] <l ol (3.101)
Preuve.
Par définition de 'opérateur R®, nous avons
— w2n?
=) Wi v avee  &(w) = o’ (3.102)
Par Cauchy-Schwartz, on conclut en remarquant que [£5(w)| < (14 772712/52)%. O

Le corollaire suivant est une conséquence directe des deux lemmes précédents et de I'inégalité :

Re [l (e
IRl = sup B9 o gy L moed a2 e (3.103)
veri (o) [vllm ) vEH(Q) V]l 21 (2
Corollaire 3.17
(i) 1l existe une constante C telle que pour tout u € H(Q) :
1B ullr@) < Cllull gy, (3.104)
(ii) Pour tout s € [0,1], il existe une constante C(s) telle que pour tout u € HT5(Q) :
| R® u”Hl(Q) < C(s) e’ Hu||Hl+s(Q). (3.105)

(iit) Pour tout s €]0,+o0|, il existe une constante C(s) telle que pour tout u € H?*T4(Q) :

HRE uHHl(Q) < C(S) 9 ||U||H2+S(Q). (3106)
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3.3.3 Preuves des estimations de consistance

Preuve du lemme 3.8. 1" est la solution du probléme au laplacien (3.21), par régularité elliptique
u® € H?(Q) et on a I'estimation :

[l 2 < C lIfllp2c, (3.107)

ainsi du (7i7) du lemme 3.14 on déduit :

1B5 u’llmi) < CeLog(e) [u’lluz) < Cev/[Loge)] I f]lz2)- O (3.108)

Remarque 3.18 Notre raisonnement revient en fait & montrer :

(s wi)s.| < C Ve llfllzze, (3.109)
qui se déduit du (iit) du corollaire 3.13.

Remarque 3.19 L’exploitation de la régularité et de lindépendance en e de u® ne permet donc
que de gagner un facteur /|Log €| dans Uestimation de || B§u®| (o) par rapport a (3.83). On
peut remarquer toutefois que, si on fait ’hypothése:

u?(0,0) =0, (3.110)
ce qui arrivera si par exemple [ est impaire en la variable y, alors on a linégalité:
welel 10,9 < Ow) e Il (3.111)
qui permet de gagner un facteur € dans Uestimation final :

I1B§u’ |10y < Cw e*y/[Log el || L2 (3.112)

Preuve du lemme 3.9. Le support de la source f est éloignée de R de la fente. Nous pouvons
donc considérer une fonction de troncature ¢(r,8) € C°>°(Q) (ne dépendant pas de &) telle que
¢ = 1 pour tout r < % et ¢ = 0 sur le support de la source. Par régularité elliptique de Y,
solution du probléme au laplacien (3.21), ¢ u® est C*>(Q) et donc a fortiori H2+%(Q2) et on a bien
entendu :

lp Wl m2ve@) < C lIflL2@)- (3.113)

Comme u° et pu® coincident sur le segment |0, ¢ :

0 < 0 < C Ngersy < C . 3.114
1913 0 < 100030 < Cellenlimsem) < Cclim (3.114)

dont nous tirons grace au corollaire 3.17 :
IR u’ll ) < Celfl. O (3.115)

Nous retiendrons dans la suite I'inégalité :
14l 172 0.0) < Cellfllzay- (3.116)

Remarque 3.20 Présentons aussi la preuve la plus ancienne du lemme 3.9, Cette preuve a
l'intérét d’étre beaucoup plus explicite.

Nous avons, pour tout v € HY(Q) :

(REu®,v) = r¢(u®,v) < ra(uo,uo)% X ra(v,v)%. (3.117)
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Le lemme 8.8 fournit l’estimation uniforme :

r(v,v) = Re (b°(v,0)) < C vl -

Par ailleurs, par définition de r<(.,.) :
—+oo
(1) =)0 6 (W) 1),
n=1

ot on rappelle que :

(u?)e = \/g /06 u®(0,7) cos (%) dy.

Exploitons la régularité de u® pour effectuer une double intégration par parties:

: nm 2 [Qu® nmw €
[0 e (") ar = (2 [Groeos (")

0

) (22)

d‘ot on tire lestimation:

/05 u®(0,y) cos (g) dy‘ <C (%)2 [Haa—?j

<0 (Z) Ilieoy.

+e
Loo(3e)

Compte tenu de linégalité & (w) < nw/e, il vient :

+ool

Zm] 14120

n=1

r(u’,u’) < C 2

c’est a dire : )
re(u’,ul)? < Ce Il fll2)-
O

On conclut en regroupant (3.118) et (3.124).

9?%u0
oy?

L°°(Es)‘|

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)
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4 Analyse de 'erreur d’approximation du modéle

Nous allons dans cette partie étudier I’erreur commise par le modéle approché.

4.1 Reformulation du probléme approché dans ()

La solution du modéle approché est défini par :

—ATE — W = f, dans €,
~E
%l; +iwa® =0, sur I'y, -
4.1
~E
%l; =0, sur '\ X,
ou® _
o +T§(w)a® =0, surX..
ott T§(w) € L(HY?(Z.), H-Y/?(.)) est Popérateur non local défini sur . par :
0 1 /°
T @) =i x 2 [ o)y (12)

La solution 4° peut étre aussi vue comme la solution du probléme variationnel suivant (qui précise
le cadre fonctionnel et donne un sens rigoureux a la notion de solution) :

Trouver ¢ € H(Q) tel que :
(4.3)
a(@®,v) + b (ac,v) = L(v), Yve HY(Q).

ol nous avons ici repris les notations (3.55).

Le systéme variationnel vérifié par la solution u® peut étre exprimé sous une forme compacte a
'aide des opérateurs A, B§ et de 1'élément L de H' définis en (3.18) (3.19). Cette équation est
a comparer avec les équations opérateurs (3.20) pour la solution exacte et (3.22) pour la solution
limite.

Trouver @ € H'(Q) tel que (A + B§) @° = L. (4.4)
Comme cela a déja été évoqué en introduction, 'opérateur A + Bf est un automorphisme de
HY(Q).
Nous choisissons de découper le reste de 'analyse de la fagon suivante :

e nous étudions dans la partie 4.2 la convergence de @¢ vers u?,

e nous estimons dans la partie 4.3 'erreur commise par le modéle u® — u°.

0

Le premier point peut sembler artificiel, mais il apparait nécessaire d’estimer u° —u" avant u® — u®

4.2 Etude de la convergence de @ vers u°

Commencons cette partie par énoncer les résultats obtenus relatifs a la convergence de @ vers u°.

Théoréme 4.1 Lorsque € tend vers 0, 4 converge vers u® dans H'(Q) et on a l’estimation
d’erreur (C' désigne une constante indépendante de €)

13° = w’llmie) < C2evInel[flrze)- (4.5)
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Théoréme 4.2 Pour tout s €]0,1[, @° converge vers u® dans H'**(Q) et on a Uestimation
d’erreur (C(s) désigne une constante indépendante ¢ mais de dépendante de s) :

l|la — UOHHHS(Q) < C(s)e'™® Ilfllz20)- (4.6)

Théoréme 4.3 Il existe une constante C ne dépendant pas de ¢ telle que :
[a° = u®ll2() < CellfllLz- (4.7)
Remarque 4.4 Remarquons tout de suite que, par inégalité triangulaire, (4.5) et (3.58) en-

trainent :
[u® — @) < Ce[Inel|[fllr2)- (4.8)

Tirons de plus de (4.6) que : u° est bornée indépendamment de € en norme H'*5(Q) :
@]+ ) < C(3) [1fll L2 (4.9)

4.2.1 Estimation de ¢ — u° en norme H'(2)
Nous commengons cette partie par un résultat de stabilité portant sur l'inverse de A + Bj.

Lemme 4.5 1[I existe C > 0 ne dépendant pas de € telle que :
I(A+B5) e @) < C. (4.10)

Preuve. Ce résultat peut se prouver a l'aide des mémes outils que pour le théoréme 3.6 mais
nous préférons ici une démarche de type pertubative. En effet, 'opérateur Bf tend fortement vers
0. Plus précisément (cf (3.83)) nous avons :

I Bollccare)y < Cellogel. (4.11)
Pour tout u € H(Q), posons :
v = (A+DB5)"u (4.12)
d’oi il vient :
U:Ail U—Ail BSU - ”U”Hl(Q) < C ||u||H1(Q) + Ce |1H€| ||U||H1(Q)- (413)

Donc en prenant ¢ suffisament petit (1 — C ¢ |Ine| > %)

vl zr @) < lull ) < C llullgr s (4.14)

1-Cellneg|
Ce qui achéve la démonstration. O

A T’aide de la démarche classique stabilité consistance, nous effectuons la

Preuve du théoréme 4.1.

Si nous posons,
& =a° —uP, (4.15)

il vient :

(A+Bg)éee = —Bgu’.

Par conséquent grace au lemme 4.5 et au lemme 3.8 :

lellar @) < ClIBs wllar@ < CevInel|[fl2)- 0 (4.16)

Signalons une conséquence immédiate de la proposition 4.1 qui nous servira par la suite :
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Corollaire 4.6 Il existe une constante C' ne dépendant pas de ¢ telle que :

(@5 w)s.| < C Ve |lfllre - (4.17)

Preuve.

Appliquons une inégalité triangulaire :
(@ w§)s.| < (5 wh)s. |+ (6% wi)s. |, (4.18)
ainsi d’aprés l'inégalité (3.109) et le (44) du lemme 3.13, et

@ wi)s.| < CVEIfllae + C VeTogl) 1€ o), (4.19)

Du théoréme 4.1 on tire :
(@55 w)s.| < CVelfllae + Ce¥?Log(e) | fllrze. O (4.20)

4.2.2 Estimation de u° — u" en norme H'™$(Q)

Avant de rentrer dans le vif du sujet, rappelons un résultat de régularité relatif & un probléme
auxiliaire que nous utiliserons par la suite :

Considérons v € H'() la solution unique du probléme suivant (h € H~Y/2(T)) :

Av+w?v = 0, dans Q,

v

% = h, sur F7 (421)
0

8—:; +iwv = 0, sur I'y.

Il est facile de montrer que, si h € H~Y/2+5(T"), v € H***(Q) pour tout s < 1 . On sait de plus
qu’il existe C' > 0 tel que :

Vh € H—1/2+s(Q)7 vl 1) < C(s) ||h||H,%+3(F). (4.22)

Preuve de la proposition 4.2.
La différence &5 = @° — u® vérifie les équations suivantes :

A +w?e = 0, dans €,

8és — y €. 153 TE 3 1_‘

on = —iw (@5 wf)z. w5(y), sur I, (4.23)

a”‘é

56;1 +iwes = 0, sur I'y,

ou w5 est défini en (3.60). Comme @5 € H~z*5(I') pour tout s €]0,1[, nous pouvons donc
appliquer 'estimation (4.22) :

1l mrie ey < Cs) 1(@%5 wh)zc [ 1051 -3 +e - (4.24)
Appliquons maintenant le lemme 3.12 ainsi que le corollaire 4.6:
€]l sy < CO(s) % I fll2ey- u (4.25)
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4.2.3 Estimation de 4 — 4" dans L?(Q2)

Le preuve va utiliser une technique de dualité qui nous améne & considérer le probléme dual suivant

Pour g € L*(Q) donné,
Trouver ¢° € H(Q) tel que
(Awv; SDO)Hl(Q) =(v; 92, VvE H'(Q).

Ce probléme est le probléme dual du probléme limite (3.22). Il est facile de exprimer ce probléme
en termes d’équations aux dérivées partielles :

(4.26)

A + w? ¥ =—g, dans €,

?

o 0, sur T, (4.27)
9,°

a—i—iw ¢’ =0, sur I'y.

Preuve du théoréme 4.3

Prenons dans le probléme (4.26) v = é° :
(A& & m) = (€5 9)r29)- (4.28)
En effectuant la soustraction des équations vérifiées par u? et i€, il est clair que nous avons :
Ae® =—-B§a. (4.29)
Par conséquent on peut écrire :
(€% 92 = (A€ 5 ¢°) = —(B§a; ¢°)m (o). (4.30)
Par définition de B§ nous tirons :
(€% 9reqey| < C @5 wh)s.| x (" wf)s.| (4.31)
Par régularité elliptique pour (4.27) :
9%z 0) < C llgllzzo)- (4.32)
Ainsi d’aprés le corollaire 4.6 et le lemme 3.13 :

(&% 9)r2)) < CVElfllez C VeI lu2 < Cellfllze 9l (4.33)

En utilisant la caractérisation duale de la norme L?(12) :

N 1(€%5 9) L2l
%]l L2) = sup e 2L

(4.34)
geL2(Q) ||g||L2(Q)

on obtient le théoréme. O

4.2.4 Caractére optimal des estimations

Théoréme 4.7 [l existe deux constantes Cy et Co positives telles que :

(4) 155 = ||y > Cre V/ILog(e)] [u®(0,0)] = Cz €2 |Log(e)|** |1 f ]2 (0)-
(i) 17° = u®llr2@) = Cielu’(0,0)] — C2e® [Log(e)l [Ifllr2e)
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Remarque 4.8 Ces inégalités prouvent que sous la condition u°(0,0) # 0, les estimations des
propositions 4.1 et 4.3 sont optimales.

Preuve de (i)

Commengons tout d’abord par rappeler un théoréme de trace :

Siu est un élément de H*(Q) a laplacien dans L?(2). On peut alors montrer que l’on peut définir
sur chaque morceau I'; de la frontiére sa dérivée normale. Ce sera alors un élément de (Hl/2 ().

|5

On se référera par exemple pour la démonstration au théoréme 1.5.3.10 page 61 de [16].

< C (lullar ) + [1Au]l L2 ) (4.35)

[H34>@o)]’

Appliquons ce résultat pour é°

A& +w?e = 0 dans
€
%i& = —iw (4% w§) W sur I’ (4.36)
€
%Z—i—iwéa =0 sur I'y.
Par conséquent on a :
[liw (%5 wg) wgl (2] < C (€]l @) + 1A r20)) - (4.37)

De plus, la norme L?(Q2) du laplacien de é° est controlée a I'aide de sa norme L?((Q2) :

w [(a%; wg)| II%H{HW(D]/ < C e g - (4.38)

!/
Nous avons besoin pour continuer d’une minoration de la norme [HO/ 2(I‘)} de wg, c’est I'objet

du lemme suivant :

Lemme 4.9 I existe une constante C' ne dépendant pas € telle que :
C Ve |loge| <[5l sz - (4.39)
(047 (x)]

Preuve.

Commengons par rappeler une caractérisation de H,, 1/ 2(l"). Cet ensemble peut étre identifié a
Pensemble HOO (| — a,al) (cf (2.2) pour la définition de a) des fonctions de H'/2(IR) nulles hors
de | — a, al|. De plus, nous disposons d’une norme équivalente a Héf(I‘) :

mull gz ey < iz < M lull gy, (4.40)

ol @ est la prolongée de u par 0 hors de | — a, al.

Nous allons maintenant montrer I’inégalité suivante :
w5l pr-1r2my < C IIwoll[ 2wy (4.41)

Considérons une fonction de troncature ¢ € C*°(IR) telle que ¢ est nulle hors de [—a, a] et telle
que, pour un R donné (¢ < R < a), ¢ est égale a 1 sur le segment [—R, R]. On a pour tout
uwe H2(R) :
1/2
i=pu, 0 € Hy)’(T),

(4.42)
Il 4 gy < C IIUII .

(R)
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Comme le support w§ est inclus dans le segment [0, £] on a 1’égalité suivante pour tout u € H B (R)

(055 Wk = (4055 W, (4.43)

ol nous avons donné a (u,v)R le sens de :

/ u(y) v(y) dy, (4.44)
R

qui peut étre réinterprété comme un produit de dualité H 2 (R), H 2 (IR). Nous pouvons écrire a
Paide de (4.42) :
THE - TE . A
o W) o (@@ (4.45)

HZ(R) HZ(IR)
Comme @ € ﬁégzﬂ —a,al), on a la majoration :

ws; U .
T [ (4.46)

||U||H1/2(1R)
on passe ensuite au suprémum sur v € H'/2(IR) :
C lll-vamy < NG5 o (.47
Et enfin il ne nous reste plus qu’a utiliser le lemme 3.12 pour obtenir la conclusion du lemme. [J
De l'inégalité (4.38) et du lemme 4.9 nous tirons :
C |(@5 wE)s. | VETogel < 12 on. (4.48)
11 ne nous reste plus qu’a minorer |(a%; w§)s_| :
(@5 wh)s.| = (W5 wh)s.| — (€% wh)s. |- (4.49)

La fonction u® est trés réguliére dans un voisinage de la fente, elle est par exemple Lipschitzienne
sur le segment |0, £| et la constante de Lipschitz peut étre estimée par la norme L?(Q2) de f , nous
en déduisons :

[4°(0,y) =u°(0,0)] < Cy | fll2), (4.50)
la constante C' dépend de la distance qui sépare le support de f de la fente.

Nous utilisons ceci pour obtenir la minoration :

1/ L[
0., > _ 0 dy| — 2 — d
(% wd)s, | ‘\/;/0 u’(0,0) dy| — C'[|f[ L2 ‘\/g/o Y y‘ (4.51)
> CVelul(0,0)] — C 2| fllregy-

De plus on majore 'autre terme a 'aide du (i¢) du lemme 3.13 :

(6% wh)s.| < CevLogE)le]m (), (4.52)
et ainsi & ’aide du théoréme 4.1 on tire :

(&% wf)s.| < Ce¥?[loge] || fl|L2a- (4.53)
Ce qui prouve qu’il existe deux constante C; > 0 et Cy telles que :

(@5 wh)s.| > C1 Ve [u’(0,0)] — C2 %2 [Log(e)] |1 f] 2. (4.54)
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Et a ’aide de (4.48) :

Cr e V[Log(e)] [4°(0,0)] — Co &% [Log(e)|*? || fllz20) < 1€]lare). O (4.55)

Preuve de (ii)

Nous aurons besoin pour la démonstration du :

Lemme 4.10 Pour toute fonction u de H'(A,Q), la restriction a T de g—z est un élément du dual
de H(%2 (T) et on a Uestimation suivante

Ju
e < € (fulz@) + 18] ). (4.56)

[H32 )]

Preuve.

Pour tout g défini sur I'y tels que :
3/2
glr € Hyy™(T) et glr, = 0, (4.57)

il existe, d’aprés le théoréme de relévement 1.5.2.8 page 50 de [16], une fonction v € H?(Q) tels
que :

ov
vjag = g et 5—|aﬂ =0,
n (4.58)

Soit maintenant v € H*(A,Q) = {u € HY(Q) / Au € L?(2)} Nous pouvons définir sa dérivée
normale sur le bord en tant qu'élément de H~2 (99) ainsi que sa trace u élément de H= (9Q), le
calcul suivant est licite et s’obtient par intégration par partie :

<%,g>—<u;0>=/Auv—uAv. (4.59)
Q

Grace au théoréme de Cauchy Schwartz et & I'inégalité triangulaire :

ou
(52 0)| < Qulzzio + 1l ol (4.60)

Par conséquent pour tout g € Hgéz(I‘) :

ou
<%, g>‘ < O (e + 1Aul @) gl (4.61)
Par définition de la norme duale :
ou
- < C (llull2) + [1Au]lL2(e)) - O (4.62)
‘371 ) (Ilell 220 @

!
Nous aurons aussi besoin d’une minoration de la norme [HOB({ 2(I‘)} fournie par le lemme suivant :
Lemme 4.11 1] existe une constante C telle que :

~c
CV\/g < ||w0|||:Hgé2(F)},'
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Preuve. En utilisant des arguments similaires & ceux développés dans la preuve du lemme 4.9 :
€ g
CVE < bl gy < O 05y (4.6

A Taide du lemme 3.12 on a la conclusion. O

Le lemme 4.10 entraine (é° est solution de (4.36)) :
C1(0% W) gl oy < € Il (4.64)

et a l'aide de (4.54)) il existe deux constantes C; > 0 et Cy telles que :

C1 VE [u?(0,0)] — Ca ¥ Log(e) [If 2y < (a5 wi)l. (4.65)
nous pouvons donc écrire :

Oy £ [u(0,0)] — Ca 2 Log(e) | fllz@) < 1E Nz O (4.66)

Remarque 4.12 Les techniques de preuves des points (i) et (i1) sont trés similaires, si bien que
nous avons choisi de présenter qu’une partie des preuves qui sont d’ailleurs classiques. On peut
par exemple rapprocher le lemme 4.10 de Uestimation (4.35).

4.3 Etude de approximation de u® par u°
Nous allons étudier dans cette partie I’erreur 17° commise par le modéle approché :

=

n° = u® —a. (4.67)
11 est facile de voir que n° vérifie indifféremment les équations suivantes :

(A+B)n° = —R°a° et (A+DBj)n° = —R . (4.68)
4.3.1 Estimation de u° — @° en norme H'(Q)

Theoréme 4.13 Il existe C (indépendant de €) telle que
[u = @) < Cellfllre)- (4.69)

Remarque 4.14 Il faut comparer cette erreur avec lerreur commise par u® sur u’ (théoréme
3.11). Nous remarquons que nous avons seulement gagné un facteur \/Log(€). Notre conjecture
est pourtant que ce résultat est optimal.

Le résultat suivant est en fait le résultat de consistance
Lemme 4.15 Il existe C > 0 ne dépendant pas de € tel que :

[la=]]

wh o < Cellfllrae)- (4.70)

Supposons pour un court instant que nous ayons établi la proposition 4.15.

Preuve du théoréme 4.13

En Appliquant le théoréme 3.6 le corollaire 3.17 et le lemme 4.15 :

70y < C IR @) < C||ﬂ6|\H%(EE) < Cellflleze)- O (4.71)

Preuve du lemme 4.15.
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H.||H1/2(E ) est une semi-norme sur H(Q), par conséquent :
* £

27| < 4 +||ﬂ5—u°|\H%(EE- (4.72)

- HE (29) )

Appliquons le lemme 3.15, (appliqué pour s = 1/2) puis le théoréme 4.6 (avec s = 1/2 également)
pour obtenir :

~ 0 - 0
8=l 3 € CVENE =0l 3 ) < C I lacor (4.73)
l'estimation pour u’, a déja été démontré en (3.116). O

Signalons pour conclure une conséquence immeédiate du théoréme 4.13 qui nous sera utile a la
section 4.3.2 :

Corollaire 4.16 I existe C' > 0 ne dépendant pas de € tel que :

60,3 e, < C Iz (.74
Preuve.
Le lemme 3.15 (appliqué pour s = 0) entraine :
€ < Jlaf < ||luf + In% | g 4.75
el 5  0.cl) @ HH2(|0 ) el 8  0.l) 1@l % 0.0) (A h7enes) (4.75)

Le lemme de consistance 4.15 ainsi que le théoréme 4.13 d’estimation d’erreur en norme H'(Q)
nous permettent de conclure. [
4.3.2 Estimation de u° — i en norme L?())

Nous montrons ici que la solution approchée u° approche de facon quadratique la solution exacte

uc.

Theoréme 4.17 Pour tout s €]0,1], il existe une constante C ne dépendant pas de € telle que :
luf =@ r2g) < C(s) €27 fll2(e- (4.76)
Preuve du théoréme. Nous utilisons une technique de dualité :
Pour g € L?(Q) donné, considérons le probléme :
Trouver ¢ € H(Q) tel que :
o B ) (4.77)
((A+B=") v; §)u) = (v; 92y, VveH ().

Ce probléme est le probléme dual du probléme approché (4.4), il est évidemment bien posé. I est
trés facile d’exprimer ce probléme en termes d’équations différentielles :

AP + w?@ = —g, dans €,
g—i =0, sur I'\ 2¢,
5 (4.78)
g—i —wep =0, sur Iy,
op .
o " w(Po; wg) wg =0, sur Xe.
De fagon évidente, le résultat (4.9) obtenu pour 4¢ s’applique & ¢ et on a donc :
¢ € H'Y“5(Q),
Vs € [0,1], { ~ ) (4.79)
[l zr1+s ) < C(3) llgllL2(e
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Choisissons v = n° comme fonction test du probléme dual :

Yo € H'(Q), (A+ B 0% @) = (0 9). (4.80)
Ainsi comme 7 vérifie I'équation (4.68)

(175 9) = (A+ B 0% @) = —(B° u; @) (4.81)
Grace au lemme 3.16 il vient :

e o) < T 5. 482

Par ailleurs en utilisant le (¢) du lemme 3.15 puis (4.79) on a :
Vs € [Ov l[v ||¢||Hi/2(zs) < O(S) e* ”‘:ZHHHS(Q) < C(S) g° ||g||L2(Q)- (4'83)
En regroupant les inégalités (4.74), (4.82) et (4.83) nous avons :

Vs € [0,1], (775 9)l < C(s) " I fllr2e) l9llL2ce)- (4.84)

On obtient le théoréme a 'aide de I'écriture duale de la norme L?(Q)

(1%, 9) 120
1|z = sup ~ O (4.85)

geL2(Q) H9||L2(Q)

4.3.3 Estimation de u® — 2° dans des domaines évitant la fente

Considérons maintenant la famille de domaines :

Q ={zeQ/ ] > 1}, (4.86)

ainsi que leur complémentaire :

B, ={ze€Q/ |zl < r}. (4.87)

Nous montrons ici que, si nous excluons un petit domaine incluant la fente alors nous pouvons
obtenir des estimations d’erreurs en £2 pour la norme H'. Ceci est concrétisé par les théoréme
suivant.

Théoréme 4.18 Pour tout R > 0, il existe une constante C(R) indépendant de € telle que :
[u® = @[l r2(ep) < C(R) € [Ifllz2(0)-

Théoréme 4.19 Pour tout R > 0, il existe une constante C(R) indépendant de ¢ telle que :
[u — @] 1 (ap) < C(R) € || fllL2(0)-

Nous verrons lors de la preuve que le théoréme 4.19 est une conséquence du théoréme 4.18.
Preuve du théoréme 4.18.

Considérons comme dans la partie 4.3.2 la solution ¢ du probléme modéle approché dual, mais
cette fois avec un g a support inclus dans Qi (pour un R donné strictement positif). Bien entendu
nous avons toujours (cf 4.82) :

1075 D < Cllell s,y 1801725, (4.88)
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L’équivalent du lemme 4.15 (qui utilise le fait que f est & support dans 2r) s’applique bien stir a

(Y20
HSE”H,VQ(Eg) < C(R) € ||g||L2(QR) (489)

et par conséquent d’aprés le corollaire 4.16 :

(7%, 9)l < C(R) € | fllz2() l9llz2(0n)- (4.90)

On obtient le théoréme a 'aide de Iécriture duale de la norme L?(Qg)

B (n°, 9)r2(0)
lvllz20r) = sup ———"

.o (4.91)
g € L2(QR) H9||L2(QR)

Preuve du théoréme 4.19.
Comme nous travaillons sur une couronne qui évite la fente, il nous suffit de rappeler les équations
vérifiées par n° hormis les conditions aux limites associées a la fente :

Anf+w?n®=0, dansQ,

€

on + w 776 = 07 sur Ff, (492)
e

3877 =0, sur I'.
n

Soit ¢ € C*°(2) une fonction de troncature radiale, ¢ vallant 1 sur Qg et 0 sur Bgys. Nous
obtenons la semi-norme H'(f2) de |¢ n°| a 'aide d'une formule de Green :

a2 c = (e n°) =
Ve == [ aeners [ SER e (1.93)

Nous développons le laplacien de ¢ n° et utilisons ’équation différentielle vérifiée par n° dans 2 :

Alpn) = Alp) n°+2 (V) (Vn°) + ¢ (A7),

) (4.94)
= Alp) 1" +2(Ve) (Vi) —w® @1,
et remarquons que, sur I'y, ¢ est identiquement égale & 1 :
A(p n° omn) — .
[ e g [ A i [ e (1.95)
Iy n r; on Iy
En regroupant ces résultats nous pouvons donc écrire :
/Q V(e n°)I* = /Q (Alp) n° +2 (Vo) (V1) = 0 0°) 917 — iw /F 77| (4.96)
¥
Prenons la partie réelle de cette expression et majorons :
Lvem <| [ @) 250 (0F) - o2 o 1) 7. (4.97)
A T’aide de la formule :
Vien) = V(e)n + eV i) (4.98)
nous pouvons écrire :
Lverr<|[ [aw e -2 (Vo -] P +2V i) 7. 499)

RR n° 5568



42 Joly & Tordeux

Comme ¢ € C°°(2) on peut majorer ses dérivées successives par des constantes et de plus ¢ = 0
dans Bp/; nous pouvons donc limiter les intégrales & Qg :

/ Ve’ < C ("> +V (¢ n°) 7] . (4.100)
QR/2 Qr/2

D’aprés I'inégalite de Young pour tout a > 0 :

C
2 2
V(e U€)||L2(QR/2) <0 ||775H%2(QR/2) +Ca o 77€HL2(QR/2) + o ||775H%2(QR/2)- (4.101)
On prend a = % et par conséquent :
V(e 776)||L2(QR/2) < ||775||L2(QR/2)~ (4.102)

De plus, la fonction ¢ est égale & 1 sur Qp :

IVl L2y < C % llL2 (g 2) (4.103)

ce qui démontre le résultat annoncé. O

4.3.4 Estimation de u® — 4 dans la fente

Pour tous les points intérieurs a la fente (i.e z > 0, et y € |0,|) nous disposons de la formule de
représentation de la solution exacte :

“+o0
(e, y) = (U wg)s, wily) eap(—iwa) + 3 (u wh)s, wi(y) eap (€5(w) x).  (4.104)

n=1

De méme pour le modéle approché nous disposons de la formule de représentation unidimension-
nelle pour tout x > 0 :

i (z) = [1 /O T (0,y) dy] cxp (—iw z). (4.105)

3

On définit de maniére tout a fait naturelle un prolongement de @ a la fente (z > 0, y € |0, €]) :
W (x,y) = @°(x). (4.106)

Par conséquent, on a la formule de représentation suivante :

~€

@ (w,y) = (@ wh)s, wily) exp(—i w ). (4.107)
Etude du comportement des solutions sur I’interface

La donnée des solutions u® et u° sur le segment X. nous permettent de complétement déterminer
ces solutions a l'intérieur de la fente par les formules de représentation (4.104) et (4.107). Nous
donnons ici des résultats relatifs aux coefficients de décomposition des traces de u® et 4 sur
Y... Ces résultats présentés sous la forme de lemme nous permettrons d’obtenir les estimations &
Iintérieur de la fente.

Le lemme suivant donne le comportement asymptotique du coefficient de projection de la solution
exacte sur le premier mode de la fente.

Lemme 4.20 I existe une constante C positive telle que :
(w5 wi)s.| < C Ve lfllrz, (4.108)
de plus si u®(0,0) # 0 il existe C1 > 0 et Cy telle que :

Oy VE [u0(0,0)] — Ca ¥ [Log(e)| | fllrz) < [(us wf)s.|- (4.109)
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Preuve.

Introduisons tout d’abord la solution limite de u°
(5 wg)s. | = [(u® — w5 wh)s. | < (w5 wh)s.| < |(u’s wh)s. |+ [(u° — u®5wj)s. |- (4.110)

Appliquons le (i) du lemme 3.13 ainsi que le théoréme 4.13 :

I — % wi)s.| < CIETog@)] luf = wllmy < C 2 [Loge)| | flpaey.  (4111)
La remarque 3.18 et I'inégalité (4.51) nous permet d’obtenir (4.108) et (4.109). O
Ce dernier lemme donne le comportement asymptotique de ’approximation de u§ par ug

Lemme 4.21 1[I existe une constante C' ne dépendant pas de

|(uf — @ wi)se| < Ce? /[Logel ||fllz20 (4.112)

Preuve. Le (i) du lemme 3.13 nous permet d’écrire :

|(u® —a%; wy)s. | Ve |Log(e)]| ||u® — || (- (4.113)

On conclut a ’aide du théoréme 4.13. O
Estimation de u® dans la fente

Nous voulons ici déterminer si le modéle prend bien en compte la forme de la solution & l'intérieur
de la fente. Pour obtenir des jauges d’erreurs, nous allons calculer différentes normes de u®(x,y) a
Iintérieur de la fente. Considérons deux types de domaine a 'intérieur de la fente, le premier type
de domaine Aj, (avec L strictement positif) touche la fente et permet d’obtenir des estimations
d’erreur proche de la jonction :

Ap =10, L| x 0,¢]. (4.114)

Le deuxiéme Br, 1, (0 < L1 < Lg) est intérieur a la fente :
B, ,L, = |L1, La| x |0,¢]. (4.115)

Il permet d’obtenir des estimations ne prenant pas en compte la partie de I’erreur due aux coins.

F1G. 10: Rappel des définitions des domaines Ay, et By, 1,

Proposition 4.22 [ existe trois constantes C1 > 0, Cy et C3 > 0 ne dépendant pas de ¢ telles
que :

C1 VE [u(0,0)] — Co £*2V/[Log(e)| || fllL2() < v llmrar) < CsvVEIfll2).  (4.116)
Preuve. Calculons, & I'aide du développement (4.104), la norme H'(Ay) de u®
L
Hu ||H1 AL) - (1+w2) |(U/€ w8)25|2 A 1 dﬂf

. (4.117)
+Z<1+ e w >|2)|<uf; wis [ (-2 6 @)
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En intégrant et en remplacant &2 (w) par sa valeur :

[|u® HHI (AL) = (1+w2) |(u®; wi)s, |2
+o0 2 2 n2?
l-w 427 (4.118)
2 —2 |(uf; wi)s.[? (1 — exp(—2 & (w) L)).
n=1 s gl w

Par conséquent nous avons ’encadrement suivant :

L(us wi)s. [ < Nellinga,) < C w5 wp)s P L + O llufly ey, - (4.119)

Nous obtenons la proposition a ’aide du lemme 4.20 et du corollaire 4.16. O
De méme, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 4.23 Il existe trois constantes Cq > 0, Cy et C5 > 0 telles que :
Cr VE [u0(0,0)] — Co %2 \/[Log(e)] || fllrz) < Nufllai sy, 1y < Cs VE I flL2@

Nous pouvons remarquer que ’énergie H' est répartie de facon & peu prés uniforme que ce soit
proche ou loin de ’embouchure de la fente.

De méme, nous pouvons obtenir des estimations d’erreurs en norme L2.

Proposition 4.24 Pour tout L > 0 (resp. 0 < L1 < Ls), il existe une constante Cy et Cy positive
telle que :

Cy VE [u2(0,0)| — C2 €/2\/Log(e) || fll2) < lullr2(ay) < O3 Ve [l fllrz)-
resp.  Cy /e [u®(0,0)] — Co £3/2\/Tog(e) | fll2) < Nwflle2se, ) < Cs vVE I fllL2)-

En regardant les preuves de plus prés, nous pouvons remarquer que la majorité de ’énergie con-
tenue dans la fente par la solution exacte est principalement due & son terme propagatif que ce
soit loin ou proche de la jonction.

Tous les résultats obtenus a la partie suivante sont & comparer avec ces résultats. En effet un bon
modele devra satisfaire la condition suivante écrite ici formellement

|u® — || < [Juf] (4.120)
ot ||.|| est une norme sur les domaines Ay, ou By, 1,. En effet la solution limite n’est pas définie
a l'intérieur de la fente. L’approximation naturelle de la solution exacte dans la fente est donc 0.
Erreur commise par le modéle a I’intérieur de la fente
Nous donnons deux théorémes d’erreur du modéle, le premier sur les domaines touchant la fente

(AL) et le deuxiéme sur les domaines loin de la fente (Br, ,)

Théoréme 4.25 [l existe une constante C' ne dépendant pas de ¢ telle que

[u® = @lg1ay) < Cellfllea

Preuve. Calculons la norme H'(Ar) de l'erreur u — @° a l'aide des formules de représentations
(4.104) et (4.107) :

HUE — aEH%‘Il(AL) = (1 +w2) |(’U/E — ,aE, w8)25|2 L

+00 1— 27rn
3 e T S e AT
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Nous transformons cette égalité en I'estimation suivante :
lu® — || gra,y < C|(u® —a%; wy)s. |+ C ”“EHHi/Q(zE) (4.121)

Le corollaire 4.16 et le lemme 4.21 nous permettent de conclure. (I

Dans le cas de 'approximation proche de I’embouchure, la majorité de U'erreur du modéle est due
aux modes évanescents. On peut donc en conclure que ce sont les singularités qui sont responsables
de cette erreur.

Dans les domaines By, 1, nous allons enfin profiter du fait qu'une partie de la solution est évanes-
cente.

Théoréme 4.26 Pour tout 0 < L1 < Lo, il existe une constante C telle

~ 3
e = (s, 0y < C et VIZogell fllzaoy (4.122)

Preuve.

Utilisons encore les formules de repésentation et majorons a I’aide des mémes techniques qu’auparavant

e — @2 4,y < C |uf — @ w)y, |2 i)
T Ol s (eap(—2 €5(w) L) — cop(~2 €5(w) L))
Or pour tout n > 1 on a :
2,2
€ = m Z >0 L (4.124)
€ €
ainsi nous pouvons faire apparaitre un terme de décroissance exponentielle :
e ~eg2 € ~c. € 2 Ly €12
e = @ B,y < €l =75 wh)s P+ Ceap (=200 ) [W8Pny o (4125)
Le corollaire 4.16 et le lemme 4.21 nous permettent de conclure. ([l

Cette fois, loin des coins, les singularités ne sont plus apparentes. Nous retrouvons donc ’erreur
que nous commettons seulement sur le premier mode, les autres modes étant amortis exponen-
tiellement.

Nous pouvons aussi avec des méthodes similaires obtenir des inégalités L2(12), cette fois que nous
soyons proche ou loin de la fente, 'erreur est due au mode propagatif.

Théoréme 4.27 Pour tout L > 0 (resp. 0 < L1 < L), il existe une constante C positive telle
que
_ 3
[u =% 2(an) < Ce2 V|Logel [ fllLzo

(resp. llu® = @21, 2y < C ¥ V/ITogel [Flaey ) -

Dans toutes les normes que nous avons ici étudiées nous pouvons remarquer que notre modéle est
bon.

(4.126)

4.4 Récapitulatif

Résumons notre étude & l'aide de tableaux. La premiére ligne précise la norme de travail, la
deuxiéme majore I'erreur absolue du modéle, la troisiéme la vitesse de convergence de la solution
exacte vers la solution limite. la derniére ligne de chaque tableau montre I’amélioration apportée
par le modeéle, c’est a dire une erreur relative.
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Les estimations soulignées ont été montrées optimales. En effet, nous avons montré 'optimalité
des estimations u® — u° et 'optimalité de celles-ci se déduit a ’aide d’une inégalité triangulaire :

lu® = ully = (|3 = u’lly = [lu® - a°|x. (4.127)

Commengons par les estimations sur le demi-plan de propagation :

N = H'(Q) L*(Q) H'(Qr) | L*(R)
uf —a||n | < Ce C(0)e* %, V6 >0 | C(R)e* | C(R) &2
[u® —u’|x | < | Ce |Log(e)"/? Ce Ce Ce
w < | O lLog(e)| Y2 | C(8) %, ¥6>0| Ce Ce
[[uf — uO|n

Ajoutons quelques précisions : Iestimation de de u® — u" provient de facon triviale de I'inégalité :
||’u‘S —UOHLz(QR) < ||'LL‘S —UOHLz(Q). (4.128)

L’estimation de ||u® — u|| H1(Qg) S'en déduit en effectuant la méme preuve que pour le théoréme
4.19. Nous n’avons pas eu le souci de montrer avec la plus grande rigueur 'optimalité de ces
inégalités pour les conditions absorbantes. On pourra tout de méme pour se convaincre se reporter
a lannexe C ; nous y donnons 'optimalité de ce résultat dans le cas des conditions transparentes.

Finissons par le tableau des estimations & I'intérieur de la fente :

N = | HY(Ap) L%(AL) Hl(BLl,LQ) LQ(BLLLQ)
e —@ln | <| Ce | Ce¥Log(e)? | Ce¥/2lLog(e)[? | C &2 [Log(e) 2
([usll v <| Cye C Ve CVe CVe
W <| CvE | Cellog@)? | Cellog)? | CelLoge)!?
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A Ansatz du probléme de la fente courbe a section constante

Considérons U*® solution du probléme de Helmholtz posée en coordonnées curvilignes :

[ €
Vs € I, Vv € |0,¢, % (1—&-1/0(8))718(;{; ] +8£1/ [(l—i—uc(s))ag/ } + WU =0, (A1)
ou I est un intervalle quelconque de IR et pour v = Oouce¢:
ouUe
w(s, V) =0 (A2)
Effectuons la normalisation suivante :
v =€z, (A.3)
on vérifie ainsi les équations suivantes sur le pavé I x |0,1]|:
0 4, 0U*® 10 ouUe 9
s (1 + zee(s)) s ] 27, [(1 + zec(s)) Ep + w*U® = 0, (A.4)
et pour z = Ooulona:
ouUe
Vs € I, o (s,2) = 0. (A.5)

Supposons maintenant que U€ peut se mettre sous la forme d’un développement limité appelé
aussi Ansatz :

P
Us(s,z) = Up + o(eh), Up = Y & Ul(s, 2). (A.6)
j=0

ol tous les U? vérifie la condition aux limites A.5.

Injectons ce développement dans I’équation A.4 il vient ainsi un développement limité de A.4,
dont on peut tirer les équations (A.7) (A.9) (A.11) (A.16) et (A.20) :

92U°
0z2

et par conséquent comme U vérifie les conditions aux limites (A.5)

Vs e I Vz e |0,1], (s,2) =0. (A7)
U%s,2) = U%Gs). (A.8)

Le deuxiéme ordre du développement nous permet d’obtenir la dépendance de U en fonction de
z, en effet :

o ou°  aU!
e [ o) g + W] =0 (4.9)
et grace & A.8 :
o2U1
5 (52) = 0 = Ulls.2) = U's). (A.10)

Le troisiéme ordre nous fournit la dépendance de U? en fonction de ¢ ainsi que I’équation qui régit
Uo .

ool UG out ou? 2170
—— + = —_— —_— = All
552 + ER [z c(s) P + 5 } + w U 0 ( )
en groupant astucieusement les termes, remarquons a ’aide de A.8 :
0%U? 02U’ 970
— = —_—— - = . A.12
o (5.2) = S = WP U= [(s) (A.12)
c’est a dire :
Y(s,z) € Ix10,1], U?%(s,z) = a*(s) + b*(s) z + @ 22, (A.13)
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et ainsi grace 4 A.5 :

U%(s,z) = U?(s). (A.14)
et par conséquent :
PUT o~ g (A.15)
0s? - '
Pour les ordres suivants la dépendance en z devient polynomiale, en effet :
0 ou° out 0 ou? ous 9 71
— |- —— — — —— —— = A.16
ds 2 els) 95 T s } e [z (s) 9 T o] TV u 0 ( )
c’est a dire : P20 5 o0 Q2

On intégre cette équation pour z € |0, 1|, puis on assure la condition aux limites A.5 pour U? en
z=0et 2 =1 on obtient d’une part I’équation vérifice par U" :

0?U! 10 ou°

(s) + w? U'(s) =

et la dépendance en z de U3 (que nous donnons car c’est ce qui permettrait au lecteur de pousser
le développement limité a un ordre supérieur)

U = 1) - 5 |G + 0] + 5o [ Zh]. (A.19)

Pour 'ordre supérieur, donnant la derniére équation en s sur un U? qui ne dépend pas de ¢, on a :

a [, ,0U" out  oU? 3} ous Ut 272
s [z (c(s)) W—zc(s)g—i—g +$ zc(s)w—i—? +w*U” =0. (A.20)

et on intégre cette équation par rapport a z sur |0, 1| et en appliquant les conditions aux limites
A5 pour U3 et U*:

10 , 0U° 10 out 0?U? 9 179
S5 — |-z — =0. A21
30s [(c(s)) 0s ] 2 0s [c(s) 0s + 0s? Tt =0 ( )
et ainsi a partir de (A.15) (A.18) et (A.21) il vient :
U§ ne dépend que de s et vérifie :
AUS + w*US = 0 (A.22)

Ut ne dépend que de s et vérifie :

16[ ()an] D2U*

_ 277e _ .1
595 |5 <5) 5, 5a +w* Us =71 (e),
19 ou (A.23)
1 2 _ 10 ou~
r(e)/e” = 598 {s c(s) P ] .
U5 ne dépend que de s et vérifie :
10 [, 5 0US 10 ouUs 02Us 27 9
30s {8 (c(s)) ds } 2 0s {6 (s) 9s | T o2 TV Uz =r(e),
(A.24)

LU £ U] 10 ou?
2 0s '

r2(e)/e® = 395 [52 (c(s)) Ep € c(s)g

Nous obtenons une approximation d’ordre 2 [resp. 3] de (A.23) [resp. (A.24)] en remplagant r*(e)
[resp. 72(¢)] par 0, ce qui renvoie & la remarque 2.1.
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B Reégularité de u"

Par hypothése, la source f de I’équation est éloignée de R de 'origine.

F1G. 11: Distance de la source a la fente

Nous nous attendons & obtenir des résultats de régularité locale pour u” pour les domaines dont
I'intersection avec le support de la source est vide. Introduisons donc les domaines suivants :

=
I

{reQ /[l < r},

B.1
{z e/ |z| > r}. (B

)
5
Il

Fic. 12: Domaine loin ou

proche de l'origine

Voici la proposition de régularité : le lecteur attentif pourra remarquer que les constantes ne
dépendent que de R et de w (i.e du support de f).

Théoréme B.1 Soit R, un scalaire strictement inférieur a R :

VneIN wugé€ Hn(B(O,R*)) et HC(R*,TL) ||@||Hn(BR*) < C ||f||L2(Q) (BQ)

Preuve. Commencons par symétriser la solution limite u"; pour cela définissons sa symétrisée u°

par rapport & 'axe z =0
vz >0, ul(z)=

Ve <0, u(x) = ZO(_w)’ (B.3)

O(x).
La fonction 1 est alors solution du probléme suivant :

chercher u € HY(Q) tel que

Au+wu = £ (Q),
ou . (B.4)
n +iwu = 0, Ly),

ot Q et I'y sont les symétrisées de 2 et I'y ot f est la symétrisée de f. La continuité (symétrisation)
a linterface assurent la conformité H!(Q), et la condition aux limites de Neumann homogéne
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assurent que 1’équation au laplacien est bien vérfiée aux sens des ditributions dans 2.

11 est alors clair que nous avons construit un prolongement H'! stable
[0l @) < C w1, (B.5)

Considérons (R,,), ¢ N la suite, définie par :

Ry = R,
(B.6)
R,y1 = R,—6/2", avecd=R-—R,.
Cette suite tend en croissant vers R,. Nous allons montrer par récurrence :
vnelN, 3C'>0 [uollrm(B(0,R)) < Cllwallm (@) (B.7)

ot B(0, R,,) est la boule de centre 0 et de rayon R,,.

Pour n = 1 l'inégalité est triviale. Supposons donc la proposition vraie pour tous les m < n.

Considérons la fonction de troncature ¥,, € C*(IR* — IR) définie a I’aide des coordonnées polaires
(r,0). On prend ¥,, de support inclus dans le demi-cercle de centre 0 et de rayon R, (¥(r,0) =0
pour tout r > R,,), et pour r < R,4+1 on lui donne la valeur 1.

La fonction produit n, = ¥,, x u® définie tout d’abord sur  se prolonge facilement par 0 sur IR?
en une fonction de H'(IR?). Recherchons les équations vérifiées par 7,, :

e dans la boule de centre 0 et de rayon R

An, = (AD,) u® +2VV, Vil + ¥, (Au®) = (AT,) u° 4 2VV,, Vi — w?u?,

e hors de cette méme boule

N =0 = An, = 0.
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o1

Il est alors clair que nous avons I’estimation suivante

ANl gr-1r2y < C W] 150,10 ))-

La constante C' dépendant bien entendu de ¥,,. De plus par définition de la fonction 7,
170l 7 w2y < C 12| £ (B0, R )) -

1. 2\ - , .
Nous pouvons alors utiliser des normes H™(IR”) issue de la transformée de Fourier

" 2n+1 ) — 1 2\n+1 An Qd
ey = [ AHIER ()R de

[ i@P de+ [ € @ lePr an©F d.
R2 R2
Donc d’aprés le théoréme de Cauchy-Schwartz

H%H%{nﬂ(m) < ||77n|@1n(1112) + 170 || 0 (m2) | AT || 27 (2 -

En liant ces résultats
1001 w2y < C 16210 (B(0, R ))-

La fonction ¥,, étant égale & 1 dans la boule de centre O et de rayon R, 1, on a :
0 0
@2l s (B0, Ras)) S C ]z (B0,R,))-
D’aprés ’hypothése de récurrence on a bien :
o] < O
Y NH 1 (B(0,Rry1)) U g,

ce qui termine la récurrence.

Rappelons maintenant I'inégalité :
[ @) < C lIfllz2o)-
Nous avons donc :
VnelN, 3C >0 140 (B0, R < C I fll2(0)-
Donc comme Vn € N R, < R,, :

VvneN, 3C >0 160 i (B0,R.)) < C IfllL2()- O
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C Estimation locale optimale dans le cas d’une condition
transparente

Reprenons le systéme d’équations (4.36) en changeant les conditions absorbantes en condition de
radiation

A& + w?2éE =0, dans R* ™,
aés o ~E € € 1 ~E g (Cl)
= 1w (u%; wy) wg = — (u; w, , enz = 0.
on ( 0) 0 \/g ( O)Es
¢€¢ vérifie une condition de radiation en r = +oo.

€° est entierement déterminée par la formule de représentation intégrale :

. : NN
ey = [ Gla,y,y)5-()dy" (C.2)
0 n
avec
1 — 2 (1) 2 AV
Gla,y,y') = o Ho ' (Va2 +(y—v) (C.3)
Intéressons nous plus particuliérement a la couronne C paramétrée en coordonnée polaire :

y

2

]
£ R,
' Ry < v < Ry
X C
\ 0 < 6 < 7«
Ainsi nous avons l'expression de G en coordonnée polaire :
G(x,y,y') = Hél) (r\/l —2y'/y cos(0) + (y’)2/7“2) . (C.4)

Cette expression nous permet d’effetuer le développement asymptotique de G dans C x |0,¢|, en
effet Hj est analytique sur IR’ on a donc :

G(z,yy') = H(r) + € g°(r,0,4' Je), YO<R <1 < Ry, (C.5)

avec :
V(T7972’) € C x |O?1|a gs(r797z) g C(RlaRQ)' (06)

par conséquent en appliquant la formule (C.2) :

& (0,y) = VE @5 wi)s. (B () +2h°(0)) (C.7)
ou
he(r,0) < C(R1,Ro) (C.8)
et par conséquent :
1ellsa@) > C VE 1@ wh)s. | (NH loae — & 11, 0) 22 o)) (C.9)
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La minoration (4.54) montre I'optimalité de 'erreur en norme L?(2) loin de la fente ; c’est & dire
il existe deux constantes C7 et Cy dépendant de Ry et Ry telles que :

18]l 2cy = Ci(Ra, Ra) € [u®(0,0)] — Ca(Ra, Re) € [Log(e)| || fllz2(e- (C.10)
Bien évidemment ceci montre aussi 'optimalité en norme H*(2), en effet :

e ) = €¥]l2(q)- (C.11)
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