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Résumé : Dans ce rapport nous présentons ’extension de la méthode de Cagniard-de Hoop,
que nous avons étudiée dans la premiére partie en dimension deux, & la dimension trois.
Comme dans la premiére partie nous effectuons une présentation mathématique détaillée
de la méthode, nous regroupons les résultats déja connus et nous éclaircissons certaines
difficultés mathématiques qui ne semblent pas avoir été traités jusqu’a maintenant .
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A mathematical presentation of
the Cagniard-de Hoop method

Part 11

In three dimensions

Abstract: In this report we present the extension of the Cagniard-de Hoop method, that
we have studied in the first part in two dimension, to the three dimensions case. As in the
first part, we present in details the method, we bring together the already known results and
we clarify some mathematical difficulties which does not seem to have been treated from
now on.

Key-words: Cagniard-de Hoop, analytical solutions, Green functions, waves equation,
acoustics, élastodynamics
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Introduction

Comme nous l’avons vu dans la premiére partie, la méthode de Cagniard-de Hoop a été
initialement introduite par Cagniard pour traiter des problémes bidimensionnels. Dans ce
cas on utilise une transformation de Fourier dans une variable d’espace (par exemple z) et
une transformation de Laplace en temps pour se ramener 3 une équation différentielle en la
variable d’espace restante. La clé est alors d’interchanger le role des variables x et ¢ (ou plus
exactement de leurs variables duales de Fourier-Laplace k. et s) via des techniques d’analyse
complexe.

En dimension trois, la méthode est en quelque sorte moins naturelle : pour se ramener 4 une
équation différentielle ordinaire suivant une variable spatiale (par exemple z) il faut cette
fois appliquer une transformation de Fourier dans les deux autres directions et I’échange
temps espace ne se fait pas de maniére aussi évidente. L’idée proposée par de Hoop [2] a été
de faire I’échange entre le temps et une variable d’espace convenablement choisie (obtenue a
laide d’une rotation judicieuse) en appliquant les mémes techniques qu’en dimension deux.
En conséquence la solution fondamentale ne se présente plus comme une formule explicite
mais comme une intégrale 1D. Néanmoins, comme nous le verrons cette intégrale se fait
toujours sur un intervalle borné et a parfois le bon gott d’étre explicitement calculable (voir
par exemple le cas d’un milieu acoustique homogéne, section [I).

Nous décrivons ici de fagon un peu plus précise les différentes étapes d’un calcul 3D (le
contenu de chaque étape s’éclairera dans les sections suivantes sur les calculs cas par cas).
Notre présentation correspond au cas d’un milieu & deux couches homogénes et au cas ou le
modéle de propagation est isotrope dans les deux premiéres variables (z, y) et nous renvoyons
a [6, 5] pour I’étude de milieux stratifiés et /ou anisotropes (concernant les milieux anisotropes
citons également [, 4]) et & la thése de Q. Grimal [3] pour le traitement d’interfaces courbes.

Soit u(z,y, z,t) la fonction de Green d’un probléme tridimensionnel stratifié, invariant suiv-
ant les directions = et y. Les premiéres étapes du calcul de u par la méthode de Cagniard-de
Hoop sont trés similaires au cas bidimensionnel :

1. On applique successivement & wu:

e la transformation de Laplace en temps (s est la variable duale de t):

+oo
Wy, 2 8) = / W (g, 2y t) e dt (1.1)
0

e la transformation de Fourier suivant les deux variables d’espace z et y (k,
et k, sont les variables duales respectives de z et de y):

+oo “+oo )
Uka, ky, z,8) = / / U(x,y, z,s) e F=2Fka¥) qy. (1.2)
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4 Diaz & Joly

2. U(kg, ky, z, s) est alors solution d’une équation différentielle ordinaire en z & coefficients
constants dans chaque couche, qui peut étre résolue explicitement. Qui plus est, cette
fonction peut se mettre sous la forme d’'une somme d“ondes élémentaires”

N N
U(kz, by, 2,8) = Zal(ij7ky7z75) - ZAl (|k|2, i,c> TR 200)
cl
=1 =1

ol ¢; représente la vitesse de propagation des ondes I, ¢ = [¢;],_; 5 est le vecteur
contenant les vitesses de propagation de chaque onde i. Les fonctions A4; et F; sont
exactement les mémes que celles que nous avons rencontrées en dimension deux lors du
calcul de 'onde [. Rappelons que 4; est une fonction homogéne en s/c¢; de degré
—1 et F; une fonction affine en z, homogeéne en s/¢; de degré 1 :

k2 2 k2 2
<|k|25iac> —ﬂAl<| |26l5170> et E<|k|25ivzvc) _i]:l<| |2Clvlazac>-
Cl S S Cy Cy S

De plus nous montrerons dans les sections suivantes la

A

Propriété 1.1 Pourl et i € 1..N nous définissons les “vitesses virtuelles” par
¢

&li(Q) = 72
\J1+ @

S}'(Q—i—zlzc) ° F P’ 1,z,¢(q)
- ) L9~y = = T 915G .
o T anlg)” ' \1+¢2 M

et ¢;(q) = (cii)i=1..nv, alors :

Cette propriété nous servira a ’étape B

3. Pour tout ! € {1..N} on applique alors & u;(kg, ky, 2, s) la transformation de Fourier
inverse suivant z et y :

_ 1 +oo +oo 2 s )
u(r,y,2,5) = H/ / A (|k|2,cil,c> 1RO pmitkenthuy) gr dk, (1.3)
4. On pose alors k, = pys/c et ky =pys/c :

+oo +oo .
ﬂl(:zr, Y, 2, S) S / Al(ﬂ2; 1, c) eq(-7:1(Pz,l,z,c)*zr(l’xzﬂvyy)) dps dpy, (1‘4)

- 2
47 C J_o — oo

avec p* = p2 + p;. et en faisant 'abus de notation
Ai(p?,e) = Ai(p*,1,0) et Fi(p®z,€) = Filp®, 1, 2, 0).

Remarquons que, contrairement au cas bidimensionnel, ce changement de variable fait
apparaitre la variable de Laplace ailleurs que dans I'’exponentielle. Comme nous le
verrons par la suite, cela ne pose pas de probléme particulier.

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 5

L’étape suivante est spécifique a la dimension 3 :

5. Soit (r,v, z) les coordonnées cylindriques du point © (z = rcosy et y = rsint),
dans [2], de Hoop a proposé d’utiliser le changement de variable

Dz =pcosy —gsiny et py = psiny + gcos.
C’est une rotation d’angle ¢ dans le plan (p,, p,), remarquons que :
Pa+ps=p"+q> et px+pyy=r(pscosp+ pysiny) = rp.
L’intégrale (L) se réécrit alors :

s too ptoo s 2 2 .
(e, 25) = 3 | AP + ) e TP OT) g (1.5)
dr2¢; J_ oy J_ oo
6. L’idée consiste ensuite & effectuer, pour tout ¢ de IR, des calculs dans le plan com-
plexe similaires & ceux que nous avons explicités en dimension deux pour transformer
I’intégrale suivant p en une intégrale sur la variable temporelle t. Remarquons cepen-
dant qu’on ne peut pas utiliser directement les résultats précédents puisque le terme
dans l'exponentielle n’est pas exactement le méme qu’en dimension 2. Une premiére

idée, proposée par van der Hijden dans [6] consiste & poser
p=pcos¢p et q=psing
pour obtenir :

s
472

s “+oo s .
u(x,y, 2,8) = / A(p?,¢) era (Pt meminpcosa) g, g, (1.6)
0

— 00

Cependant, la fonction dans ’exponentielle différe encore légérement de ce que nous
avons vu en dimension deux. Nous proposons donc plutét d’effectuer le changement

de variable (p,q) — (p, q) avec
p

P E

En effet la propriété [LT peut se réécrire

S S . ~
c—lfz(pQ,z,C) =—7F (p* 2, &(q))

au(q)

et
irp irpy/1+ ¢? irp
s—— =35 = 5— )
c c culq)
L’équation (ICH) devient alors :

+oo +oo B 2 . .
ﬂ(‘r’y7z7s) = %ch/ / Bz(ﬁ2,q2,c) e (@ (fz(p ,2,¢1(q)) zrp) dp dgq, (1.7)
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6 Diaz € Joly

avec Bi(p?, ¢°, ¢) = Ai(p*(1 + ¢°) + ¢, ¢)).

Gréace a ce changement de variable, le terme dans ’exponentielle est le méme que celui
qu’on obtiendrait en dimension 2 si le point d’observation était le point de coordonnées
(r, z) et si les vitesses des ondes dans chaque milieu étaient données par le vecteur ¢;.
Tout se passe donc comme si on travaillait avec des matériaux bidimensionnels
dépendant de q.

De la méme fagon qu’en dimension deux, en utilisant le fait que :

o0 . ) . ‘
/ A (p27c) ec‘fl(]:z(zﬂ,y,C)—z;Dw) dp = /Al (pQ,C) ea(fl(z)2,yx°)—w"”) dp. (18)
oo r
et
= (F(p? y.0)—ipz) Foo dw
/Az (p*,c) emr\THPETR dp:/ A (Pt m,y),€) = (ta,y) e dt. (1.9)
r toi(z,y) de

on peut donc montrer que fi

—+oo —+oo d
Bl (ﬁ27 q27 C) Cll(q> (]:L(p CZ(q)) ;D) dp :/ Bl (72(t7 q,, y) q C) d/y (t q,T y) _Stdt7
tou(q,7,y)

— 00
ot la fonction ¢ (¢ ) vérifie
tor(—q) =toi(q), to(0)>0 et to(q) est croissante sur R .

En particulier, cette fonction est une bijection de IR dans [ty;(0), +o0] et on peut
définir sa réciproque qg;(t). Nous avons donc :

w(z,y, 2, 8) 5 /+OO/ ’(t,q),q% ¢) — 4 (t,q) e *'dt dgq. (1.10)
7T (&) tm(q) dt

7. Il nous reste maintenant & changer ’ordre d’intégration pour exprimer @ sous la
forme d’une transformée de Laplace : la figure [l représente le schéma d’intégration
pour g dans [—o0 ; +00] puis t dans [to;(q) ; +00] et la figurePreprésente I’ordre inverse,
pour t dans [to;(0); +00] puis g dans [—qoi(t) ; goi(t)]. Nous pouvons donc écrire

Ar%cr S0y | —aont)

) 1 +o00 qou(t) d B
u(z,y, z,8) = / 5 U B, (72(t,q),q270)d—1(t,q)dq e *tdt. (1.11)
t

1Comme en dimension deux nous supposons ici que 1’onde [ est une onde de volume, nous verrons comment
calculer les ondes de téte dans les sections suivantes.

2 Dans la suite de cette partie nous omettrons de préciser la dépendance de to;(q) et de (¢, q) par rapport
aux variables d’espace pour des raisons de lisibilité.

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 7

A, N A, /
A A >
A A /
A —qoi(t) > qou(t)
toi(q)
\/
to1(0) t01(0)
Figure 1: Intégration sur ¢ puis sur ¢ Figure 2: Intégration sur ¢ puis sur ¢

8. Remarquons que qo;(t0;(0)) = 0 et que

_ qoi(t) ) ) d,.y
t— =(t) :/ B (v*(t,q), 4%, ¢) E(t,q) dq
—qoi(t)

est une fonction continue si nous prolongeons go; par 0 sur lintervalle [0, ¢;(0)], on
peut alors montrer que Z(¢) est dérivable (au sens des distributions), et par injectivité
de la transformation de Laplace, nous pouvons identifier la solution :

1 d qou (t) ) , L dy
dm2e; dt / Bi(v*(t.9)q ac)—t(t,q) dq| - (1.12)

t) =
w9 % 8) —qoi(t) d

1 Calcul de la fonction de Green dans un milieu ho-
mogeéne infini

Comme au chapitre précédent nous nous intéressons d’abord au cas de ’équation des ondes

dans un milieu homogeéne infini :

19U [9°U N 02U N 0*U
2 ot? ox? = 0y? 022

| = s, (1.13)
La solution de cette équation peut évidemment étre obtenue grace & une convolution en
temps entre la source f et la fonction de Green u solution de ’équation suivante :

1 0%u [82u & 82u}

2oe o2 T o T oz | = 0@IwI2)0). (1.14)

RR n° 5825



8 Dioz & Joly

La premiére étape de la méthode est la plus simple : 1’utilisation des transformations de
Laplace en temps et de Fourier en x et en y nous conduit & ’équation différentielle ordinaire
suivante :

0% 52
—oa T (k§+k§+c—2>ﬁ:6(z), (1.15)

dont la solution s’écrit :

[N

ef\z\(k§+k§+§§)

kg, by, 2,8) = — (1.16)
2 (k2 + k2 + 5)°
On utilise alors (troisiéme étape) la transformée inverse de @ en x et en y
400 ptoo *| | k2+k2 ) i(kzz+kyy)
w(z,y,2,8) = —5 / / - dkdk, (1.17)
47 k2 + kQ )
On pose ensuite (quatriéme étape) k, = 22, k, = 2= et on utilise les coordonnées cylin-

driques 7,1, A
T =rcosy, y=rsiny.

L’intégrale (CID) devient alors

1
| [(14+p2+p2) 2 +ir(px cos +py sin w)]

—+o00 +oo
w(x,y,2,8) = 2/ / T dpdp,.(1.18)
Am 2 (1+p2 +p2)*

Comme nous l'avons vu, la cinquiéme étape, spécifique & la dimension trois, consiste a
appliquer le changement de variable :

Dy =pcosyy —gsiny et p, = psiny + gcos

qui est tel que :
pi +p§ :p2 —i—q2 et  pgcosy + pysiny = p.

Nous avons donc :

1
i |2 (1+p°+q )2+z'pr]

+oo +oo
w(z,y,2,s) 471'2 / / R )1 dp dq. (1.19)
P*+q

Nous proposons ensuite (sixiéme étape) d’effectuer le changement de variable supplémentaire
p= ———
Vit

3 Dans toutes les sections de ce chapitre r, 1, z désigneront les coordonnées cylindriques du point (z,y, 2).

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 9

et d’utiliser la fonction g +— ¢(q) définie par :

L’équation (LI devient alors :

[N

B0 | (1+5°)

+oo +oo
i(z,y,z,s) / /
~ir 20 2(1+ 52)

Gréce & ce changement de variable, & I’exception de la vitesse ¢, qui dépend de ¢, l'intégrand
est exactement le méme qu’en dimension 2 : on a montré, & la section 1 de la premiére
partie, que :

+i}5ri|

dp dq. (1.20)

=

[SEN

+oo C(q) {‘ ‘(1+52) + ;’)r]

/,OO 2(1+p?)

R R
to(g) ==—=—v1+¢> et R=+22+41r2

clg) ¢

Physiquement le changement de variable que nous proposons nous permet de considérer pour
chaque ¢ de R un probléme de dimension deux dans un milieu de vitesse de propagation ¢(q).

+oo efst
dﬁ:/ S R—" (1.21)
to(q) V 2 — tg (q)

=

avec

On a donc :

ot dt dq. (1.22)

—+oo
x,Y,72,8) / /
47T2 to(a) /12 —t2

La fonction ¢ — to(q) a bien le comportement présenté sur la figure [l en introduction. Nous
pouvons donc définir sa réciproque

c2t?

q(t) = Tz

et inverser 1’ordre d’intégration (voir figure B :

1 +o0 qo(t) d
u(z,y,z,8) = / s / 7(12 e 5t dt. (1.23)
472 Sy [oao0) VE—2(9)

Comme nous ’avons dit en introduction, I’équation ([CZ3) nous fournit expression de la
dérivée temporelle de u et nous pouvons nous arréter ici. Cependant dans le cas particulier

RR n° 5825



10 Diaz € Joly

d’un milieu homogeéne il est possible de simplifier cette expression : remarquons d’abord

que :
R\/i R q?
2 _42(0) = X 02(4) — g2 = & _
VI —t5(a) = —y/a(t) Sao(t)y/1 20
donc
s +oo qo(t) dg e—st
u(z,y,z,8) = —/ / dt, (1.24)
AR Jiy0) a0t (/1 - o %0(?)
0
on peut alors effectuer le changement de variable Q) = . (‘Zt) :
0
s “+o0 1 dQ .
w(x,y,2,8) = ——= — | e dt (1.25)
4R Jyy0) [ /-1 /1 - Q2
t comme 1 dQ
et co —— =7
1 /1-Q2
“+o0
w(z,y,2,8) % B e stdt, (1.26)
soit :
+oo
w(z,y,2,8) = %% ; Hz (t)e stdt. (1.27)

Donc, en utilisant 'injectivité de la transformée de Laplace, nous déduisons le :

- 1 d
u(xuyvz7t) = ﬁ&H%(t) (128)

On retrouve donc le résultat bien connu :

Théoréme 1.1 La solution du probléme ([LI4) s’écrit :

L sae).

2 Cas d’un milieu & deux couches planes homogénes
Nous considérons maintenant un domaine infini composé de 2 fluides homogénes. Les 2

milieux sont respectivement associés aux demi-espaces z > 0 et z < 0 et les vitesses de
propagation des ondes dans ces milieux sont respectivement ¢y et co.

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 11
L’équation aux dérivées partielles modélisant ce probléme est :
1 8°U 1 [0?U 0*U 0 1 oU
_ - —== = —h t 2.1
e gt et (e er)| S aw e -m s e
avec
{ /L(Z)Ziu’lv p(z):pla Z>O7
/'L(Z) = M2, p(Z) =p2, 2< 0
et c(z) = Hz)
p(z)
La fonction de Green associée & ce probléme est solution de:
1 0%u 1 [0%u O%*u O 1 Ju
- - = — . 2.2
[ G )| o wae-nsw. e

W) 0 ) (022 T 0y T B2

2.1 Résultats
2.1.1 Cas d’une source sur ’interface

Nous supposons ici que h =0 et ¢; < ca.

a) Les fronts d’onde. Comme nous le verrons le front d’onde est trés similaire au front

d’onde en dimension 2 : il se décompose en trois fronts d’onde secondaires : un front
d’onde de volume et un front d’onde de téte dans le milieu 1 et un front d’onde de
volume dans le milieu 2. La différence avec la dimension 2 est ’existence d’un domaine
ol les ondes de volume et de téte coexistent.

Nous utiliserons par la suite :

R=+/22+y2+22, /22 +y2=Rcosf et z= Rsinb.

Front de ’onde de volume dans le milieu 1. Pour un instant ¢ donné le front
de onde de volume dans le milieu 1 est une demi-sphére de centre O = (0,0) et de
rayon cit (en bleu sur les figures Bla et H]). Nous appelons Qg(t) Uintérieur de cette
demi-sphére. Qr(t) peut également étre défini par :

R
Qr(t) = {(x,y,z) €R?|z>0et - <t}.
1

Front de 1’onde de volume dans le milieu 2. De méme le front de 'onde de
volume dans le milieu 2 est une demi-sphére de centre O = (0,0) et de rayon cot (en

RR n° 5825
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rouge sur les figures Blc et H) et nous appelons Qr(t) l'intérieur de cette demi-sphére.
Qr(t) peut également étre défini par :

Qp(t) = {(:zr,y,z) eR’|z<0et CE <t}.
2

Front de ’onde de téte dans le milieu 1. Nous notons A(t) 'intersection du
front d’onde dans le milieu 2 avec Paxe 2 = 0 & droite et B(t)f] le point du plan (z, 2)
tel que le segment [AB] (en magenta sur la figure H)) soit tangent & Qg(¢). Nous
notons w1 (t) le tronc de cone généré par la rotation de ce segment autour de 'axe
(Oz). Soit wyea(t) la portion de sphére de centre

t t
0, —F— et de rayon ——,
2. /L L 2. /L L
CE CE

délimitée par les plans de cote z = 0 et z = zp (25 est la cote du point B). Le front
de 'onde de téte dans le milieu 1 est la réunion de w1 (t) et wiea(t).

Lemme 2.1 L’angle 6. = arccos(i—;) est Uangle limite au-dessus duguel il n’existe
plus d’onde de téte. De plus, pour t donné, l’ensemble des points de wie1(t) vérifie

léquation :
. /1 1  R|cosf|
t = Rsinf C—2—C—2+07, 96[0790] (23)
1 2 2

et l'ensemble des points de wieo(t) vérifie :

R 1 1
t=——4|—=— —= 6 <l0,6.]. 2.4
sinf\l & 3 €0.0.] (2.4)

Démonstration :

Les équations ([Z3) et (Z4) étant invariantes par rotation autour de 'axe (Oz), il suffit
de démontrer ce lemme dans le cas y = 0 et * > 0. Comme en dimension deux, le
triangle (OAB) est rectangle en B et OA = cot et OB = ¢1t :

OB . C1

0OA - 02.

Dans le demi-plan y = 0 et = > 0, ’équation ([Z3) n’est rien d’autre que I’équation du
segment AB. De méme ([Z4) est ’équation polaire de I’arc de cercle de centre

cosf,. =

t t
0, ———— et de rayon ——,
2. /L L 2. /L L
CE CE

4Pour plus de lisibilité nous omettrons par la suite la dépendance en temps de A et de B.

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 13

joignant le point O au point B. |

Nous noterons €. (t) I’ensemble des points situés entre le front de l'onde de téte et
l'interface (en magenta sur les figuresBlb et H). Q.(t) peut également étre défini par :

) 1 1 R|cosf| R 1 1
Qe (t) = VY, 3 Oet Rsinby| 5 — 5+ ——— <t<——/5— 35
te(t) {(myz)e]R|z> et Rsin 2 C%—i— o < <sin9 2 cg}

Finalement nous notons (¢) = Qr(t) U Qr(t) U Qe (t).

wrea (t) wie1 (t)

F1Gc.Bla: L’onde de volume dans le milieu 1. | Fi1G. Blb: L’onde de téte dans le milieu 1.

0 (2,9) (2,9)

Fi1c. Blc: L’onde de volume dans le milieu 2.

Figure 3: L’ensemble des ondes du probléme quand h =0

b) Solutions analytiques.

On notera

RR n° 5825
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Wtel (tk
AL

: %’/ b’"
| // %
3 //,/..‘:

Figure 4: Représentation des fronts d’onde quand » =0

C1 ~ C2
et

tnlq) = ——= G2(q) = ———=,
\/1—|—q2 /1_’_%(]2
1

C1

en(q) = ———== et  in())=—F—,
1+ z_qu vV 1+ q2
2

puis
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et
C t ~2 tQ
(tg = —i 011}(211) cos 6 + | sin 0| % -1,
[c t . C 242
of (tq) = —i (uT@cosH—HsmG 1—%>,
C t =2 +2
(e = —i%cos@+|sin0| %_1.
Nous définissons les fonctions go1(t) et go2(t) par
c3t2
(1) = ot = | B

Enfin, pour le calcul des ondes de téte nous posons :

2
cit sin 6 c2 c2
qi(t) = T | - | -5 —=
R|cosf| |cosb| c s

pour

RR n° 5825
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Théoréme 2.1 La solution causale du probléme Z2) avec h = 0 est donnée par :

six & Q) :
u($7y727t) =0 ;

six € Qr(t)\Q(t) :

U(Iay7z7t) = 27T2R dt

dq

)

1 d /QOl(t) 1+ Re (7%('71’_ (t, Q)a Q))
0

six € Qe (t)\Qr(1) -

u('r7 y7 Z’ t) =

1 d /ih(t) Im [k(vir (t, Q)a Q)}
2r2Rdt | Jo a* + g5, (1)

si € Ne(t) NQR(L) :

1 d [ q1(t) Im |:7§,(Uii_(t, Q)7 q):|
U(CC, Y, =, t) = / dq
g

2m2 R dt 01(t) q2 - qgl (t)

1 d /QOl(t) 1+ Re (7%('7;r (t, Q)a Q))
0

- = dal -
22 R dt @ (1) — ¢ i
sixeQp(t) : i
1 a [ pmoRe(T0wo.0)
)= ———
u(z,y, 2,t) 2m2R dt /0 q(ZJQ 1) — g2 q
Remarque 2.1 On vérifie facilement que :
e la condition x € Qr(t)\Q.(t) se réécrit
R . R 1 1 )
t>— si 0>0. ett>——/———5 sinon;
c1 sinf\l ¢; ¢35

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 17

e la condition x € Q. (t)\Qr(t) se réécrit

1 Rcosb| R
S <t< = et 0<0,;
2 C2 C1

Rsinﬁ - =
] C

e la condition x € (1) N QR(t) se réécrit

R R

1 1
—<t< — -5~ 3 et 0<0,.
c1 sinf \/ ¢i ¢}

On pourra s’inspirer, pour le calcul numérique de U, de l'algorithme présenté & la sec-
tion (calcul de P"), page @
2.1.2 Cas d’une source hors de l'interface

a) Les fronts d’onde. Nous distinguerons deux cas : ¢; < ¢z et ¢; > ¢y et nous
utiliserons :

R=+22+y2+ (2 +h)2, /22+y2=Rcosf etz+h=Rsind.

1. Si ¢1 < c3. Dans ce cas, 'onde dans le milieu 1 apparait comme la somme de
trois ondes : une onde incidente, une onde réfléchie et une onde de téte. L’onde
dans le milieu 2 est seulement constituée d’une onde transmise.

Front de I’onde incidente dans le milieu 1. Pour un instant ¢ donné le
front de I'onde incidente (en vert sur les figures Bla et ) est Iintersection de la
sphére de centre (0, h) et de rayon c;t avec le demi-espace supérieur. Toute ’onde
incidente est contenue dans cette portion de sphére que nous notons Q(t).

Front de ’onde réfléchie dans le milieu 1. Le front de I'onde réfléchie (en
bleu sur les figures Blc et ) est U'intersection de la sphére de centre (0, —h) et de
rayon c;t avec le demi-espace supérieur. Nous appelons Qg (t) U'intérieur de cette
portion de sphére. Qr(t) peut également étre défini par :

R
Qr(t) = {(:C,y7z) €R*|z>0et . <t}.
1

Front de ’onde transmise dans le milieu 2. Comme en dimension 2 nous
définissons &2 (r, 2)H, minimisant la fonction

_ \/§2+h2+ V=62 + 22

C1 C2

t(8) : (2.5)

5Rappelons que r = /x2 + y2.
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et nous notons tp2(r, 2) = t(€2(r, z)) son minimum. Nous pouvons alors définir
Pensemble Qp(t) (représenté en rouge sur les figures Bb et Bl) par :

Qr(t) ={(z,y,2) | 2 <0 et toa(r,z) < t}.

Onde de téte dans le milieu 1. Nous notons A Pintersection du front d’onde
transmis avec 'axe = 0 & droite et B le point du plan (z, z) tel que le segment
[AB] (en magenta sur la figure ) soit tangent & Qr(¢). Nous notons wie1(t) le
tronc de cone généré par la rotation de ce segment autour de I’axe (Oz). Soit
wiea(t) la portion de sphére de centre

t t
0,—————h et de rayon ——— —h,
2. /L -4 2,/5 -2
C% C% C% C2

délimitée par les plans de cote z = 0 et z = zp. Le front de ’'onde de téte est la
réunion de w1 (t) et de wiea(t).

Lemme 2.2 L’angle 6. = arccos(z—;) est Uangle limite au-dessus duquel il n’existe
plus d’onde de téte. De plus, pourt donné, l’ensemble des points de wye1 (t) vérifie

l’équation :
1 1 R 0
t:Rsin01/—2——2+M, 00,0, (2.6)
ci c5 )

et ’ensemble des points de wyeo(t) vérifie :

R 1 1

t=—4/—=——, 6€]0,6.]. 2.7

sinf\l 2 2 0,6 27

La démonstration de ce lemme sera faite au cours de la démonstration du théo-

réme LA présenté ci-dessous (voir page B7)). Remarquons que, dans le plan (z, z),
(Z0) est ’équation polaire d’un arc de cercle de centre

t t
0, —F— et de rayon ——,
2. /1 L 2. /1 L
i i

joignant le point O au point B.

Nous noterons {2 (t) ’ensemble des points situés entre le front de ’onde de téte
et linterface (en magenta sur les figures Bld et Bl). Q.(t) peut également étre
défini par :

) 1 1  R|cosf| R 1 1
Que(t) = < (2,9, 312> 0et Rsinfy | — — — + 221 < ¢ J5 -5
te(t) {(xyz)E]R|z> et Rsin 2 C%—i— - < <sin9 2 cg}

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 19

(,y)

F1c. Bla: L’onde incidente.

(z,y)

F1Gc. Blb: L’onde de volume transmise.

N

(z,9)

F1G. Bc: L’onde de volume réfléchie.

z Wte2 (f)

(z,9)

F1Gc. Ad: L’onde de téte.

Figure 5: L’ensemble des ondes du probléme quand i # 0 et ¢; < ca.
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Qr(t) ‘
> N\ \\'\‘
wia(___ A7 \\\"“Tm et
,//////\\ N

\ \

Figure 6: Représentation du front d’onde quand ¢; < ca.

2. Si ¢1 > c2. Dans ce cas le contour est beaucoup plus simple car il n’y a pas
d’onde de téte. Nous définissons les fronts d’onde incidente, réfléchie et transmise
ainsi que les ensembles Q;(t), Qg(t) et Qr(t) de la méme maniére que dans le
cas ¢1 < ¢g (voir figures [l et Bl). Pour harmoniser les résultats dans les deux cas
nous notons Q. = 0.

(,9) . (,9) NN (2, 7)

Fi1Gc.[a: L’onde incidente. | Fi1G. [@b: L’onde réfléchie. F1G. [c: L’onde transmise.

Figure 7: Les différentes ondes du probléme quand h # 0 et ¢; > co.
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Q;(t)

AMMHNDIDMNMMIS,

Figure 8: Représentation du front d’onde quand ¢; > cs.

b) Solutions analytiques. Nous décomposons la solution u en :

u=u'+u" z>0,
(2.8)
u=ut 2z < 0.

ott u' est ’onde incidente, c’est-a-dire la restriction au demi-espace z > 0 de la solution
qu’on aurait obtenue avec ¢; = ¢s :

six g Q(t) : ui(z,y,2zt)=0

sizeQrt) : ui(x,y, z,t) = ———0r(t)

R*c

avec R* = /22 +y2 + (2 — h)2, la distance au point source.

Comme dans le cas h = 0 on notera, :
C1 ~ C2

tn(q) = 77— et G2() = ————
1+¢° \/1+ Czq
1
C1 C2

en(q) = === et  n()=—F—,
/1+%q2 V1+¢?
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puis
1 B 1
3 p2 (L+p*)* = (%EZ; +p2) :
R(p,q) = - - T
p2 (1+02)% + py (18 4 p2)
EHC)
1
~ 2 1 + 2\ 2
T(p,q) = - p2(%p) -
p2 (B8 +97) "+ (1+07)*
et
C11(q)t ) &2 (q)t2
it = —i 11}(2) cosf + | sin 6| 11}(22) -1,
c t c 2¢2
v (t,q) = —i( 11}({1) cosf + |sinf[y/1 — 711(;2 )
Nous définissons la fonction go1(t) par
c3t?
qo1 (t) = ‘1 — # .
Pour définir 75 (¢, q) et go2(t) nous utiliserons la fonction
Bla) o\
1 C 3 ~
Fp,q,t) =—2(1+p*) +h (632(2) +p2> +ipr — éaa(q)t = 0,
21

le temps d’arrivée de 1'onde transmise au point (x,y, 2), to2 = to2(r,y), et le lemme
suivant :

Lemme 2.3 Pour tout ¢ > 0 il existe un unique toz(q) > toz tel que :

e 102(q) est l'unique réel tel que F(p, q,t02(q)) admette une racine double p = po2(q),
cette racine est imaginaire pure, de plus

—m < Sm(po2(q)) <0,

avec m = min(1,¢21(q)/c22(q)) ;

e pour t > to2(q), F(p,q,t02(q)) admet deux racines complexes v (t,q) et 5 (t,q)
vérifiant

Sm [v4 (t,q)] = Sm [y; (t,q)] et Re [v5 (t,q)] = —Re [v5 (,¢)] > 0.

INRIA
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e pour h(—m, q)/é2(q) <t <to2(q) F(p,t,q), admet deux racines
p=v;(t,q) € [im poa(q)] et p=wvy(t) € [Poa(q); iml,

maginaires pures, avec

1 62 %
h(w,q) = —2 (1 —w?)? +h (égjggi - w2> — wa.

De plus la fonction q — toz(q) est croissante sur IR™

Démonstration :

La majeure partie de ce lemme est une réécriture du lemme 2.3 de la premiére partie
(en remplagant ¢, et ¢y par ¢21(q) et é2(q))f . 11 ne reste en fait qu’a démontrer que

to2(q) > to2 pour tout ¢ de IR et que q — fg2(q) est croissante sur R™ .

Soit ¢ > 0. Considérons maintenant que les deux milieux sont de dimension 2, et
que les vitesses dans les deux milieux ne sont plus c¢; et co mais é21(q) et éaa(q).
Toujours d’aprés le lemme 2.3 de la premiére partie, le temps f2(g) est le nouveau
temps minimum mis par un rayon pour aller de la source de coordonnées (0, h) au
point (r, 2), or il est évident que ¢21(q) < ¢1 €t C22(q) < ¢2 : le nouveau milieu virtuel
est plus lent que le milieu réel donc #p2(q) > tg. De méme, les fonctions q — ¢21(q) et
q — C22(q) sont décroissantes : le milieu virtuel devient de plus en plus lent quand ¢
augmente, donc fp2(q) est bien une fonction croissante. [

Corollaire 2.1 Comme la fonction q — to2(q) est une bijection de
IR dans [toy; +0c],

on peut définir sa réciprogue, t — qoa(t), pour t > too.

Pour le calcul de 'onde de téte dans le milieu 1 nous utiliserons la fonction

2
cit sin 6 c? c?
at) = _ sl g _a
R|cosf| |cos| s s

. 1 1 Rcosb| R 1 1
Rsin6 —2——2+7<t<— 5 T 5-
i 2 sinf \/ ¢i ¢35

Nous pouvons maintenant énoncer le

définie pour

611 ne faut cependant pas oublier que  est positif alors que dans la partie, son équivalent, z, était supposé
négatif. C’est pour cette raison que po2(g) a ici une partie imaginaire positive.
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Théoréme 2.2 L’onde réfléchie est donnée par :

six & QR(t) @] Qte(t) :

u"(z,y,z,t) =0 ;

six € Qr(t)\Que(t) :

UT(%ya Zﬂt) =

1 oa [ g Re (RO (4 a),0)
/ > dg| ;
0

272R dt V& () — ¢

si e € Qe (t)\Qr(L) :

1 d q1 (t) %m |:7§/(U1~_ (t7 Q)a q)}
uT(x7yaZﬂt) = /
0

2m2R dt a* + q5,(t)

six € Que(t) NQR(E) :

1 a [ oo Sm R (¢9),0)]
UT(I,y7Z7t) = /
g

2m2R At | /g, 1) q* — g3, (1)

1 d /qm(t) 8‘36(7?(%*(15,(1),(1))
0

272R dt @) — ¢

dq|,
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et 'onde transmise est donnée par :

si @ & Qp(t)
“t($=y727t) = 07
six € Qp(t)
Lod | et ea2(0)7 (73 (1, 9), g
’U,t(,ib,y7z7t) = ma / e 22( ) E (‘29](: ) ) dq
’ (1+95(t.q)%)® 8—p(7§r(t7q),t7q)

Remarque 2.2 On vérifie facilement que :
e la condition © € Qr(t)\Qe(t) se rééerit

R .
t>— si
C1

1 1 R|cosf R
Rsing,| L - L Hleostl Ry oy,
(&1 (5] Co C1

On pourra s’inspirer, pour le calcul numérique de U", de ’algorithme présenté & la sec-
tion (calcul de P"),page I8 et, pour celui de U?, de 1’algorithme présenté & la sec-

tion EEZ11 (calcul de V), page B3
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2.2 Démonstrations

Si nous décomposons u suivant ([Z8), les conditions de transmissions physiques imposant la

continuité de u et de

10u

5 9> I'équation Z2) devient alors :

1 0%t 32 32 i
2 ot [81:2 T 522 ] =d(z) 6(y) 6(z — h) 4(1),
l62 a T 62 (92 0
c ot? 07 Tz =Y
1 82 t 82 t 82u7‘
G o [8962 e ] =0,
ut 4 u” —u
62 6 = pP1 Dz 5

z>0

z>0

z2=0

(2.9a)

(2.9b)

(2.9¢)
(2.9d)

(2.9¢)

L’utilisation des transformées de Laplace en temps et de Fourier en = et en y nous permet
d’obtenir le systéme différentiel ordinaire suivant :

9%ut
0z2

+<k§+k§+
1

2\
C—2)u =4d(z — h),

z >0,

z >0,

(2.10a)

(2.10Db)

(2.10¢)
(2.10d)

(2.10e)
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dont les solutions sont

1
2
i 1 —|z—h|( k24K + 2
= —e s
24 12 522
2 (k2 + K2+ %)
1
2,52, s2\2
ar Rky, ky, s) ef(z+h) (km+ky+?>
- . 7
2 4 24 82)°
2 (k2 + K2+ %)
3 3
&2 2
ot T (ky, ky, s) o <k§+k§+;—%) —h(k§+k§+i?>

1

2 24 52?2
2(k2+K2+3)
Avec R, le coefficient de réflexion et 7, le coefficient de transmission, définis par

1

—o (k2R 5)
- 2

=

po (K2 442+ 23)

C2
R(ky, ky,s) = ! T I (2.11)
p2 (k2 + %) +p (B +R2+5)
b 1 b 2
1
22 (K2 + K2+ %)
T (ky, ky,s) = 1 2 T (2.12)
s2 s2
pr (B +k2+ %) +p (B +R2+5)
2.2.1 Cas d’une source sur ’interface, démonstration du théoréme [2.7]
Dans le cas h = 0 la solution # s’écrit
1
1+ R(ks, k —lel (K2 k245 ) 7
il by 2, 8) = Rl ) (K044 5) (2.13)
2(k2+k2+2)"
b 1
pour z > 0 et
1
T (kuy k —lal (K2 R2 4 )
e kg, 2, 5) = —mkys) (i) (2.14)

[N

2 (k2 + K2+ %)
2

pour z < 0.
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Calcul de la solution dans le milieu 2. En utilisant la transformation de Fourier on
obtient :

1
L[t v Tk, k — = |12l (k2 +k2+ 25 ) 2 Hi(kaathy
o) = 1oz | J/ hoshiy ) = i1 st) o]

1

s2 ) 2
2 (k2 + K2+ £)

On pose d’abord k, = %\S et ky, = pcij, on utilise & nouveau les coordonnées cylindriques

r,1, z et on pose p et q tels que :
Pz = pcost — gsiny
Dy = psiny + qcosy
pour obtenir
+oo  pfoo T _ s 14p2 g2 %_’_,
i(z,y,2,8) = %/ / %e =2 Dz‘( Pa) W} dp dq (2.15)
dmcr J oo J_oo 2(1+p2 +¢2)2

avec ’abus de notation

T =12, L 1)= 20 4r"+q)” | (2.16)

e’ ey o2 3 1
2w (§+p2+q2)2+(1+p2+q2)2

Comme 3 la section précédente nous allons transformer ce probléme tridimensionnel en une
infinité de problémes bidimensionnels avec des vitesses de propagation dépendant de ¢q. Pour
cela nous effectuons maintenant le changement de variable

o P
V14 ¢?
et nous définissons la fonction g — ¢22(q) par
C2

C22(q) = \/T—(]Q

Remarquons alors que :

2
C.
E§+ﬁ+ﬂ2:ﬂ+ﬂﬁ

(%+ﬁf
1

~2 = (1 2 ~ 2 ~2
(1+q2)c% +p > ( +q ) CQ2(Q) 2 +p

Si nous définissons les fonctions ¢ — é1(q) et (p,q) — 7 (p, q) par

_ c - 214_17)2%
o)) = ———=— et T(pg) = ( i ) )

g2 & )2 o1
V1+9q (22 +52)" + 1+

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 29

on aura 7 (p,q) = 7 (p,q) et

Foo ——=—||z| (1452 %-i—i T
u(r,y,2,8) = —5— / / e c22(0) [I (147 p} dp dq. (2.17)
dmcy oo 2( 1—|—p

Or on a vu, lors du calcul de 'onde transmise en dimension 2 (voir la premiére partie), que

+oo Ay R 2N\E L +oo%e’2~'7+t7q,q
/ T(p7q) e ¢22(q) [‘ ‘(ler) +p} dﬁ:/ [ (2( ) )} G_Stdt.

-0 2(1 +}52)% to2(q) 12 —t3,(q)

avec :

R
t = - 14 ¢2,
02(9) Co2(q) 2 !
- %)
Yo (t,q) = —i 022]({(1) cosf + | sin 6| }(%(JQ) -1
et
r = Rcosfl, z= Rsin®.
On a donc :
boo oo e [T(F (ta)a)]
w(z,y,z,8) 47T202/ /t e " dt dq. (2.18)
02

\/ — 135(q)

On peut maintenant échanger ’ordre d’intégration, comme & la section [I, et montrer que

’ - /+oo /qm(t) Re (T4 (t.0),9)) o 10
u(x,y, 2,8 ql e , .

AT’ R t02(0) |/ —qo2(t) 452 (t) — ¢
avec

c3t?
qo2 (t) = # —1.

Remarquons que, comme l'intégrand est pair,

/qo2(t) Re {T("y;(t,q),q)) q02(t) Re [ (v5 (t,q), q)} (2.20)

dg =2 / dg. 2.20
—qo2(t) B (t) — ¢* 0 Va2 (t) — ¢*

R
u(%y,z,t):() Sit<t02(0): —
C2

1 d /qoz(t) Re (T(VJ (t q) Q))
2m2Rdt | J, V&) — ¢

Remarque 2.3 La condition t < tp2(0) = R/co est bien équivalente ¢ x € Qr(t).

u(z,y, z,t) = dq| , si t > tp2(0)
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Calcul de la solution dans le milieu 1. Avec des changements de variable similaires &
ceux que nous venons d’utiliser pour le calcul dans le milieu 2 (on pose cette fois k, = pcmls,

ky = 7%), on obtient

“+o0 R 2, 2\% ipr
/ / 1+ R(p,q) oA [I [(1+p%+q )2+p] dp dg
47‘1’261

’a(zayvz N
oo 2(14p%+¢3)2

avec ’abus de notation

Rp.q) =R(EZ, L 1) = - : (2.21)

On effectue ensuite le changement de variable

=

et on définit les fonctions ¢ — é11(q) et ¢ — ¢12(q) par

C1

ai(q) = —— et (g = —F——
\/1+q2 1+ cng
€1

et (5, q) — R(p, q) par

On a alors R(p,q) = R(p,q) et :

oo ptoo q R - z|(1+4p° %'H'T
/ / + R(p, )e @ [' |(1+7°) p] dp dq. (2.22)

u(z,y,z,s)
(@,y, 471'202

On utilisera également les coordonnées (R, 9) telles que:
r=Rcosf et z=Rsinb.

On a vu, lors du calcul de 'onde réfléchie en dimension 2, que

e si|cosf| < fll(Q)

612((1)

+00 5~ s | 2\5 L +oo 14+ Re {7@(7+(t7q),q)}
-0 2 (1 _|_p2) 2 to1(q) 2 — tgl(q)

alors
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avec: . .
t = — — 1_"_ 2
01(q) @ o Vit
et
C11(g)t . 2 (q)2
¥ (tq) = —i ug) cosf + | sin 6| 11}(32) -1

c
e si|cosf| > ~11§q§ alors, d’aprés les résultats de la premiére partie :
C12(q

/ 2L R(0) i A0 ] /+oo 1+ Re [R(3 (¢, ), q)]
t

1 e~ tdt
—oo 2(14p?)2 @ .
(@ Sm [R(v] (8),q)]
+ / > e Stdt
nle)  2m\/83,(q) — £
avec
cui(g)t 2,(q) 12
Uf(tﬂ):—i TCOSG—HsinH\ 1_11T
et
1 1 Rcos6
t = R|sinf|, [ = - = _Z '
1(q) | | Z(q)  Z) 2
¢11(q)

Intéressons-nous donc & la condition |cosf| <

qui s’écrit également :

¢12(q)

2
V1t 2¢
c z c
lcosh| < =X 4 1

= 24(q). 2.23
o = 9 (2.23)

Comme ¢z > ¢; il est évident que g(¢q) > 1. La condition ([Z23)) sera donc vérifiée pour tout
q réel si cosf < E—; Supposons maintenant que cosf > i—;, on peut alors montrer que la
condition (Z23)) est équivalente & :

2
¢ > q% = — {cos2 6 — C—;} . (2.24)
c3

Nous traiterons donc séparément les cas cosf < 2—; et cosd > z—;

c
a) si |cosf| < ! Dans ce cas, quel que soit ¢ :
C2

/+OO 1+ R(B.q) ~=iw [|Z|(1+ﬁ2)%+i’”] 5 /+OO L+ e {wa (¢, 9), q)}
p =

=e e stdt
—oo 2(14p2)2

SN
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On peut donc montrer, comme pour z < 0 que :

R

U($7y,z,t):0 Sit<t01(0):—
C1

gty LA [ LR (RO (t.0). )
u ‘:vaa Z7t - — / dq s
2m2R dt | ) @) — ¢
avec
2t2
ar .

qo1(t) = 2
. C1 .
b) si | cos 8| > —. Dans ce cas on vérifie que :
C2

® sig>qr:

0o D (= s 2\5 o 14+ % |:7?’ ; t,q), i|
[ 1RG0 i [ae ] o RGO,
o0 2(1+p?) to1(q) 2 —t2,(q)

=

e siqg<qo:
+o0o 1+ Re [ﬁ(yf(f,q)ﬂl)} —st gy
e

%) D5 s 52)3 14
[ R e R P
to1(q) 12 — tgl(q)

T €
—xo 2(1472)"
to1(q) Im [Q(Uf (t7 Q))}

o
n@  2mV/i(q) — 12

e~ Stdt

donc : s
w(z,y,z,8) = TnZe [i1 + Ts2)
avec
a2 rtor(a) Sm [ﬁ(vf(hq),q)}
i = _/ / h e *tdt dg
—q2 Jt1(q) t51(q) — t2
et

oo Re {1 + RO (¢ 9), q)}
e~ dt dg.

“+o00
we)L
—oo Jtoi(q) 2 —t2,(q)
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Etudions d’abord u;, on remarque que

tor(q) Im [ﬁ(vf(u q), Q)}
q+— €

ti(q) t(%1(‘1) — 12

—stdt

est une fonction paire :

a2 rtoi(q U1 F(t,q), q)}
— _2/ / e Stdt dg.
t1(q) t(n(Q) - t2

On peut échanger l'ordre d’intégration (voir figures @ et [IT) :

e st dg dt

t01(0) 1(t) \fm Ul (t Q) Q)}
——ye
q? + %1( )

c1 to1 ((12) /41 (t) C\\ym |:7?’(U1’_ (tv Q)a q):|
q

—st
_9 - e ““dqdt
R Jig10)  Jaou(t) q* — g5, (t)
avec
singl [\ @
cit sin 0 i cf 1
(t) <R| cosf| |cosd| c%) gt ®)
et
c2t? R c2t?
qdo1 (t) 1-— ? sit < a et (JQl( ) ? —1= t011(t)
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t01(0)
/
t1(0)
42 %
Figure 9: Intégration sur ¢ puis sur ¢
/

t01(0)

Y

Y

t1(0)

Y

Figure 10: Intégration sur ¢ puis sur g
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Finalement :

u(z,y,z,t) =0, sit < t1(0)

( 1oa [ oo SmROT (). ) o o
u‘ruy727t = 5 oD 1, / dq ,Sitlo <t<t010

) 2m2Rdt | Jo 2+ g (1)
( ) 1 oa | e Sm [ﬁ(vf(tqhq)}
u(z,y,2,t) = — / dg
27T2R dt qo1 (t) q2 — Q(2)1 (t)

14 a1 (t) 1+ Re (ﬁ(vf(uq),q))
2m2R dt /0

dg

si t01 (0) <t < tOl (QQ)

1 d | feo® 1+ Re (ﬁ(vf (t,q), q))
U(IayVZ?t) = / dq ) si tOl(qQ) <t.
0

~ 2Rdt a1 () — ¢

sont bien les temps limites utilisés pour établir les conditions sur t 4 la remarquelZ1. Quant
a to1(g2), on vérifie que :

R® R? 1 2 R /1 1
o= a1 5ty o= 3]) -5 -3

c i c sin? \ ¢ ¢}

2.2.2 Cas d’une source hors de l’interface, démonstration du théoréme

2,2 h
Calcul de u”. Onpose R = /22 + y2 + (2 + h)2, cos§ = xT—i_y, sinf = %
On définit également les fonctions ¢ — ¢1(q) et g — ¢2(q) par

C1 C2

et

alg) = —— t12(q) = ————
\/1+q2 /1+ éqQ
€1
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et (p,q) — R(p,q) par

L ) f
N p2 (L+p%)? —p1 (;EZ; +p2) ’
R(p,q) = - - T
p2 (14027 + py (18 4 p2)
012(‘1)

Comme dans le cas h = 0 on montre que :

+oo ——=_||z|(14p% %Jrir
W@y, 2,8) = o / / _ bY@ [‘ (147 p} dp dq, (2.25)
TeCo o 2 1+p 2

2

H

puis que :

c
a) si cg > ¢y ousi|cosf| < L. Alors il n’y a pas d’onde de téte et
C2

R
u'(z,y,2,t) =0 sit<tp1(0) =—

1 d /%1@) Re (7@(%* (t,q),q))
0

u'(x,y,2,t) = IR RO dq |, si t > t01(0).
avec
7 (tq) = —i 511](%(])75 cosf +sin @ 6%1](;2)# -1
et
) =1/ 1.

c
b) si | cos 8| > —L Tl faut calculer la contribution de I'onde de téte :
C2
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u"(z,y,2,t) =0, sit <t1(0)

d @) Sm {ﬁ(vf(t, q), q)}
I

+

1 d /qmm Re (7?(71 (t,9), q)) ;
< q
2n?Rdt | o Vg ) -

Sitol(O) <t <It01(Q2)

1 d /qm@ Re (R(vf (t,q), q))
0 Vg (t) — ¢2

u"(x,y,2,t) =

u” x7yazat =~ 5 92D a1z dq sit10 <t<t010
( ) 2m2R dt 2+ g (t) (0) (0)
( ) 1 d [ ) Sm [ﬁ(vf‘(uq),q)}
u(z,y,2,t) = ——— / dq
2m2 R dt do1 (1) 2 — @)

avec

2m2R dt
1 1 Rcost
t1(q) = R|sinf|, | = — = — — ,
@ =Rlsnbl\ = " & aw

2
cit sin 6 2 c2 _
Q(t) = < - sifl —1> -5 =1

Rlcosf| [cosf|\ = 2

et

c t ~2 12
v (t,q) = —i <%cos9+ |sinf|4/1 — C“;%q?) ) ,

Les calculs sont similaires au cas ou la source est sur l'interface.

Remarque 2.5 On peut alors démontrer le lemmelZZ en remarquant que le front de l'onde

de téte est l’ensemble des points vérifiant soit
L= toy(g0) = R (1 1
=1to1\q2) = sin29 C% C% ’

soit
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Calcul de u!. Aprés avoir utilisé la transformation de Fourier inverse suivant = et y on
obtient :

' (x,y, 2, 8) =

+ 2 52 ;
o T (kg ky,s) ey<k5+k§+g) —h<k5+k§+¥) —ikewi—kyy Aol
4772 3
2 2
(k2+k2+ %)

(S
[

On effectue alors successivement les changements de variable

P N 7

2 2

puis
pe =pcost) — gsing, p, = psini+ gcost)

pour obtenir

ﬁt(x,y,z, s) =

1 o2
[ T sl
1
477202 oo 21+p +q)§

avec ’abus de notation

[

+ipr:|

dp dq

202 (P + ¢ + 1)%

c2
p2 (p2 +¢+ —%)

P q
T =T7(—,—,1)=
(o) =T(L. L)

(2.26)

=

+p1 (P2 + g2+ 1)

En utilisant le changement de variable
N
V14 ¢?
et les fonctions q — ¢ (q), ¢ — ¢2(q) et (p,q) — T(p, q) définies par

C2

Ca2(q) = \/T—qz

C1

21(q) = ——
1+ 2a?
2

- 205 (14 52)°
T(p,q) = p lp) ,

Eoa) | ~2)2 14 52)2
o (8 7)1

et

et
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on peut réécrire u sous la forme

[N

+iﬁ7‘:|

~t
' (z,y,2,8) =
2\ % 39(a) | 2
c22S(Q) |:_ (1+p )2+h E%f(q)+p ds d
p aq.

“+oo
471'202 / / oo 2 (14 p2)
D’aprés les calculs effectués lors du calcul de 'onde transmise dans la premiére partie et en

utilisant le lemme ona:

' (x,y, 2, 8) =

/+OO/ 622( ) ( 2 ( ) ) e—stdt dq
A2 10 .
47T 2 toz(q) 1 + 72 (t q) )2 _—;(72 (tv q)vtv q)
avec vt (t,q), F(p,t,q) et toz(q) définis page Z2A
Remarquons maintenant que
+oo ~ +
q— Re ca(9)7 i (29](__ 9).9) e Stdt
toz(9) (1475 (t,9)%)? 6—(72 (t,q),t,q)
est une fonction paire :
,at(x, y7 Z, S) =
/+OO/ 622((])7( 2 ( ) ) efstdt dq
92, 10 :
2 fo2(a) 1+%>+(t,q)2)é 2 (o (1)t q)
p

En utilisant la fonction goa(t) = ty, (t) on peut inverser ’ordre d’intégration

ﬁt (I7 y7 Z7 S) =
%2(75) = T(~TF(t
27T - / / 022((]) S}g](:aq)#ﬁ dq efst dt.
2Jt 1+’Y;_(tJQ)2)2 8_p(’73_(t7Q)at7q)
Finalement :

RR n° 5825



40 Diaz € Joly

u'(z,y,2,t) =0, sit<ty(0)

u (g, 2, t) = 1 d /qo2(t) o é22(q0)T (75 (t,9),q) dq
T 2m2ey dt 1 0F )
Y (1493 (t0)%)* 503 (1), 1:q)

si t> tpe (0)

La condition ¢ > t2(0) est bien équivalente & la condition & € Qr utilisée dans le théo-
réme 22 (par définition de Q7).

3 Interaction fluide-solide

Considérons maintenant un milieu infini composé d’un demi-espace fluide §2; et d’un demi-
espace solide isotrope €); séparés par une interface horizontale I'.  Comme en dimension
deux, nous nous intéressons a la formulation en pression dans le fluide et en vitesse dans le
solide, la source est une source ponctuelle de pression située dans le fluide & une distance h
de l'interface. Les équations & résoudre sont

3 AP =) 80) 5 ) 0 @), (3.12)
Ps% — (A +2p)div(VV,) + prot(rot V) =0 (). (3.1b)

Les deux milieux sont liés par les conditions de transmission suivantes qui traduisent la
continuité des vitesses normales & l'interface et ’égalité entre les contraintes normales et la
pression :

Vs 1 0P
y __10F 1
5 o Dy (), (3-1¢)
Ny | Ve _ 0P
O 2u) AT == (D), (3.1d)
Ve | Vi
= = U. .1
B+ G =0 (r), (3.10

Nous pouvons simplifier ces équations en décomposant le champ de vitesse V5 en ondes P
et S, en posant V, = V® +rot ¥. Dans ce cas le vecteur W sera défini “4 un gradient prés”
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puisque
rot (¥ + VA) =rot ¥

pour tout champ A. Pour définir & de maniére unique nous imposerons la condition suivante,
dite condition de jauge :

divw¥ = 0.

L’ensemble des champs W vérifiant cette derniére condition s’écrit sous la forme :

_ 9 -
2
oy 222
U= 9 | v — Ts.
9z 0y0z
0 o
L 0x2 9dy?
Le champ V', s’écrit donc :
_ 52 -
— 0
3:0(292 —a—y
V=V — 9 Uy + g U,
(;)y(?z ) Ox
o9 0
ox?  0y? |
et le systéme & résoudre devient :
1 0?P
S~ AP =6(2) 8y) 6z — ) J()) (), (3.22)
f
1 9%®
——— —AD = s .
ENTE 0 (Qs), (3.2b)
1 029,
% 52 AT, =0 (Qs), (3.2¢)
1 020,
&~ Al =0 (), (3.2d)

avec cp = ,/)‘752“ et cg = 1/#.
s s
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Les conditions de transmission se réécrivent alors :

8;/;2 = —pif%—f (), (3.2e)
(A +2p) a;/;z + /\6(;% + Aaggjy = —%—IZ (1), (3.2f)
8(;/;9” + a(;/;z = 0. (1), (3.2g)
8;:@‘ a(;/; =0. (). (3.2h)

Nous allons maintenant calculer les fonctions de Green associées & ce probléme, elles sont
solutions de :

if% -[58+ 55+ 52|~ st -ms @) (3.38)
%% _ [% n ‘;iyf + %] - (), (3.3b)

avec
6;: _ _pl_f% (), (3.3¢)

Ovs OVsy Ovsy,  Op
(A+2u) 9% + A e +A oy ot (1), (3.3f)

Ovsy O

Ovsy  Ovs, B
92 + 8y =0 (F), (3.3h)
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et

_ ) i
525 0
A

v, = Vo — — vi+ | 0 | s
2 2

Lo o 0
L 0x2  Oy? |

3.1 Résultats

Comme en dimension 2 nous supposerons que cf < cg < cp.

3.1.1 Les fronts d’onde.

Dans le cas d’une interaction fluide-structure, I'onde de pression dans le fluide apparait
comme la somme d’une onde incidente, d’une onde de volume réfléchie et de deux ondes
de téte. L’onde se propageant dans le solide se décompose en une onde de volume de com-
pression, de rotationnel nul (dite onde P), une onde de volume de cisaillement, & divergence
nulle (dite onde S), et une onde de téte de cisaillement. La définition précise de chacune de
ces ondes est donnée 3 la section Nous utiliserons :

R=\x22+ 12+ (2+h)2, a2+y2=Rcos etz+h=Rsiné.

Front de ’onde incidente dans le fluide. Pour un instant ¢ donné, le front de ’onde
incidente de pression (en vert sur les figures [Ila et [Z) est 'intersection de la sphére de
centre (0, h) et de rayon cst avec le demi-plan supérieur. Toute 'onde incidente est contenue
dans cette portion de sphére que nous notons Q;(¢).

Front de ’onde réfléchie dans le fluide. Le front de I'onde réfléchie (en bleu sur les
figures b et M2) est l'intersection de la sphére de centre (0, —h) et de rayon cyt avec le
demi-espace supérieur. Nous appelons Qg (¢) Uintérieur de cette portion de sphére. Qg(t)
peut également étre défini par :

Qr(t) = {(:zr,y,z) €eR*|z>0et CE <t}.
f

Fronts des ondes P et S transmises dans le solide. Comme en dimension 2 nous
définissons &yp(r, 2) et £os(r, z) minimisant respectivement les fonctions

_ER g

Cf cp

tp(§) ; (3.4)
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et

— \/§2+h’2 + \/(7"—5)24—22. (35)
Cf Ccs

ts(§)

et nous notons
top(r,z) =tp(&op(r, 2)) et tos(r, z) = ts(&os(r, 2))

leur minimum. Le front de 1’onde transmise P (resp. S) est I’ensemble des points tels que :
tOP(Ta Z) =1 (resp. tOS(Ta Z) = t)

Ce front d’onde est représenté en bleu ciel (resp. en rouge) sur les figures [If (resp Mlc)
et Nous définissons également ’ensemble Qp(t) (resp. 5(t)) par :

Qp(t) ={(x,y,2) | z<0et top(r,z) <t}

(resp. Qs(t) = {(z,y,2) | z <0 et tos(x,r) < t}).

Fronts des ondes de téte dans le fluide. Nous notons A (resp. E) lintersection du
front d’onde P (resp. S) avec 'axe x = 0 & droite et B (resp. F) le point tel que le segment
[AB] (en orange sur la figure [[2) (resp. [E'F], en magenta) soit tangent a Qr(t). Nous
notons wiep1(t) (resp. wies1(t)) le tronc de cone généré par la rotation du segment [AB]
(resp. [EF]) autour de ’axe (Oz). Soit wiepa(t) la portion de sphére de centre

t t
0,——————=——-"h et de rayon ——— —h,

5 /T _ 1
C?f ct c? 7,

délimitée par les plans de cote z =0 et z = zp.

Soit wies2(t) la portion de sphére de centre

t t
0,—————"h et de rayon ——— —h,

o /L _ L
) T3

délimitée par les plans de cote z =0 et z = zp. Le front de l'onde de téte P est la réunion
de wiep1(t) et de wiepa(t) et le front de onde de téte S est la réunion de wies1(t) et de

WteS2 (t)

Lemme 3.1 L’angle 0.p = arccos(i—}’;) est l’angle limite au-dessus duquel il n’existe plus
d’onde de téte P. De plus, pour t donné, l’ensemble des points de wi.p1(t) vérifie l'équation :

1 1 R|cosd
t = Rsing, [+ — L 4 BleosOl g 1o 9, (3.6)
¢ cp
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et ’ensemble des points de wiepo(t) vérifie :

R 1 1
t=—,|— — — 0 €[0,0.p]. 3.7
sin @ cfc e’ € [0, 0cr] (3.7)

L’angle 0.5 = arccos(g—f) est Uangle limite au-dessus duquel il n’existe plus d’onde de téte S.

De plus, pour t donné, l’ensemble des points de wies1(t) vérifie l’équation :

1 1  R|cosh
t:RsinG‘/—Q——Q—l-M, 6 € 0,0.s] (3.8)
Gt cs

et l’ensemble des points de wies2(t) vérifie :

R |1 1
t= sind 3 - %7 b€ [ancs]' (39)

La démonstration de ce lemme se fera lors de la démonstration du théoréme Bl ci-dessous
(voir page B3). Ici encore, dans le plan (x, z), [B8) est I’équation polaire d’un arc de cercle
de centre

t t
et de rayon

1 1 1 1’
2 =2 =z 2,/—2——2
¥ ¥ P

joignant le point O au point B et ([BX) est ’équation polaire d’un arc de cercle de centre

0,

Q

v
Q
Q

t t
0, ———— et de rayon

9 /1 1 9 /1 L’
C% C% C?c C%
joignant le point O au point F.

Nous noterons Qsp(t) (en orange sur les figures [lc et [A) P'ensemble des points situés
entre le front de 'onde de téte P et Vinterface et Qy.r5(t) (en magenta sur les figures [Id
et [[2) 'ensemble des points situés entre le front de 'onde de téte S et Uinterface. Qrp(t)
peut également étre défini par :

1 1 R 0 R 1 1
Qtefp(t): (:c,y,z)EIR3|z>()etRsin0 —2——2+M<t<— -5 5
;s Cp cp sin 0 ;s Cp

et Qyers(t) par :

1 1 R 0 R 1 1
Qiers(t) =13 (v,9,2) €R*| 2> 0 et Rsind —2——+M — =
' ¢ Cs cs sin 6 c;  Cs
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Front de ’onde de téte dans le solide. Nous notons I le point tel que le segment [AI]
(en violet sur la figure M) soit tangent & Qg(¢). Nous notons wiespi(t) le tronc de cone
généré par la rotation de ce segment autour de ’axe (Oz). Posons maintenant

11 1
a=ylZz -7 e [=,/5-—=
CS CP Cj CP

puis

2
O R R s o)

Nous notons wyesp2(t) la portion de sphére de centre (0, z¢.), de rayon ry., délimitée par les
plans de cote z = 0 et z = z;. Le front de ’onde de téte SP dans le solide est la réunion de
wiesp1(t) et de wiespa(t)-

Lemme 3.2 Pourt donné, 'ensemble des points de wiespi1(t) vérifie ’équation :

1
1 1\?2 1 1 r
t=—y(= =) +h|=-= i 3.10
Y (czp c%) + (c? c%) + cs (3-10)

et ’ensemble des points de wiespa2(t) vérifie :

[SE

h2+22—hz(
h

B

+ﬁ)+r2
t= ° :

(3.11)

o v Q™

Comme le lemme précédent, ce lemme sera démontré au cours de la démonstration du
théoréme Bl (voir page [[A). Remarquons qu’en élevant au carré les termes de (BII) et
aprés quelques calculs simples nous obtenons bien I’équation de la sphére de centre z;. et de
rayon 7e-

Nous noterons ;. sp(t) ’ensemble des points situés entre le front de ’onde de téte et I'inter-
face (en violet sur les figures [If et M2). Qy.sp(t) peut également étre défini par :

Qesp(t) = {(:c,y,z) eR? |z >0ett](x,y,2) <t < tg(:zr,y,z)} .

avec L
1 1\? 1 1\® o«
t =y (== [ —— r
1(1’,y,2) Yy (C% C2S> + <C? C2S> + cs
et
P42 —he (248) 402
ty(x,y,2) = —
B @
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z z
1
(z,y) i (z,v)
Fi1G. [[dla: L’onde incidente. FiGc. [[b: L’onde réfléchie.
z z
WteP2 WteS2
WteP1
FiG. [lc: L’onde de téte P. Fic.[Mld: L’onde de téte S.
z z
(x,y) _y (x,y)
WieSP1 WteSP2

Fic.[Me: L’onde S.

Fi1c. [[f: L’onde de téte SP.

Fic. [[If: L’onde P.

Figure 11: Les différentes ondes du probléme
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17
Qe sr (1) A
(Z N\ T
AT \ N7
77 SN RSl
Ny

QteSP (t)

Qs(t)

Figure 12: Représentation du front d’onde
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3.1.2 Solutions analytiques.

Nous décomposons la solution p en p = p* + p”, avec p’ 'onde incidente de pression, c’est-
a-dire la solution qu’on obtiendrait en remplacant le solide par un fluide de vitesse de pro-
pagation cy :

siz & Q)+ p'(w,y,t)=0;

5 (1),

SinQ[(t) : pi(‘ruyﬂf):zﬂ.R* =

ott R* = /22 +y2 + (2 — h)2.

Nous décomposons également v, en vy = vE + v 4 v9% avec :
_ 52 ; )
0x0z _8_y
0? '
vl =Vg, vil=- dioet = 9 |4
0? 0? 0
L 90z2  Oy? |
Notations. Nous posons maintenant :
. cr
Crr\q) = —F/——>
r£(q) N
cp
cpf (q) = oL ) CPP(Q) = T
1+éq2 V1+e®
cp Ccs
ésf(q) = L, ésp(q) = ) tss(q) = ——=
”%“2 1+ ¢ Vit
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et

~ ~ 62, - 02.
kry(p,q) = V1+p*+¢%  kyp(p,q) = \/C—2f+p2+q2, krs(p,q) = C—£+p2+q2,
P S

_ 2 ~ N 2
kpf(p,q):,/c—§+p2+q2, kpp(p,q) = V1+p?>+q*,  kps(p,q) = C—§+p2+q2
¥

S

~ 62 ~ 62 ~
ks,f(p,q)=,/c—§+p2+q2, ksp(p,q) = C—§+pz+q27 kss(p,q) = V1+p2+q2
f P

et nous définissons les fonctions des variables complexes p et ¢ définies par
R(p,q) =

[(/\(%%p —p?—?) +2uk?p) (ks +p*+4?) —4ﬂp2éf5ka} kpr—cprkp(kig—p*—q?)

[(/\(%%p —p?—q?)+2uk} p) (k3 g+ 1% +?) _4MP2]~€fS/;fP] kprt+ciprkrp(k3g—p2—q?)

TP(p7 q) =

2/~€pp(];51235 +p2 + q2)
()\(512313 —p2—q2)+2u6kpp2)(/;1235+p2+q2)—4,&]?2]:3135/;1313 z:Pf_C%)pr;‘:PP(I;%S_pQ_QQ)

TS(Z%‘]) =

—4ipkspkss
(A(Z2p—p2—q2)+2uk? p) (k3 g+p2+q?) —4Mp27;3557;3513} ksj—cZprksp(kig—p2—q?)

et

R(p,q) = R(pv/1+ 4% q)

Tp(p,q) = Tp(pv/ 1+ ¢2,q)

Ts(p,q) = Ts(p/ 1+ 42, q).
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Nous définissons :

- =2 2
Crrq)t . (gt
W;T(t,q):—z ff]g) cosf + |sin | HT—L
- =2 2
| crr(q)t . ctela)t
v}r(t,q):—z jf};) cosf + | sin 6| 1—”T
ainsi que la fonction :
c2t2 R
f :
1—— t< —
2 si o
qor(t) =
c?ct2 R
— = sit>—.
R2 ! Cf
Pour définir v} (¢, q) et gop(t) nous utiliserons la fonction
%
_ 2\ % 5%P(Q) 2 . N
Fr(p.a,t) = =2 (1+p°)* +h | == +p° | +ipr —cpp(q)t
Cpy (q)

et le temps d’arrivée de 'onde P transmise au point (x,y), top = top(x,y) :

e pour tout ¢ > 0 on définit #op(g) le seul réel tel que I’équation Fp(p,q,top(q)) = 0
admette une racine double p (top(q) correspond au temps d’arrivée de I'onde S dans
un milieu 2d virtuel de vitesse c,(q) et ésp(q)) ;

e pour tous ¢ > 0 et t > fop(q), on définit v} (¢,¢) la seule solution de 'équation
Fp(p,q,t) = 0 & partie réelle positive ;

e pour tout ¢ > top on définit gop(t) tel que top(qop(t)) =t : qop est l'inverse de la
fonction top, c’est le seul réel tel que Fp(p, qop(t),t) admette une racine double.

De méme, pour définir ygr(t, q), qos(t) et v¥(t) nous utiliserons la fonction

5?95@)
=2

CSf(Q)

et le temps d’arrivée de 'onde S transmise au point (z,y), tos = tos(z,y) :

2
1
Fs(p,q,t) =—2(14+p°)* +h ( +p2> + ipr — ¢ss(q)t

e pour tout ¢ > 0 on définit #o5(q) le seul réel tel que I'équation Fs(p,q,tos(q)) = 0
admette une racine double p = pos(q) ;
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e pour tous ¢ > 0 et ¢ > tos(g) on définit ¢ (¢, ¢) la seule racine de Fs(p,q,t) & partie
réelle positive ;

e pour tout t > tgs on définit qos(t) tel que fos(qos(t)) =t : qos(t) est le seul réel tel
que Fs(p, dos(t),t) admette une racine double.

e pour tous ¢ > 0 et ¢t < tos(g) on définit vgr(t, q), la seule racine de Fs(p, ¢, t) telle que :

¢ss(q) > .

¢sp(q)

S(fos(a)) < Sm(vE(tq)) < Sm <

Pour le calcul des ondes de téte dans le fluide, nous utiliserons la fonction

Cft |sin9| C?c Cy

(1) = _
as () R|cosf| |cosf)| % 2

. 1 1 Rcosf| R 1 1
RSlHO —2——2+7<t<,— 5 ~ 5 -
s Cp cp sin 0 s Cp

Pour le calcul des ondes de téte dans le solide, nous utiliserons la fonction
1 2
1 2
0 1 £t 1 1)?2 n 1 1 1
= C _— A _—— — —_ _—— — _——
asp Sal r2 cz c?c 3 %’

ti(z,y,2) <t <ty(x,y,2).

définie pour

définie pour

Nous pouvons maintenant énoncer le
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Théoréme 3.1 L’expression de l’onde réfléchie est donnée par :

st x Q QR(t) U Qtefp(t) :

p(,y,2,t) =0 ;

st x € QR(t)\Qtefp(t) :

1 d /qw(t) Re (ﬁ(vf(t,qm))
0

pr(xaywzvt) = oD I+ dq )
2r2R dt qgf(t) — 2
six € Qtefp(t)\QR(t) :
1 d qf(t) C\\ym |:7?’(U?_(t7Q)aq):| d
T )= —  — - :
P2y, 21) = gop e /0 qaf ;

4> + g5 (t)

st x € Qtefp(t) n QR(t) :

1 d [ q5 (t) Im [ﬁ(v;(ta q)7 Q):|
T t — -
(2, y,2,t) SRl /qofa)

4% — g5 (t)

1 d —/qof(t) Re (ﬁ(vf(t,qhq)) .
q

or2Rdt | J,

4@ (t) — ¢2
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L’expression de l’onde P est donnée par

vl (z,y,2,t) =0,
siz @ Qp(t) +| vgy(r,y,2,1) =0,
vi(m,y7z7t) =0,
siz € Qp(t) :
1 d 20p (t) ivh(t, ) Tp (v (¢
Ve (.Y, 2,) = T / Re pta) 1P(,§;P( 0),4) dq| ,
™ 3 P
S (L+75(t0)%)* 25 -t ).t q)
1 d qop(t) iqTp( +(t ) )
P _ rPYp\l,4q),4
’Usy(Iayvz7t)— %E /0 §R6 N ) %8.7:13 N dq ’
(1 +7P(tvq) ) a—p("YP(tv(J)aLQ)
1 d | [or® T (v (t
ol @y, 50 = 55— / Re 8FP(7P( 09| 4
m=C P
P 0 a—p('y;(tv )at7Q)
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55

L’onde S2 est nulle dans tout l’espace, nous poserons donc vy

londe S est donnée par :

six & Qs(t) U Qesp(t) :

six € Qs(t)\Qtesp(t) :

RR n° 5825

1 d
s _
Vop(,y,2,t) = T ontes dt
1 d
s _
Vg (T,y,2,1) = T Ontes dt
1 d
s _
vg, (x,y, 2,t) = T Ontes dt

qos (t)
/ Re
0

vfx('r7 y7 Z’ t) = 07
vfy('rvya Zat) = 0,

’Ufz(‘ruy7 Z7t) = 07

S = 3! et Uexpression de
5 (t,9)Ts(vg (. 9). ) dq
1 0Fs ’
(1475t 0)°)* 5~ 08t a). L)
+
ZqTS(FYS (tv Q)a q) d
1 9Fs, . 7
(1+74(t9)?%)? 5 05 (0. 1.0)

(35t ) + D) Ts (7 (1,9). 0)

dq

9Fs
dp

(7§

Y5 (t,9),t,q)

)
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six € Quesp(t)\Qs(t) -

vf{l) (I7 y? Z? t) =

/Ufy (I7 y? Z7 t) =

’Ufz(m, Y, th) =

1 d
2m2cg dt

1 d
2m2cg dt

oL d
2m2cg dt

gsp(t)
/ Re
0

qsp(t)
/ Re
0

2
/qu(t) e (v; (
0

i

’L'U;: (t, q) S(U;: (ta q)7 Q)
0Fs
I 8—p('l};(t7q)at7q)

ZQTS (U;: (tu Q)v q)

0Fs

i a—p(vg’_(ta q)7 ta q)

dq

dq |,

OFs
dp

t,q) + ¢*)Is (v (t,q),q)

(vt q),t,q)

dq| ,
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siz € Qs(t) N Quesp(t) :
qsp(t) + T
a0 = g | [ R | e
m2c S
5 _ qos (t) 8—p(u§(t7q), ,q)
1 d | [ros® i () Ts (v (1)
_271'205 dt Re 1 0Fs da1
0 (1+75(t9)?)? == o (v& (t ), t,q)
1 d | [fesr® iqTs(vi (t,9),q)
Ussy(x,y7z7t)= _m& / ) Re 0Fs 5 dq
qos v (t t,
_ o ——(v§(t.q).t,q)
1 d qos (t) ioT<(~E(t
S 0 (1+~&(tq)? )2 (’Ys (t, ).t q)
_ , i
. 1 d | pese® (v§“ (t,q) + q2) Ts(v§(t,9),q)
Usz(xvyazut) = _m& / Re OF dq
S
#4 Janstt Gt .t
o 1.d /‘IOS(“ R (v (t,9) + ) Ts (v (t,9)) dq
2 2 dt oF ’
s G Jo =, (Eta).ta)
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Remarque 3.1 On vérifie facilement que :

o la condition © € Qr(t)\Qerp(t) se rééerit

R . R 1
t>— st >0 ett>— — 5
cy sin 6 s Cp

e la condition © € Querp(t)\Qr(t) se rééerit

1 R 0 R
+M<t<— et 0 <0 ;

Rsin6 -
CP cp Cf

1
2
s

e la condition © € Querp(t) NQR(L) se rééerit

R R
— — |5 - et 0<6..
cf sin\| ¢ % ¢
e la condition © € Qg(t)\Qesp(t) se rééerit
c
t>tos si Sm(pos) < Sm <—f> ett >ty sinon,
cs

avec pos = Pos(0) la racine double de Fs(p,0,tos) ;
e la condition © € Quepp(t)\Qr(t) se rééerit
* Cx, Cx Cf
r<t<tos et Sm(pos) <Sm|—] ;

Cs

e la condition © € Querp(t) NQR(L) se rééerit

C
tos <t <ty et Sm(pos) < Sm (—f> .
Cs

Les algorithmes de calcul de P", V' et V° sont présentés & la section suivante.
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3.2 Démonstrations
3.2.1 Calculs préliminaires dans le domaine de Fourier

Appliquons comme d’habitude la transformation de Laplace en temps et la transformation de
Fourier suivant = et y & ces équations pour obtenir le systéme différentiel ordinaire suivant :

s? 2 of 0D
[ 52 . 029
4K - =—==0 0 3.12b
R ‘”M dy? e (3:120)
[ o2 2.7,
S 2 2| 7 oY1
_% +k; + ky} Py — 0,2 = z <0, (3.12¢)
M2 2.7
S 2 2| 12 Oy
_% + Kk, + ky} o — 012 =0 z <0, (3.12d)
avec les quatre conditions de transmission :
1 0p
STA}SZ = —p—a—]z) zZ = O, (3126)
P
ai}SZ . ~ . ~
(A +2p) P + NikyOsy + NikyUsy = —sp z=0, (3.12f)
aASZIJ . ~
;Z +ikyys = 0. 2=0, (3.12g)
D0
; Y 4 iky s, = 0. 2 =0, (3.12h)
z
et
Dow = ikndh — ikx% —ikypy 2 <0, (3.12i)
. O
by = ikyd — iky% Fikethy  2<0, (3.12j)
o .
gy = a—f — (K2 + k) z < 0. (3.12k)
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On en déduit facilement la forme des solutions (en introduisant les ondes de pression inci-
dente, p*, et réfléchie, p") :

p=p"+p (3.13a)
IR S Py

LT (3.13b)
pr=Age M (3.13¢)
¢=Ap etr (3.13d)
iy = Agy ¥ (3.13e)
thy = Agg ¥ (3.13f)
bsp = ko Ap €7 — ik, ks Ag1e”S — ik, Agye™s (3.13g)
bsy = ikyAp €7 —ikykgAg1e™" + ik, Agae™s (3.13h)
b5z = kpApe™™ — (k2 + k7)Asy e*F9, (3.131)

1

1 1 1
aveckfz(k§+k§+§)2,kp=(k§+k§+§)2 etksz(k§+k§+%)2.

Les coefficients Ar, Ap et Ag sont ensuite déterminés & ’aide des équations de transmis-

sion (E128), (B1Z), (BIZ8) et (EI2H) :

1 ks
kpAp — (k2 + k2)sAg; = ———e ks 1 2 g 3.14
skpAp — (k + ky)sAs1 Ty +pf R, (3.14a)
()\ + 2,&) [Z%Ap - (ki + k;)ksAsﬂ + /\’LICz [’LkmAp - ikmA51kS — ikyASka]
1
+ ik, [iky,Ap — ikyAsiks + ik, Agaks] = —s {%ehkf + AR} : (3.14b)
f
ikmkpAp — ikng«Agl — ’l:kyZ%ASQ + ’Lkm [kpAp - (ki + ki)ASl] = 07 (3.14(})
ikykpAp — iky25Ag1 + ik 28 Ass + iky [kpAp — (k2 + k) As1] = 0. (3.144)
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On vérifie facilement (en effectuant @I4d) xik,— @I4d) xik,) que Ags = 0 et le systeé-
me ([BI4) devient (en posant Ag = Ag1) :

k 1
—fAR — skpAp + S(kz + k;)AS = —eihkf,
pf 2py
sAr 4+ [A+2)23 = AR2+E2)] Ap — 2i(k2 4+ KD)uksAs = —%e*hkf,
) ‘ f
2kpAp — [2Z+K2+k]As = 0.

Les solutions de ce systéme s’écrivent :
o—hks o—hks
Arp = R(ky, ky)——, Ap =Tp(ks, ky)———, t  Ag = Ts(kz, ky)——,
R ( y) ok; P P( y) 2%ep € S s( y) g

avec

Rky, ky) =

(A3 —k2—k2) + 2uk}) (k% + k2 + k2) —dpkskp (k2 + k2)] kg —ppskp (k3 —k2—k2)
[(Mk2—k2—k2) + 2uk3) (k2 + k2 + k2)—4pkskp (k2 + k2)] kg +pps?kp (k2 —k2—k2)

TP(kw7 ku) =

2skp (kg + k2 + k7)
[(A(kD—k2—k2) 4 20k ) (K% + k2 + k2) —4dpkskp (k2 + k2)] kf+pps?kp (k% —k2—k2)

Ts(kz’ ky) =

—45k5[€p
[(A(kD—k2—k2) 4 2uk}) (k% + k2 + k2) —dpkskp (k2 + k2)] kp+pps?kp(kE—k2—k2)

Donc :

avec
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P — HhaTp ke by, 5) | opp kg
sT QkP ’

L G L)

5 2kp

P _ TP(kxakyaS)ezkpfhkf

sz 2
et '
’US _ _zkwTS(k:mkyus) ezks—hkf
sx 2 )
ikyTs (ke Ky, _
vfy:—z yTs( y S)ezks hky,
2
2 2
’US _ _ (kx + ky)TS(kwa kyv S)e zks_hkf'

Sz 2]{35

Nous nous intéresserons uniquement au calcul de p” et vy, le calcul de v,y et de v, étant
trés similaire.

3.2.2 Démonstration du théoréme B.11

Calcul de p". On a

—+oo —+oo

R(ky, k, .

P2y, 2,8) = - 2/ / o Rika by, 5) e~ Gk —ilkeatbut) gl k. (3.15)
!

Nous effectuons successivement les changements de variables k, = £ ffs, ky = %, puis

Pz =pcosth —gsiny, py =psiny +qcosy

pour obtenir

Foo —=|(z 24423 ipr
5 (@1, 2, 5) / / P,q) __Ra) = [+ atp +q>2+p]dpdq.
47T20j 00 21+p —|—q)§
avec
p q
R =R(—,—,1
(p,9) (Cf v ) =

{(/\(éfcp —p?—q%) + 2uk3p) (K} s +p*+¢%) — 4#’51'5151'P(p2+q2)} kyr—ciprkyp(k3s—p*—q?)

[(A(/%? p—D?—q2) + 2uk3 p) (K3 g +p*+¢%) — 4N1~ffsl~ffP(p2+q2)} krp+cprkep(k3g—p*—q?)
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et

- - c2 - c2
krp(p,q) = V1+02+¢% kpp(p,q) = \/CTf+p2+q2, krs(p,q) = C—§+p2+q2-
P S

Posons maintenant »

P V14 ¢?

puis définissons les fonctions g — é;¢(q) et (p,q) — R(;ﬁ, q) par

- C ~ -
—L et R(p,9)=RGVI+E,q).

cr(q) = N

On a alors

teo —=——|(z 52)% ipr
(.CC Y, 2, S —— / / 0 . Erp(@) [( +h)(1+57) 2 +ip }dﬁdq
47r cr o 2( 1+p )2

Comme dans le cas de deux milieux acoustiques on peut donc montrer que :

c
a) si|cosf| < .1 n’y a pas d’onde de téte et
cp

R
pT(Iay7Z7t):O Slt<t0f(0):c—

14

3
o

~+

—~
“PF
)
2
L)
S~—

N—

dq| , Sit>t0f(0).

1 d /qr)f(t) Re (
0

p(x,y, 2,t) = PR At

avec

— 5
t C t
1(9) cosf +sinf j(Q)

<.
[}

c
b) si|cosO| > I . Alors il faut tenir compte des ondes de téte :
cp
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p(x,y,2,t) =0, sit<tf(0)

dg|, sitp(0) <t <tos(0)

1 4 | fu®Sm [7@(@;@, ), Q)}
pr(x7y727t): /
0

2m2 R dt /g2 + qgf(t)
() Sm [R(v} (£ q),0)|

4* — q5(t)

dq

qo0f (t) §R€ 7%('7-’_ (t7 q)u Q)
| af o),
0

to55
2m2 R dt Q(Q)f (t) — ¢2

sitor 0)<t< toy

1 d /qof“) Re (R(ﬁ(hq),q))

P (2, y,2t) = s55 dg|, sites<t.
2m2Rdt | Jy qgf(t) —q?
avec
22 1 1 Rcos
s = || B 1], sl = Risinol [ i - S - 2D
! R? ! &q)  eple)  cple)
1 ct
2 2 /
= cos“ 0 — —=-|, taf=t . et
©r = o 7g [ 2 ] 2f = tof(qer)
Er(q)t &(q) t?

v;(uq) =—i Tcos@—l— [sind]{/1—

Remarque 3.2 Comme en dimension 2, la méthode de Cagniard-de Hoop ne permet
pas de différencier les ondes de téte S et P. Néanmoins, on peut montrer que la solution
p" n'est pas réguliére auzx temps

1 1 Rcosf
tip =t4(0) = R|sinb|, | = — — —
p =140 = Rlsindl [ 2 - o = =2,
1 Rcosf
th_R|Sln9| —?—0—2— P 5
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trle2rp) et ty(gers)

avec

1 2 1 c}
2 2 f — 52 e
Q2P =y = — [C"b b c;] R ey [C% 7 c%] '

1l est alors facile de démontrer le lemme [Z1]

Calcul de vZ, On a

—+o0 —+oo
ko Tp (ky, Ky ;
(.I‘ vz, S 4 — / / A P2 S) zkpfhkffz(kzx+kyy)dky dk. (316)

kp
Nous effectuons successivement les changements de variable k, = 22>, k, = %s, puis
pz:pCOSdJ—qsinw, py:psin¢+qCOSw
pour obtenir
+00 ipTp(p, q) —{—Z(HP +a )2+h( +p +4q )2+7,p7‘i|
ol (z,y,2,5) 5 e dpdg

47TCP 002CP1+p +q)§
avec

p g
TP(p7 (Z) = TP(_7 — 1) =

Cp Cp

QCQPIEPP(IEIQJS —l—p2 + q2)
(K p—p2=02)+ 20183 p) (g +02+42) ~Apikpshpp (2 +0)| ke +cbprhpe (s —p2—4?)

et

~ 02 02
ka(RQ):\/C—l;‘FPZ‘an kpp(p.q) =V1+p>+¢2, kps(p.q) = C—§+p2+q2-
¥ Ve

Posons maintenant »

P V14 ¢?

puis définissons les fonctions ¢ — épp(q), ¢ — éps(q) et (p,q) — Tp(ﬁ, q) par

~ - cp ~ o Cf ad ~ o ~ 2
cpp(q) = ———=, ¢pflq) = ——= et Tp(p,q) =Tr(pV1+¢%q).
V1ite? ! 2
T
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On a alors

s (q) |, ~2y1 | .~
(:C Y2, 5) /*O"/ szp (P, q) e_épP_(q)[ (1) +h( P?(i) “’2)2““} dpdg
Vs ’ 47T2CP 00 QCPP 1+p )%

Comme cp > cs > cy, le contour d’intégration ne traverse pas les coupures, si on suppose
de plus que les podles de 7p sont imaginaires purs et a ’extérieur de ce contour, on montre,
de la méme maniére que pour le calcul de 'onde transmise dans le cas de deux milieux
acoustiques, que :

’USP;(CC,y,Z,t) 207 Sit<t0P(O)
1 d | [or® ip ()T (75 (¢, 9))
P _ P\" P\"
Usz(xvyazﬂt) - 27720P E ‘/0 Re 4 R % 8].‘13 N dq
(1 + Tp (tv q) ) 6—]? (’YP (ta q)7 ta q)

sit > top(0).

avec v5 (t,q), Fr(p,t,q), tor(0) et gop(t) définis respectivement comme 5 (t,q), F(p,t,q),
t02(0) et go2(t) dans le cas de deux milieux acoustiques, en remplagant respectivement c¢; et
cg par cy et cp.

Calcul de v, On a

too o0 ik Ts (ke o k ,
@fx (‘Ta Y, %, S) = _L / MGst_hkf_z(kmm+kyy)dky dk,. (3.17)

42 2
Nous effectuons successivement les changements de variable k, = %s’ ky = pciss, puis

Dy =pcosy —gsiny, p, = psiny + gcosp

pour obtenir

s /+°° /+°°ist(p,q) R TR LEEIE S LR
— 00

~S
_ dpd
U5y (2,9, 2, 8) Tntes) 2es pdq
avec
b q
TS(P;Q) = TS(_7 ) 1) =

Cs Cs

—Ackkgsksp
[(A(/?ép —p?—q2)+2ukp) (Fes+p*+62) —4uéssésp(p2+q2)} ksy+cgprksp(kes—p*—q?)
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et

_ 2 ~ _ 2
ka(RQ):\/C—I;‘FPQ‘FqQ, kpp(p,q) = V1+p2+¢% kps(p,q) = c—§+p2+q2-
7 5

Posons maintenant »

ﬁ = —
V1+¢g?
puis définissons les fonctions q — éss(q), ¢ — ésp(q), ¢+ és(q) et (p,q) — Ts(p,q) par

Cs

Gss(q) = ———, Csp(q) = ——m——, ésslq) = ——2
SS = ) SP = ) Sf =
1 2 2 2
ViTa \J1+ & 1+ Ee

TS(@Q):TS@ 1+q27Q)

et

On a alors

dp dgq.

+oo ptoo ssT (5 s _ (1+~2)%+h(5§s(4)+~2)%+--
g s i0Ts(p,q) wssw |2(4P 2 @ TP
vsm('rvyaza S)_ €

_47T205 oo o 2555((])

Nous notons

Csy (9)

et nous appelons tos(q) le seul réel tel que Fs(p, q,tos(q)) admette une racine double que
nous noterons p = pos(¢). Comme lors du calcul de 'onde réfléchie nous devons distinguer
deux cas :

1 2 2
Fslp,q.t) = —2(14+p*)* +h (fgs(q) +p2> +ipr — éss(q)t =0

a) si |Ppos(q)] < Ess(a) - Alorg

— ésp(q)°

+00 i T (i s [ B (B ) e
/ ipTs(P,q) s P 2@ T P )

oo 2¢55(q)

e~ Stdt

_ /+°° fe | 18 (60 Ts (05 (1.9), 9)
t

9Fs, .
a—p (’YS (ta q)7 ta q)

o0s(a)

avec v (t, q) la seule racine de Fg(p, q,t) a partie réelle positive.
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b) si |pos(q)| > gzi((g)) Posons alors

1 1 \2 1 Ly r
et ==+ (o - )+ (ew ) %P(q)) @

D’aprés le lemme B3, pour tsp(q) < ¢t < tos(g), il existe un unique p, racine de
Fs(p,q,t) et appartenant a

s(a) s 2220,

Nous noterons v (£, q) cette racine. On peut alors écrire :

T ipTs(p Se@ —Z(1+~2)%+h(M+~2)%+i~T
/ ipTs(P,q) e 58@ P 2@ P P

— dp
— 00 QCss(q) P
_ [, 0T (0.0 |y
= e 0Fs e t
tsp(q) Tp(“; (tv Q)a t7 Q)
+oo -t t T + t
N / e W%ST, OTs(15 (1,9): @) | sty
tos(q) S At () t
ap (’YS( 7q)7 aq)
Nous utiliserons par la suite le
Lemme 3.3 La fonction I : ¢ — Sm(pos(q)] est strictement croissante.
Démonstration :
Comme pos(q) est racine double de Fs(p, ¢,t) on sait que
0Fs . . zZp hp .
O st avt) = 2Dy M)y,
(1 + pos()?) (‘;%j_g;li +ﬁ05(q)2)
soit / .
T e gt 3.13)
1— q))? & Q) 7o 2
(5% - 1)

Supposons maintenant que I(q) soit décroissante. Alors, comme Sm[pos(q)] < 0 (d’aprés le

lemme E33), 1?(q) et
1

(1-12(q))?

—
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sont croissantes. Remarquons maintenant que

2
~ Cr 2
ts(e) _esI T
ch(Q) cy 144

qD—)

est une fonction strictement décroissante pour ¢ > 0. Donc :

1
(5%3(‘1) _ Iz(q)) 3

55f (a)

—

est strictement croissante. Comme z < 0 et h > 0 la fonction
z h

(1 - I2(q))? T 3
D' (G5 + 1)
Csf(‘])

Gig— —

est strictement croissante, or, d’aprés BI8), I(¢) = —r/G(q), donc I(q) est une fonction
strictement croissante, ce qui contredit ’hypothése de départ. |

Nous en déduisons le
Corollaire 3.1 Si |jos(0)| < cs/cp alors |pos(q)| < éss(q)/ésp(q) pour tout ¢ de IRT.
Démonstration :

I(q) étant une fonction strictement croissante |pos(q)| = —I(g) est strictement décroissante.
Remarquons maintenant que

cp 2
~9 (q) _ C_Pl-l- gq
¢ple) ¢ 1+¢?

qD—)

est une fonction strictement croissante pour g > 0. Il est donc évident que

¢ss(q)
csp(q

pos()] < & = 5O 5 o) <
cp CSP(O)

~—

Donc, si pos(0)| < cs/cp, il n’y a pas d’onde de téte. Dans le cas contraire on aura également
besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4 Si |pos(0)| < cs/cp alors

428 = 3~ o (319)

«
k.?m|[,?m
o : o
»Um|(,,m
«
—

o : o
»Um|(,,m
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est tel que
_ .Css(qes
POS(Q2S) = —ZN(iqz).
¢sp(qes)
De plus,
¢s(q) :
Pos(q)| > = st g < ¢25;
[Pos(a)] Zr(0)
¢s(q) :
[Pos(q)] < < $iq > qos.
cp(q)
Démonstration :

Vérifions d’abord que g25 € R, c’est-a-dire que :

2
1os(0)] < cs/ep —> a > 5
0S S cs/ep P 7 =z

Pour cela rappelons que pps(0) est tel que ai(pog(o)7 0,tps) = 0, soit :

_ zPos(0) n hpos (0)
\/1 +ﬁ%s(0) \/é + ~2 (0)

e T Pos
En posant pos(0) = —iwgs cette équation devient :
2Wos hwog _o.
V1-wis \/ % —wiy
Définissons maintenant la fonction
K(w) = - ! — —w,

2 1—w?2
5 —w?
¢

f

cette fonction est strictement décroissante pour w > 0 et K(wps) = 0. Comme
c
0 <wps < =
cp

on a :
K(0) > K(wos) > 0
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soit : , cs
> 2
h z - .
2 2 o .2 cp
A
S7E 2,
¢25 appartient donc bien 4 IR™.
Posons maintenant pog = —iéss(qas)/Csp(qas) et
3
1 s(q2s) 2 2 \3
tog==—"—= 1|1 ~557+135 —z(1+p3g)2 +ipasr |,
Zs5(q2s) Zi(qs) 7 (1+2)

soit

Nl=

. h 1 1 ’ < 1 >+ r
5= ~ - = -z 3 - = -
’ ¢plaes)  Cgplaes) s(@es)  Caplges) ¢sp(qas)

En utilisant la définition des fonctions ésr(q), ésp(q) et éss(g) on vérifie facilement que :

i 1
1 1)’ 1 1\2 r 2
tas=|h|=%-—=] —2(= - = — 1+ L g2
" <c% ) ( ) T\ T s

Vérifions que pog est racine de 8—(p7 ga2s,tas) :

Css(q2s) ¢ss(ges)
iz csP(th) CSP(QQS) 4 ir = 0, (320)
_ sla2s) qzs) c3glazs)  E%g5(ges)
T B plas) &% 4(a2s) % p(a2s)

toujours en utilisant les définitions des fonctions és¢(q), ésp(q) et €ss(g) on vérifie que :

2
C C
& + g & +ds
P P
z > : — +r=0, (3.21)
- % 5=
CP Cf CP

Donc ¢og, défini par ([BI9), est bien solution de cette équation.

Par définition de tog, Fs(pas, ¢as, tas) = 0 donc

. 0Fs
Fs(P2s,qzs,tas) =0 et a5 (p257qu,t25) =0.

On a donc bien pas = Po2(qas)-

11 ne reste plus qu’a utiliser le fait que pos(g) est décroissante et ¢ss(q)/¢sp(q) croissante
pour démontrer la seconde partie du lemme. |
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Corollaire 3.2 ¢o25 est tel que tos(= to2(g2s)) = tsp(gas). Clest-a dire que le temps
d’arrivée de l'onde de téte est égal au temps d’arrivée de l'onde de volume.

Démonstration :

11 suffit de rappeler que tsp(q) est tel que

. Css(q) _

or

C
Fs <—ZM7QQSJ2S) =0,
CSP(Q2S)

on a donc bien tog = tsp(ga). [ ]

Nous devons donc étudier séparément le cas [pos(0)] < 2 et le cas |pos(0)] > & -

a) si |po(0)] < z—i Alors il n’y a pas d’onde de téte et on vérifie facilement que :

aos (1) v (t, Q) Ts (V4 (¢
Ussm(x7yazut) = _;i / Re Z’YS( ) ) S(’YS( aq)) dq|
’ (

q
2m2cg dt 1 0F,
e 195 (40)°) 503 (o)t a)

sit > tos(0).

b) si |po(0)] > £2. Alors

+ + s o o1 &2 (@) | ~o L1 ..
/ OO/ o ZpTS p7 e€s(¢1)|: z(1+P )2+h(&§(q)+p )2+1pri| dﬁ dq

2055

+aes t“(‘” 0§ (6O Ts (W (49),0) | sty
t OFs  + ‘ !
—q2s SP(Q) (US (tu q)7 ta q)
op
/*"o/ Vg (t, ) Ts(vE(t,q),q) st dg.
tos(9) 9Fs

p (73 (ta q)7 ta q)
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Le calcul des ondes de volume étant évident, on s’intéresse uniquement au calcul des
ondes de téte, c’est-a-dire de

+q2s  ptos(q) uE(+ +(t

al(q):/ / Re ’“Sag;” 505 (10D | sty gy
—a2s Jtsp(q) 25 (it q),t,q)

ap S 9 )

D’aprés le lemme 3 la fonction tos(q) est croissante. On peut montrer, de maniére
trés similaire, que c’est également le cas de la fonction tsp(q). De plus tsp(q) < tos(q)
pour ¢ < g2s5 et on a vu que tsp(ges) = tos(qas). Les fonctions tsp(q) et tos(q) se
comportent donc comme les fonctions ¢1(q) et tp1(g) que nous avons rencontrées lors
du calcul des ondes de téte dans le cas de deux milieux acoustiques (voir figure [[3)).

On pose gsp(t) = tgp(t), on a alors le

Lemme 3.5 L’expression de qsp(t) est donnée par

1
1 1 1)\? 11
gsp(t) =cs, | t+2(—2—7> _h<__T

CS Cp

Q
o
Q
ol
v
Wl
I
| =

Démonstration :

Le calcul de ggp(t) est trés similaire & celui de gas que nous venons d’expliciter : soit
t compris dans [tsp;tos] et soit p = v (g,t), alors :

1. Fs(p,qsp(t),t) = 0 (par définition de v (q,1)) ;

2. p= —i% (p est sur le point de branchement de z — (% +p?)3).
Donc :
i ) ) 1
(- Bsles Y (Golasrl0) _ Bfaselo))’
¢ p(gsp(t)) crlasp(t)  Eplasp(t))

cssqsp(t))
+——7r —cC t))t =0.

Zsp(gsp(t)) ss(asp(t))

En utilisant la définition des fonctions ésy(q), ésp(q) et éss(q), on obtient

1 1
2 2 2 2 2 2
C C C C
_z( _TS> +h<—§—c—23> £y 4 a2p) —est =0,
P
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tUS(O-

tSP(O

Y

Figure 13: Intégration sur ¢ puis sur ¢

tos (g2

tsp(ge

tUS(O-

Y

Y

tSP(O

Y

Figure 14: Intégration sur ¢ puis sur g
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Soit :

1
" L, (L 1 3 (L1 2 1
=cs, | N5 —-—5) —hl 55— - =
sp S| 72 C% c?g c?c 6?3 c%

On peut donc maintenant inverser 'ordre d’intégration (voir figure [[) pour obtenir :

tOS(O) q.S'P(t) -+ t /j‘ + t
u1(q) = 2/ / Re s (6, 9)Ts(vs (t,9).9) e Stdg dt
t 0

0Fs
sp(0) a—p(U;r(t7Q)at7Q)
tog qsp(t) vt Ts(vl
+ o2 / / Re ZU%&;Q)TS(US DD ostgq ar
tos(0) Jqos(t) 8—p(’U:§"'_ (tu q)7 t’ q)

Nous obtenons finalement :

7 Aprés avoir utilisé le fait que i1 (q) est une fonction paire
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vfw(x7yazut) =0, Sit<tsp(0)
oS (x -, t) B _Li /QSP(t) e iv;(t,q)fs(vg(t,q),q) dq
sx\¥s dr <> - I2m2ca dt 8-7:5 R
T oy WA 0. 4a)
si tsp(0) <t < tos(0),
VS (x,y,2,t) = 1 d /qsp(t) Re wg (t, Q)TS(Ug( q),9q) dg
ST ) ) b - 2 a
2m2es dt | Jgos(r) %(vé (t,q),t,q)
14 /%S“’ e ivd (1 @) Ts (v (+,9)) 4o
2 2 dt 1 a]: 9
T (193 (h0))" 5 0d (), ta)
si tos(0) <t < tas,
1 d qos (t)
Ufm(x,y,z,t) :_275 / Re ( q)l ( ( )) dq ’
m2c 1
s 0 (1+75tQ)28—’75tq)tq)
Sitog < t.

Front de ’onde S
x € Qg(t). Remarquons maintenant que :

. Par définition de Qg(t), la condition ¢ > tos(0) est équivalente &

1

tSP(O) = —Z\/C— -

1

2

P Cp

ce qui est bien I’équation de 'ensemble wiespi(t
également que

1 1

2
cp

r

9
7 cp

) défini dans le lemme (BZ). Rappelons

D
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et que
2
r c%
Q28 = 7 — > 2
(22 (22 c2 P
S -5
Cf CP CP
On a donc :

. L 1 1 1 1 n r?
= —_—_— = — Z _—— —
28 C? C% C% C% h — z ’

ce qui se réécrit, en posant

1 1 ot 1 1
= - — &5 = [

ck kb c} 3
h
-z tos = h* 4+ 2% — hz é_,_ﬂ +72,
6 « « ﬁ

et on vérifie, aprés quelques calculs simples que cette équation est équivalente & :

1 6 [0 tQS 2 2 htzs 2 1 6 « tQS 2
—=|hl=—+=]—= =—= —h+-|h|[=F+=) =
<Z 2<<0¢+6) a>> T 38 +4 a+ﬁ o ’
ce qui est bien ’équation de la sphére de centre (0, z¢.) et de rayon r;. utilisée pour établir
le lemme

4 Considérations pratiques pour le calcul numérique.

En dimension trois le calcul numérique de la convolution en temps entre les fonctions de
Green que nous venons de décrire et un terme source nécessite ’approximation de deux
intégrales : une suivant la variable temporelle ¢ et une suivant la variable ¢q. Le calcul de
la premiére étant trés similaire au cas bidimensionnel, nous nous intéresserons plus partic-
uliérement dans cette section & la deuxiéme. Afin d’illustrer notre propos nous détaillerons
le calcul numérique de la solution du probléme de couplage fluide-structure BJI).

4.1 Calcul de P

Le champ p étant la fonction de Green du probléme ([B3) on vérifie facilement que le champ
de pression P est donné par :

P(z,y,z,t) = /0 p(x,y,z,7)f(t —7) dr (4.1)
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Comme p se décompose en p’ + p”, on peut également décomposer P en P + P" avec :

t

t
Plagat) = [ plapznfit-ndr e Pyt = [ pesnft-rd
0

0

4.1.1 Calcul de P!

Comme .
= ——0r(t
p 2R g( )
il est évident que
; fie-1%)
P t) = ——%~.
('r7 y7 Z7 ) 27TR

L’algorithme de calcul de P? étant trivial nous ne le décrivons pas ici.

4.1.2 Calcul de P"

Nous appelons C le vecteur contenant les données physiques de ’expérience : cy, cg, cp, pf...
Supposons que nous disposions d’une fonction coor(z, y, z, h) nous permettant d’obtenir r, 6
et R et d’une fonction temps(z, y, z, h, C) nous permettant d’obtenir ¢, ¢ et 2. Posons :

0 sit<toy,

ZN)U (Ia Y,z t) = 1 qos (t) Re (7%('7;[ (t7 q)u Q))
/ dq sitor <t

2m2R | Jo a5 (t) — ¢?

et
0 sit<tyousity <ft,

RN [ﬁ(vf*(t,qhq)} '
/ dg|, sity <t <toy,
0

ﬁt($7y7z7t) = 27T2R q2 +ng(t)
1 _/Qf () Sm [ﬁ(v;r (ta Q)7 q):|
2m2R | Jgos ) ¢* — g5 (t)

dg| , sitor <t <tay.

On peut alors décomposer P" en une onde de téte P, et une onde de volume P, avec :

Pg(x,y,z,t):(), SitStof,

t ~
dpy .
PJ(Iay7Z7t):/ %(I,y72’77')f(t—7') dT? Slt>t0f
tos
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et

PtT(iCawaﬂf):Oy Sltgtf ou COSQSE—L,
" dp,

P{(%%mﬂ:/t E(:c,y,z,r)f(t—T) dr, sit; <t<ty et cosd > z_i,
f

toy d~
P/ (x,y,z2,t) :/ %(m,ywm)f(t— T)dr sitey <tet cosf > 2—1’;
tf

Calcul de P (xz,y,2,t). D’aprés les propriétés de p,, on vérifie que :

t
Pg(x,y7z7t):/ ﬁv(l',y,Z,T)fl(t—T) dr.

tof

La fonction p, se calcule & 1’aide d’une intégrale sur l'intervalle dépendant du temps [0 ; gof(¢)]
qui tend vers R™ quand ¢ tend vers +co. D’un point de vue numérique, il est plus intéressant
de calculer des intégrales sur des intervalles constants. Nous effectuons donc le changement
de variable ¢ = Qqo(t) :

0 sit <tof,
ﬁv (‘Tu Y, z, t) = 1 1 Re (7%(7;{ (tv QQOj(t))7 QQOj(t))) .
5 / dQ sl toy < t.
2m2R | Jo /1—Q?

La deuxiéme difficulté numérique est due a la présence de la racine carrée au dénominateur
qui rend l’intégrand singulier pour @ = 1 ; nous utiliserons donc le changement de variable

Q =sinn :
0 Sit<t0f,

ﬁ'U(Iayvz7t): 1 e
2 ~
3R /0 Re [R(W;r(fa%f(f) sinm), qof (t) Sinn)} dn sitor <t.

Nous pouvons maintenant décrire le calcul de P} (z,y, z,1).

On suppose que Uintervalle [t ; t] se décompose en Nt intervalles de méme longueur dt.
Comme la fonction p, n’est pas singuliére, on pourra utiliser ’approximation :

Nt

Pl(z,y,2,t) = Y po(w,y, 2, toy + (i — D)dt) f'(t = (tog + (i — 1)dt)) dt.

i=1
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pPV(z,y, 2, h,t,deta, C)
1 (r,theta, R) = coor (x,y,z,h)
2 Pv=0
3 N = (pi/2)/deta
4 pour i de 1a N faire
5 eta = (i — 1) x deta
6 q = sqrt(cf? * t2/R? — 1) * sin(eta)
7 p = gamma(R, theta,t, q,cf)
8 Pv = Pv+reel(R(p,q,C))/(2 % pi x R) = deta
9 fin pour
10 retourne Pv

Table 1: Algorithme de calcul de p,

Prv(z,y, 2, h, t,dt, deta, C)
1 (r,theta, R) = coor (x,y, z, h)
2 t0=R/cf
3 Prv=0
4 sit>t0alors
5  Nt=(t—t0)/dt
6 pour i de 1 a4 Nt faire
7 tau =10+ (i — 1) x dt
8 Prv = Pro + df(t — tau) * pv(x, y, 2, h, tau, deta, C')
9 fin pour
0

10 fin si

Table 2: Algorithme de calcul de P

De méme, si l'intervalle [0, 7/2] est décomposé en N, intervalles de méme longueur dn, on
calculera

Nty Re {ﬁ(y;r (t,qor(t)sin(i — 1)dn), qos(t) sin(i — 1)dn)

CYEDEDY SR
=1

dn.

L’algorithme de calcul de p,(z,y, z,t) est décrit sur le tableau et celui de P! (z,y, 2,t) est
décrit sur le tableau B (on appelle df(t) la fonction qui fournit la dérivée de f au temps t).

Calcul de P/ (x,y, 2,t). Comme pour le calcul de I'onde de volume on a :
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t
Ptr(x,y,z,t) :/ ﬁt(xv%zﬂ—)f/(t_T) dT7

ty
pe se calcule également grace & des intégrales sur des intervalles dépendant du temps. Ef-
fectuons donc dans un premier temps le changement de variable ¢ = Qqo¢ (%) :

0 sit<tyousity <t,

1 et 9m R (v (1 Qaor(8): Qaos (1)) |
277 R /0 JOT 1 a

f)t(I,%Zi): si tf <f<t0f,

| /qif;ff> Sm R (v (1. Qaor (1), Quos (1)) o
1

272 R Q2 -1

sitor <t <taf.

Nous utilisons les changements de variable (Q = sinhn et () = cosh ), respectivement pour
ty <t <toyet pourtor <t <tgy:

0 sit<tyousity <t,

af ()

1 argsh () B . .
2R / I am [R (v}r (t,qo0f(t) sinhn), gos(t) sinh 77)} dQ
0

pi(x,y,2,t) = sity <t<tof,

ar(t)

1 argch W@ 5
2R /1 Sm [R (v;{ (t,qof(t) coshn), gos(t) cosh n)} dn

sitor <t <taf.
Finalement nous posons

a(?)
qo1(t)’

a1 (?)
qgo1(t)

n = Cargsh et n(t) = Cargch
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respectivement pour ty <t < toy et pour to; <t < tay pour obtenir :

0 sit<tyousity <t

argsh ;Off(é)) /0 "Sm [R (v;{(t,(j(t, g)),cj(t,g))] d¢

pe(x,y, 2, t) = sity <t<toy,

argch qqofj% /O “am R (vf (ta(t, ).t Q)) | de

sitor <t <toy,

avec

dlt,¢) = cosh [argch <joff—%><} Qos(t), et d(t,C) = cosh [argch <qqoff ((?))c} Qs (1),

Reprenons maintenant le calcul de P] (z,y, z,t).

Nous étudierons deux possibilités :

1. si ty <t < tof. On décompose l'intervalle [ty ; tof] en Nt; intervalles de méme
longueur dt; et on calcule

Nty

Pl (x,y,2,t) ~ Zﬁt(:v, y,2,tp 4+ (i — 1)dty) f'(t — (t5 + (i — 1)dty)) dty
i=1

2. sl toy < t < tay. On décompose lintervalle [t; ; tor] en Nt; intervalles de méme
longueur dt; et lintervalle [to; ; min(¢,¢27)] en Nty intervalles de méme longueur dis.
La difficulté réside dans le fait que les fonctions

4 4
argshqf—() et argch as (1)

qor(t) qor(t)

sont singuliéres en toy. On peut montrer qu’elles sont intégrables mais il est trés
difficile de calculer

tof t tos+dta (t
/ argsh as (1) et / argch as (1) .
t()f—dtl qof (t) tof qu (t)

C’est pour cette raison que nous approcherons respectivement ces deux intégrales par

1 s (o — dt1)

h qr(tos + dta)
qof(toy — dt1)

args
qu (tof + dtz)

dt;y et arge to
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Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension trois 83

tout en gardant & l’esprit que cette approximation n’est pas forcément trés précise
et qu’elle nécessitera de choisir un pas de temps plus petit qu’en dimension 2. On
calculera donc :

Nty

PtT(Iayvz7t) = Zﬁt(xayvz7tf+(i_ 1)dt1)f/(t_(tf+(l_ 1)dt1)) dt
1=1
Nto

+ Y Bilw,y, 2, top +idts) f(t = (tog + idtz)) dta.
i=1

Si l'intervalle [0 ; 1] est décomposé en N intervalles de méme longueur d¢, on calculera

(2, 2,1) Zargshjo’; m R (v (t,(t, (= 1)d0).a(t, (i = 1)d0)) | dc

sit <toyet
_ ar(t) 5 L
t) h Sm |R —1)d —1)d d
P9, Zargc g dm R (vf wate G = 0doate (= 0de) ) de
sit> tof-
L’algorithme de calcul de p;(z,y, z,t) est décrit sur le tableau Bl et celui de P} (z,y, z,t) est
décrit sur le tableau Hl
4.2 Calcul de V,
4.2.1 Calcul de V72

Calcul de typ(q), de 71 (t) et de gop(t). Pour calculer top(q) et v (¢, q) nous utiliserons
les fonctions définies en dimension 2 :

top (q) = t(T, 2, h’ Cf(‘])7 CP(q)) et ’Y?D_ (ta q) = gamma(rv 2, ha t, Cf(Q), CP(q))'

Le calcul de gop(t) est plus compliqué. Contrairement au calcul de p il est difficile de définir
qop(t) comme la racine d’un polynéme. En effet qop(t) est tel que Fs(p, qop(t),t) admette
une racine double, c’est-a-dire:

‘FS(’Y?D_(taqLQOP(t),t) =0

85'5 (vh(t, ), qop(t), 1) =0,

La difficulté est qu’il faut déterminer en méme temps v} () et gop(t). Pour contourner ce
probléme, nous avons choisi de déterminer gop(t) par tatonnement :
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pPT(z,vy, 2, h,t,deta, C, t0 f)

(r,theta, R) = coor (x,y, z, h)
Pt=0
N = 1/dzeta
qf = qf(theta, R, cf,cp,t)
si t < t0f alors
q0f = sqrt(1 — cf? x 2/ R?)
pour i de 1 & N faire
zeta = (1 — 1) x dzeta
q = sinh(argsh(qf/q0f) * zeta) x g0 f
p = upsilon(R, theta, t, q,cf)
Pt = Pt + imag(R(p, q,C))/(2 * pi * R) * deta
fin pour
sinon
q0f = sqrt(cf? xt2/R? — 1)
pour i de 1 a4 N faire
zeta = (i — 1) * dzeta
q = cosh(argch(qf/q0f) * zeta) * q0 f
p = upsilon(R, theta,t,q, cf)
Pt = Pt + imag(R(p, ¢, C))/(2 * pi * R) % deta
fin pour
fin si
retourne Pt

Table 3: Algorithme de calcul de p;
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Prr(2,y, 2, h, t,dt1, dt2, dzeta, C,t0f)
(r,theta, R) = coor (z,y, z, h)
t0=R/cf
tf =tf(z,y,2,h,C)
t2f = t2f(z,y, 2, h,C)
Prt=0
si t > tf alors

Nt = (min(¢,t0f) — ¢ f)/dtl

pour i de 1 4 Nt faire

tau =tf + (1 — 1) = dtl

10 Prt = Prt + df(t — tau) * pt(z,y, 2, h, tau, dzeta, C, t0f)
11 fin pour
12 si t > t0f alors

O 00 1O Uk W= X

13 Nt = (min(t, 2f) — t0f)/dt2

14 pour i de 1 a Nt faire

15 tau =t2f + i * dt2

16 Prt = Prt + df(t — tau) * pt(z, vy, 2, h, tau, dzeta, C)
17 fin pour

18 fin si

19 fin si

Table 4: Algorithme de calcul de P
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1. on détermine une valeur approchée de qop(t) a priori par analogie avec le calcul de
I’onde réfléchie :
212
cHt
P _ 1’
R2

Gop(t) =
2. on pose q¢ = 0;
3. On divise lintervalle [0 ; gop(t)] en N intervalles de longueur dq ;
4. On pose g = ¢ + dq et on détermine v} (,q) et v5(t, q) alors :

(a) SiRe(vh(t,q)) > o : on n’a pas encore trouvé, on repart au point 3.

(b) si Re(v5(t,q)) ~ 0 et v (t,q) ~ 75 (t, ¢ : On a trouvé qop(t) = ¢, on s’arréte
ici.

(c) SiRe(vh(t,q)) ~ 0 et v (t,q) #vp(t,q) : on a été trop loin, il faut revenir au
rang précédent : ¢ = g — dg et choisir un pas plus petit, par exemple dg = dgq/N.
On peut alors repartir au point 2.

On appellera q0(r, z, h, t, cf, cP) la fonction nous permettant de déterminer gop(t).

Calcul de V. Soit
o (2,y,2,t) =

0 Sit<t0f,

qop(t) i~ t T + t
1 d / Re ZFYP( aq) P( P( Q)aq) dq , si tOP <t
° (

o2m2cp dt + o\ 0Fp
L+ ~h(t q)?)2
76 (ta)?) ¢
Par analogie avec le calcul de 'onde de pression réfléchie nous utilisons successivement les
changements de variable ¢ = Qqop(t) puis @) = sinn pour obtenir :

’DP ('r7 y7 Z7 t) =

ST

V5 (t,q),t,q)

0 Sit<t0f,

qop(t) / Pl 1Bt qop (1) sin ) Tp (Y (L qop (1) sin ), gop (1) sin ) cos an
272 1 0Fp
Terdo (1475 (t, qop(t) sinn)?)* o (Y5 (8, qop (t) sin ), L, qop (t) sinn)

sitop <t.

8 En fait supérieur 4 une certaine tolérance e.
9 C’est-a-dire que la différence de leurs parties réelles est inférieure & la tolérance e.
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On vérifie alors facilement que :

‘/si(xvyazat) 207 SitStos,

t
‘/SI;('IvyaZat):/ ’DSP;(Iayvsz)f/(t_T) dT7 Sit>t0P-

top

Comme la fonction p,, la fonction 9 n’est pas singuliére sur [top, o0]. Elle est cependant

le produit d’une fonction singuliére en #op :

3 0Fp .

/ %% i} (t, gop () sin ) T (v/ (¢, qop (t) sinn), qop () siny) cos
0 (1 —i—’y;(hqop 511177)2 8—p 7P (t, qop(t)sinn), t, gop(t) sinn)

par une fonction qui s’annule en top : gop(t). Cela ne pose pas de probléme sur le plan
mathématique mais il ne sera pas possible de calculer numériquement cette fonction en tgp.
C’est pourquoi nous approximerons plutot V.2 (z,y, z,t) par :

Nt
‘/SI;(I,y,Z7t) = Zﬁs’;(ajayvzvt()f + Zdt)f/(t - (tof + Zdt)) dt
1=1

~P 2
et v, sera calculée par

ob (z,y,2,1) ~

qop(t)Z%e b (¢, o (1) sinn:) T (v (¢, qOP(t) sin”;), qop(t) sinn;) cosm;
L OF
i=1 | (1475 (t, qop(t) sinm)?)? 8— (7% (t; qop(t) sinmi), t, qop (t) sinn;)

dn

avec 1; = (i — 1)dn et Ndn = /2. L’algorithme de calcul de of, (z,vy, 2,t) est décrit sur le
tableau B et celui de VI (2, v, z,t) est décrit sur le tableau 2

Calculde V5. Lecalcul del’onde S de volume se fait sans difficulté, en utilisant I’algorithme
du calcul de l'onde P et en remplacant cp par cs et TP par TS. On s’intéressera donc
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VSXP(z,y, z, h, t,deta, C)
1 vsxp=0
2 N = (pi/2)/deta

3 ¢q0=q0(r,z,h,t,cf,cP)

4 pour i de 1 a N faire

5 eta = (i — 1) x deta

6 q = q0 x sin(eta)

7 p = gammal(r, z, h, t,cf(q), cP(q))

8 dfp = deriveef(x, 2, h, cf(q), cP(q), tau, p)

9 a=ixp*TP(p,q,C)/(sqrt(1+ p?) x dfp)
10 vsxp = vszp + reel(a) x cos(eta)/(2 * pi? * cP) * deta
11 fin pour

12 wvsxp = q0 x vsxp
13 retourne vszp

Table 5: Algorithme de calcul de vf,

Vesx(z,y, z, h, t, dt, deta, C)
1 t0=+t(r,z,h,cf, cP)
2 Vpsx=0

3 sit > t0alors

4 Nt=(t—t0)/dt
5 pour i de 1 & Nt faire

6 tau =t0+ (i — 1) x dt

7 Vpsz = Vpsz + df (t — tau) * vsxp(z, y, 2, h, tau, deta, C)
8 fin pour

9 fin si

Table 6: Algorithme de calcul de V.2
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uniquement au calcul de ’onde de téte, on pose :

0 sit<tsousitys <t,

1 /qSP(t) éRe Z’U;’: (t’ q)jﬂs(’U:S‘r (t, q)7 Q)
2m2¢ 0Fs
S Jo 8—p(’[}§(t,q)7ta q)

dq

6§zt(xayvz7t) = si tg <t < t05’7

qsp(t) ot (¢ e
1 / e ivg (t,9)Ts(vg (¢, 9), q) dq
q

27T2CS 8‘7‘—5
os () i 8—]) (Ug’_ (ta Q)7 ta Q) |
sitog <t <tag.
On a alors : .
VS (x,y,2,t) = / oS (@, y, 2, 7)f (t —7) dr.

ty
Comme pour le calcul de 'onde réfléchie, nous étudierons deux cas possibles :

1. Sits <t < tps. Alors on décompose l'intervalle [ts ; ¢S] en Nt; intervalles de méme
longueur dt; et on calcule

Nty

VS (x,y, 2,t) ~ Zf}fmt(m, Y, 2, ts + (i — 1)dty) f'(t — (ts + (i — 1)dt1)) dty.
i=1

2. Sitps < t < tag. Alors on décompose l'intervalle [ts ; tos] en Nt; intervalles de méme
longueur dt; et Uintervalle [tos ; min(¢,t25)] en Nto intervalles de méme longueur
dto. Comme lors du calcul de 'onde réfléchie, pour éviter les problémes causés par la
singularité de 2, en tos nous calculerons :

Nty
‘/sit(xa Y, Z7t) = Z’Dsszt('rvya Z,ts + (Z - 1)dt1)f/(t - (tS + (Z - 1)dt1)) dt
1=1
Nto
+ ) 0@y, 2. tos + dta) £t — (tos + idty)) dta.
=1

Sits <t < tps, on décompose intervalle [0 ; gsp(t)] en Ny, intervalles de méme longueur
dq1, et on calcule

Nay - F (o F
1 t 1 T ta 1)y Yi
1~}S (:C,y,z,t)’:E §R€ sz(aq) S(US( q)q) dql
sxt 271'205 8]1'5
=1 —(Ug (tv QZ)v ta ql)

dp

RR n° 5825



90 Diaz € Joly

avec ¢; = (i — 1)dq.

Si tgg < t < tos on décompose intervalle [gos(t) ; gsp(t)] en Ny, intervalles de méme
longueur dg; et on calcule

N‘Zl . i

1 wg (t,q:) Ts(vE (t,q0), 4i)
Z 27‘1’205 Re (9.7:5 d(h
i=1 8—p(U—S’i_(t7qi)7taqi)

’DS ('r7y7z7 t) =

sxt

avec q; = qu(t) + (Z — l)dql.
L’algorithme de calcul de 92, (z,v, z,t) est décrit sur le tableau [ et celui de V3, (x,y, z,t)
est décrit sur le tableau B1.
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VSXTS(z, y, 2, h, t,dq, C,10S)

vsxts =0

q0 = qO(r, z, h, t,cf, cS)
gSP = qSP(r,z, h,t,cf,cS)
si t < t0S alors

N =q¢SP/dq
pour i de 1 a N faire
q=(i—1)xdg

p= gamma(rv 2, h7 t, Cf(Q)? CS(q))
dfp = deriveef(x, 2, h, cf(q), cS(q), tau, p)
a=ix*pxTS(p,q,C)/(sart(l + p?) * dfp)
vsats = vsatsp + reel(a)/(2 * pi? x ¢S) * dq
fin pour
sinon
N = (¢SP —q0)/dq
pour i de 1 & N faire
g=q0+ (i—1)xdq
b= gamma(r7 z, h,t, cf(q), CS(Q))
dfp = deriveef(x, 2, h, cf(q), cS(q), tau, p)
a=ix*p*TS(p,q,C)/(sqrt(1 + p*) * dfp)
vsats = vsxtsp + reel(a)/ (2 * pi? x ¢S) * dg
fin pour
fin si
retourne vszts

Table 7: Algorithme de calcul de o2
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VsxTs(z,y, z, h, t,dtl,dt2, dq, C)

t0 = t(r, 2, h,cf(q), cP(q))

tS =tS(z,y,2,h,C)

25 = t25(z,y, 2z, h, C)

Vsxts =0

si t > tS alors
Nt = (min(¢,t0S) — tS5)/dt1
pour i de 1 & Nt faire

1

0 ~J O Ut W N

11
12
13
14
15
16
17
18

fin si

tau =tS + (i — 1) x dtl

Vsats = Vsats + df (¢t — tau) * vsxts(z, y, 2, h, tau, dg, C, t0)
fin pour
si t > t0S alors
Nt = (min(¢t,t25) — t0S)/dt2
pour i de 1 & Nt faire

tau = t0S + 7 * dt2

Vsaxts = Vsats + df (t — tau) * vsxts(z, y, 2, h, tau, dg, C, t0)
fin pour
fin si

Table 8: Algorithme de calcul de V.2

xt
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