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Ates JFPC 2005Extension des QuadTrees pour la représentationet le �ltrage des ontraintes numériquesdé�nies par des fontions par moreauxE. Vareilles 1 K. Hadj-Hamou 2 M. Aldanondo 1 P. Gaborit 11 Centre GI, Eole des Mines d'Albi, Campus Jarlard, 81000 Albi2 Laboratoire GILCO, INP Grenoble, 46 Avenue Félix Viallet, 38000 Grenoble(Vareille,Aldanondo,Gaborit)�enstima.fr, Hamou�gilo.inpg.frRésuméCette ommuniation présente une approhe de re-présentation de ontraintes ontinues. La méthode dedisrétisation dynamique des domaines des variables dé-�nit une représentation de l'espae de reherhe sousla forme d'un arbre appelé QuadTree dans le as deontraintes binaires. Nous proposons une extension deette méthode pour prendre en ompte les ontraintesontinues exprimées omme des fontions par moreaux.La première setion introduit la méthode de générationde QuadTrees. La seonde setion propose une dé�nitiondes ontraintes dé�nies par des fontions par moreaux.En�n, la troisième setion propose une extension de laméthode de QuadTree permettant de prendre en omptee type de ontraintes. AbstratThis paper proposes an approah allowing represen-tation of ontinuous onstraints. One solution to pro-ess these onstraints is to approximate the feasiblesolution regions by a tree deomposition alled Quad-Tree in the ase of binary onstraints. We propose anextended QuadTree framework dealing with ontinuousonstraints de�ned with pieewise funtions. The �rstsetion introdues the QuadTree method. The seondone desribes the ontinuous onstraints de�ned withpieewise funtions. The third setion proposes an ex-tended QuadTrees method allowing to approximate thefeasible solution domains of these onstraints.1 IntrodutionUn problème de satisfation de ontraintes (CSP)est dé�ni par un ensemble de variables, haque variableest assoiée à un domaine représentant l'ensemble desvaleurs ou états que peut prendre ette variable, et

d'un ensemble de ontraintes, haque ontrainte estdé�nie pour un ensemble de variables sur lesquelleselle porte et par un ensemble de ombinaisons de va-leurs qu'elle autorise [8℄. Une solution d'un CSP estune instaniation des variables respetant toutes lesontraintes. Le adre des CSP est rapidement apparuomme un adre naturel pour représenter beauoupde problèmes de déision : on�guration et oneptionde produits, ordonnanement de tâhes, alloation deressoures, ...Il existe de nombreuses approhes basées sur lesontraintes utilisables dans des domaines partiuliers.Le hoix d'une ou plusieurs approhes dépend de deuxaspets :� les domaines sur lesquels portent les variables quipeuvent être :1. symboliques : listes de symboles,2. numériques disrets : domaines dénom-brables (listes d'entiers, listes de réels ou in-tervalles d'entiers),3. numériques ontinus : domaines in�nis nondénombrables (intervalles de réels),� le type de ontrainte pouvant s'exprimer :1. en extension : table de ompatibilité (listedes ombinaisons autorisées ou non autori-sées) portant sur des variables symboliqueset/ou numériques disrètes,2. en intension : expression mathématique por-tant sur des variables numériques (soit pouréviter de lister toutes les ombinaisons oupare qu'il est impossible de les lister).Les CSP peuvent être résolus par l'utilisation deproédures de reherhe aidées par des méthodes d'in-



férene de type maintien de ohérene par �ltrage. Laspéi�ité des méthodes de �ltrage est qu'elles opèrent,en ours de résolution, une rédution du domaine dedé�nition initial des variables de manière onsistantevis-à-vis du système de ontraintes.Dans le as de tables de ompatibilité, beauoup d'al-gorithmes de maintien de ohérene, tel que le �ltrageloal par Ar-Cohérene AC, ont été développés [3℄.L'AC garantit que l'instaniation de l'une des variablesmises en jeu par une ontrainte possède un supportvalidant ette ontrainte dans les domaines des autresvariables.Cependant, le adre CSP lassique ne permet de re-présenter que des variables à domaines �nis et dis-rets, alors que l'expériene montre que la plupartdes problèmes réels sont des problèmes mixtes, re-groupant des variables disrètes et des variables onti-nues, où oexistent des ontraintes de ompatibilitéet des ontraintes type expressions mathématiques,qui limitent les valeurs possibles de variables numé-riques ontinues. C'est e qui a justi�é l'extension duadre CSP disrets au CSP numériques ou ontinus[6℄. La propagation des ontraintes par maintien de o-hérene se fait alors sur les intervalles. Les méthodesles plus utilisées pour les domaines ontinus sont unmariage entre l'arithmétique des intervalles [9℄ et lesméthodes de �ltrage loal [2℄ [5℄ [7℄. Plusieurs teh-niques ont été mises au point omme la B-onsistane[6℄ et la Box-onsistane [1℄. Pour un panorama plusdétaillé des tehniques de maintien de ohérene surdes ontraintes ontinues, voir la thèse de Delobel [4℄.La 2B-onsistane est une onsistane d'ar surles bornes des intervalles de variables mises en jeupar une ontrainte de type expression mathématiquef(x1; x2; :::; xn) =; <;�; >;� 0. Elle garantit que lesbornes du domaine de l'une des variables possèdent unsupport validant ette ontrainte dans les domainesdes autres variables. Cet algorithme de �ltrage loalexploite la forme d'expression des ontraintes et pré-sente quelques inonvénients :� dans le as où plusieurs ontraintes portent sur unmême sous-ensemble de variables (exemple de lareherhe de l'intersetion de deux fontions). Ceas génère dans le réseau de ontraintes des ylessupplémentaires qui ompliquent le proessus depropagation,� lorsqu'il est di�ile ou impossible de trouver unefontion de projetion pour haune des variablesd'une ontrainte,� lorsque les fontions de projetion ne sont pasontinues et/ou monotones,� le résultat de �ltrage peut être di�érent suivant laforme syntaxique d'une ontrainte, par exemple laontrainte : x:y � x = 0 et x(y � 1) = 0,

� l'évaluation des fontions de projetion peut dé-truire la ontinuité des domaines.Pour pallier à ertains de es inonvénients et pourobtenir une représentation puissante des domaines defaisabilité, Sam-Haroud [10℄ propose d'approximer lesontraintes numériques en utilisant une déompositionhiérarhique et dynamique sous la forme d'arbres2k (2k-Trees). Cette représentation, fréquemmentutilisée dans le domaine du traitement d'image, estappelée QuadTree pour des ontraintes binaires (plande faisabilité dé�ni par deux variables) et OTreepour des ontraintes ternaires (espae de faisabilité).Dans la première setion, nous exposerons en détailla méthode de génération des ontraintes numériquesbinaires par les QuadTrees. Ensuite, nous présenteronsle méanisme de fusion de QuadTrees pour la prise enompte de plusieurs ontraintes numériques.Si ette méthode de représentation en QuadTrees per-met de prendre en ompte plusieurs formes d'expres-sions mathématiques, un de ses inonvénients majeursest qu'elle ne permet pas de traiter les ontraintesnumériques dé�nies par moreaux souvent introduitespour approximer des abaques et des résultats expéri-mentaux dans le adre d'un problème de oneption[11℄. Une ontrainte de type fontion par moreauxsur un espae de reherhe multi-intervalles est dé�-nie par un ensemble d'expressions mathématiques ou-vrant haune une zone bien déterminée de et espae.Dans la seonde setion, nous dé�nirons les ontraintesnumériques dé�nies omme des fontions par mor-eaux et dresserons quelques hypothèses onernantla forme de es ontraintes ainsi que les limites d'ap-pliation de la méthode des QuadTrees.En�n, l'objetif de la troisième setion est de proposerune extension de la méthode de génération des Quad-Trees permettant de prendre en ompte les ontraintesnumériques s'exprimant par des fontions par mor-eaux. Pour illustrer notre ontribution, nous nousonentrerons uniquement sur les ontraintes binairesmettant en ÷uvre deux variables.2 Approximation des ontraintes numé-riques par des QuadTreesContrairement aux tehniques lassiques de onsis-tane exploitant les ontraintes numériques représen-tées formellement par des expressions mathématiques,les méthodes de disrétisation onsistent à approximerles domaines de faisabilité de es ontraintes. Pour ob-tenir une approximation puissante de es domaines,nous supposerons que haque variable prend ses va-leurs dans un domaine ontinu borné et qu'il lui estassoié un niveau de préision.



Nous dé�nirons dans un premier temps les Quad-Trees. Ensuite, nous illustrerons e prinipe de dé-omposition sur un exemple. En�n, nous montreronsomment fusionner plusieurs QuadTrees et aborderonsbrièvement un algorithme de �ltrage.2.1 Dé�nition des QuadTreesUne ontrainte C(x; y), dé�nie par une expressionmathématique entre deux variables ontinues x et y,peut être approximée par un QuadTree en e�etuantune déomposition binaire et hiérarhique de ses do-maines initiaux de faisabilité Dx et Dy.Le prinipe des QuadTrees est qu'un espae de re-herhe dé�ni par un n÷ud père est déomposé, sui-vant les deux variables x et y, en quatre sous-espaesdé�nis par quatre n÷uds �ls : NO (Nord-Ouest), SO(Sud-Ouest), SE (Sud-Est) et NE (Nord-Est). Chaquen÷ud du QuadTree orrespond à une zone dé�nie parun ouple d'intervalles (Æx,Æy). Notons que dans le asde ontraintes ternaires, un n÷ud père est déomposé,suivant les trois variables x, y et z, en huit n÷uds pourgénérer un OTree.Une ouleur est assoiée à haque n÷ud. La ouleurest dé�nie suivant l'intersetion entre le retangle dé-�ni par la région (Æx,Æy) et la ontrainte ontinue nu-mérique C(x; y), tel que :� Blan : si tous les points de la région (Æx,Æy) sontonsistants ave la ontrainte C(x; y),� Gris : si la région (Æx,Æy) omprend à la foisdes points onsistants et inonsistants ave laontrainte C(x; y),� Noir : si tous les points de la région (Æx,Æy) sontinonsistants ave la ontrainte C(x; y),Chaque n÷ud de ouleur Gris est à son tour déom-posé en quatre n÷uds �ls. Les n÷uds de ouleur Blan(onsistants) ou Noir (inonsistants) ne sont pas dé-omposés. Le méanisme de déomposition des n÷udsGris est répété jusqu'à e que le niveau de préision desvariables soit atteint. A e dernier niveau de l'arbre, lesn÷uds unitaires (feuilles de l'arbre) Gris deviennentsoit Blans s'il l'on interdit de perdre des points onsis-tants, soit Noirs s'il l'on interdit de garder des pointsinonsistants. Le QuadTree �nal ontient uniquementdes feuilles Blanhes et des feuilles Noires.2.2 Exemple de génération de QuadTreeNous présentons un exemple de génération de Quad-Tree pour une ontrainte numérique ontinue.Soit la ontrainte binaire suivante (Figure 1) :C1(x; y) : y � 1 + (x � 1)2Ave les domaines initiaux des deux variables x et y :Dx = [0; 4℄ et Dy = [0; 10℄
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Fig. 1 � La ontrainte C1(x; y) : y � 1 + (x� 1)2La Figure 2 montre les étapes de onstrution duQuadTree de la ontrainte C1(x; y) ave un niveau depréision de Dx=16 et Dy=16 pour respetivement xet y et la Figure 3 montre le QuadTree.
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NO SO SE NE NO SO SE NE NO SO SE NE NO SO SE NEFig. 2 � QuadTree de la ontrainte C1(x; y)2.3 Fusion de QuadTrees et FiltrageLorsqu'il y a deux ontraintes ontinues entre deuxvariables x et y, le QuadTree de la ontrainte totaleentre es deux variables est onstruit par l'interse-tion des deux QuadTrees initiaux orrespondant auxdeux ontraintes. Ce méanisme de fusion n'est pos-sible que si les domaines initiaux des deux variablessont les mêmes pour les deux ontraintes. Etant donnéun ordre des ouleurs : Blan < Gris < Noir, la ouleurde haque n÷ud de l'arbre résultant de ette fusion(N÷ud-Fusion) est dé�nie par la omparaison des ou-leurs des n÷uds (N÷ud-1 et N÷ud-2) de même niveauorrespondant aux deux arbres des deux ontraintessuivant la règle suivante :
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Fig. 3 � QuadTree de la ontrainte C1(x; y)Couleur (N÷ud-Fusion) =Max [Couleur (N÷ud-1) , Couleur (N÷ud-2)℄.Le �ltrage des QuadTrees onsiste à supprimer lesbranhes de l'arbre devenues totalement inonsistantesave le problème ourant.La Figure 5 montre le QuadTree résultant de la fusiondes QuadTrees de deux ontraintes C1 et C2.C1(x; y) : y � 1 + (x� 1)2 (QuadTree : Figure 3)C2(x; y) : y � 5 + ln(1=10+ x) (QuadTree : Figure 4)
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Fig. 4 � QuadTree de la ontrainte C2(x; y)Ave les domaines initiaux des deux variables x et y :Dx = [0; 4℄ et Dy = [0; 10℄.Pour et exemple, si on hoisit d'interdire de garderdes points inonsistants, alors les feuilles de ouleurGris du QuadTree �nal deviennent Noir. Si les quatren÷uds unitaires �ls d'un n÷ud père sont de même ou-leur alors e n÷ud père devient un n÷ud unitaire demême ouleur en absorbant ses quatre �ls. Le Quad-Tree �nal après fusion est représenté par la Figure 6.
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Fig. 5 � Fusion des QuadTrees de C1 et de C2
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Fig. 6 � QuadTree �nal après transformation desn÷uds GrisPour le �ltrage des domaines par l'utilisation desQuadTrees, Sam-Haroud [10℄ a proposé une variantede l'algorithme AC-3 nommé � -AC-3. Le prinipe deet algorithme onsiste à retirer des domaines des va-riables les valeurs qui ne seront jamais solutions. Ceiest e�etué par la suppression des valeurs des va-riables orrespondant aux n÷uds de ouleur Noir (in-onsistants). Cei est équivalent à aluler l'interse-tion entre d'une part l'union des intervalles des n÷udsonsistants du QuadTree (Blans) et d'autre part lesdomaines ourants des variables (Dx et Dy).Pour plus de détails sur la onstrution des QuadTreeset des méthodes de �ltrage, plusieurs exemples sontdonnés dans la thèse de Sam-Haroud [10℄.Pour l'exemple préédent, l'appliation de l'algorithme� -AC-3 réduit les variables x et y omme suit :Dx = [0; 4℄ ) Dx = [0:25; 3℄Dy = [0; 10℄ ) Dy = [1:25; 5:625℄



3 Génération de QuadTrees pour desontraintes dé�nies par moreauxDans ette setion, nous proposons une méthode degénération de QuadTrees pour des ontraintes onti-nues binaires exprimées sous forme de fontions dé�-nies par moreaux. Dans la première sous-setion, nousdé�nirons les ontraintes ontinues dé�nies par mor-eaux. Ensuite, en se basant sur la méthode de Sam-Haroud nous développerons deux méthodes de généra-tion et de fusion de e type de QuadTrees : la premièrepour les ontraintes de type égalités et la seonde pourles inégalités. Notons que dans ette ommuniation,nous n'aborderons pas les algorithmes de �ltrage.3.1 Contraintes ontinues dé�nies par moreauxUne ontrainte ontinue binaire C(x; y) est dé�niepar moreaux sur deux intervallesDx et Dy, s'il existeune olletion de plusieurs expressions mathématiquesC1(x; y), C2(x; y), ..., Cn(x; y) telles que Ci(x; y) estontinue sur une région bien déterminée dé�nie surun sous-intervalle Dix de la variable x et un sous-intervalle Diy de la variable y et C(x; y) et Ci(x; y)égales sur la région (Dix, Diy). Les expressions ma-thématiques Ci(x; y) peuvent être soient des égalitésou des inégalités. Par exemple, la ontrainte binairedé�nissant l'intérieur d'une forme géométrique d'unlosange sur les domaines Dx = [0; 16℄, Dy = [0; 16℄est donnée par la Figure 11 :C1(x; y) : y � �0:8x+ 18:5D1x = [7:5; 12:5℄, D1y = [8:5; 12:5℄C2(x; y) : y � 1:25x� 7:125D2x = [8:5; 13:5℄, D2y = [3:5; 8:5℄C3(x; y) : y � �0:8x+ 10:3D3x = [3:5; 8:5℄, D3y = [3:5; 7:5℄C4(x; y) : y � 1:25x� 3:125D4x = [3:5; 7:5℄, D4y = [7:5; 12:5℄Dans notre proposition, nous distinguons le trai-tement des ontraintes ontinues par des moreauxexprimés sous la forme d'égalités et eux exprimésomme des inégalités.Dans le as d'inégalités, la ontrainte doit avoir abso-lument une forme géométrique fermée e qui permetde dé�nir une frontière entre les zones onsistantes(intérieur ou extérieur de la forme) et les zones in-onsistantes (extérieur ou intérieur de la forme). Nousposons également l'hypothèse de ohérene des mor-eaux de la ontrainte. Une des situations qui peut re-présenter une ontrainte ontinue inohérente est elleoù des moreaux de la même ontrainte d'inégalités seroisent. Ce qui génère des points à la fois onsistantset inonsistants vis-à-vis d'une même ontrainte.

3.2 Niveaux d'information sur les n÷udsNotons que dans le as d'une ontrainte ontinuelassique dé�nie par une seule expression mathéma-tique, la ontrainte est dé�nie sur l'ensemble des do-maines de dé�nition Dx et Dy des variables x et y.Ce qui signi�e que l'on dispose de toute l'informationonernant la onsistane ou l'inonsistane de haquen÷ud du QuadTree. Dans le as de ontraintes dé�niespar moreaux, seules les zones (Dix, Diy) ouvertespar haun des moreaux Ci(x; y) de la ontrainte (do-maines de dé�nition des moreaux) possèdent de l'in-formation sur les n÷uds onsistants et inonsistantsvis-à-vis de la ontrainte C(x; y).Notre méthode de génération des QuadTrees assoiésaux ontraintes ontinues par moreaux est basée surle niveau d'information de haque n÷ud du QuadTreepour déduire sa onsistane ou son inonsistane.En plus des deux états possédant une information to-tale et qui orrespondent aux deux états Cohérent(Blan) et Inohérent (Noir), nous dé�nissons quatreautres niveaux d'information que peut avoir un n÷udet sont illustrés par la Figure 7 :
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Fig. 7 � Typologie des n÷uds suivant le niveau d'in-formation� n÷ud ne possédant auune information (n÷udvide) : un n÷ud de domaine (Æx,Æy) est dit videsi l'intersetion de son domaine ave tous les do-maines de dé�nition des moreaux Ci(x; y) (8i =1 : : : n ) de la ontrainte est vide. Ce n÷ud devientalors unitaire.� n÷ud ne possédant pas assez d'information(n÷ud sous-informé) : un n÷ud de domaine(Æx,Æy) est dit sous-informé si son domaine estinterseté par au moins le domaine d'un moreauCi(x; y) de la ontrainte et qu'il n'est traversé parauun moreau. Ce n÷ud devient alors unitaire.



� n÷ud possédant su�samment d'information(n÷ud frontière) : un n÷ud de domaine (Æx,Æy)est dit frontière si un et un seul moreau dela ontrainte le traverse. Le n÷ud frontière estéquivalent au n÷ud Gris de la méthode de Sam-Haroud.� n÷ud possédant plusieurs informations (n÷udsur-frontière) : un n÷ud de domaine (Æx,Æy) estdit sur-frontière si son domaine est traversé par aumoins deux moreaux de la ontrainte. Ce type den÷ud est déomposé jusqu'au niveau unitaire. Ilpeut alors donner naissane à des n÷uds pouvantêtre sur-frontière, frontière, sous-informé et/ouvide.Un n÷ud unitaire possède une information perti-nente pour juger son état (onsistant ou inonsistant)lorsqu'il est interseté par un et un seul moreau de laontrainte. Pour ela, il est néessaire de dé�nir unetaille maximale des n÷uds unitaires (niveaux de pré-ision de x et y pour les feuilles de l'arbre QuadTree)à partir de laquelle il est possible d'isoler haque mor-eau de la ontrainte et appliquer ainsi la méthode degénération lassique de QuadTree.3.3 Génération de QuadTrees pour des ontraintesd'égalités par moreauxLes solutions ohérentes pour une ontrainte de typeégalités par moreaux sont représentées par l'enve-loppe des moreaux de la ontrainte. Dans e as,seuls les n÷uds unitaires frontières et sur-frontièressont ohérents ave la ontrainte. La génération duQuadTree pour e type de ontraintes est alors baséesur l'identi�ation de es n÷uds unitaires frontièreset sur-frontières qui vont permettre de statuer ensuitesur l'état des autres n÷uds.1. Lorsqu'un n÷ud frontière est déteté, il peut re-evoir une des ouleurs suivantes :� Gris : s'il n'est pas unitaire et doit don être dé-omposé. Le sous-QuadTree assoié au moreauisolé est ensuite généré ave la même proédureproposée par Sam-Haroud générant ainsi deszones onsistantes (Blan) et des zones inon-sistantes (Noir).� Blan : s'il est unitaire. Ce n÷ud devient Blanar il appartient à l'enveloppe du moreau dela ontrainte, don onsistant ave toute laontrainte.2. Lorsqu'un n÷ud sur-frontière est déteté, il peutreevoir une des ouleurs suivantes :� Gris : s'il n'est pas unitaire et doit donêtre déomposé générant ainsi des n÷uds �lspouvant être sur-frontières, frontières, sous-informés et/ou vides.

� Blan : s'il est unitaire. Ce n÷ud devient Blanar il appartient à l'enveloppe du moreau dela ontrainte, don onsistant ave toute laontrainte.3. Les n÷uds vides et sous-informés, qui sont tou-jours unitaires, se olorent en Noir ar il ne dé�-nissent pas l'enveloppe de la ontrainte.A la �n de ette proédure, tous les n÷uds uni-taires du QuadTree sont soit Blans (onsistants) ouNoirs (inonsistants). Pour illustrer ette proédure,nous reprenons dans la Figure 8 l'exemple préédentdu losange en onsidérant tous les moreaux de laontrainte omme des égalités.
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0Fig. 8 � Exemple de ontrainte égalités par moreauxLe QuadTree généré par notre approhe est illustrépar la Figure 9.Le QuadTree �nal après transformation de tous lesn÷uds unitaires (en Blans ou en Noirs) est représentépar la Figure 10.Lorsqu'il y a plusieurs ontraintes binaires, le Quad-Tree représentant la ontrainte totale est onstruit parl'intersetion des QuadTrees �naux (ayant uniquementdes n÷uds unitaires Blans et Noirs) en utilisant lemême méanisme de fusion proposé par Sam-Haroud.3.4 Génération de QuadTrees pour des ontraintesd'inégalités par moreauxLes solutions ohérentes pour une ontrainte binairede type inégalités par moreaux dé�nissent des sur-faes. Ces surfaes fermées représentent soit l'intérieurde la forme géométrique (exemple de la Figure 11) ouson extérieur limité par les domaines de dé�nition desvariables (exemple de la Figure 12).Les états des n÷uds du QuadTree possédant de l'in-formation (onsistants ou inonsistants) sont propagés



F

F
SI V

N V

16Dx

Dy

SISI

V V

SI

16

SISI

V

V SI

SI

V V

F F

F F

F

F

F F

F F

F

F

F F

V V

SI SF

SF SI

V V

V SF

V SI

F

F

F

F

F F

F

F

F F

SI V

SF V

F

F F

F F

F

0Fig. 9 � Génération du QuadTree de la ontrainte éga-lités par moreaux

16Dx

Dy

16

0Fig. 10 � QuadTree �nal de la ontrainte égalités parmoreauxpar une proédure de voisinage pour renseigner l'étatdes autres n÷uds. Cette proédure de propagation parvoisinage est délenhée après avoir généré le Quad-Tree et que haque n÷ud possède un des états pré-édemment dé�nis : Blan, Noir, Vide, Sous-informé,Frontière ou Sur-frontière. Si la ontrainte est ohé-rente (pas de moreaux roisés) le QuadTree doit pos-séder au moins un n÷ud unitaire Blan et/ou un n÷udunitaire Noir en dé�nissant une préision maximaledes variables. Cei représente une ondition néessairepour appliquer la proédure de propagation d'informa-tion par voisinage. Nous dé�nissons les voisins d'unn÷ud omme les n÷uds unitaires qui lui sont adja-ents. Les règles d'a�etation des niveaux d'informa-tion et des ouleurs (Noir ou Blan) restent les mêmesque pour le as d'égalités par moreaux. Ce qui hange

16

16

0 Dx

Dy

C4(x,y) : y 1.25 x + 3.125

C3(x,y) : y -0.8 x + 10.3 C2(x,y) : y 1.25 x - 7.125

C1(x,y) : y -0.8 x + 18.5
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0Fig. 22 � QuadTree �nal : as de l'extérieur ohérent4 ConlusionL'objetif de ette ommuniation était de présen-ter une extension de la méthode des QuadTrees per-mettant de traiter des ontraintes ontinues expriméessous la forme de fontions dé�nies par moreaux.Les méthodes de �ltrage basées sur les QuadTreesproposées par Haroud [10℄ permettent de prendre enompte plusieurs types de ontraintes ontinues. Undes inonvénients de ette méthode est qu'elle ne per-met pas de traiter les ontraintes ontinues s'expri-mant par des fontions par moreaux. Nous avonsintroduit une typologie de e type de ontraintes etavons posé quelques hypothèses sur leurs formes.Pour prendre en ompte e type de ontraintes eten plus des deux états des n÷uds de l'arbre (Blan etNoir), nous avons proposé d'introduire quatre autresétats pour les n÷uds et qui orrespondent aux niveaux
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