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Résumeé

Cette communication présente une approche de re-
présentation de contraintes continues. La méthode de
discrétisation dynamique des domaines des variables dé-
finit une représentation de I'espace de recherche sous
la forme d'un arbre appelé QuadTree dans le cas de
contraintes binaires. Nous proposons une extension de
cette méthode pour prendre en compte les contraintes
continues exprimées comme des fonctions par morceaux.
La premiére section introduit la méthode de génération
de QuadTrees. La seconde section propose une définition
des contraintes définies par des fonctions par morceaux.
Enfin, la troisiéme section propose une extension de la
méthode de QuadTree permettant de prendre en compte
ce type de contraintes.

Abstract

This paper proposes an approach allowing represen-
tation of continuous constraints. One solution to pro-
cess these constraints is to approximate the feasible
solution regions by a tree decomposition called Quad-
Tree in the case of binary constraints. We propose an
extended QuadTree framework dealing with continuous
constraints defined with piecewise functions. The first
section introduces the QuadTree method. The second
one describes the continuous constraints defined with
piecewise functions. The third section proposes an ex-
tended QuadTrees method allowing to approximate the
feasible solution domains of these constraints.

1 Introduction

Un probléme de satisfaction de contraintes (CSP)
est défini par un ensemble de variables, chaque variable
est associée & un domaine représentant I’ensemble des
valeurs ou états que peut prendre cette variable, et
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d’un ensemble de contraintes, chaque contrainte est
définie pour un ensemble de variables sur lesquelles
elle porte et par un ensemble de combinaisons de va-
leurs qu’elle autorise [8]. Une solution d’un CSP est
une instanciation des variables respectant toutes les
contraintes. Le cadre des CSP est rapidement apparu
comme un cadre naturel pour représenter beaucoup
de problémes de décision : configuration et conception
de produits, ordonnancement de taches, allocation de
ressources, ...

Il existe de nombreuses approches basées sur les
contraintes utilisables dans des domaines particuliers.
Le choix d’une ou plusieurs approches dépend de deux
aspects :

— les domaines sur lesquels portent les variables qui

peuvent étre :

1. symboliques : listes de symboles,

2. numériques discrets domaines dénom-
brables (listes d’entiers, listes de réels ou in-
tervalles d’entiers),

3. numériques continus : domaines infinis non
dénombrables (intervalles de réels),

le type de contrainte pouvant s’exprimer :

1. en extension : table de compatibilité (liste
des combinaisons autorisées ou non autori-
sées) portant sur des variables symboliques
et /ou numériques discrétes,

2. en intension : expression mathématique por-
tant sur des variables numériques (soit pour
éviter de lister toutes les combinaisons ou
parce qu'il est impossible de les lister).

Les CSP peuvent étre résolus par l'utilisation de
procédures de recherche aidées par des méthodes d’in-



férence de type maintien de cohérence par filtrage. La
spécificité des méthodes de filtrage est qu’elles opérent,
en cours de résolution, une réduction du domaine de
définition initial des variables de maniére consistante
vis-a-vis du systéme de contraintes.

Dans le cas de tables de compatibilité, beaucoup d’al-
gorithmes de maintien de cohérence, tel que le filtrage
local par Arc-Cohérence AC, ont été développés [3].
L’AC garantit que I'instanciation de 'une des variables
mises en jeu par une contrainte posséde un support
validant cette contrainte dans les domaines des autres
variables.

Cependant, le cadre CSP classique ne permet de re-
présenter que des variables & domaines finis et dis-
crets, alors que l'expérience montre que la plupart
des problémes réels sont des problémes mixtes, re-
groupant des variables discrétes et des variables conti-
nues, ou coexistent des contraintes de compatibilité
et des contraintes type expressions mathématiques,
qui limitent les valeurs possibles de variables numé-
riques continues. C’est ce qui a justifié ’extension du
cadre CSP discrets au CSP numériques ou continus
[6]. La propagation des contraintes par maintien de co-
hérence se fait alors sur les intervalles. Les méthodes
les plus utilisées pour les domaines continus sont un
mariage entre 'arithmétique des intervalles [9] et les
méthodes de filtrage local [2] [5] [7]. Plusieurs tech-
niques ont été mises au point comme la B-consistance
[6] et la Box-consistance [1]. Pour un panorama plus
détaillé des techniques de maintien de cohérence sur
des contraintes continues, voir la thése de Delobel [4].

La 2B-consistance est une consistance d’arc sur
les bornes des intervalles de variables mises en jeu
par une contrainte de type expression mathématique
flr1, 22, .. on) =,<,<,>,> 0. Elle garantit que les
bornes du domaine de 'une des variables possédent un

des autres variables. Cet algorithme de filtrage local

exploite la forme d’expression des contraintes et pré-

sente quelques inconvénients :
dans le cas ol plusieurs contraintes portent sur un
meéme sous-ensemble de variables (exemple de la
recherche de l'intersection de deux fonctions). Ce
cas génére dans le réseau de contraintes des cycles
supplémentaires qui compliquent le processus de
propagation,
lorsqu’il est difficile ou impossible de trouver une
fonction de projection pour chacune des variables
d’une contrainte,

— lorsque les fonctions de projection ne sont pas

continues et/ou monotones,
le résultat de filtrage peut étre différent suivant la
forme syntaxique d’une contrainte, par exemple la
contrainte : z.y —x =0 et z(y — 1) = 0,

— D’évaluation des fonctions de projection peut dé-

truire la continuité des domaines.

Pour pallier & certains de ces inconvénients et pour
obtenir une représentation puissante des domaines de
faisabilité, Sam-Haroud [10] propose d’approximer les
contraintes numériques en utilisant une décomposition
hiérarchique et dynamique sous la forme d’arbres
2% (2¥_-Trees). Cette représentation, fréquemment
utilisée dans le domaine du traitement d’image, est
appelée QuadTree pour des contraintes binaires (plan
de faisabilité défini par deux variables) et OcTree
pour des contraintes ternaires (espace de faisabilité).

Dans la premiére section, nous exposerons en détail
la méthode de génération des contraintes numériques
binaires par les QuadTrees. Ensuite, nous présenterons
le mécanisme de fusion de QuadTrees pour la prise en
compte de plusieurs contraintes numériques.

Si cette méthode de représentation en QuadTrees per-
met de prendre en compte plusieurs formes d’expres-
sions mathématiques, un de ses inconvénients majeurs
est qu’elle ne permet pas de traiter les contraintes
numériques définies par morceaux souvent introduites
pour approximer des abaques et des résultats expéri-
mentaux dans le cadre d’un probléme de conception
[11]. Une contrainte de type fonction par morceaux
sur un espace de recherche multi-intervalles est défi-
nie par un ensemble d’expressions mathématiques cou-
vrant, chacune une zone bien déterminée de cet espace.
Dans la seconde section, nous définirons les contraintes
numériques définies comme des fonctions par mor-
ceaux et dresserons quelques hypothéses concernant
la forme de ces contraintes ainsi que les limites d’ap-
plication de la méthode des QuadTrees.

Enfin, I'objectif de la troisiéme section est de proposer
une extension de la méthode de génération des Quad-
Trees permettant de prendre en compte les contraintes
numériques s’exprimant par des fonctions par mor-
ceaux. Pour illustrer notre contribution, nous nous
concentrerons uniquement sur les contraintes binaires
mettant en ceuvre deux variables.

2 Approximation des contraintes numé-
riques par des QuadTrees

Contrairement aux techniques classiques de consis-
tance exploitant les contraintes numériques représen-
tées formellement par des expressions mathématiques,
les méthodes de discrétisation consistent & approximer
les domaines de faisabilité de ces contraintes. Pour ob-
tenir une approximation puissante de ces domaines,
nous supposerons que chaque variable prend ses va-
leurs dans un domaine continu borné et qu’il lui est
associé un niveau de précision.



Nous définirons dans un premier temps les Quad-
Trees. Ensuite, nous illustrerons ce principe de dé-
composition sur un exemple. Enfin, nous montrerons
comment fusionner plusieurs QuadTrees et aborderons
briévement un algorithme de filtrage.

2.1 Deéfinition des QuadTrees

Une contrainte C(z,y), définie par une expression
mathématique entre deux variables continues z et vy,
peut étre approximée par un QuadTree en effectuant
une décomposition binaire et hiérarchique de ses do-
maines initiaux de faisabilité Dz et Dy.

Le principe des QuadTrees est qu'un espace de re-
cherche défini par un nceud pére est décomposé, sui-
vant les deux variables z et y, en quatre sous-espaces
définis par quatre nceuds fils : NO (Nord-Ouest), SO
(Sud-Ouest), SE (Sud-Est) et NE (Nord-Est). Chaque
nceud du QuadTree correspond & une zone définie par
un couple d’intervalles (dz,0y). Notons que dans le cas
de contraintes ternaires, un nceud pére est décomposé,
suivant les trois variables z, y et z, en huit noeuds pour
générer un OcTree.
Une couleur est associée & chaque noeud. La couleur
est définie suivant l'intersection entre le rectangle dé-
fini par la région (dz,0y) et la contrainte continue nu-
meérique C(z,y), tel que :

Blanc : si tous les points de la région (dz,0y) sont

consistants avec la contrainte C(z,y),

— Gris : si la région (dx,0y) comprend & la fois
des points consistants et inconsistants avec la
contrainte C(z,y),

Noir : si tous les points de la région (dz,dy) sont

inconsistants avec la contrainte C(z,y),
Chaque nceud de couleur Gris est & son tour décom-
posé en quatre noeuds fils. Les noeuds de couleur Blanc
(consistants) ou Noir (inconsistants) ne sont pas dé-
composés. Le mécanisme de décomposition des noeuds
Grris est, répété jusqu’a ce que le niveau de précision des
variables soit atteint. A ce dernier niveau de ’arbre, les
nceuds unitaires (feuilles de Parbre) Gris deviennent
soit Blancs s’il ’on interdit de perdre des points consis-
tants, soit Noirs s’il I’on interdit de garder des points
inconsistants. Le QuadTree final contient uniquement
des feuilles Blanches et des feuilles Noires.

2.2 Exemple de génération de QuadTree

Nous présentons un exemple de génération de Quad-
Tree pour une contrainte numérique continue.
Soit la contrainte binaire suivante (Figure 1) :
Ci(z,y) ry > 1+ (z—1)2
Avec les domaines initiaux des deux variables z et y :
Dz = [0,4] et Dy = [0, 10]

C(rg) iy 1+(x- 1)

Fic. 1 La contrainte Cy(z,y) : y > 1+ (z — 1)?

La Figure 2 montre les étapes de construction du
QuadTree de la contrainte C; (z,y) avec un niveau de
précision de Dz/16 et Dy/16 pour respectivement z
et y et la Figure 3 montre le QuadTree.
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Fig. 2 QuadTree de la contrainte Cy(x,y)

2.3 Fusion de QuadTrees et Filtrage

Lorsqu’il y a deux contraintes continues entre deux
variables x et y, le QuadTree de la contrainte totale
entre ces deux variables est construit par l’intersec-
tion des deux QuadTrees initiaux correspondant aux
deux contraintes. Ce mécanisme de fusion n’est pos-
sible que si les domaines initiaux des deux variables
sont les mémes pour les deux contraintes. Etant donné
un ordre des couleurs : Blanc < Gris < Noir, la couleur
de chaque nceud de I'arbre résultant de cette fusion
(Neeud-Fusion) est définie par la comparaison des cou-
leurs des nceuds (Neud-1 et Neeud-2) de méme niveau
correspondant aux deux arbres des deux contraintes
suivant la régle suivante :
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Fig. 3 QuadTree de la contrainte Cy(x,y)

47

\ \

B | == ---
| =

Couleur (Neeud-Fusion) =
Max [Couleur (Neeud-1) , Couleur (Neud-2)].

Le filtrage des QuadTrees consiste & supprimer les
branches de I’arbre devenues totalement inconsistantes
avec le probléme courant.

La Figure 5 montre le QuadTree résultant de la fusion
des QuadTrees de deux contraintes C; et Cs.
Ci(z,y) 1y > 1+ (z —1)? (QuadTree : Figure 3)
Cy(z,y) :y <5+1In(1/10+ z) (QuadTree : Figure 4)

Fig. 4 QuadTree de la contrainte Co(x,y)

Avec les domaines initiaux des deux variables z et y :
Dz =10,4] et Dy = [0, 10].

Pour cet exemple, si on choisit d’interdire de garder
des points inconsistants, alors les feuilles de couleur
Gris du QuadTree final deviennent Noir. Si les quatre
nceuds unitaires fils d’un nceud pére sont de méme cou-
leur alors ce noeud pére devient un noeud unitaire de
méme couleur en absorbant ses quatre fils. Le Quad-
Tree final aprés fusion est représenté par la Figure 6.

0 To 25 3 4 x

Figc. 6  QuadTree final aprés transformation des
neeuds Gris

Pour le filtrage des domaines par l'utilisation des
QuadTrees, Sam-Haroud [10] a proposé une variante
de l'algorithme AC-3 nommé 7-AC-3. Le principe de
cet algorithme consiste a retirer des domaines des va-
riables les valeurs qui ne seront jamais solutions. Ceci
est effectué par la suppression des valeurs des va-
riables correspondant aux nceuds de couleur Noir (in-
consistants). Ceci est équivalent & calculer I'intersec-
tion entre d’une part I'union des intervalles des nceuds
consistants du QuadTree (Blancs) et d’autre part les
domaines courants des variables (Dz et Dy).

Pour plus de détails sur la construction des QuadTrees
et des méthodes de filtrage, plusieurs exemples sont
donnés dans la thése de Sam-Haroud [10].

Pour I'exemple précédent, I’application de I’algorithme
7-AC-3 réduit les variables z et y comme suit :

Dz =10,4] = Dz = [0.25, 3]

Dy =[0,10] = Dy = [1.25,5.625]



3 Génération de QuadTrees pour des
contraintes définies par morceaux

Dans cette section, nous proposons une méthode de
génération de QuadTrees pour des contraintes conti-
nues binaires exprimées sous forme de fonctions défi-
nies par morceaux. Dans la premiére sous-section, nous
définirons les contraintes continues définies par mor-
ceaux. Ensuite, en se basant sur la méthode de Sam-
Haroud nous développerons deux méthodes de généra-
tion et de fusion de ce type de QuadTrees : la premiére
pour les contraintes de type égalités et la seconde pour
les inégalités. Notons que dans cette communication,
nous n’aborderons pas les algorithmes de filtrage.

3.1 Contraintes continues définies par morceaux

Une contrainte continue binaire C(z,y) est définie
par morceaux sur deux intervalles Dz et Dy, s’il existe
une collection de plusieurs expressions mathématiques
Cl(z,y), C*(z,y), ..., C"(x,y) telles que C'(z,y) est
continue sur une région bien déterminée définie sur
un sous-intervalle Dz de la variable = et un sous-
intervalle D'y de la variable y et C(z,y) et C'(z,y)
égales sur la région (D'z, D'y). Les expressions ma-
thématiques C?(z,y) peuvent étre soient des égalités
ou des inégalités. Par exemple, la contrainte binaire
définissant l'intérieur d’une forme géométrique d’un
losange sur les domaines Dz = [0,16], Dy = [0, 16]
est donnée par la Figure 11 :

Cl(z,y):y < —0.8z + 185

D'z =[7.5,12.5], D'y = [8.5,12.5]
C?*(z,y) :y > 1.252 — 7.125

D%z = [8.5,13.5], D?y = [3.5,8.5]
C3(z,y) :y > 0.8z +10.3

D3z = [3.5,8.5], D3y = [3.5,7.5]
C4(z,y) :y < 1.25z — 3.125

D*z = [3.5,7.5], D'y = [7.5,12.5]

Dans notre proposition, nous distinguons le trai-

tement des contraintes continues par des morceaux
exprimés sous la forme d’égalités et ceux exprimés
comme des inégalités.
Dans le cas d’inégalités, la contrainte doit avoir abso-
lument une forme géométrique fermée ce qui permet
de définir une frontiére entre les zones consistantes
(intérieur ou extérieur de la forme) et les zones in-
consistantes (extérieur ou intérieur de la forme). Nous
posons également I’hypothése de cohérence des mor-
ceaux de la contrainte. Une des situations qui peut re-
présenter une contrainte continue incohérente est celle
ol des morceaux de la méme contrainte d’inégalités se
croisent. Ce qui génére des points & la fois consistants
et inconsistants vis-a-vis d’une méme contrainte.

3.2 Niveaux d’information sur les nceuds

Notons que dans le cas d’une contrainte continue
classique définie par une seule expression mathéma-
tique, la contrainte est définie sur ’ensemble des do-
maines de définition Dz et Dy des variables x et y.
Ce qui signifie que ’on dispose de toute I'information
concernant la consistance ou I'inconsistance de chaque
nceud du QuadTree. Dans le cas de contraintes définies
par morceaux, seules les zones (D'z, D'y) couvertes
par chacun des morceaux C?(x,y) de la contrainte (do-
maines de définition des morceaux) possédent de I’in-
formation sur les nceuds consistants et inconsistants
vis-a-vis de la contrainte C'(z,y).

Notre méthode de génération des QuadTrees associés
aux contraintes continues par morceaux est basée sur
le niveau d’information de chaque nceud du QuadTree
pour déduire sa consistance ou son inconsistance.

En plus des deux états possédant une information to-
tale et qui correspondent aux deux états Cohérent
(Blanc) et Incohérent (Noir), nous définissons quatre
autres niveaux d’information que peut avoir un noeud
et sont illustrés par la Figure 7 :

y
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Vide
Neeud
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X
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FiGg. 7 Typologie des nceuds suivant le niveau d’in-
formation

— neeud ne possédant aucune information (nceud
vide) : un nceud de domaine (0x,0y) est dit wvide
si I'intersection de son domaine avec tous les do-
maines de définition des morceaux C'(x,y) (Vi =
1...n ) dela contrainte est vide. Ce noeud devient
alors unitaire.

— noeud ne possédant pas assez d’information
(nceud sous-informé) : un nceud de domaine
(6x,0y) est dit sous-informé si son domaine est
intersecté par au moins le domaine d’un morceau
C'(x,y) de la contrainte et qu’il n’est traversé par
aucun morceau. Ce nceud devient alors unitaire.



— noeud possédant suffisamment d’information
(nceud frontiére) : un neeud de domaine (dz,0y)
est dit frontiére si un et un seul morceau de
la contrainte le traverse. Le nceud frontiére est
équivalent au nceud Gris de la méthode de Sam-
Haroud.

— neeud possédant plusieurs informations (nceud
sur-frontiére) : un nceud de domaine (dz,dy) est
dit sur-frontiére si son domaine est traversé par au
moins deux morceaux de la contrainte. Ce type de
nceud est décomposé jusqu’au niveau unitaire. Il
peut alors donner naissance a des noeuds pouvant,
étre sur-frontiére, frontiére, sous-informé et/ou
vide.

Un nceud unitaire posséde une information perti-
nente pour juger son état (consistant ou inconsistant)
lorsqu’il est intersecté par un et un seul morceau de la
contrainte. Pour cela, il est nécessaire de définir une
taille maximale des nceuds unitaires (niveaux de pré-
cision de z et y pour les feuilles de 'arbre QuadTree)
a partir de laquelle il est possible d’isoler chaque mor-
ceau de la contrainte et appliquer ainsi la méthode de
génération classique de QuadTree.

3.3 Génération de QuadTrees pour des contraintes
d’égalités par morceaux

Les solutions cohérentes pour une contrainte de type
égalités par morceaux sont représentées par l’enve-
loppe des morceaux de la contrainte. Dans ce cas,
seuls les noeuds unitaires frontiéres et sur-frontiéres
sont cohérents avec la contrainte. La génération du
QuadTree pour ce type de contraintes est alors basée
sur l'identification de ces nceuds unitaires frontiéres
et sur-frontiéres qui vont permettre de statuer ensuite
sur I’état des autres nceuds.

1. Lorsqu’un nceud frontiére est détecté, il peut re-
cevoir une des couleurs suivantes :

— Gris : s’il n’est pas unitaire et doit donc étre dé-
composé. Le sous-QuadTree associé au morceau
isolé est ensuite généré avec la méme procédure
proposée par Sam-Haroud générant ainsi des
zones consistantes (Blanc) et des zones incon-
sistantes (Noir).

— Blanc : §’1l est unitaire. Ce nceud devient Blanc
car il appartient & I’enveloppe du morceau de
la contrainte, donc consistant avec toute la
contrainte.

2. Lorsqu’un nceud sur-frontiére est détecté, il peut
recevoir une des couleurs suivantes :
Gris : §’il n’est pas unitaire et doit donc
étre décomposé générant ainsi des nceuds fils
pouvant étre sur-frontiéres, frontiéres, sous-
informés et /ou vides.

— Blanc : §’1l est unitaire. Ce nceud devient Blanc
car il appartient & I’enveloppe du morceau de
la contrainte, donc consistant avec toute la
contrainte.

3. Les nceuds vides et sous-informés, qui sont tou-
jours unitaires, se colorent en Noir car il ne défi-
nissent pas I’enveloppe de la contrainte.

A la fin de cette procédure, tous les nceuds uni-
taires du QuadTree sont soit Blancs (consistants) ou
Noirs (inconsistants). Pour illustrer cette procédure,
nous reprenons dans la Figure 8 'exemple précédent
du losange en considérant tous les morceaux de la
contrainte comme des égalités.

Clixy) :y=-08x+ 185
CHxy):y=135x+3.125

Cixy) :y=F08x+103 Coxy):y+1.25x-7.125

Fic. 8 Exemple de contrainte égalités par morceaux

Le QuadTree généré par notre approche est illustré
par la Figure 9.

Le QuadTree final aprés transformation de tous les
nceuds unitaires (en Blancs ou en Noirs) est représenté
par la Figure 10.

Lorsqu’il y a plusieurs contraintes binaires, le Quad-
Tree représentant la contrainte totale est construit par
lintersection des QuadTrees finaux (ayant uniquement
des noeuds unitaires Blancs et Noirs) en utilisant le
méme mécanisme de fusion proposé par Sam-Haroud.

3.4 Génération de QuadTrees pour des contraintes
d’inégalités par morceaux

Les solutions cohérentes pour une contrainte binaire
de type inégalités par morceaux définissent des sur-
faces. Ces surfaces fermées représentent soit I'intérieur
de la forme géométrique (exemple de la Figure 11) ou
son extérieur limité par les domaines de définition des
variables (exemple de la Figure 12).

Les états des nceuds du QuadTree possédant de 'in-
formation (consistants ou inconsistants) sont propagés



F1G.9 Génération du QuadTree de la contrainte éga-
lités par morceaux

F1G. 10 — QuadTree final de la contrainte égalités par
morceaux

par une procédure de voisinage pour renseigner I’état
des autres nceuds. Cette procédure de propagation par
voisinage est déclenchée aprés avoir généré le Quad-
Tree et que chaque noeud posséde un des états pré-
cédemment définis : Blanc, Noir, Vide, Sous-informé,
Frontiére ou Sur-frontiére. Si la contrainte est cohé-
rente (pas de morceaux croisés) le QuadTree doit pos-
séder au moins un neeud unitaire Blanc et/ou un noeud
unitaire Noir en définissant une précision maximale
des variables. Ceci représente une condition nécessaire
pour appliquer la procédure de propagation d’informa-
tion par voisinage. Nous définissons les voisins d’un
neeud comme les noeuds unitaires qui lui sont adja-
cents. Les régles d’affectation des niveaux d’informa-
tion et des couleurs (Noir ou Blanc) restent les mémes
que pour le cas d’égalités par morceaux. Ce qui change

Ciry) iy < 125x+3.125 Cl(xy) :y<H0.8x + 18,5

C(xy):y21-08x+103 Clxy):yz1.25x-7.125

Fia. 11  Contrainte d’'inégalités par morceaux : cas
intérieur cohérent

Ciry) iy > 125x+3.125 Cl(ry):y 208 x + 18.5

C(xy):y<08x+103 Cxy):y£1.25x-7.125

Fi1a. 12 — Contrainte d’inégalités par morceaux : cas
extérieur cohérent

dans le cas d’inégalités, c’est 'utilisation de la procé-
dure de propagation des états. Nous proposons plu-
sieurs régles de propagation d’information, fonction du
niveau d’information initial ou de la couleur initiale
des nceuds qui informent leurs voisins. La propagation
se fait uniquement & partir des nceuds unitaires Fron-
tieres, Blancs ou Noirs.

Pour illustrer cette procédure de propagation par
voisinage, nous utilisons I'exemple précédent du lo-
sange pour les deux cas : intérieur cohérent (Figure
11) et extérieur cohérent (Figure 12). Les QuadTrees
finaux avant propagation sont illustrés par la Figure
13 pour le cas intérieur cohérent et la Figure 14 pour
le cas extérieur cohérent.

Les régles de propagation des états par voisinage
sont les suivantes :
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Fig. 13 QuadTree final avant propagation : cas in-
térieur cohérent
Fi1a. 14 — QuadTree final avant propagation : cas ex-

térieur cohérent

— Propagation des nceuds unitaires Frontiéres : les
domaines de ces nceuds sont traversés par un et
un seul morceau. Ils peuvent alors indiquer a leurs
voisins nceuds unitaires sous-informés et noceuds
unitaires vides s’ils se trouvent du bon ou du mau-
vais cOté de la frontiére définie par le morceau.
Ceci est réalisé en vérifiant si les domaines de dé-
finition de chaque noeud voisin vérifient le mor-
ceau de la contrainte. Si tel est le cas, le noeud
unitaire (sous-informé ou wvide) est cohérent et
devient Blanc comme illustré par le passage de
la Figure 14 & la Figure 16 dans le cas de l'exté-
rieur cohérent, et s’il est incohérent il devient Noir
comme illustré par le passage de la Figure 13 a la
Figure 15 dans le cas de 'intérieur cohérent.

— Propagation des nceuds unitaires Noirs : ces

FiG. 15 — QuadTree aprés propagation des nceuds uni-
taires Frontiéres : cas de I'intérieur cohérent

FiG. 16 QuadTree aprés propagation des nceuds uni-
taires Frontiéres : cas de ’extérieur cohérent

nceuds unitaires sont inconsistants avec la
contrainte. Ils propagent alors cette inconsistance
a leurs nceuds unitaires voisins sous-informés et
vides qui deviennent alors Noirs. Cette regle est
illustrée par le passage de la Figure 15 a la Figure
17 dans le cas de I'intérieur cohérent.

— Propagation des nceuds unitaires Blancs : les
neeuds unitaires Blancs sont des nceuds consis-
tants. Ils propagent alors cette consistance a leurs
neeuds unitaires voisins sous-informés et vides
n’ayant aucun voisin Noir. En effet, considérant
que le Noir domine le Blanc, si un nceud unitaire
sous-informé ou vide a au moins un nceud uni-
taire voisin Noir, alors il devient aussi Noir. La
régle de propagation des noeuds unitaires Blancs
est illustrée par le passage de la Figure 16 a la
Figure 18 dans le cas de ’extérieur cohérent.



F1G. 17 — QuadTree aprés propagation des nceuds uni-
taires Noirs et Blancs : cas de 'intéieur cohérent
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Fia. 18 QuadTree aprés propagation des nceuds uni-
taires Blancs et Noirs : cas de extérieur cohérent

— régles de coloration des nceuds unitaires Fron-
tieres et Sur-frontiéres : la régle de coloration des
neeuds unitaires Frontiéres ou Sur-frontiéres est
équivalente a la régle de coloration des nceuds
unitaires Gris des QuadTrees proposés par Sam-
Haroud. A ce dernier niveau de ’arbre, les nceuds
unitaires Frontiéres ou Sur-frontiéres deviennent
soit Blancs s’il 'on interdit de perdre des points
consistants, ou Noirs s’il 'on interdit de garder
des points inconsistants. Cette régle est illustrée
par le passage de la Figure 17 a la Figure 19 dans
le cas de I'intérieur cohérent et par le passage de la
Figure 18 & la Figure 20 dans le cas de l'extérieur
cohérent.

A la fin de 'application de ces régles de propagation
des états des noeuds par voisinage, le QuadTree fi-
nal contient uniquement des noeuds unitaires Blancs

16|

FiGg. 19 QuadTree aprés coloration des nceuds uni-
taires Frontiéres et sur-frontiéres : cas de l'intérieur
cohérent

FiGg. 20 QuadTree aprés coloration des nceuds uni-
taires Frontiéres et sur-frontiéres : cas de D'extérieur
cohérent

(consistants) et des nceuds unitaires Noirs (inconsis-
tants). Ensuite, si les quatre nceuds unitaires fils d’un
nceud pére sont de méme couleur (Blancs ou Noirs)
alors ce nceud pére devient un neoeud unitaire de méme
couleur (Blanc ou Noir) en absorbant ses quatre fils.
Les QuadTrees finaux pour les exemples précédents
sont illustrés respectivement par la Figure 21 pour le
cas de l'intérieur cohérent du losange et par la Figure
22 pour le cas de 'extérieur cohérent du losange.

Lorsqu’il y a plusieurs contraintes continues bi-
naires, le QuadTree représentant la contrainte totale
est construit par l'intersection des QuadTrees finaux
en utilisant le méme mécanisme de fusion proposé par
Sam-Haroud.



FiG. 21  QuadTree final : cas de I'intérieur cohérent

F1G. 22 — QuadTree final : cas de 'extérieur cohérent

4 Conclusion

L’objectif de cette communication était de présen-
ter une extension de la méthode des QuadTrees per-
mettant de traiter des contraintes continues exprimées
sous la forme de fonctions définies par morceaux.

Les méthodes de filtrage basées sur les QuadTrees
proposées par Haroud [10] permettent de prendre en
compte plusieurs types de contraintes continues. Un
des inconvénients de cette méthode est qu’elle ne per-
met pas de traiter les contraintes continues s’expri-
mant par des fonctions par morceaux. Nous avons
introduit une typologie de ce type de contraintes et
avons posé quelques hypotheéses sur leurs formes.

Pour prendre en compte ce type de contraintes et
en plus des deux états des noeuds de I'arbre (Blanc et
Noir), nous avons proposé d’introduire quatre autres
états pour les nceuds et qui correspondent aux niveaux

d’informations qu’ils contiennent : les nceuds wvides
d’information, les nceuds sous-informés, les nceuds
frontiéres et les nceuds sur-frontiéres. Ayant identifié
des différences entre les contraintes définies par des
égalités et des contraintes définies par des inégalités,
nous avons proposé une méthode de propagation par
voisinage des zones déja identifiées comme Blanc ou
Noir sur les autres noeuds.

Pour prendre en compte plusieurs contraintes défi-
nies ou non par morceaux et qui portent sur les mémes
variables, nous utilisons un mécanisme de fusion des
QuadTrees proposé par Sam-Haroud [10]. Nous tra-
vaillons actuellement sur une méthode de fusion pro-
gressive des QuadTrees permettant de couper au plus
tot des branches inconsistantes des QuadTrees avant
d’atteindre les pas de discrétisation. Cette méthode
doit s’appuyer sur une extension de la définition de la
relation d’ordre entre les différents états des nceuds.
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