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Résumé

Dans ce papier, nous proposons un cadre algébrique
général dont les briques de base sont des relations lo-
cales de croyance, de faisabilité et de désir. L'objectif
principal est de construire un cadre permettant d'uni-
fier de nombreux formalismes qui ont été développés
pour manipuler des contraintes, des préférences ou des
incertitudes, tels que les problémes de satisfaction de
contraintes (dures, souples, mixtes, quantifiées, stochas-
tiques), les réseaux bayésiens et les réseaux de Gibbs,
les graphes chainés, les diagrammes d'influence, les pro-
cessus décisionnels de Markov partiellement ou complé-
tement observables... A partir du cadre proposé, nous
pensons qu'il sera possible de mieux comprendre les liens
entre différents formalismes existants et de développer
des algorithmes généraux paramétrables, capables de ré-
pondre & des requétes variées sur un probléme donné.

Abstract

In this paper, we propose a generic algebraic frame-
work, the basic components of which are belief, feasi-
bility, and desire local relations. Its first purpose is to
gather in a common framework numerous formalisms
that were separately developed to deal with constraints,
preferences and uncertainties, such as hard, soft, mixed,
quantified, or stochastic constraint satisfaction problems,
Bayesian and Gibbsian networks, chain graphs, influence
diagrams, completely or partially observable Markov de-
cision process. .. On this basis, we think that it will be
possible to get a more thorough understanding of the
links between existing frameworks and then to develop
generic parameterized algorithms, able to answer various
queries on a problem instance.

1 Motivations

Au cours des derniéres décennies, le domaine de I'In-
telligence Artificielle a vu naitre de nombreux cadres

permettant de modéliser des contraintes, des préfé-
rences et des incertitudes.

Les CSP [12] (problémes de satisfaction de contrain-
tes) ont été introduits pour représenter des problémes
dans lesquels des contraintes locales entre variables
discrétes expriment des faits certains ou des exigences
dures. Le cadre des CSP a ensuite été étendu pour re-
présenter, en plus des contraintes dures usuelles, des
contraintes souples exprimant des faits incertains ou
des exigences souples, avec notamment les CSP wva-
lués (VCSP) et les semiring-based CSP [1], qui en-
globent les CSP classiques, flous, additifs, lexicogra-
phiques et probabilistes. Les CSP miztes [6] ont quant
a eux introduit une distinction entre variables contro-
lables et variables incontrolables. De maniére similaire,
les CSP quantifiés [2] et les CSP stochastiques [19]
ont fait intervenir des variables quantifiées universel-
lement et aléatoirement, en plus des variables quanti-
fiées existentiellement qui interviennent dans les CSP
classiques. Des travaux similaires ont également été ac-
complis dans la communauté des problémes SAT (sa-
tisfiabilité booléenne) [11].

D’autre part, les réseaux bayésiens [14] ont été in-
troduits pour représenter des problémes faisant in-
tervenir des dépendances locales orientées entre va-
riables aléatoires discrétes. Les graphes chainés [7] ont
étendu les réseaux bayésiens en ajoutant, en plus des
dépendances orientées, des dépendances non orientées,
comme dans les réseaur de Gibbs. Les diagrammes
d’influence [9] ont quant & eux étendu le cadre des
réseaux bayésiens en ajoutant, en plus des variables
aléatoires, des variables de décision non aléatoires et
des variables d’utilité.

D’un autre coté, les processus décisionnels de Mar-
kov (MDP), partiellement ou complétement observa-



bles [15, 13], ont été développés afin de représenter
des problémes de décision séquentielle sous incertitude.
Les MDP ne raisonnent pas sur des variables, mais sur
des états et des décisions agrégés. Les MDP factori-
sés [3] ont étendu le concept des MDP et les méthodes
de résolution & une représentation a base de variables.

Des travaux similaires ont également été effectués en
partant de la théorie des possibilités [5], ou en utilisant
la théorie de Spohn des croyances épistémiques [8].

On peut remarquer de nombreuses ressemblances
entre ces formalismes : nombre d’entre eux font inter-
venir des variables & domaines finis et des relations
locales entre variables; la combinaison de toutes les
relations locales définit implicitement une relation glo-
bale sur toutes les variables; les relations de base étant
locales, des requétes d’optimisation ou de comptage
peuvent étre résolues sans avoir a expliciter la rela-
tion globale en question. Cette idée a notamment été
utilisée pour développer des algorithmes généraux ef-
ficaces indépendants de la sémantique des relations en
jeu [17, 4, 10]. Partant de ce constat et partant de ce
que nous cherchons & modéliser, les exigences suivantes
ont été retenues en termes de besoin de représentation :

1. des variables & domaines finis pour représenter les
observations, les états et les décisions, avec une
distinction entre variables non déterministes (qui
ont une incertitude sur la valeur qu’elles prennent)
et les variables déterministes (dont la valeur est
fixée de maniére déterministe par un agent);

2. des relations locales entre variables, permettant
de représenter des croyances d’'un agent sur les va-
riables non déterministes, des contraintes de fai-
sabilité sur les décisions, et des désirs sur les va-
riables déterministes ou non;

3. des ensembles ordonnés pour mesurer les croyan-
ces et les désirs, avec des éléments spécifiques re-
présentant I'impossible ou I'inacceptable;

4. des opérateurs de combinaison permettant de com-
biner des degrés de croyance entre eux, des degrés
de désir entre eux, et de combiner des degrés de
croyance avec des degrés de désir;

5. des opérateurs d’élimination, pour extraire une in-
formation synthétique d’un ensemble de degrés de
croyance ou de désir, et pour répondre a des re-
quétes sur le probléme complet.

Nous présentons dans ce papier un cadre qui satis-
fait ces exigences, et qui a pour but d’unifier des ef-
forts séparés de communautés scientifiques distinctes
pour développer des cadres de représentation et des
algorithmes de résolution (mais le formalisme proposé
n’englobe pas tous les formalismes existants: par ex-
emple, les semiring-based CSP [1] et les fonctions de
croyance [16] ne sont pas inclus). Nous utilisons éga-
lement un petit exemple illustratif.

Pierre invite Jean et Marie (un couple divorcé) & un
repas d’affaire afin de les convaincre d’investir dans
son entreprise. Pierre sait que si Jean est présent a la
fin du diner, il sera d’accord pour investir 10 k€. Le
méme genre de conjecture peut étre faite concernant
Marie, avec un montant de 50 k€. Pierre sait que Jean
ou Marie viendra, mais qu’ils ne viendront pas tous
les deuzx (I'un d’euz doit garder leur fils) et que le cas
“Jean vient et Marie ne vient pas” se produit avec une
probabilité 0.6. Concernant le menu, Pierre peut com-
mander du poisson ou de la viande pour le plat, et du
rouge ou du blanc pour le vin. Cependant, il ne peut pas
commander du poisson avec du vin rouge, car le res-
taurant le refuse. Jean n’aime pas le vin blanc et Marie
n’aime pas la viande. Si le menu ne leur convient pas,
ils quitteront le diner. Si Jean vient, Pierre veut abso-
lument qu’il reste jusqu’a la fin.

Notre formalisme est présenté en trois temps. Nous
définissons tout d’abord dans la Section 2 la structure
algébrique sur laquelle les croyances sur les variables
non déterministes, les faisabilités sur les variables dé-
terministes et les désirs sur les deux types de variables
sont exprimés; cette structure algébrique fait interve-
nir des ensembles ordonnés et des opérateurs satisfai-
sant des propriétés algébriques de base. Des problémes
sont ensuite définis sur cette structure comme des en-
sembles de croyances locales, de faisabilités locales et
de désirs locaux (Section 3). Enfin, des requétes pour
répondre & des questions sur ces problémes sont intro-
duites (Section 4).

2 Définition de la structure algébrique

Les croyances sur les variables non déterministes
sont exprimées sur une structure appelée structure
de croyance. Une structure de croyance est un tuple
Sy = (Ey, =p, Bp, @p) (“b” comme belief) tel que
— E) est un ensemble d’éléments appelés degrés de
croyance, totalement ordonné par <, et qui con-
tient un élément minimum 0, (0, sera associé a
Iimpossibilité).

— @, est un opérateur binaire clos sur E; (opéra-
teur d’élimination) qui est associatif, commutatif,
monotone, et avec 0, comme élément neutre.

— ®p est un opérateur binaire clos sur Ej (opéra-
teur de combinaison) qui est associatif, commu-
tatif, monotone, avec un élément neutre 1, € Ej
et avec 0, comme élément absorbant. De plus, ®,
est distributif par rapport a &y.

Cette structure est un semi-anneau commutatif. Dans
I’exemple du diner, les croyances seront des probabi-
lités; la combinaison sur les probabilités se fera avec



®p = X, et 'élimination sur les probabilités (aussi ap-
pelée marginalisation) se fera avec @, = +.

Les faisabilités sur les variables déterministes se-
ront exprimées sur une structure appelée structure
de faisabilité, qui sera toujours la structure S; =
({true, false}, <y, V,A), out <y est ordre total qui vé-
rifie false < true: les faisabilités sont combinées par
A (une conjonction de décisions est faisable si et seule-
ment si chaque décision de la conjonction l'est), et
Iélimination sur les faisabilités est faite avec V (une
disjonction de décisions est faisable si et seulement si
au moins une décision de la disjonction est faisable).
St est aussi une structure de croyance (cette remarque
nous permettra par la suite de définir certaines notions
a la fois pour les croyances et pour les faisabilités).

Les désirs sur les variables (déterministes ou non)
seront exprimés sur une structure appelée une struc-
ture de désir. Une structure de désir est un tuple
Sa=(Eq, =d,Da, @a) tel que

— FE; est une ensemble d’éléments appelés degrés de
désir, totalement ordonné par <, et qui contient
un élément minimum 1,4 (L, sera associé a l'in-
acceptabilité).

— @4 est un opérateur binaire clos sur E; (opéra-
teur d’élimination) qui est associatif, commutatif,
monotone, avec un élément neutre 0y € Ey4 (04 re-
présente l'indifférence, a la frontiére entre désirs
positifs et désirs négatifs).

— ®q est un opérateur binaire clos sur E; (opéra-
teur de combinaison) qui est associatif, commu-
tatif, monotone, avec un élément neutre 15 € E,
et L, comme élément absorbant.

Une structure de désir Sy est différente d’une structure
de croyance Sy : par exemple 0, est I’'élément minimum
de E, alors que 04 n’est pas nécessairement 1’élément
minimum de E,. Ainsi, la structure de désir peut étre
bipolaire (des désirs positifs et négatifs peuvent exis-
ter). De plus, on ne suppose pas que ®, est distributive
par rapport & $,4. Dans '’exemple du repas d’affaire,
les désirs seront des utilités (ou gains), combinées avec
®g4 = +, et un raisonnement en termes d’utilité espé-
rée probabiliste (formule du type ), p; x U;) conduit
& combiner croyances et, désirs par le produit, et & éli-
miner sur les désirs avec &4 = +.

Dans le cas général, pour prendre en compte simul-
tanément les informations fournies par les croyances et
les désirs, nous utilisons un opérateur de combinai-
son entre croyances et désirs @y, : By X Eqg — Ey
(dans l'exemple du diner, @4 = X) tel que:

— ®pq est monotone : la combinaison d'un degré de
croyance donné avec un désir d donne un dégré
de désir d’autant plus élévé que d est élévé, et la
combinaison d’un degré de croyance b avec un dé-
sir positif (resp. négatif) donne un dégré de désir

d’autant plus élévé que b est élévé (resp. faible):

(di Rad2) = (b ®@padi 24 b @pa da)
(b1 =p b2) A (04 Za d)) = (b1 @pg d Zg by @pa d)
(b1 =p b2) A (d 2 04)) = (b2 @pg d =g b1 @pa d)

— les désirs sont pondérés par les croyances (axiomes
de linéarité)

b1 @pa (b2 @pa d) = (b1 @p b2) @pa d

b @pq (di B da) = (b@pa di) Ba (b Dpa da)

(b1 ®p b2) @pa d = (b1 @pq d) Ba (ba @pa d)

1y @pad=d , 0, Rpgd =04 and b Rpg 0 = 04

Ces axiomes couvrent les cadres classiques & base d’uti-
lité espérée et sont principalement justifiés par des
considérations algorithmiques.

Toutes les structures algébriques définies aupara-
vant sont regroupées dans une structure appelée struc-
ture de croyance-désir: une structure de croyance-
désir est un triplet (Sy,Sq, ®@pq) tel que S, est une
structure de croyance, Sy est une structure désir et
®pq est un opérateur de combinaison entre croyances
et désirs. La structure sur laquelle les faisabilités sont
définies n’est pas rappelée, car il s’agit toujours de Sy=
({true, false}, <, V,A). Des structures de croyance-
désir classiques satisfaisant les axiomes précédents sont
présentées dans le Tableau 1 (dans le cas de 'utilité
espérée possibiliste, d’autres choix que ceux présen-
tés sont possibles). Notre probléme du repas d’affaire
utilise la structure de l'utilité espérée probabiliste.

1 2 3 4 )
£y RT RT [0, 1] [0,1] NU {oc}
< < < | < < >
Dp + + | max max min
Rp X X min min +
0p, 15 0,1 0,1 0,1 0,1 +00,0
Eqs |RU{—oo}| RT | [0,1] [0, 1] NU {c}
=d < < < < >
Pa + + | max min min
R4q + X min min +
14 —00 0 0 0 +00
04,14 0,0 0,11 0,1 1,1 +00,0
Qbd X x | min | max(1—b,d) +

TAB. 1 — Structure de croyance-désir avec - 1. l'utilité
espérée probabiliste - 2. la satisfaction espérée proba-
biliste - 3. l'utilité espérée qualitative possibiliste ver-
sion optimiste - 4. lutilité espérée qualitative possi-
biliste version pessimiste - 5. l'utilité espérée avec des
croyances épistémiques de Spohn, avec uniquement des
désirs positifs.



3 Définition de problémes

On peut maintenant utiliser des structures de croyan-
ce-désir pour exprimer de I'information sur un ensemble
V de variables & domaines finis, partitionné entre V,, 4.,
I’ensemble des variables non déterministes, et V.,
I’ensemble des variables déterministes. Notre but est
d’exprimer un degré de croyance global By sur les va-
riables non déterministes, un degré de faisabilité global
Fy sur les variables déterministes, et un degré de désir
global Dy sur toutes les variables. La premiére étape
(de la définition 1 jusqu’a la propriété 1) consiste a
factoriser ces quantités globales, pour qu’elles soient
exprimées de maniére concise, comme une combinai-
son de relations locales appelées fonction a scope (de
la méme maniére que dans un CSP, les contraintes lo-
cales définissent implicitement une contrainte globale
sur toutes les variables).

Définition 1 (Fonction a scope) Une fonction a scope
f sur un ensemble E est une paire (S,p) ou S =
{z;,j € J} est un ensemble de variables appelé le scope
de [ et ot p : Dom(S) — E est une fonction (avec
Dom(S) = xjesDom(z;), Dom(x;) désignant le do-
maine de valeurs d’une variable x;).

Pour une affectation A d’un sur-ensemble de S, A[S]
correspond @ la projection de A sur S et ¢(A[S]) est
noté f(A). Si E admet ag et ng comme élément ab-
sorbant et élément neutre de son opérateur de combi-
naison @, et si @ prend ses valeurs dans {ag,ng} (i-e.
dans {0y, 1} pour les croyances, dans {false, true} pour
les faisabilités, et dans {Lq, 14} pour les désirs), alors
f peut étre représentée par une contrainte dure: les
tuples interdits recevront la valeur ag et les tuples au-
torisés recevront la valeur ng. Une fonction a scope
sur Ey (resp. {true, false}, E;) est appelée une rela-
tion de croyance (resp. de faisabilité, de désir).

La factorisation de Dy est Dy = ®q¢D;, ou les D;
sont des relations locales de désir. Aucune condition
n’est imposée sur ces désirs locaux, qui peuvent tou-
jours étre combinés sans que cela génére d’impossi-
bilité (cela peut seulement générer de ’inacceptable).
La situation est différente en ce qui concerne les de-
grés de croyance et de faisabilité globaux, qui doivent
satisfaire des conditions de mormalisation :

— pour By, la disjonction de toutes les situations
possibles est certaine; on lui associe le degré de
croyance 1p;

— pour Fy, la disjonction de toutes les décisions est
faisable; ceci est justifié sur un plan sémantique
car par exemple ne rien faire est toujours possible
(méme si cela peut étre inacceptable).

Formellement, cela signifie que pour toute affectation
Aget de Vier, By (Ager) doit étre une distribution de

croyance sur V,qe¢, €t que pour toute affectation A, et
de Videt, Fv (Anget) doit étre une distribution de faisa-
bilité sur Vg, les notions de distribution de croyance
et de distribution de faisabilité étant définies par:

Définition 2 (Distributions de croyance et de faisa-
bilité) Soit (Ep, <y, By, ®p) une structure de croyance.
Une distribution de croyance sur S C 'V est une fonc-
tion s : Dom(S) — By telle que @b ac pom(s) Vs (A)=
1y (condition de mormalisation). A partir d’une telle
distribution, on peut définir une distribution de croyan-
ce v sur tout S' C S en définissant pour tout A' €
Dom(S"), vs/(A") = @barepom(s—s) 1s(AA"). Si
Sy est la structure de faisabilité ({true, false}, <¢,V,A)
alors on parle de distribution de faisabilité au lieu de
parler de distribution de croyance.

Ainsi, sur I'exemple du probléme du diner, il fau-
dra en fait specifier une distribution de probabilité
P(Videt | Vaet) des variables non déterministes sachant
les variables déterministes. La condition de normalisa-
tion EVM” P(Videt | Vaet) = 1 doit alors bien entendu
étre vérifiee: P(Vyget | Vier) est bien une distribution
de croyance sur les variables non déterministes pour
chaque affectation des variables déterministes. La con-
dition de normalisation sur By implique qu'une combi-
naison de relations de croyance ne donne pas nécessai-
rement une distribution de croyance, et la condition
de normalisation sur Fy implique qu’une combinai-
son de relations de faisabilité ne donne pas nécessai-
rement une distribution de faisabilité. Pour factoriser
By et Fy tout en satisfaisant les exigences de nor-
malisation, on utilise les notions de croyance condi-
tionnelle, de faisabilité conditionnelle, ainsi que la no-
tion d’indépendance conditionnelle. Afin de définir ces
notions, nous introduisons une hypothése supplémen-
taire sur Sy : nous supposons ’existence d’un opérateur
@p appelé opérateur de conditionnement, défini sur
{(bl, ba) € Ey X By ‘ b1 <p b, 0p <p bg}, et vérifiant les
propriétés suivantes : (by @pb)®p (b2 @pb) = (b1 Dpba) @y
b (linéarité), 0, @b = 04, bOpb = 1, (b1 Dpb2) @pbe =
by et (b1 @pb) @p ((b2 @5 b) @y b) = (b1 @p b2) @ b (pro-
priétés de simplification). Si @, peut étre défini (ce qui
est vrai pour tous les cas présentés dans le Tableau 1),
alors la structure de croyance est dite conditionnable.
Par exemple, @, correspond & la division dans le cas
des probabilités; si S, = ({true, false}, <f,V, A), alors
@p = A convient. Dans le cas ou les croyances repré-
sentent des possibilités, alors on peut prendre @; dé-
fini par: by @p bo = min(by, b2) si by < bs, 1 sinon (on
obtient alors une des définitions classiques des distri-
butions de possibilité conditionnelles).

Définition 3 (Distribution de croyance conditionnel-
le, indépendance conditionnelle) Soit (Ey, <y, Ty, @p)



une structure de croyance conditionnable, soit ys une
distribution de croyance sur S, et soient Sy, Sz, S
trois ensembles disjoints de S.

La quantité vs,us; Qb VS5, aussi notée vs,|s,, est
appelée distribution de croyance conditionnelle sur Sy
sachant Ss; elle est définie sur les affectations A telles
que vs;(A) # 0. On peut montrer que vg, | s, est une
distribution de croyance sur S1 pour toute affectation
de Sz, et qu’elle vérifie l’équation vs,us; = Vs, |55 @b
VS, - St Sy est la structure de faisabilité, alors on parle
de distribution de faisabilité conditionnelle au lieu de
parler de distribution de croyance conditionnelle.

Enfin, S; et Sy sont dits conditionnellement indé-
pendants sachant Sz si et seulement si Ys,05,|5, =
YSy |85 @b VSs| 8- Autrement dit, dans ce cas le pro-
bleme peut étre décomposé en une partie dépendant de
S1US3, et une autre partie dépendant de Sy U S3.

Dans le cas ot les croyances sont des probabilités,
on retrouve la définition des probabilités condition-
nelles: si z1, z2, x3 sont trois variables aléatoires, alors
la distribution de probabilité conditionnelle sur z; sa-
chant z3 est P(xy | z3) = P(x1,23)/P(x3) (et c’est une
distribution de probabilité pour chaque affectation de
x3). De plus, z1 et x2 sont dites conditionnellement in-
dépendantes sachant x5 si P(x | za,23) = P(21 | 23),
ce qui est équivalent & P(x1,22|23) = P(z1|z3) X
P(xq | z3). La définition de I'indépendance condition-
nelle, qui satisfait les axiomes d’un semi-graphoide [14],
va nous permettre de factoriser By et Fy en intro-
duisant un graphe acyclique orienté (Directed Acyclic
Graph ou DAG) décrivant les indépendances condi-
tionnelles. De maniére similaire & ce qui est fait dans
le cadre des graphes chainés [7], soit G un DAG dont
les sommets sont des ensembles de variables appelés
composantes, qui forment une partition de V et qui
sont tels que chaque composante est un ensemble de
variables de méme nature (déterministe ou non). On
note Cpqer I'ensemble des composantes non détermi-
nistes, Cgqet ’ensemble des composantes déterministes,
et pa(c) 'ensemble des variables qui appartiennent a
une composante parente dans G d’'une composante c.
Le DAG G est implicitement composé de 2 DAGs:
I'un avec des arcs orientés vers les composantes non
déterministes, noté Gy, et I'autre avec des arcs orien-
tés vers les composantes déterministes, noté G¢. Une
premiére factorisation de By et Fy peut ensuite étre
obtenue grace a la proposition suivante (dont I’ana-
logue pour le cas réseaux bayésiens serait: si on a un
DAG qui représente des indépendances conditionnelles
sur des variables aléatoires x1,...x,, alors la distribu-
tion de probabilité P(xz1,...,z,) se factorise sous la
forme P(z1,...,2n) = [Liep,,) Pai| palz:))).

Propriété 1 Si le DAG G décrit des indépendances
conditionnelles de By = By @p by avec by = 1, Oy
(Bbay,cpom(va) 1) et Fy = Fy, ie. si pour By,
toute composante non déterministe est conditionnel-
lement indépendante de ses non descendants dans Gy
sachant ses parents, et pour ?v, toute composante dé-
terministe est conditionnellement indépendante de ses
non descendants dans Gy sachant ses parents, alors

S

By = @y

c|pa(c)
c€Cndet
Fv= AN F
cel,,,” clpae)

Il est possible de factoriser encore plus By et Fy,
en factorisant chaque Be |pa(c) (resp. chaque Fe|po(c))
comme une combinaison de relations locales de croyan-
ce B; (resp. comme une combinaison de relations lo-
cales de faisabilité F;). Si ¢(B;) = ¢ (resp. ¢(F;) = ¢)
représente “B; est un facteur de Ec‘pa(c)” (resp. “F;
est un facteur de F. |pa(e)”), alors cette seconde facto-
risation est Be|pa(c) = @be(B,)=c Bi (tesp. Fe|pa(c) =
Ac(F)=c Fi). On peut maintenant définir des problémes
sans faire mention des distributions globales de croyan-
ce et de faisabilité.

Définition 4 Un probléeme Pb sur une structure de
croyance-désir (Sy, Sq, @pq) est un tuple (V,G, B, F, D)
tel que :

-V =A{z1,29,...} est un ensemble fini de variables.
A chaque variable x; est associé un ensemble fini
Dom(z;), qui définit son domaine de valeurs. V
est partitionné entre Vypger, l'ensemble des varia-
bles non déterministes, et Vyer, l'ensemble des va-
riables déterministes.

- G est un graphe acyclique orienté (DAG) dont les
sommets sont appelés composantes. Les compo-
santes forment une partition de V telle que chaque
composante est un ensemble de variables inclus
soit dans Vygetr, soit dans Vier. On mote Cpger
(resp. Cger) 'ensemble des composantes incluses
dans Vpger (resp. Vaer) et pour une composante
¢, on note pa(c) 'ensemble des variables qui ap-
partiennent @ une composante parente de ¢ dans
G.

- B = {By,Bs,...} est un ensemble fini de re-
lations de croyance; chaque B; = (S,¢) est as-
socié 4 une unique composante ¢ € Cpger Notée
c(By), telle que S C (c U pa(c)). Pour tout ¢ €
Cndet; @bB,eB|e(B;)=cBi doit étre une distribution
de croyance sur ¢ pour toute affectation de pa(c).

1. By est défini a partir de By en attribuant un méme degré
de croyance bg & chaque affectation de Vj.;. Cette manipulation
permet d’éviter certains problémes liés & 'existence de variables
déterministes et non déterministes. De plus, on peut montrer
que By est une distribution de croyance sur V.



- F={F\,F>,...} est un ensemble fini de relations
de faisabilité; chaque F;=(S,¢) est associé a une
unique composante ¢ € Cqet, notée ¢(Fy), telle que
SC (cUpa(c)). Pour tout c € Caet, Npier|e(Fi)=cFi
doit étre une distribution de faisabilité sur ¢ pour
toute affectation de pa(c).

- D = {D;,D,,...} est un ensemble fini de rela-
tions de désir.

La structure de DAG rend les relations de croyance
et de faisabilité implicitement orientées (entre variables
d’une composante c et variables de pa(c)) ou non (entre
variables d’'une méme composante). Notons qu’il ne
peut pas exister de relation non orientée entre une va-
riable non déterministe et une variable déterministe,
puisque ces variables ne peuvent pas appartenir & une
méme composante. Ainsi, si on a une relation entre
une décision et l'environnement, alors soit cette dé-
cision influence I’environnement, soit I’environnement
restreint les décisions possibles. On peut prouver que
le degré de croyance (resp. de faisabilité) global défini
a partir d’un probléme comme B{, = ®;p,cp B; (resp.
Fi, = Ar;er F;) est une distribution de croyance (resp.
de faisabilité) sur Vi,qe: (resp. Vier) pour toute affec-
tation de Vger (resp. Viaer) dont des indépendances
conditionnelles sont décrites par Gy (resp. Gy).

Modélisation du probléme du repas d’affaire Le pro-
bléme du repas d’affaire peut étre modélisé en utilisant
six variables: deb; et debys (valeur t ou f), représen-
tant la présence de Jean et Marie au début, fins et
finas (valeur ¢ ou f), représentant leur présence a la
fin, pl (valeur poisson ou viande), pour le choix du
plat, et v (valeur blanc ou rouge), pour le choix du vin.
pl et v sont des variables déterministes, deby, deby,,
finy, finy sont des variables non déterministes. Une
méthode possible pour construire un DAG des compo-
santes représentant des indépendances conditionnelles
consiste & utiliser la notion de causalité (d’autre mé-
thodes sont envisageables). Le résultat est donné a la
Figure la. Les composantes non déterministes sont re-
présentées par des ellipses, les composantes détermi-
nistes par des rectangles.

Concernant les croyances, nous devons spécifier une
distribution de croyance de chaque composante non
déterministe sachant ses parents comme une combi-
naison de relations de croyances. EdebhdebM peut étre
exprimé en utilisant une premiére relation de croyance
binaire spécifiant la probabilité de présence de Jean et
Marie au début : By= ({deb, deby }, @) avec (deb ;=
t,deby = f)= 0.6, p(deby= f,deby; = t)= 0.4, et
o(deby= t,debpr=t)= p(deby=f,debyr=f)=0. En-
suite, Bin, | deb, debas pl,v DEUL étre exprimé comme la
combinaison de deux relations de croyance By et Bs.
La premiére, By, qui va représenter P(fin;|deb;= f)
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spécifie que si Jean n’est pas présent au début, alors
il ne sera pas présent a la fin: Bo= ({fin;,deb;}, ¢)
avec o(fing=t,debyj=f)= 0 et ¢(fin;=t,deb;=t)=
e(fing=f,debj=t)=¢(finy=f,debyj=f)=1. De ma-
niére équivalente, By est la contrainte (debyj= f) —
(finy= f). La seconde, B3, est (deb;=t) = ((fin,=
t) < =(v= blanc)). De méme, By, | deb, debasplow
peut étre exprimé comme la combinaison de deux re-
lations de croyance B4 et Bj définies comme des con-
traintes. Notons que contrairement aux réseaux bayé-
siens ou aux diagrammes d’influence, il est possible de
spécifier la distribution de probabilité d'une variable
sachant ses parents par plusieurs relations.

Au niveau des faisabilités, Fp, peut étre spécifié
par une relation de faisabilité unique, exprimant que
Pierre ne peut pas commander du poisson avec du vin
rouge: Fy : =((pl = poisson) A (v = rouge)). La des-
cription de quelle relation est affectée a quelle compo-
sante est fournie & la Figure 1a.

Quant aux désirs, une relation de désir binaire ex-
prime le fait que Pierre ne veut pas que Jean parte
au cours du diner: Dy : (deby = t) — (finy = t).
Deux relations de désir unaires Dy et D3 sur finy et
finys respectivement spécifient les gains espérés de la
présence de chacun des convives a la fin du repas: par
exemple, Do = ({fins},¢) avec ¢(finy; = t) = 10,
p(finy = f)=0.

Toutes ces relations sont décrites a la Figure 1b.
Les variables non déterministes sont représentées par
des cercles, les variables déterministes sont représen-
tées par des carrés. Chaque relation de croyance (resp.
de faisabilité, de désir) (S, ) est représentée par une
hyper-aréte dessinée en trait continu (resp. en double
trait continu, en trait pointillé) qui lie les variables
de S. Pour l'affectation compléte A: pl = viande,
v = rouge, deby = finy; = t, deby; = finy = f, nous
avons By (4) = 0.6, Fy(A) = true et Dy (A) = 10.

pl,v deby,debns
Fy B1

Fic. 1 - (a) DAG des composantes et relations
affectées auz composantes (b) réseau de Croyance-
Faisabilité-Désir.



Retour sur les cadres existants Pour représenter un
CSP classique, on peut utiliser uniquement des va-
riables déterministes et des relations de désir (& valeur
dans {true, false}) qui décrivent les contraintes. La
combinaison des relations de désir (par A) correspond
alors bien a la contrainte globale définie implicitement
sur toutes les variables. On peut en fait tout modéliser
par des désirs car dans le cas des CSP durs, aucune
distinction n’est faite entre les exigences, les faits cer-
tains et les décisions faisables. Il en est de méme pour
les VCSP et les CSP quantifiés.

Dans les CSP stochastiques, deux types de variables
sont présents (les variables stochastiques et les va-
riables de décision), et plusieurs types de relations sont
définis : on a des distributions de probabilité sur les va-
riables stochastiques et des contraintes sur toutes les
variables. Dans notre formalisme, les variables stochas-
tiques seront des variables non déterministes, les va-
riables de décision seront des variables déterministes,
les distributions de probabilité sur les variables sto-
chastiques seront des relations de croyance, et les con-
traintes seront représentées par des relations de désir.

Dans un réseau bayésien, on dispose d’un ensemble
V' de variables aléatoires et d'un DAG sur ces va-
riables, et on définit pour chaque variable z; € V une
distribution de probabilité sur z; sachant ses parents
P(z; |pa(x;)). On représente ainsi la distribution de
probabilité globale P(V') par une combinaison des dis-
tributions conditionnelles locales (ce qui permet par la
suite de faire des calculs sans avoir & expliciter la rela-
tion globale), au méme titre que dans les CSP on re-
présente une contrainte globale sur toutes les variables
par une combinaison de contraintes locales. Pour re-
présenter un réseau bayésien dans notre formalisme,
on modélise les variables aléatoires par des variables
non déterministes, et les distributions de probabilité
conditionnelles sont modélisées par des relations de
croyance. Dans les diagrammes d’influence, on ajoute,
en plus des variables aléatoires, des variables de déci-
sion dont on peut fixer la valeur, ainsi que des variables
dites d’utilité qui décrivent les préférences. Un dia-
gramme d’influence peut étre représenté de la maniére
suivante : les variables aléatoires sont encore représen-
tées par des variables non déterministes, les variables
de décision sont représentées par des variables détermi-
nistes, les probabilités conditionnelles sur les variables
aléatoires correspondent aux relations de croyance et
les variables d’utilité deviennent des relations de désir.
Notons que dans un diagramme d’influence, la notion
de faisabilité n’est pas du tout présente.

La notion de faisabilité est présente si ’'on veut mo-
déliser un probléme de planification & la STRIPS : dans
un tel probléme, le monde est décrit par des variables,
on spécifie un état initial du monde, et on peut passer

d’un état du monde & un autre en appliquant certaines
actions. Pour chaque action, on donne des précondi-
tions d’application (qui indiquent dans quels cas une
action est faisable), ainsi que l'effet des actions sur le
monde. Enfin, on spécifie un ou des états buts. Ceci se
traduit de la maniére suivante dans notre formalisme :
les variables qui décrivent le monde sont non détermi-
nistes, les variables qui décrivent les actions choisies
sont déterministes, les effets des actions sur le monde
correspondent & des relations de croyance, les précon-
ditions d’application des actions sont représentées par
des relations de faisabilité, et le ou les états buts sont
modélisés par des relations de désir.

Prenons maintenant un cadre issu de la théorie des
possibilités: celui des MDP possibilistes (& horizon
fini). Dans un MDP possibiliste, I’évolution du monde
est découpée en pas de temps. On a une variable d’état
s et une variable de décision d; pour chaque pas de
temps t. On spécifie I’évolution du monde en donnant
une distribution de possibilité 7(s¢41 | s¢,d;) donnant
la possibilité d’étre dans un état s;1 a l'instant ¢ + 1
sachant I'état s; a l'instant ¢ et la décision d; prise a
l'instant ¢. Enfin, on donne des préférences p(s¢, d;) sur
chaque couple état-décision. Pour représenter un tel
probléme dans le formalisme des réseaux de croyance-
faisabilité-désir, les variables d’état s; sont modélisées
par des variables non déterministes, les décisions d;
correspondent & des variables déterministes, les distri-
butions de possibilité m(s:4+1 | S¢, dt) sont des relations
de croyance, et les préférences (s, d;) sont des rela-
tions de désir.

Par contre, un cadre tel que celui des semiring-based
CSP [1] n’est pas inclus dans notre formalisme (pour
pouvoir I'englober, il faudrait que la relation d’ordre
sur les désirs puisse étre partielle).

4 Définition des requétes

Etant donné un probléme, notre objectif est main-
tenant de pouvoir formuler des requétes sur ce pro-
bléme. Informellement, une requéte va correspondre &
une séquence d’éliminations de variables, permettant
de répondre & des questions du type: “comment maxi-
miser linvestissement espéré si tout d’abord le restau-
rant choisit le plat principal et Pierre est pessimiste
au niveau de ce choiz, et ensuite Pierre choisit le vin
avant de savoir qui sera présent au début et a la fin”
(la séquence d’élimination sera (min, {pl}).(max, {v})
A®q, {deby,debys, finy, finy}) dans ce cas). Nous in-
troduisons d’abord une définition formelle des requétes,
puis nous fournissons deux définitions de la valeur d’'une
requéte avant d’établir un théoréme d’équivalence entre
ces deux définitions.



Définition 5 Une requéte Q) est un couple (Pb, Sov)
ot
— Pb est un probléme (V,G, B, F, D) comme défini
auparavant
— Sov est une séquence de couples opérateur-varia-
bles telle que les opérateurs utilisés sont min, max
ou PBq, et telle que toute variable apparait au plus
une fois dans Sov. La séquence Sov est en fait
utilisée pour spécifier comment une variable est
quantifiée. Les variables de V qui n’apparaissent
pas dans Sov sont appelées variables libres (les
autres sont appelées variables quantifiées).

Une requéte est dite correcte si et seulement si:

— si une variable est quantifiée, alors I'opérateur qui
lui est appliqué vaut &4 si cette variable est non
déterministe, et min ou max si cette variable est
déterministe (adéquation entre la nature d’une va-
riable et l'opérateur qui lui est appliqué)?;

— pour toute paire de variables x et y de natures
différentes (I'une est déterministe, I’autre ne l'est
pas), si la composante & laquelle x appartient est
ascendante dans le DAG du probléme de la com-
posante & laquelle y appartient, alors ou bien z
apparait & gauche de y dans la séquence Sov, ou
bien x est une variable libre (respect de la causa-
lité).

Propriété 2 Du fait de la structure de DAG, il existe
au moins une requéte correcte sans variable libre sur
un probléme.

Sens d’une requéte Soit Si, S> deux ensembles dis-
joints de V et Ay, Ay des affectations de Sy et Ss res-
pectivement. Pour des raisons de clarté de notation, la
croyanceen Sy = A; sachant Sy = Ay, Bg, | 5,(A41.42),
sera aussi notée By (A4 | A3). De méme, la faisabilité
de Sy = Ay sachant Sy = As, Fg, s, (A1.45), sera
aussi notée Fy (A4 | Ag)).

La réponse Ans(Q)) & une requéte correcte Q@ =
(Pb, Sov) est définie comme une fonction des variables
libres de Q. Soit A’ une affectation de ces variables. Si
A’ n’est pas faisable, i.e. si Fy (A" [Vier] | A' [Viaet]) =
false, alors (Ans(Q))(A") est noté & (réponse vide). Si-
non, si A’ n’est pas cru, i.e. si By (A" [Viget] | A [Vaet]) =
0y, la réponse est 04. Sinon, (Ans(Q))(A") vaut
By (A [Videt] | A [Viet]) @pa Qs (P, Sov, A"), avec Qs
défini récursivement de la maniére suivante :

Qs(Pb, 0, A") = Dy (A")
Qs(Pb, (op, x;). Sov', A" =

2. Une variable non déterministe peut quand méme étre
quantifiée par min ou max, car il se peut que ’on ait $5 = min
ou g = max.

o six; € Vyer et op = min:

min s(Pb,Sov', A" (z; = a
a€Dom(z;),Fv(zi=a|A")=true @ ( ' ’ ( ! ))
e six; € Vi et op = max:

Po, LA (z; =
aeDom(x;)7FI‘I/1(a23}§:a\A”):t’r‘ue QS ( /SOU ’ (l’ a))

o six; € Viger et op = Dy:
®d By (zi= a|A") @pa
a€Dom(z;),By (zi=a|A") =100 Q5 (Pb, Sov', A" .(z; = a))

En d’autres termes, d’une part, chaque étape ou
une variable non déterministe est traitée est considé-
rée comme une loterie [18] dont les récompenses sont
les Qs (Pb, Sov', A" .(x; = a)) et telle que la croyance
attribuée a chaque récompense vaut By (x; = alA");
d’autre part, une étape a laquelle une variable déter-
ministe est traitée est vue comme une étape d’optimi-
sation parmi les décisions possibles. Par rapport a la
théorie des loteries, une hypothése supplémentaire que
nous faisons implicitement est qu’il est possible d’as-
socier & chaque croyance et chaque récompense une
contribution élémentaire au degré de désir global. Il
est possible de montrer que si la structure de croyance
est conditionnable (existence de @), les quantités qui
interviennent dans la définition des requétes ont toutes
un sens. Lorsque l'opérateur min ou max est utilisé,
on veut en général connaitre une décision optimisante.
Nous supposons qu’il est possible de mémoriser ou non
cette information (complétement ou partiellement) au
cours de I’évaluation de la valeur d’une requéte.

Une autre définition de la valeur d’'une requéte Les
quantités By (x; = alA") et Fy(x; = a|A”) peuvent
étre cotiteuses & calculer. Heureusement, il est pos-
sible de donner une autre définition de la valeur d’une
requéte, qui sera équivalente & la premiére, mais qui
utilisera directement les données du probléme, c¢’est-a-
dire qui utilisera directement les relations de croyance,
de faisabilité et de désir exprimées. Afin d’introduire
cette seconde définition, nous définissons 1’opération
®@ya : {true, false} x (Eq U {@}) = (Eq U {2}) telle
que Vd € EqU {@} , true @pqd = d et false @qd =
@, et nous imposons & Gy & = F et max(d,d) =
min(d, @) = d3. La réponse Ans(Q) a une requéte
correcte @ = (Pb, Sov) est alors définie de la maniére
suivante (A’ est une affectation des variables libres) :

(Ans(Q))(A") = Qs' (Pb, Sov, A") (1)
Qs'(Pb, (op, z;) . Sov', A")

= OPye pom(z;) @S’ (Pb, Sov', A" (2; = a)) (2)
Qs'(Pb, 0, A")

= Fv(A") @fa (Bv(A") @pa Dy (A")) (3)

3. Imposer max(d, @)= min(d, @)= d n’est pas incorrect car
<4 est un ordre total sur E4 uniquement (et non sur Eg U{@}).




L’équation 3 indique que si toutes les variables du
probléme sont affectées, la réponse & la requéte corres-
pond & la combinaison des degrés globaux de croyance,
de faisabilité et de désir. L’équation 2 exprime que si
les variables ne sont pas toutes affectées et si z; est
la premiére variable quantifiée, avec op comme opéra-
teur d’élimination, alors la réponse a la requéte cor-
respond & une élimination sur toutes les valeurs du
domaine de x;. Les propriétés algébriques d’'une struc-
ture de croyance-désir, la définition des croyances et
des faisabilités conditionnelles ainsi que la définition
de T'opération @ ¢4 impliquent :

Propriété 3 Si la structure de croyance est condi-
tionnable, alors les deux définitions de la valeur d’une
requéte correcte sont équivalentes.

Notons que la seconde définition s’applique méme si
la structure de croyance n'est pas conditionnable (i.e.
méme si @ ne peut pas étre défini). La contrepartie
est que 'on perd la sémantique en termes de loteries.

La seconde définition fournit un premier algorithme
naif de calcul de la valeur d’une requéte correcte. Sa
nature récursive définit implicitement une recherche
arborescente utilisant un ordre d’élimination des va-
riables fixes (celui indiqué par Sov) qui collecte les
croyances, les faisabilités et les désirs élémentaires pour
trouver la réponse a la requéte. En fonction de la na-
ture de l'opérateur utilisé, chaque niveau de l'arbre
correspond & 'application d'un min, d’un max ou d’un
Pq sur les valeurs collectées. L’utilisation simultanée
d’algorithmes d’établissement de la cohérence locale
pour trouver des bornes, d’algorithmes traitant des
contraintes globales, de mécanismes de branch and
bound pour exploiter les bornes trouvées, ainsi que
des mécanismes de mémorisation exploitant la struc-
ture du probléme, devrait permettre d’améliorer de
facon conséquente ce schéma de résolution.

Requétes sur le probléme du diner Quel est I'inves-
tissement maximal que Pierre peut espérer (et quelle(s)
décision(s) doit-il prendre) s’il doit choisir le menu sans
savoir qui sera présent au début du repas? La requéte
associée est :

(Pb, (max, {pl, v}) (a4, {deby, debns, finy, finr}))

La réponse vaut 6 (k€) avec {(pl = wviande), (v =
rouge)}. Si on se place maintenant dans la situation
ou Pierre sait qui est présent au début, la séquence
Sov utilisée est :

(Bq, {deby,debpr}).(maz, {pl,v}) B4, {finy, finn})

La réponse est 26 (k€), soit un gain de 20 (k€) résul-
tant de l'observation de la présence de Jean et Marie
au début. La décision associée est {(pl = viande), (v =
rouge)} si Jean est présent au début et Marie ne 'est

pas, et {(pl = poisson), (v = blanc)} sinon. Considé-
rons maintenant la séquence introduite au début de la
section sur les requétes:

(min, {pl}).(max, {v}).(®4,{deby, debus, finy, finn})

La réponse vaut | ;= —o0: dans le pire des cas concer-
nant le choix du plat, la situation peut étre inaccep-
table quel que soit le choix du vin. Enfin, la séquence

(B4, {deby,deby, fing, finy}).(max, {pl, v})

n’est pas correcte, car le menu doit étre choisi avant
que 'on sache qui est présent a la fin. Ces exemples
montrent comment une requéte permet de considérer
des situations variées en termes de comportement op-
timiste, pessimiste ou moyennant, et en termes d’ob-
servabilité (notons que les variables non observables
apparaissent systématiquement & la fin d’une requéte).

Retour sur les cadres existants Les requétes clas-
siques associées aux CSP durs ou aux VCSP impliquent
uniquement l'opérateur max: en effet, la requéte de
recherche d’une solution pour un CSP peut étre vue
comme une requéte de maximisation de la quantité
donnée par la conjonction des contraintes. Dans les
CSP quantifiés, les opérateurs d’élimination min et
max sont utilisés (car il s’agit de calculer la valeur de
vérité de formules du type 3z VaaVas3zy (¢ Aca Acs),
les opérateurs 3 et V correspondant respectivement a
un max et un min sur les booléens). Avec les CSP
stochastiques, les opérateurs d’élimination max et @&y
sont utilisés (on fait du max sur les variables de déci-
sion et du @4 sur les variables stochastiques). Avec les
réseaux bayésiens, les requétes de calcul ou de mise &
jour de probabilités utilisent uniquement ’opérateur
@q. Avec les diagrammes d’influence, 'unique requéte
(production d’une politique qui maximise l'utilité es-
pérée) fait intervenir les opérateurs d’élimination max
(sur les décisions) et @4 (sur les variables aléatoires).
En fait, dans un diagramme d’influence, on spécifie “en
dur” quelle variable sera observée & quel moment, alors
que dans notre formalisme, cela apparait uniquement
dans la requéte : on fait apparaitre de maniére explicite
que le fait d’observer telle variable & tel ou tel moment
ne modifie par les relations locales qui existent entre
les variables. Enfin, avec les MDP et les POMDP & ho-
rizon fini (qu’ils soient probabilistes ou possibilistes),
on a une alternance de max sur les variables de déci-
sion et de @4 sur les variables d’état.

5 Conclusion

Au cours des derniéres décennies, de nombreux for-
malismes permettant de raisonner sur les incertitudes,
les contraintes et les préférences, ont été développés



dans le domaine de I'TA. Nous avons tenté de capturer
la structure mathématique sous-jacente a ces forma-
lismes, pour finalement construire un cadre unificateur
qui couvre les réseaux de contraintes, les réseaux bayé-
siens, les diagrammes d’influence, les MDP... Notre se-
conde définition de la valeur d’une requéte, bien qu’ex-
pononentielle en temps & calculer, est opérationnelle
dans le sens ou elle permet de répondre & des re-
quétes en utilisant uniquement l'information brute dis-
ponible. Sa définition récursive définit de plus une pro-
cédure de recherche arborescente qui pourrait étre sim-
plifiée en prenant en compte des propriétés structu-
relles dans un algorithme de type programmation dy-
namique. Dans le cas ou plusieurs opérateurs d’élimi-
nation interviennent dans une méme requéte, ceci sou-
léve de nouvelles questions. D’autres techniques telles
que la recherche avec retour arriére, la recherche avec
utilisation de bornes, de cohérences locales, de con-
traintes globales doivent également étre envisagées,
tout comme les algorithmes d’échantillonnage pour un
calcul approché de la valeur d’'une requéte.

Le principal objectif (4 long terme) de notre tra-
vail est de pouvoir résoudre des problémes algorith-
miquement parlant, et pas uniquement d’étre capable
de les représenter. Le but n’est pas simplement de
construire un formalisme permettant de représenter
des incertitudes, des contraintes et des préférences : il
s’agit de regrouper dans un méme cadre de nombreux
formalismes qui partagent des propriétés algébriques
communes, ce qui permettra d’une part d’identifier
des approches algorithmiques similaires entre plusieurs
cadres, et d’autre part de faire profiter un cadre donné
des avancées des autres cadres. Des travaux similaires
existent déja (par exemple les travaux de Shenoy et
Kohlas [17, 10]), mais ils ne font intervenir qu’un seul
type de variable, qu'un seul type de relation, et qu'un
seul type d’opérateur de combinaison et d’élimination.
C’est pourquoi la construction d’un nouveau forma-
lisme était une premiére étape nécessaire.
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