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Ce polycopié correspond aux notes du cours "Calcul Scientifique Parallele", tel qu’en-
seigné de 2014 a 2019 par les auteurs. Ce cours fait partie du cursus Modélisation et
Simulation du M2 Analyse, Modélisation, Simulation de 1’Université Paris-Saclay et du
cursus de 3éme année ModSim de 'ENSTA Paris.

L’objectif principal est de proposer aux étudiants des outils de calcul scientifique per-
mettant d’appréhender les algorithmes adaptés au calcul paralléle, c¢’est-a-dire pouvant
utiliser plusieurs noeuds de calcul simultanément. On abordera essentiellement le calcul
paralléle d’un point de vue méthodologique et/ou algorithmique. A partir d’un probléme
modéle, on présente un certain nombre d’outils et de méthodes permettant de le résoudre
numériquement, et on explique comment on peut adapter au calcul paralléle, c’est-a-dire
paralléliser, les algorithmes associés. On évoque, sans les occulter, tous les aspects de la
résolution, qu’ils soient abstraits (point de vue mathématique); discrétisation (point de
vue numeérique) ; algorithmique (mise en ceuvre). A noter : le point de vue informatique
du calcul paralléle est développé dans la documentation en ligne disponible a ’adresse
https://ams301.pages.math.cnrs.fr/.

Le polycopié est composé de trois parties et d’annexes.

Dans la premiére partie, on rappelle quelques problémes typiques a traiter. Parmi ces
problémes, on se concentrera sur la résolution de I’équation de diffusion des neutrons :
résolution mathématique d’une part, et résolution numérique d’autre part. Pour ce second
aspect, on introduit deux méthodes de discrétisation : les différences finies et les éléments
finis. Les différences finies donnent lieu & des algorithmes de résolution numérique possé-
dant une structure, on parle d’algorithmes structurés, alors que les éléments finis conduisent
en général & des algorithmes non-structurés.

Apreés discrétisation, I'opération fondamentale & réaliser est la résolution d’un systéme li-
néaire. La seconde partie se concentre donc sur ’algébre linéaire numérique : éléments
d’algorithmique numérique, les méthodes de résolution directes et itératives, les méthodes
de Krylov et la méthode de la puissance itérée. La prise en compte de la structure, ou de
I’absence de structure, joue un roéle déterminant dans la résolution paralléle.

Enfin la troisiéme partie est une introduction aux méthodes de décomposition de domaine.
Le calcul paralléle est naturellement associé & ces méthodes, car on choisit de découper le
probléme initial en plusieurs sous-problémes interagissant entre eux, et on discrétise la se-
conde instance. On reprend comme exemple I’équation de diffusion des neutrons, discrétisée
par la méthode des éléments finis. Aprés une introduction mathématique, on étudiera pour
chaque probléme deux méthodes de décomposition de domaine : la méthode de Schwarz et
la méthode avec contrainte. On s’aidera de l’analyse numérique pour valider nos modéles
décomposés.

Les annexes comprennent des rappels en algébre linéaire, les outils de base pour I'étude
et approximation de formulations variationnelles en dimension infinie, et enfin quelques
outils élémentaires sur les distributions et les espaces fonctionnels de type Sobolev.


https://ams301.pages.math.cnrs.fr/
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Premiére partie

Modélisation et discrétisation



Le but de cette partie est d’étudier des processus et cheminements qui permettent de
résoudre des problémes issus de la physique, de la mécanique, de la finance, etc. Que com-
prend un tel processus ? De facon générale, il est possible de le découper en quatre étapes :

1. Identifier la ou les quantité(s) a calculer.
Modéliser le phénoméne de nature physique (ou autre) associé : c¢’est-a-dire, construire
le modeéle, composé d’équation(s), inéquation(s), contrainte(s), etc.

2. Choisir une méthode d’approximation (ou méthode de discrétisation) lors-
qu’on ne peut pas résoudre le probléme exactement... En pratique, ca se passe tou-
jours comme ¢a ! De plus, on est en général déja amené a réaliser des simplifications
pour construire le modéle a l’étape précédente.

3. Construire le probléme discrétisé (ou probléme approché. )
Evaluer la qualité de la solution approchée par rapport & une solution exacte : on
parle aussi de précision de la méthode de discrétisation.

4. Résoudre le probléme discrétisé.
Vérifier /visualiser /interpréter les résultats.

Nous allons explorer successivement tous ces aspects, de facon plus ou moins approfondie.
Plus précisément, nous allons, au chapitre[d], proposer quelques problémes modéles élémen-
taires, issus pour la plupart de la physique. Il s’agit d’une présentation tres intuitive, qus
ne prétend pas respecter les canons mathématiques ! Pour de plus amples détails, ou pour
des justifications précises, nous renvoyons le lecteur intéressé a [11, 2], ainsi qu’auz autres
cours de mathématiques appliquées, notamment en troisiéme année. Ensuite, nous allons
les discrétiser, a laide de la méthode des différences finies. Une fois le probleme dis-
crétisé construit, nous répondrons également, dans une certaine mesure, a la question de la
qualité de 'approximation de la solution approchée, par comparaison a la quantité de départ
a caleuler. Ceci sera l'objet du chapitre[3. Nous procédons ensuite a la discrétisation par
la méthode des éléments finis au chapitre[3, ot nous proposons de nouvelles réponses

aux questions posées ci-dessus. Pour de plus amples précisions, nous renvoyons également
a [11), [2).



Chapitre 1

Considérations générales et modéles

1.1 Problémes statiques élémentaires

Par problémes statiques, nous entendons problémes & 1’équilibre, par opposition aux
problémes qui dépendent du temps, évoqués a la prochaine section.

Commengons par un modeéle élémentaire, celui du fil pesant. Soit donc un fil de longueur
unité, fixé en ses deux extrémités. Le but est ici de calculer des déplacements verticaux,
dont on suppose qu’ils sont "petits", lorsqu’il est soumis a la gravité. On note p : = — p(x)
la densité linéique de masse, et u : x — wu(z) le déplacement transversal. D’aprés les
équations de I’élasticité linéaire, on sait que u vérifie

—u"(x) = f(x) sur ]0,1[, avec f(x) = p(x)g. (1.1)

Comme les extrémités du fil sont fixées, il est clair que le déplacement vertical est nul en
celles-ci, ce que 'on exprime sous la forme

u(0) = u(1) = 0. (1.2)

Enfin, le fait que I’énergie élastique de déformation soit bornée peut-étre exprimé sous la
forme

1
/0 (v (x))* dz < . (1.3)

On parle ici de modéle monodimensionnel ou de modéle 1D, puisque les équations
— et I'inéquation ne dépendent que de la variable x. Le domaine de calcul
est dans ce cas l'intervalle ouvert ]0,1[, et on rappelle que l’ensemble {0,1} constitue sa
frontiére.

On peut introduire un second modéle 1D : celui de la poutre, appuyée en ses extrémités.
Le but est encore une fois de déterminer des "petits" déplacements verticaux, lorsqu’elle
est soumise & une charge transversale, égale & f(x)dz, ou f est la densité de force par unité
de longueur. D’aprés les équations de I’élasticité linéaire, on retrouve que le modéle est
constitué par le méme ensemble d’équations et d’inéquations - que précédemment.

10
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< - — —
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FIGURE 1.1 — Modéles 1D : fil ou poutre

Remarque 1.1 L’équation peut étre écrite de facon équivalente

d?u

—W(.%) = f(x) pour z €]0,1][.

On peut également concevoir des modéles, provenant de problémes statiques posés en
dimension supérieure.

Commencons par celui de la membrane élastique a 1’équilibre, dont la frontiére est fixée.
Encore une fois, on suppose que 1'on veut déterminer des "petits" déplacements verticaux,
lorsque cette membrane est soumise a une force verticale. Soit D le domaine ouvert occupé
par la membrane au repos, que ’on suppose étre inclus dans le plan Ozy (la membrane est
donc horizontale au repos.) Cette fois, le déplacement vertical, toujours noté u, dépend de
deux variables, & savoir = et y, pour (z,y) parcourant le domaine de calcul D. Les forces
agissant sur la membrane sont de la forme 7f(x,4)dS, avec f la densité de force par unité
de surface, et 7 la tension de la membrane. D’aprés les équations de I’élasticité linéaire, u
vérifie o o

—¢(7)? <(93312L + (‘)yZ> (z,y) = f(x,y) pour (z,y) € D. (1.4)
Ci-dessus, ¢(7) est un nombre strictement positif, dépendant de 7.
Comme la frontiére du domaine, 0D, est fixée, on écrit

u(x,y) =0, pour (x,y) € dD. (1.5)

Enfin, le fait que 1’énergie élastique de déformation soit bornée (ainsi que l'inégalité dite
de Korn) permettent d’écrire

/D o(r)? ([gz(:ﬂ,y)r + [g;‘(x,y)D dady < o, (1.6)

On parle ici de modéle bidimensionnel ou de modéle 2D, puisque les équations (|1.4])-
(1.5)) et 'inéquation (1.6) dépendent du couple de variables (z,y).

Pour finir, rappelons le modéle associé a la cavité électrostatique, incluse dans R3. Le
but est de déterminer le potentiel électrostatique autour d’un systéme de conducteurs
parfaits disjoints, C1,- - ,C7, eux-mémes étant entourés d’un conducteur parfait Cy. Soit
C le domaine de calcul ouvert inclus dans R3, constitué de la partie intérieure a ce dernier
conducteur parfait, et privé de Cy,---,Cr. Ici, C est la cavité électrostatique. On note
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FIGURE 1.2 — Modéle 2D : membrane élastique

0CY, -+ ,0CT les frontiéres respectives de C,--- ,CT, ainsi que 0;,:Cy la frontiére interne
de Cy : par construction (cf. Figure|1.3)), la frontiére OC de notre cavité électrostatique est
formée par 'union

0C =0C; U---U9CTr U9 Co.

Si on considére que sur la frontiére 9;,:Cy, on se trouve a I’équipotentielle nulle, le potentiel
électrostatique est déterminé par la donnée de :

— p la densité de charge électrique par unité de volume;

— Vj. la valeur de I'équipotentielle sur la frontiére OCY%, pour k variant de 1 & 1.
On appelle u le potentiel électrostatique a calculer, ¢’est-a-dire u(z, y, z), pour (x,y, z) par-
courant C'. D’aprés les équations de Maxwell, et plus précisément la relation de Coulomb,
on sait que

L (Pu, P o
0\ 922 oy? 922

+ ) (x,y,2) = p(x,y, z) pour (x,y,z) € C. (1.7)

Ci-dessus, €q est la permittivité électrique du vide.
La frontiére de chaque conducteur parfait étant équipotentielle, on écrit

u(z,y,z) = Vi, (z,y,2) € 0Ck, 1 <k<I, et V(z,y,2) =0, (z,y,2) € 0;nCo. (1.8)

Enfin, le fait que I'énergie électrostatique soit bornée signifie que

/C % <[?;;(a:,y,z)]2 + [g;t(x,y,z)r + [gj(x,y,z)r> dedydz < 0o, (1.9)

On parle ici de modéle tridimensionnel ou de modéle 3D, puisque les équations (|1.7))-
(1.8) et I'inéquation (|1.9) dépendent du triplet de variables (z,y, 2).

Pour conclure cette section, nous proposons le récapitulatif ci-dessous, qui met en évi-
dence un certain nombre de similitudes entre ces différents modéles statiques.

Remarque 1.2 Bien évidemment, il existe beaucoup de modéles statiques, qui peuvent étre
complétement différents, par leur nature, de ceux présentés ici! De fait, I’"unité" entre tous
ces modeles permettra une modélisation homogeéne, comme on le verra au chapitre[3..
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FIGURE 1.3 — Modéle 3D : cavité avec quatre conducteurs internes (I = 4)

Commengons par quelques définitions, utilisées fréquemment par la suite.

Définition 1.3 On utilise le terme de condition aux limites pour qualifier les équations
vérifiées par les inconnues du probléme sur la frontiére du domaine de calcul.

Définition 1.4 On appelle Laplacien dans R¢ (d > 1) Uopérateur scalaire défini par
d
0%u

Définition 1.5 On appelle gradient dans R? (d > 1) l’opérateur vectoriel défini par

Pour récapituler :

— Problémes posés dans des domaines (ouverts bornés) Qg de R? d = 1,2,3, par
rapport a la variable @ = (z1,- -+ ,24) :
1. d =1 : fil, poutre;
2. d =2 : membrane;
3. d =3 : cavité.

— L’opérateur est identique, pour tous les problémes. Il est composé de :
(I) a l'intérieur, le Laplacien dans R?;
(F) sur la frontiére, une condition aux limites du type u = 0 (ou u = constante).
De plus, méme propriété pour l'intégrale du gradient, bornée pour tous les pro-
blémes.

/ lgrad, u(x)|* de < co.
Qq
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— Problémes linéaires : si les problémes avec les données f; et fo admettent pour
solution u1 et wsg, alors le probléme avec pour donnée ajfi + asfo admet pour
solution aquy + agus.

1.2 Problémes instationnaires élémentaires

Contrairement aux problémes de la section précédente, nous nous intéressons ici & des
modéles dépendant non seulement de la variable spatiale x, mais aussi du temps ¢. Néan-
moins, et pour éviter toute confusion, nous conservons la terminologie modéles 1D, 2D,
3D, par référence a la variable d’espace uniquement.

Commengons par un modéle 1D instationnaire, celui de la corde vibrante. Soit donc une
corde de longueur unité, fixée en ses deux extrémités. Pour simplifier, nous négligeons la
gravité, et nous supposons que la densité linéique de masse p est constante. Le but est encore
une fois de calculer des "petits" déplacements verticaux, a partir d’'une configuration
initiale, connue a 'instant t = 0. On note u : (z,t) — u(z,t) le déplacement transversal.
D’aprés les équations de 'élasticité linéaire, on sait que u vérifie

0%u 5 0%u

52 e(T) 92 = 0 pour z €]0,1[ et t > 0. (1.10)
(Ci-dessus, si 7 est la tension de la corde, on a ¢(7) = (7/p)'/2.)
Comme les extrémités du fil sont fixées, il est clair que le déplacement vertical est toujours
nul en celles-ci, ce que I'on exprime sous la forme de conditions aux limites

u(0,t) = u(1,t) = 0 pour t > 0. (1.11)

Le but étant de déterminer les déplacements verticaux de la corde & partir d’une confi-
guration initiale, celle-ci est donc connue : c’est une donnée. Pour cela, comme c’est une
dérivée seconde en temps qui intervient dans le modéle, nous avons besoin de connaitre a
la fois sa position, ainsi que la dérivée partielle par rapport au tempsE

ou
ti

u(z,0) = u’(z) e 5

(z,0) = u'(x) pour 2 €]0,1]. (1.12)
La donnée dans I’équation ([1.12)) est le couple (u”,u') : on parle de conditions initiales.
Enfin, le fait que ’énergie soit bornée peut-étre exprimé sous la forme

/01 ([?j(m,t)r +¢(7)? [gz(%t)r) dr < oo pour ¢ > 0. (1.13)

Le domaine de calcul est ici égal & ]0,1[x]0, +oo[ : c’est un ouvert de R?, par rapport
au couple de variables (x,t). On peut aussi choisir de calculer la solution entre un instant
initial ¢ = 0 et un instant final 7' > 0, auquel cas il convient de remplacer la condition
"pour ¢t > 0" par "pour ¢t €]0, T[" dans -. Dans ce cas, le domaine de calcul est
égal a 10, 1[x]0,T.

1. Pour une justification intuitive, nous renvoyons le lecteur a la derniére section.
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Remarque 1.6 [l convient de bien différencier "condition & un instant donné”, de "condi-
tion aux limites en temps". Pour s’en convaincre, supposons que l’instant final T soit égal
G un dans le modéle de la corde vibrante, de solution u.. On l’a mis en équations sous la

forme (1.10)-(1-13) pour (z,t) variant dans ]0,1[x]0, 1. Quelles valeurs de u. connait-on

a priori ?

uc(0,), uc(1,t) pourt €]0,1[ (¢f. (1.11)), et u.(x,0) pour x €]0,1[ (¢f. (1.13)).

Par contre, x — u.(xz,1) est a déterminer!

St on reprend le modéle 2D statique de la membrane élastique —(@, de solution Uy,
il est également posé dans le domaine ]0,1[x]0,1[, avec cette fois la variable x = (z,y).
Quelles valeurs de u,, connait-on a priori ¢ Celles imposées sur la frontiére du domaine

par , c’est-a-dire
um(0,y), um(l,y) poury €]0,1[, et up(x,0), un(z,1) pour z €]0,1[.

Ainsi, x — up(x,1) est connue !
1l y a donc la une différence fondamentale, due a la nature des opérateurs associés a chaque
modéle (adimensionnalisé) :

Puy, 4 0um, Pu, L 0%u,
—— - = s — ——
Ox2 Oy?

0x2 ot? -

Pour le modéle 2D instationnaire, reprenons celui de la membrane. 1l s’agit de détermi-
ner des "petits" déplacements verticaux, lorsque cette membrane est soumise & une force
verticale qui dépend du temps; soit f(x,t) la densité de force par unité de surface. Le
déplacement vertical est toujours noté u, et est lui aussi fonction de (x,t). La variable x
parcourt D et t est soit positif (¢ > 0), soit compris entre zéro et T' (¢ €]0,T), ot I'instant
final T est fixé. D’aprés les équations de 'élasticité linéaire, u vérifie

2
(5 ) (@) = fla) pour w € D ett > 0. .

Comme la frontiére 0D est fixée, on écrit

u(x,t) =0, pour & € 9D et t > 0. (1.15)

Les conditions initiales s’écrivent cette fois

Ou

ot

Enfin, on exprime le fait que I’énergie soit bornée par la relation

u(z,0) = u’(x) et — (x,0) = u'(z) pour € D. (1.16)

ou 2
/D ([at(:c,t)] + ¢(7)? |grad, u(w,t)ﬁ) dx < oo pour t > 0. (1.17)

Pour un modéle 3D instationnaire, nous nous intéressons a 1’acoustique d’une salle S.
Il s’agit de calculer la propagation du son engendrée par des hauts-parleurs, c¢’est-a-dire
les variations de pression de l'air ambiant par rapport a une pression de référence P..y.
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FIGURE 1.4 — Modéle 3D instationnaire : acoustique avec quatre hauts-parleurs

Précisément, c’est le déplacement de la membrane des hauts-parleurs, qui va générer ces
variations.

On note ainsi p la variation de pression par rapport & la pression de référence, qui est
"petite" par nature (nos tympans ne le supporteraient pas, dans le cas contraire!). C’est
une fonction des variables (x,t); la variable @ = (x,y, z) parcourt S et t est soit positif,
soit dans ]0,7[, ou T est fixé. Le déplacement f des membranes dépend lui aussi des va-
riables (x, t),  parcourant dans ce cas la surface des membranes, appelée H P dans la suite.

Les équations vérifiées par p sont successivement

2
@t]; - C2A3p) (z,t) =0pour z € 5 et t>0. (118)

(Pas de forces volumiques dans la salle; ¢ est la vitesse du son dans lair.)

Pour ce qui concerne les conditions aux limites, elles sont de deux types. Sur les membranes,
le flux de pression est supposé proportionnel au déplacement f. Ce flux est égal & dp/dn =
grad; p - n, ol n est la normale unitaire sortante a S sur les membranes. Et, aux parois
de la salle, S\ HP, la pression est égale a P, soit une variation nulle.

0 tt > 0. 1.19
—p(:c,t):af, pour x € HP © (1.19)

{ p(x,t) =0, pour x € 9S\ HP
on

L’air étant au repos a 'instant initial, les conditions initiales s’écrivent cette fois
Ip
p(x,0) =0 et a(m,()) =0 pour x € D. (1.20)

Enfin, I’énergie acoustique est bornée, ce qui s’écrit

2
/ ([(Z(az,t)] + 2 |grad3p(az,t)]2> dx < oo pour t > 0. (1.21)
S

Quels sont les points communs entre les trois modéles instationnaires ((1.10])-(|1.13]), (L.14])-
(1.17) et (1.18)-(1.21) 7

— Problémes posés dans des domaines 43x]0,T[ de R d = 1,2, 3, par rapport aux
variables (z,1) :
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1. d=1": corde;
2. d =2 : membrane;
3. d = 3 : acoustique.

— L’opérateur intérieur est identique, pour tous les problémes :

0u
w — CQAd'LL.

— Les conditions aux limites (& la frontiére) présentées jusque la sont de deux types :

Dirichlet : condition sur la valeur de I'inconnue, id est u = --- ;
ou

Neumann : condition sur le flux de I'inconnue, i.e. =
n

— Les conditions initiales sont toujours au nombre deux, pour 'opérateur intérieur
présenté ci-dessus : I'une sur u, et I'autre sur dyu, & un instant donné.

— Enfin, méme propriété pour ’énergie, bornée pour tous les problémes (voir la section
m pour un résultat plus précis), pour tout ¢ :

ou

2
/ [(az,t)] + ¢ |grad, u(z, ) | de < co.
o, \ L0t

— Problémes linéaires par rapport aux données f, u® et u!.

Pour élargir la perspective, présentons briévement un autre type de modéle 3D instation-
naire, lui aussi basé sur le Laplacien : 1’équation de la chaleur. Cette fois, on souhaite
chauffer la salle S'! Il s’agit de calculer les variations de température de 'air ambiant
par rapport a une température de référence T,..;. Plus précisément, supposons que ces
variations soient le fait d’une source volumique de chaleur w. On note 6 la variation de
température, "petite" (variation de quelques dizaines de degrés au plus, essentiellement au
voisinage de la source).

Les équations vérifiées par 6 sont successivement

<Z§ - A39) (x,t) = w(x,t) pour x € S et t>0. (1.22)

Pour ce qui concerne les conditions aux limites, elles sont d’un seul type, si on suppose que
les murs, sol et plafond restent a la température de référenceﬂ

O(x,t) =0, pour x € 9S et t > 0. (1.23)
Si la température est égale a Ty a 'instant initial, la condition initiale s’écritE|

6(x,0) =0 pour « € S. (1.24)

2. Si de I’énergie thermique s’échappait par une ouverture, on aurait sur celle-ci une condition aux
00 .
limites du type A0 + = 0, avec A > 0, appelée condition aux limites de Fourier.
n

3. Pour ce type d’équations, la donnée de la répartition initiale de température suffit, puisque seule une
dérivée partielle premiére par rapport a ¢ intervient dans le modéle.
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Enfin, ’énergie thermique est bornée (voir la section pour un résultat plus précis), ce
qui s’écrit

t
/(G(w,t))2 dx +/ / lgrad; 0(x, s)|* deds < oo pour t > 0. (1.25)
S 0 JS

Remarque 1.7 On imagine aisément le méme type de probléme dans une section 2D,
pour arriwer cette fois a une équation de la chaleur 2D.

1.3 Classification et propriétés

Du point de vue de la terminologie, on peut classer les équations (celles qui sont défi-
nies dans U'intégralité du domaine de calcul) présentées précédemment en trois catégories.
Notons tout d’abord qu’il s’agit d’équations aux dérivées partielles ou EDP au sens
ow, si u est fonction de ® = (x1,--- ,x4) (et de t), les dérivées partielles de la solution u
par rapport & x1, ---, xq (et t) apparaissent. Intéressons-nous maintenant a des modéles
dépendant de trois variables, c’est-a-dire des modéles 3D statiques, ou 2D instationnaires.
Si nous remplacons symboliquement les dérivations partielles 0., 0y, 0., 0; respectivement
par un facteur X, Y, Z, T, nous arrivons aux symboles (au signe prés) :

— 81 = X2+ Y2+ Z? pour la cavité 3D statique;

— Sy = X% +Y? — T? pour la membrane 2D instationnaire ;

— S3=X24+Y? T pour I'équation de la chaleur 2D.

Si nous supposons que S1, S2 et S3 sont des constantes (positive pour Sj), on a successi-
vement ’équation d’'une ellipse (ici une sphére), d’un hyperboloide de révolution, et enfin
d’un paraboloide de révolution. C’est pourquoi, on parle :

— d’EDP elliptique pour qualifier les problémes statiques de la section [L.];

— d’EDP hyperbolique pour qualifier les problémes instationnaires de la section
faisant intervenir une dérivée partielle seconde par rapport au temps (corde,
membrane, acoustique);

— d’EDP parabolique pour qualifier les problémes instationnaires de la section 1.2
faisant intervenir une dérivée partielle premiére par rapport au temps (équations de
la chaleur).

Cette terminologie, outre son aspect pratique (classification des EDP en trois catégories),
revét une importance fondamentale, lorsqu’il s’agit d’étudier les propriétés de leurs solu-
tions respectives. En effet, on peut vérifier, que deux solutions d’EDP d’une méme classe
possédent un certain nombre de propriétés identiques. Donnons-en quelques exemples, d
parcourant {1,2,3}. L’énoncé des résultats est parfois vague (mais c’est volontaire!), et le
lecteur est invité a consulter [I1), 2] pour les résultats précis et les preuves qui les accom-
pagnent.

Commengons par les problémes elliptiques
— Agqu = fsur Q4, wu= g sur 0. (1.26)

(Ici, nous considérons que la condition aux limites sur la frontiére 0€2; peut étre non-
constante. )
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Théoréme 1.8 (Principe de positivité) Supposons que f et g soient positives, respec-
tivement sur Qg et 0Qq. Alors la solution w du probléme est positive sur €g.

Théoréme 1.9 (Existence et unicité de la solution) Le probléme ( admet une
solution et une seule © — u(x) sur le domaine Qg, qui dépend contmument des données f
etg.

Remarque 1.10 On note que si f et g sont nulles, l'unicité de la solution impose que
u=0.

Poursuivons par les problémes hyperboliques

2
88751; —AAgu = fsur Qgx]0,T[, u=0sur 9Q4x]0,T],
ou

ui—g = u’, ah:o = ! sur Q.

(1.27)

Dans ce cas, on peut établir une égalité d’énergie, en introduisant 1’énergie associée a la
solution u, somme d’une énergie cinétique et d’'une énergie potentielle :

2
E(t) = ;/ ([‘;‘(m t)} +cz|graddu(:c,t)]2> da. (1.28)

Théoréme 1.11 (Egalité d’énergie) A tout instant t (0 < t < T), l’énergie vérifie la

relation
/ / (xz,s)dxds + E(0). (1.29)
Qq

Ainsi, lorsque la source volumique est nulle, alors I’énergie est conservée au cours du temps.

Corollaire 1.12 (Caractére conservatif) Supposons que f =0 dans .
Pourt (0 <t <T), on a l’égalité
E(t) = E(0). (1.30)

Théoréme 1.13 (Existence et unicité de la solution) Le probléme admet une

solution et une seule (x,t) — u(x,t) sur le domaine Qgx]0,T[, qui dépend contindment

des données f, u° et ul.

Finissons par les problémes paraboliques
0
a—z — Agu = f sur Qyx]0,T[, u=0sur 0Qgx]0,T[, uls=o = u’ sur Qq. (1.31)

(Ici, nous considérons que la condition initiale sur {24 peut étre quelconque.)
Dans ce cas, on peut également établir une égalité d’énergie.

Théoréme 1.14 (Egalité d’énergie) A tout instant t (0 < t < T), la solution u du
probleme vérifie la relation

1 t
/ (u(:n,t))Qd:c—i—/ / | grad, u(z, s)|? dxds / / (fu)(x,s) dxds
2 Qg 0 Qg Qcl

+3 /Q (@) da 152
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Si de plus la source volumique est nulle, alors la norme de la solution décroit au cours du
temps.

Corollaire 1.15 (Caractére dissipatif) Supposons que f =0 dans .

Pour t1 et ty tels que 0 <t <ty <T et / (u(:z:,tl))2 dx # 0, on a linégalité stricte
Qq

/(u(:z:,tg))2das</ (u(z,t1))? de. (1.33)
Qq

Qq

Théoréme 1.16 (Décroissance exponentielle) Supposons que f =0 dans .
Il eziste une constante X\ > 0 indépendante de T telle que, pour tout t de [0,T7,

/ (u(m, 1)) da < e / (10 (x))? da. (1.34)
Qd Qd

Théoréme 1.17 (Existence et unicité de la solution) Le probléme admet une
solution et une seule (x,t) — u(x,t) sur le domaine Qgx]0,T[, qui dépend continiment
des données f et ul.

Définition 1.18 Lorsqu’un probléme admet une solution et une seule, qui de plus dépend
continiment des données, on dit qu’il est bien posé.

Pour conclure cette courte section sur la classification, notons qu’il existe bien d’autres
modeles (avec ou sans Laplacien!), qui font partie d’'une de ces trois classes. Nous exami-
nons ci-dessous les équations de Maxwell en milieu hétérogéne, ainsi que les équations de
la diffusion neutronique.

Commengons par les équations de Maxwell dans la cavité 3D introduite & la section
précédente, extérieure a un ensemble de conducteurs parfaits. Elles s’écrivent sous la forme
bien connue suivante, composée des relations d’Ampére, de Faraday, de Gauss et de 1’ab-
sence de monopoles magnétiques libres :

eif —rot(p 'B) = —J sur Cx]0,T],

a@? +rot E =0 sur Cx]0, T,

div(eE) = p sur C'x]0,T7,
divB =0 sur Cx]0,T].

Ci-dessus, € et u sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnéti-
que du milieu, et elles peuvent dépendre de la position x. Elles sont & valeurs strictement
positives, et uniformément bornées inférieurement et supérieurement par des nombres stric-
tement positifs. Les opérateurs différentiels rotationnel rot et divergence div sont définis
par
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Les données sont J et p, respectivement les densités de courant et de charge. Les inconnues
sont E le champ électrique, et B, I'induction magnétique : (E, B) est le champ électro-
magnétique & déterminer. Qui plus est, on suppose connue la valeur initiale du champ,
puisque des dérivées partielles premiéres par rapport au temps interviennent dans notre
modéle. On écrit :

Eli—o=E°, B|i—o= B° sur C.

Sur la frontiére de la cavité, on a la relation
E xn=0, sur 9Cx]0,T7,

qui stipule que les composantes tangentielles du champ électrique E s’annulent sur la
frontiére a tout instant (ci-dessus, m est un vecteur normal unitaire sortant a la frontiére
de la cavité.)

Et I'énergie électromagnétique est bornée, ce qui s’écrit

1

/ <5(w) |E(x,t)]* + — ]B(ac,t)]Q) dx < oo pour t > 0. (1.35)
C p(x)

Sous réserve que les densités de charge et de courant p et J vérifient la relation de conser-

vation de la charge

% +divd =0,
ce modéle est bien posé (les données sont E°, BY, p et J). Par ailleurs, on peut prouver
qu’il est de type hyperbolique.
Dans un milieu homogéne, on peut simplifier ces équations : prenons ’exemple du vide.
On rappelle que si pg est la perméabilité magnétique du vide, alors ¢, la vitesse de la
lumiére, satisfait a cgsouo =1.

E 1
OB _ c*rot B=——J sur Cx]0,T],
ot €0

B
8(% +rot E=0 sur Cx|0,T7,

1

divE = —p sur Cx]0,T7,
0

divB =0 sur Cx]0,T7.

La relation de Gauss est souvent appelée relation de Coulomb dans le cas homogéne.

Poursuivons par les équations de la diffusion neutronique. Dans un réacteur nucléaire,
que I'on décrira par un ouvert R € R3, la densité de neutrons dépend de 7 variables :
le temps t € R, I'énergie des neutrons £ € R, leur direction des vitesses 2 € S? (S?
représente la sphére unité) et leur position € R3. Elle est régie par 'équation de transport
des neutrons (qui est une équation intégro-différentielle de type hyperbolique), similaire a
I'équation de Boltzmann [15], et dont on ne connait en général pas de solution explicite. En
raison du grand nombre de variable, la version discréte de cette équation est trés cotiteuse
a résoudre. C’est pourquoi on s’intéresse a ’approximation la plus simple de I’équation
de transport de neutrons, obtenue en intégrant ’équation de transport sur la variable €2.
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Dans le cas ou l'on fait I'intégration également sur la variable énergétique F, on obtient
I’équation suivante (qui est une EDP parabolique), appelée équation cinétique de diffusion
neutmmquelﬂ :

‘11}’?;? —divkgrad; ¢ + 0q¢ = vosp + S sur Rx]0,T7. (1.36)
La grandeur d’intérét ¢(x,t) est appelée par les neutroniciens le fluz scalaire de neutrons,
et est une quantité positive. k(x, t) est appelé coefficient de diffusion, o,(x, t) est la section
efficace macroscopique d’absorption des neutrons, o¢(x,t) la section efficace macroscopique
de fission des neutrons, et v, le nombre moyen de neutrons émis par fission. La donnée
S(x,t) représente une possible source externe de neutrons. On suppose de plus que les
coeflicients et la source sont tels que :

/((]ﬁ(a:,t))2 dx < 0o et / | grad, ¢(z,t)|* de < oo pour tout t > 0.
R R

A cette équation, on doit bien siir adjoindre une condition initiale : ¢(x,0) = ¢o(x) sur
R, ainsi que des conditions aux limites sur OR. La condition aux limites de Robin permet
de modéliser le fait que la frontiére du domaine d’étude n’est pas totalement absorbante[l]
Elle s’écrit :

99

¢+ ak— =0sur OR,
on

ou kd¢/dn = kgrad, ¢ - n, avec a € RT.

L’opérateur div k grad, est appelé Laplacien généralisé, car lorsque k est constant dans R,
on a : divkgrad,;- = kA -. Concernant la neutronique, en général k (ainsi que les autres
coefficients) est constant ou polynoémial par morceaux.

1.4 Problémes aux valeurs propres et problémes station-
naires

Pour aborder cette derniére section, reprenons le modéle de la membrane 2D instation-
naire —, et posons-nous cette question :
Est-ce que la membrane est "stable", pour f dépendant du temps donnée ?
Ou bien, de fagon équivalente :
Peut-on s’assurer que les déplacements verticaux restent "petits" ?

A cette question, on peut apporter deux types de réponses :

— L’une, a posteriori, consiste en la simulation numérique du comportement de la
membrane, issue de la discrétisation de —. Voir le chapitre [2| pour cette
approche.

— L’autre, qui consiste en la décomposition du modéle — en une série de

problémes aux valeurs propres, puis en une étude a priori.

4. équation peut aussi étre homogénéisée en espace, c’est pourquoi on considére désormais R € R?
5. dans le cas de ’équation de la chaleur, la méme condition aux limites est plutét appelée condition
aux limites de Fourier
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C’est. cette seconde approche que nous allons utiliser ci-aprés. En effet, il est possible
(consulter par exemple [2]) de décomposer la solution u(x) de ((1.14)-(1.17)) selon

u(@,t) =Y ag(t) ug(z). (1.37)

keN

La somme est inﬁnielﬂ, puisqu’elle porte sur tout nombre naturel k positif. Pour chaque
k € N, up est solution d'un probléme statique 2D aux valeurs propres : on doit
déterminer & — ug(x) et A\ > 0 tels que

— A Asuy, = M\pug sur D, wy, = 0 sur dD. (1.38)

Les éléments du couple (ug, A\x) sont respectivement appelés mode propre de la mem-
brane, et valeur propre associée Ap. Pour des raisons pratiques qui vont apparaitre im-
médiatement, nous introduisons la pulsation propre wy, égale a \/)\»k On décompose
également f, u¥ et u', sous la forme

f@,t) = felt)ur(x), u™(®) = of up(m), m=0,1. (1.39)

keN keN
On trouve donc
> (R (1) + Mak(t) — fu(t)) up(z) = 0 pour (z,t) € Dx]0,T], (1.40)
keN
Z (o (0) — ag) ug(x) =0, pour € D, (1.41)
keN
Z (a,(0) — o) ug(z) = 0 pour € D. (1.42)
keN

Ainsi, une fois (ug)ken connus, il est équivalent de résoudre (1.14)-(|1.17)), ou la série (k € N)
d’équations différentielles ordinaires (EDO) :

Q() + wha(t) = fu(t), pour ¢ €]0,T], ar(0) = o, ah(0) =ah.  (1.43)

Fixons k.
La solution générale (fi, = 0) de PEDO correspondante est de la forme

ol (t) = Ay, sin(wyt) + By cos(wyt).

A Taide des deux conditions initiales, on peut déterminer les valeurs de A et By, pour

arriver a 1

ai (t) = %: sin(wyt) 4+ o cos(wyt), pour t €]0, T7.

Remarque 1.19 On comprend, a la suite de ce calcul, pourquoi deux conditions initiales
sont nécessaires pour un probléme faisant intervenir une dérivée partielle seconde par rap-
port au temps. De facon similaire, on trouverait qu’une condition initiale suffit, pour un
probléme comprenant uniquement une dérivée partielle premiére par rapport au temps.

6. Par définition uy # 0, Vk € N.
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On peut facilement vérifier qu’une solution particuliére (042 = oe,lc = 0) de 'EDO est de la
forme

of)=1 [ " sin(e(t = 5)) fiu(s) d.

Wk
Ainsi, la solution compléte de 'EDO s’écrit

1

t
ag(t) = Z—Z sin(wyt) + o cos(wyt) + Ojk/o sin(wg (t — 8)) fr(s) ds, pour t €]0,T[. (1.44)

La solution de ’EDP instationnaire modélisant la membrane est finalement égale &

ol
u(x,t) = Z {w: sin(wyt) 4 o cos(wyt)
keN
+(jk ; sin(wg (t — 9)) fx(s) ds} ug(x), pour (x,t) € Dx]0,T]. (1.45)

Conclusion : les déplacements verticaux de la membrane sont donc "petits" si, et seulement
si, tous les coefficients entre accolades (les (af + af)(t)) sont eux-mémes "petits", pour ¢
variant de 0 & 7.

Or, 'amplitude des deux premiers termes — dont la somme est égale a akc(t) — ne dépend
que de 042 et ozllg Jwk, et est par voie de conséquence indépendante de ¢ : ils sont donc "pe-
tits" si, et seulement si, les données initiales le sont! Ceci est intuitif...

Qu’en est-il du troisiéme et dernier terme, ozllj (t) ? La réponse est moins immeédiate... Consi-
dérons une "petite" sollicitation, prenant la forme simple

f(z,t) = filt)w(zx), avec fit) = p cos(wt),

pour une pulsation w > 0 et [ donné. Le fait que la sollicitation soit "petite" revient a
supposer que t; # 0 est "petit". Que valent les coefficients (af)keN? Sik #1, a,I: = 0.
Par contre, si k = [, deux situations peuvent se produire. En effet, en calculant l'intégrale
qui détermine ce coefficient, on arrive a deux résultats différents :

siw#w : ol (t) = L { L + 1 } (cos(wit) — cos(wt)); (1.46)

2w \w—w wAHw

siw=uw : of (t) = 2'%115 sin(wyt). (1.47)

Ainsi, si w = wy, amplitude des oscillations croit linéairement avec ¢t — on parle de réso-
nance — et il n’y a aucune chance que les déplacements verticaux restent "petits" dans ce
cas. Si par contre w est différent (mais proche) de wy, le terme de plus grande amplitude
est

1 I
—(cos(wit) — t))] -
pE— [2@0; (cos(wit) — cos(wt))

L’amplitude peut donc étre "grande" si |w — w;| est "petit".

Bref, ce qui compte avant tout, pour une réponse a priori, c’est de déterminer les valeurs
propres (Ag)ren ainsi que les modes propres associés, solution des problémes aux valeurs

propres (|1.38)), avec la condition

/ lgrady ug () dx < co.
C
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A partir de 1a, on choisira la pulsation w de la sollicitation f aussi "éloignée" que possible
des (\/E) reN. En particulier, il sera trés intéressant de déterminer avec précision la plus
petite valeur wy,;;, = ming v/Ag, puisqu'un choix de w dans |0, Wy, permettra a coup str
d’éviter les résonances.

Abordons briévement, pour clore cette section, la notion de probléme stationnaire.
Pour l'obtenir, il suffit de considérer un probléme dépendant du temps ¢, pour lequel la
dépendance par rapport a t est connue explicitement : oscillations forcées en sin(vt) ou
cos(vt) avec v # 0, par exemple. On peut alors remplacer la dérivation par rapport au
temps par une multiplication par —2, pour aboutir & un probléme du type

—v2u—cAAqu=gsur D, wu=0sur dD. (1.48)

Il n’y a plus de condition initiale, puisque la résolution de ([1.48)) permet, par multiplication
par le coefficient de dépendance en temps, de déterminer complétement la solution.

La différence avec le probléme aux valeurs propres (1.38)) tient en deux points :
— la valeur de v est connue, alors qu'wy, est une inconnue du probléme ((1.38));
— il y a un second membre g a priori non nul dans (|1.48)).



Chapitre 2

La méthode des différences finies

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de discrétisation numérique. L’introduc-
tion de celle-ci nous permet de calculer des approximations des solutions d’EDP statiques
ou instationnaires. On étudie le calcul du déplacement transversal d’un fil ou d’une poutre,
puis le déplacement vertical d’'une membrane élastique et enfin le potentiel électrostatique.
Comme on le verra, & ces trois problémes correspondent des approximations différentes,
puisque les modéles dont ils sont issus sont respectivement posés dans R, R? et R3. Néan-
moins, la technique d’approximation retenue, appelée méthode des différences finies,
reste la méme pour ces trois problémes. En outre, nous expliquons comment on peut utili-
ser cette technique d’approximation pour des problémes & coefficients variables. A la fin du
chapitre, nous verrons comment cette méthode de discrétisation peut aussi étre appliquée
aux problémes dépendant du temps.

2.2 Problémes monodimensionnels

Dans cette section, nous considérons tout d’abord le probléme modele 1D, cf. On
considére ensuite un modéle plus général 1D, avec des coefficients variables.

2.2.1 Fil ou poutre

Soit donc un fil tendu entre ses extrémités, ou une poutre, appuyée en ses extrémités,
situées en 0 et 1. On suppose qu’il ou elle est soumis & une force extérieure transverse (telle
que son poids, dans le cas du fil pesant). On note f : z — f(x) la densité linéique des
forces appliquées, et u : z +— wu(x) le déplacement transversal induit, que 'on cherche a
approcher numériquement. Nous avons admis que les équations de 1’élasticité linéaire mo-
nodimensionnelles (1D) normalisées permettent de modéliser correctement le phénoméne.
Rappelons-en la forme :

—u"(z) = f(x) sur 0,1[, u(0) =u(1) =0, (2.1)

26
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composée d’'une équation différentielle ordinaire et de conditions aux limites de Dirichlet.
Dans le cas particulier ou f = 1, la solution est égale a

up(x) = %w(l —x). (2.2)

Ce résultat élémentaire sera utile par la suite...

2.2.2 Schéma aux différences finies 1D

On suppose que la solution u est de classe C*([0,1]) ou, ce qui est éguivalent, que
la donnée f est de classe C2([0,1]). Pour déterminer une méthode d’approximation de
I'équation aux dérivées partielles (2.1]) (ga n’est pas la seule!), on utilise la

Proposition 2.1 On suppose que u € C*([0,1]). Soient x €]0,1] et h tel que [x—h,z+h] €
[0,1]. Alors

—u(z — h) + 2u(z) —u(z + h) s h? @
h? 12

36 €] — 1,1] tel que —u"(z) = (x+60h). (2.3)

Démonstration : On utilise la formule de Taylor-Mac Laurin.

h? h3 h*
7€l =100 | u(e—h)=u(@) - hu'(z) + u(2) - Eu'"(gc) + 5t u(z + 07 h)
h? h3 Rt
30% €]0,1] | u(z+h)=u(z)+hu'(z)+ ?u”(x) + Eu’”(m) +ogu u®(z + 6% h).
On somme les deux égalités, pour trouver
—ulx — _ 2

h? 24

Pour arriver a ’expression annoncée, il faut se souvenir du théoréme des valeurs inter-
médiaires. Il permet, puisque u(® est continue, de remplacer les deux termes en u(® par
2u®) (x 4 O h), mais avec un paramétre 6 appartenant a [0~,6%], donc a ] — 1,1[ comme
annonceé. o

Remarque 2.2 Le premier terme de est une bonne approximation de —u’(x), sous
réserve que h est petit. En effet, comme on a la relation —u) = 1", on sait que

2
’hu(4)(a;_|_9h)‘ < Cf’ h2 avec Cyp = sup |f"(z)].
12 z€[0,1]

Ce résultat simple fournit une méthode de discrétisation et d’approximation de ’équa-
tion de départ ; on parle souvent de schéma numérique de discrétisation. Le terme
différences finies provient quant a lui de I'expression (2.3)) : on remplace une dérivée,
qui est par définition la limite d’un taux de variation, par un taux de variation, dont le
dénominateur conserve une valeur finie non nulle (ici h? pour une dérivée seconde). En
pratique, comment procéde-t-on ?
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1
Pour commencer, on choisit N € N, et on fixe h = Nil Remarquons tout de suite

que pour avoir une "bonne" approximation de u”(x), il convient que h soit petit. Ceci
signifie que N est un paramétre de discrétisation qui aura vocation a devenir "grand", lors
de la réalisation des expériences numériques.

Nous allons construire une méthode qui permet d’approcher la valeur de u aux points
x; = th, pour i € {0,1,---,N + 1}, par des nombres, notés (u;)o<i<n+1. Puisque u est
approchée en deux points consécutifs distants de h, on appelle h le pas de discrétisation.

FIGURE 2.1 — Le segment découpé (N =4, h =0.2)

Remarque 2.3 Comme on sait que u(0) = u(l) = 0, on choisira toujours comme ap-
proximation ug = unyy1 =0/

On définit f; = f(x;), pour i € {1,---, N}, et on considére ’ensemble des équations
izl +h2Uz Yitl _ fi, 1<i <N, avec ug = unyy1 = 0. (2.4)

Chaque équation faisant intervenir trois nombres parmi (u;);, on parle de schéma a trois
points.

FIGURE 2.2 — Le schéma aux différences finies & trois points
NB. Noter la similitude entre (2.4)) d’une part, et (2.3)) et (2.1) en z = z;, d’autre part.

2.2.3 Systéme linéaire pour les différences finies 1D

Si on appelle u (resp. f) le vecteur de RY de composantes (u;)1<i<n (resp. (fi)1<i<n),
on peut réécrire le systéme ([2.4) sous la forme vectorielle équivalente

Alu:f’ avec Alz— 0 0 ERNXN. (25)
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Par construction, la matricem Ay est
- tridiagonale, c’est-a-dire que tous les termes non nuls sont regroupés sur trois dia-
gonales ;
- symétrique, puisque (A1);; = (A1);4, pour 1 <4,j < N.

Il convient maintenant de vérifier qu’il existe une solution u unique de . Qui plus est,
est-il possible de calculer et majorer ’erreur commise 7 C’est I’'objet des résultats ci-dessous.
Tout d’abord, nous allons vérifier que la matrice A; est inversible. Outre 'obtention de
I’existence et de 'unicité de u, ceci nous permettra de construire une formule explicite, ex-
primant ’erreur commise en fonction des données du probléme. Par ailleurs, pour exploiter
cette formule, c’est-a-dire pour majorer ’erreur, nous allons étudier les caractéristiques de
I'inverse Al_l.

Définition 2.4 Un vecteur v de RN est dit positif lorsque v; > 0, ¥1 < i < N.
Une matrice A de RN*N est dite positive lorsque A; j >0, V1 <i,j < N.
Une matrice A de RV*N est dite monotone lorsqu’elle est inversible, d’inverse positive.

Avant de nous intéresser au cas particulier de la matrice issue du schéma a trois points,
donnons une caractérisation simple des matrices monotones.

Proposition 2.5 Une matrice A de RN*N est monotone si, et seulement si, on a linclu-
ston

fweRY : Av>0}c{veRY : v>0}. (2.6)
Démonstration : Supposons que A est monotone.
Soit v tel que Av > 0, alors v = A~(Av) et, pour 1 <i < N, v; = Zj(A_l)m(Av)j >0,
puisque (A71); ; et (Av); sont positifs par hypothése. Ainsi v > 0, et I'inclusion est
vérifiée.

Réciproquement, si I'inclusion est satisfaite, montrons tout d’abord que A est inversible.
Soit donc v tel que Av =0:ona Av > 0et A(—v) > 0, ce qui implique v > 0 et (—v) >0,
i.e. v =0, d’ot 'inversibilité.

Sachant que A~! existe, étudions sa positiviteé...

On note (e;); la base orthonormale canonique de R™V. Alors les f; = A~ 'e;, pour i variant
de 1 & N, sont les vecteurs colonnes de A~!. On a bien str e; = Af;, et I'inclusion
permet d’affirmer que f; est positif, puisque e; l'est. En d’autres termes, tous les éléments
de A1 sont positifs.

En conclusion, la matrice A est monotone. o

Proposition 2.6 La matrice A1 correspondant a est monotone.

Démonstration : Pour prouver que A; est monotone, on reprend la proposition Soit
v tel que Ajv > 0, et v = min;<;<n v; (ou, de fagon équivalente, v, < v;, Vi). Le but est
d’arriver a 'inégalité vy > 0. On a

2U1 — U2 Z 0

—vi—1+20; —viy1 20, 2<i<N-—1

—un—1+ 2oy >0

7. En régle générale, on écrira les matrices issues de la discrétisation par différences finies en caractéres
ombrés majuscules.
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Si v = w1, on trouve
v > v — v > 0.

De méme si vy, = vy.

Sike{2---,N —1}, on trouve cette fois
(Vg — vg—1) + (vp — Vrg1) > 0.

Or, vx, < vg—1 et, de méme, vy < vgy1. On a done (v — vg—1) + (v — vg41) < 0, ce qui
donne

Vg1 = Ugq1 = Vg !

Par récurrence, on arrive facilement & v1 = -+ = vg_1 = vy = Vg1 = --- = vy. Et la
premiére (ou la derniére) équation donne & nouveau vy > 0. o

NB. Dans le corps de la preuve, on a obtenu 'inclusion
fweRY : y;=) 1<i<N, AeRt}c{veRN : Ajwv >0}

Exercice 2.1 Déduire de la proposition précédente un principe de positivité pour le pro-
bléme , homologue discret du principe général énoncé au théoréme (avec donnée
nulle sur la frontiére).

2.2.4 Erreur pour les différences finies 1D

Comme A; est monotone, elle est en particulier inversible : c’est cette propriété que
nous allons utiliser maintenant, pour déterminer I’erreur commise. Soit e le vecteur de RV
dont les composantes sont égales a e; = u; — u(x;), pour i variant de 1 & N. Comme pour
u, on adopte la convention eg = eyy; = 0 (justifiée par le fait que u(0) = u(1l) = 0, et
ug = un+1 = 0!). Sachant que u (resp. u) est solution de I’équation (resp. (2.5)), on
a alors, d’apres , pour ¢ compris entre 1 et N :

—€;i—1+ 2e; —ejt1 —u(zi—1) + 2u(w;) — u(wi1)

(Ale)i = 72 = (Alu)l - h2
C fay) — Mz h) +2Z§xz) Ui th) _ ) 4 (a) + }112 W (@i +6; 1)
h? h?
= pu (@i +0ih) = Ef"(xi+9ih)v avec f; €] — 1,1

Dans l'esprit de la remarque on introduit le vecteur ¢ de RY, dont les composantes

h
sont égales a g; = (Aje); = Ef”(aci + 6;h), pour i variant de 1 & N, et dont la norme
2
est telle que ||e]|co < 13 (2 par construction. On en déduit alors I'expression de 'erreur

commise

e=Ale (2.7)

Pour poursuivre, utilisons le fait que tous les éléments de A~! sont positifs. En reprenant
I'expression de lerreur ([2.7)), on peut alors écrire

ol =1 AT sl < AT sl < S AT sl < cfQZ (23)
J
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Pour finalement arriver 4 une majoration de I'erreur commise, il suffit de majorer 3 (A7)
dans (2.8), pour 1 <i < N.

Proposition 2.7 La somme des éléments de chaque ligne de Al_l est inférieure ou égale
a1/8.

Démonstration : On remarque que }; (AY)i, = > (A71)ij6;, sous réserve que §; = 1,

pour tout j.
A quoi correspond le vecteur § ainsi construit 7 On pose uy = Al_lé, soit Ajug = 9.
d joue le role d’un second membre de (2.5)). Il correspond de fait & f = 1, ce qui nous
renvoie a la solution ug de (2.2). Or, dans ce cas trés particulier,
—up(x — h) + 2up(z) — up(xz + h)

—up”(z) = 2 , Vx €]0,1[, Vh t. q. [t — h,z + h] C [0, 1].

Ainsi, ug tel que (up); = uo(x;) vérifie

Ajug =6, soit ug = Afl& ou Z(Afl)i,j =up(x;), 1 <i<N.

J
Et sup,epo,1] uo(r) = uo(1/2) = 1/8, ce qui permet de conclure. o
On a donc démontré le
Théoréme 2.8 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1]), Uerreur est telle que
2

h
leloc < G sup 1" (@)]. (2.9)
z€[0,1]

En conclusion, I'erreur "ponctuelle”" tend uniformément vers 0 comme hZ.
NB. Lorsque h décroit, N croit en proportion inverse. Bref, I’erreur maximale décroit
selon le carré de h, alors que le nombre d’inconnues croit en 1/h...

Ceci étant, cette estimation dépend de la régularité de u (ou, ce qui revient au méme
dans le cas 1D, de celle de f). Que se passe-t-il si la solution u ou, ce qui est équivalent, la
donnée f sont moins réguliéres ?

Théoréme 2.9 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1]), lerreur est telle que

lim |le]|c = 0. 2.10
Tim el (210)
Démonstration : On introduit & nouveau le vecteur ¢, de composantes ¢; = (Aje);.

D’apreés les résultats portant sur la matrice A; (propositions et [2.7)), il suffit de prouver
que ||g]|oc — 0, lorsque h tend vers 0, c’est-a-dire :

V>0, 3hy >0, 0<h<hy = |e]lec <7

(Bien évidemment, Aj, e et ¢ dépendent de h, mais la dépendance est sous-entendue, no-
tamment dans l'inégalité ci-dessus.)
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Lorsque l'on sait simplement que f est continue, il n’est plus possible d’obtenir une
expression des composantes (g;); en fonction de la dérivée seconde f”... Mais tout n’est
pas perdu! Comme u est de classe C2([0, 1]), on peut donc écrire, & I'aide de la formule de
Taylor-Mac Laurin, les égalités

2
307 €] - 1,0[ tel que w(x —h)=u(z) —hu'(z)+ %u”@ +67h)

2
30 €]0,1[  tel que u(z +h) =u(z) + hu'(z) + %u”(a: + 6% h).

On en déduit que, pour ¢ variant de 1 & N,
1 1
g = flx)+ 3 (u" (i + 6 h) +u"(x; + 07 h)) = f(x;) — 3 (fmi+6 h)+ f(zi+67h)).

Or, f étant continue sur le segment [0, 1], elle est uniformément continue. Ce que I’on peut
exprimer mathématiquement sous la forme :

Vn >0, 3h, >0, Yo,y € [0,1], |z —y| < h, = [f(z) = f(y)| <n.

Or, si h €]0,hy[, on a |z; — (¥; + 65 h)| < hy, d’out |g;| < n, pour tout i : par voie de
conséquence, [|€]looc < 7. On en conclut finalement que, pour tout h dans ]0, hy[, on a
I'inégalité

n

lelloo < 3.

O

Sur cet exemple simple, on constate donc que la méthode des différences finies convergera
a priori d’autant mieux que la solution du probléme initial est réguliére. Il est a noter, et
c’est un point trés important, que 'on retrouve effectivement ce type de comportement
lorsque 'on réalise des expériences numériques...

Pour résoudre le systéme linéaire , nous allons établir une autre propriété concer-
nant la matrice Ay, qui nous permettra d’utiliser les algorithmes étudiés aux chapitres [5]
et[@:

— méthode de Cholesky (chapitre [5)) ;

— méthodes de Jacobi ou de Gauss-Seidel, puisque A est tridiagonale (chapitre @

Définition 2.10 Une matrice A de RN*N est dite définie-positive lorsque (Av,v) > 0,
Yo € RV \ {0}.

Notons tout de suite le résultat général ci-dessous.

Proposition 2.11 Toute matrice définie-positive A de RN*N est inversible.

Démonstration : En effet, Av =0 = (Av,v) =0 = v =0. o

Proposition 2.12 La matrice A1 de est symétrique définie-positive.
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Démonstration : Nous avons déja remarqué que la matrice A; est symétrique.
Il reste a vérifier qu’elle est définie-positive. On applique la définition, en formant le produit
scalaire h?(Ajv,v), pour un vecteur v de RY quelconque :

N
W (Ao, v) = h° Z(Aﬂ))ivi
i=1
N-1
= (2v1 —wv2)ur + Z (—vi—1 + 20; — viy1)vi + (—oN—1 +UN)UN
i=2
N N-1 N-1
= 2 va —2 ) wivip1 = v’ + o’ + Z (vi = 20041 + vip1®)
i=1 i=1 i=1
N-1
= v’ +oyi+ (v; — Ui+1)2 .

1

(2

Ainsi, (Ajv,v) > 0. De plus,(Ajv,v) = 0 entraine que v; = vy = 0, et v; = v;41, pour
i=1,---,N —1. On en déduit par récurrence que v; =0, pour ¢ = 2,--- , N — 1, et donc
v =0. o

2.2.5 Extension au Laplacien généralisé 1D
On s’intéresse ici a la généralisation de (2.1)), & savoir
— (ku') (z) + qu(z) = f(x) sur |a,b], wu(a) = uq, u(b) = up. (2.11)

Ci-dessus, k et ¢ sont des coeflicients qui peuvent dépendre de x. Nous expliquons ci-
dessous les similitudes et différences avec le cas du Laplacien (k =1, ¢ = 0 et u, = up = 0,
avec a = 0, b = 1). Pour débuter, on construit le schéma d’approximation en deux étages,
grace a la proposition suivante qui repose encore une fois sur 'utilisation de la formule de
Taylor-Mac Laurin.

Proposition 2.13 On suppose que v € C3([0,1]). Soient x €]0, 1] et I tel que [x —h,x +
h'] € [0,1]. Alors

v +h)—v(@—"n) (W)

30 €] — 1,1] tel que v'(z) = 57, + 3 " (z+0N). (2.12)
On applique ensuite deux fois ce résultat, & v = ku/, puis & v = u, pour en déduire
un schéma aux différences finies pour (2.11]). Choisissons N € N, et on fixe le pas de
. b—a . : . .
discrétisation h = Nil On introduit les points (z;)o<i<n+1 comme précédemment,
ainsl que T;y1/2 = ; + %h, pour i € {0,1,--- | N}.

A partir de la, on peut approcher (2.11) aux points (z;)o<i<n+1. On a u(zg) = u, et
UW(TN41) = Up.
Ensuite, on choisit v = ku/, x = 2; (1 <i < N)et h' = %h et on applique la proposition

k) (01 9) — (k) (5 2
(kU/)/(SCZ) _ ( U)(I’ +1/2) ( U)(.%' 1/2) +h7(ku/)///(xz+02)
h 12 2

kip12u' (Tig1y2) — kim1you (Ti-1)2)

_ 2
_ - +O(h?),
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ot on a posé k1o = k(xi41/2) pour i € {0,1,--- N}
Si on choisit maintenant v = u, * = x;41/5 (0<i < N) et b = %h, on trouve

W (a1j0) = ORI o),

D’out finalement, pour 1 <i < N,

—k; u(ziy1) + (k; + ki1 0)u(x;) — ki_q ou(xi—
—(k:u/)/(xl): +1/2 ( +1) ( +1/2 h2 1/2) < ) 1/2 ( 1>+O(h)

Si on pose ¢; = q(x;) et f; = f(x;) pour 1 <i < N, on est amené & considérer les équations

—kip1ouiv1 + (Kip1yo + Kim1y2)wi — ki—1/oui1
12

+qiu; = f;, 1 <1 <N, (2'13)

Ug = Ugy UN+1 = Up-.

C’est le schéma a trois points pour le Laplacien généralisé 1D. En effet, du point de vue
algorithmique, on retrouve exactement la structure de la figure [2.2]

On peut construire le systéme linéaire équivalent a , posé dans RY. Comme dans
le cas du Laplacien, on connait la valeur de ug et de uy ; on appelle u (resp. f) le vecteur
de RN de composantes (ui)i<i<n (resp. (fi)i<i<n). On introduit un troisiéme vecteur
g € RY pour les conditions aux limites, de composantes : ¢g; = h%kl /2Ua; gi = 0 pour
2<i<N-—-1letgny= %kNH/Qub. Le systéme peut alors étre écrit sous la forme
vectorielle équivalente

fu=f+4g, avec A} =K; +Q; € RMVN ¢ (2.14)
k1/2+]€3/2 —k3/2 0 0
) —ky/o - - : :
Ky = 72 0 —ki1y2 kit kg2 —kipe 0 ;
: B N e _kal/Q
0 0 —kn_1/2 kn—1/2+ kNny1/2
@ 0 0 0
0 q2 0 :
a=|o - - 0| (215)
0O ... 0 0 gn

Par construction, les matrices K; et A sont tridiagonales et symétriques. Pour obtenir plus
de propriétés, et notamment que A est inversible, nous faisons des hypothéses classiques
sur les coefficients du modéle, a savoir que ceux-ci sont de méme signe constant :

Jko > 0, Vx €la,b[, k(x) > ko; Vx €la,b], q(z) > 0. (2.16)
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Proposition 2.14 Sous [’hypothése , les matrices Ky et A} sont monotones.

Démonstration : On reprend la proposition [2.5] pour la condition équivalente sur la
monotonie. Soit v tel que Kjv > 0, et v, = minj<;<y v;. On a

(k12 + kgj2)v1 — k3jov2 > 0
—ki_12vi-1 + (ki—1/2 + Kig172)vi — kig1/9vi41 20, 2<i< N -1
—kn_1/20N-1 + (ky_1/2 + kny1j2)on >0

Par hypothése, on a k;;1/9 = k(x;41/2) > 0 pour tout i € {0,1,--- , N}.
Si vg = v1, on trouve, puisque ky /3, k3o > 0,

(K1j2 + kgpa)vr > k3jova > kgpovp = kyjpup >0 = v > 0.
De méme si vy = vy (ky_1/2,kny1/2 > 0).
Sike{2---,N —1}, on trouve cette fois

Fp—1/2(vk — vk—1) + Kpy1/2(vk — k1) > 0.

Or, v, < vg—1 et v < vpg1. On a done ky_y/o(ve — vi—1) + Krgrj2(vk — vkg1) < 0
puisque kj_1 /2, kx11/2 > 0. On en déduit que (v — vg—1) = (v — vg11) = 0, c'est-a-dire
Vk—1 = VU = Ug41. Par récurrence, on arrive 4 vy = -+ = Up_1 = Vg = Ug41] = -+ = UN, €t
la premiére (ou la derniére) équation donne a nouveau vy > 0.

Pour la matrice A}, la démonstration est élémentaire car on ajoute des termes strictement
positifs sur la diagonale. Si k € {2,--- , N — 1}, on trouve directement

Qv > k_1/2(ve—1 — k) + Kpg1 /2 (Vg1 — v) > 0.
Idem si k=1o0u k = N. o
Proposition 2.15 Sous [’hypothése , les matrices Ky et A} sont définies-positives.
Démonstration : On applique la définition, en formant le produit scalaire h?(Kiv,v),

pour un vecteur v de R quelconque :

N

P(Kiv,v) = kY (Kiv)iv
i1
= ((k1j2 + k32)v1 — kg jov2)v1

N-1

+ > (—ki1ppvio1 + (kim1ya + kir1/2)vi — kig1/avip1)vs
=2

+(—kn—1/20N-1 + (En_1/2 + kng1/2)UN)oN

N
= ko’ + Z kio12(Vic1® = 202105 4+ 0:) + k1208
i=2
N
= k1/21112 + kN+1/2UN2 + Z ki—1/2(vi1 — vi).
i=2



36

Puisque k;_1 /5 > 0 pour tout i € {1,2,---, N+1}, on a (Kyv,v) > 0. De plus,(Kyv,v) =0

entraine que v; = vy =0, et v; = v;41, pourt=1,--- ;N — 1. Par récurrence on a v; = 0,
pourt=2,--- , N —1,et doncv=20
La matrice A} est définie-positive puisque K; et Q; le sont. o

On en déduit le résultat suivant, qui découle de I'une ou l'autre des propositions [2.14]
ou 2.19]

Corollaire 2.16 Sous l’hypothése , la matrice Ay est inversible.

Exercice 2.2 Déduire des résultats précédents un principe de positivité pour l’approxima-
tion du Laplacien généralisé 1D.

2.3 Probléme bidimensionnels

Dans cette section, on généralise la méthode des différences finies en 2D. On commence

par le calcul des (petits) déplacements de la membrane élastique, soumise a des forces
verticales, puis on examine le cas de la diffusion neutronique.
Dans R?, on considére une membrane carrée, D =]0,1[2, soumise & une force verticale,
de densité surfacique f(x,y), et fixée en sa frontiére dD. On note u : (z,y) — u(x,y)
le déplacement transversal induit par I’application de la force, dont on rappelle qu’il est
solution du probléme bidimensionnel (2D) normalisé

—Agu = fsur D, u=0surdD. (2.17)

Pour discrétiser le probléme & 'aide de la méthode des différences finies, on s’inspire

trés fortement de la méthode employée pour le probléme 1D (2.1)). En effet, on remarque
d2

qu’en 1D on a les égalités —u” = U= —Aqu, i.e. (2.1]) est un Laplacien 1D a résoudre !
T

Si la solution u est de classe C*([0, 1]?), on peut écrire 1’équivalent de la proposition

NB. Malheureusement, et contrairement au cas 1D, on n’a plus I’équivalence entre u
de classe C*(]0,1]2) et f de classe C2([0, 1]?)...

Proposition 2.17 Soient (x,y) €]0,1[2 et (hy, ho) tels que
[ — h1, 2+ hq] € [0,1], et [y — ha,y + he] € [0,1]. Alors

3(61,602) €] —1,1[ tels que

0%u —u(z — h1,y) + 2u(z,y) — u(x + hi,y hi? 0*u

_@(%y) = ( - ) h(12 ) ( - ) T;@(ﬂi—l-ﬂ h1>y)
0%u —u(z,y — ha) + 2u(x,y) — u(x,y + h ho? 8*u

—@(m,y) - ~uloy = h) h(22 y) = ule,y + ha) 17228744(96’3#%92 ha).
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On en déduit que
—u(z — h1,y) + 2u(z,y) — u(@ + h1,y)

—AQU(LU,:I/) =

hy?
—u(x,y — ha) + 2u(z,y) — u(z,y + he)
+ 2
ha
h12 *u h22 o*u
—1—5@(1‘—1—91 hl,y)+ﬁaiy4(xay+92h2)' (2'18)

Remarque 2.18 Les deux premiers termes de sont une bonne approximation de
—Agu(z,y), sous réserve que hy et hg soient petits. Le reste est en effet borné par

1

0*u 0*u
2 2 _ P
G (h1 + ho ) Cy,a, avec Cy 4 = max ( sup |8x4 (z,y)|, sup 1 (x,y)]) i

|
(@.y)e0,1]2 (@y)e0,12 Y

Dans la suite, on va considérer un pas de discrétisation identique[ﬂ selon la direction des z,
et celle des y, c’est-a-dire h = hy = hy. Chacun des intervalles [0, 1] est découpé en n + 1
intervalles égaux de longueur h = 1/(n + 1). Puis on calcule les nombres (u; j)o<i j<n+1.
qui sont les valeurs approchées de la solution u aux points d’abscisse x; = th et d’ordonnée
y; = jh, 0 < 4,5 < n+ 1. On note (fi;)i<ij<n les valeurs f; ; = f(zs,y;), pour ¢ et j
variant de 1 a n.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

FIGURE 2.3 — D et les points de discrétisation (n =9, h = 0.1)
Le Laplacien 2D est approché par une combinaison linéaire de valeurs u; ;, selon le
schéma a cinq points

—Uj 1 — Ui—1,j + U5 — U1 — Ui j1
h? ’

— Agu(xi,yj) ~ 1< i,j <n. (2.19)

8. En pratique, il est tout & fait possible de considérer des pas différents selon les directions = et vy,
voire variables dans chaque direction...
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ij—1

FIGURE 2.4 — Le schéma aux différences finies a cinq points

Le probléme ([2.17]) est donc approché de la maniére suivante : on remplace la recherche
de la fonction u, par la recherche des n? valeurs u;,j € R qui vérifient les relations

—Uij—1 — Ui—1j + i j — Uit1j — Uij41 fi
- J

12 gy 1<4,7<n. (2.20)

Les valeurs de u sur la frontiére 0D, ici u(0,-) et u(1,-), ainsi que u(-,0) et u(-,1), sont
connues (et égales a zéro). Il en est donc de méme pour UQ,js Unt1,j, Ui0 €t Ui i1, pOUr i
et j variant de 1 & n. Il reste donc au total N = n? valeurs a calculer.

On les regroupe n par n, ainsi que les (f; ;)i ;, en opérant 'identification u. j = (u; j)1<i<n.
Le bloc u. ; appartient a R", avec

Uu1,j
’LL.J' =

un 7j

Il en est de méme pour f. ; € R". Ensuite, on pose

U1 fo1
u=| : | eRVetf=1| : | eRV.
U. n f-,n

Ainsi, on a numéroté les inconnues ligne par ligne, dans le sens croissant, pour les indices
i (au sein d’une ligne) et j (numeéro de ligne). Les inconnues (u; j)1<i j<n sont solutions du
systéme linéaire formé des N relations (2.20]). Ce systéme linéaire peut étre écrit sous la
forme

Aou = f, (2.21)

avec Ay une matrice de RV*¥ _Si I’on s’intéresse a sa structure interne, on vérifie facilement
que ’on peut écrire
B, T
T B T
Ay = — ) (2.22)
T B, T
T B
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Ci-dessus, les blocs autres que By et T sont nuls et, par ailleurs, T' = —1I,,, avec I, la
matrice identité d’ordre n, et By € R™ ™ est la matrice tridiagonale définie par

La matrice Ag est donc pentadiagonale par points (i. e. avec tous les éléments non nuls
regroupés sur cing diagonales), et tridiagonale par blocs, lorsque la numérotation est celle
indiquée ci-dessus : ligne par ligne (j croissant), et i croissant au sein d’une ligne.

Récapitulons. Si on note avec un seul indice les composantes de u, ¢’est-a-dire (ur)i1<r<n,
on a les correspondances :

i=I—-1) modn+1

j= (- 1)/n) +1 (2.23)

composante ; = ;,; <= I=i+(j—1)nou {

I'=81; (i,j) = (9,9)

L — 1 =34;(,7) = (7,4)

1=18; (i,5) = (9,2)

I=1;G,5) = (1,1)

FIGURE 2.5 — Les deux numérotations : I € {1,--- ,81} et i,5 € {1,---,9}

Nous allons maintenant étudier les propriétés de la matrice As. Nous allons d’abord
établir qu’elle est monotone, puis qu’elle est symétrique définie-positive, comme Aj.

Théoréme 2.19 La matrice Ay des systéemes linéaires et est monotone.

Démonstration : Soit donc v € RY tel que Ayv > 0. Composante par composante (avec
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le double indigage ; ), ceci signifie

4v11 —vo1 —v12 >0 (2.24)

4vp1 — Vp-11 — U2 = (2.25)

4v1p — V11 — V20 > (2.26)

4pn — Unn—1 — Vn-1,n > (2.27)

4vi1 — vi—1,1 — Vig1,1 — V2 = 0 2<i<n-1 (2.28)

dv1j — V151 — V2 — V1 j+1 = 2<ji<n-1 (2.29)

4pj — Vnj—1 — Un—1j — Unj+1l = 2<j<n-1 (2.30)

4vi p — Vin—1 — Vi—1;n — Vitln = 2<i<n-1 (2.31)

4v; j — Vi j—1 — Vi—15 — Vit1,j — Vij+1 = 2<i4,j<n-—1 (2.32)

Ci-dessus, on a isolé des lignes de la matrice Ay correspondant respectivement

1. En @20-@2) -

aux coins de la grille, d’indices (i, 7) parmi {(1, 1), (n,1),(1,n),(n,n)}.
2. En (@228)-@3]) -

au bord de la grille, coins exclus, d’indices (i,7) avec i € {1,n} ou (exclusif) j €
{1,n}.
3. En (2.32) :

aux points internes de la grille, d’indices (i, j) avec i,5 € {2,--- ,n — 1}.
Soit maintenant v,,;, = min; ; v; ;. On veut prouver que v,,;, > 0, pour pouvoir conclure

grace a la proposition 2.5 Comme la grille comprend des points aux coins, sur le bord
(coins exclus) et intérieurs, on traite les trois cas correspondants.

1. Si vpp correspond & un coin (par exemple Up,in = v1,1), (2.24) fournit I'inégalité

2Umin > (V2.1 — Umin) + (V1,2 — Umin) > 0.

2. Si vy correspond & un point du bord différent d’un coin (par exemple vy = v; 1,

i€{2,---,n—1} donné), fournit I'inégalité
Umin > (Vi—1,1 — Umin) + (Vi+1,1 — Umin) + (Vi2 — Vmin) > 0.
3. Si Vmin correspond a un point intérieur, fournit I'inégalité
(Vmin — Vij—1) + (Vmin — vi-1,4) + (Vmin — Vi+1,5) + (Vmin — vij+1) > 0.

Pour conclure dans le cas 3., il faut se ramener aux cas 1. ou 2. Or, d’aprés la
définition de vy, chacun des quatre termes entre parenthéses est négatif ou nul.
Il sont donc tous nuls, c¢’est-a-dire

Umin = Vi j—1 = Vi—1j = Vi+1,j = Vi j+1-

Comme dans le cas 1D (cf. la preuve de la proposition , on peut raisonner par
récurrence (sur ¢ et sur j), pour trouver finalement que Vij = Umin en tous les
points, coins exceptés. Mais ceci est suffisant pour conclure, car les points du bord
(hors coins) sont compris, et le cas 2. s’applique.
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o

Pour établir le caractére défini-positif de Ay, nous allons reprendre I’écriture par blocs nxn

de celle-ci (2.22)).

Proposition 2.20 La matrice As du systéme linéaire est symétrique définie-positive.

Démonstration : Pour commencer, la matrice As est symétrique par construction.
On forme, pour v € RN, h2(Aqv,v) :

B, -1,
*In Bl *In V.1 V.1
B2 (Agv,v) = e
-1, By -I, V.p V.
_In IB31
= (Blv.J — 7).72,1).71)” + Z (—1).7]'_1 + IB%lv.J — U~,j+17U~,j)n
2<j<n—1
+(_’U-,n71 + Blv-,nav-,n)n
= Z (IB%lv‘J, U.J)n —2 Z (’U.J‘, U',j—i-l)n
1<j<n 1<j<n—1
= ) Clugli+PA (A0 50n) =2 D (05,0541)n
1<j<n 1<j<n—1
= oalz +llonlla +5> > (Ao e+ D>, vy —vnll
1<j<n 1<j<n—1
Ci-dessus, on a noté (-,-), le produit scalaire usuel de R", et || - ||,, la norme associée.

Comme A; est définie-positive, on en déduit immédiatement que h?(Agv,v) est positif ou
nul, puisque c’est une somme de termes positifs. Si on suppose que h?(Asv,v) = 0, on
trouve Zl<j<n(A1U-,ij-,j)n = 0, ce qui implique v.; = 0 pour 1 < j < n, soit finalement
v=0. o

Malheureusement, on ne peut pas aller plus loin, c’est-a-dire estimer la précision de ’approxi-
mation obtenue grace au schéma & cing points, en continuant & suivre la méthode pour le
cas 1D(E[). Cependant, a ’aide d’autres techniques relativement lourdes & mettre en ceuvre
(cf. [13]), on peut malgré tout prouver le

Théoréme 2.21 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1])%), Uerreur est telle que
O3u Du
lelloe < Ch*(CuathCys), avec Cy3 =max |  sup 153@ )l sup Jog (@ y)] ],
(zy)el0,1]2 O (zy)el0,1]2 9Y
ot C est une constante qui est indépendante de u et de h.

Bref, "tout est bien qui finit bien" (librement traduit de [35]...).

9. En effet, si f =1, quelle est la solution du probléme (2.17)), quelle est sa régularité ?
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Notons au passage que comme Ag est symétrique définie-positive, on peut utiliser, pour
résoudre (2.21), la méthode de Cholesky (chapitre [f]), ou bien les méthodes de Jacobi ou
de Gauss-Seidel, puisque Ay est tridiagonale par blocs n x n (chapitre @

Pour conclure cette section, considérons un probléme 2D plus général, & savoir la diffu-
sion neutronique (ou Laplacien généralisé), posé dans le domaine D' =|ay, bi[x]az, ba][. On
doit alors calculer la solution de

—div(kgradu) + qu = f sur D', u=gsur 9D’ (2.33)

Ci-dessus, k et ¢ sont des coefficients qui peuvent dépendre de (z,y). Notons que

—div(kgradu) = _8(1 (k §Z> — (;; (k g;) . (2.34)

On peut donc utiliser une approximation du type de celle de la proposition 2.13 en z, puis
en y. Pour cela, on introduit

l‘i:a1+ih1,0§i§n1, yj:a2+jh2,0§j§n2,

avec hg = (bg — aq)/(ng+ 1), d = 1,2 les pas de discrétisation. Dans la suite, on introduit
les nombres (u; j)o<i<ni+1,0<j<ns+1, qui sont les valeurs approchées de la solution u aux
points (2, Y;j)o<i<ni+1,0<j<ns+1, €t on note (fi;)1<i<ni,1<j<n, les valeurs f;; = f(2i,y;),
resp. (¢i,j)1<i<ni,1<j<no les valeurs ¢; ; = q(z;,y;), pour les points (z;,y;) intérieurs a D’.
On utilise une approximation 1D pour chacun des deux termes de . Sous réserve de
régularité suffisante, on trouve tout d’abord, pour y; fixé,

Q

0 ou 1
~ %2 <k 895) (zi,95) h%< — k(xi—1/2,y5)u(zi-1,95)
+(k(xi—1/2,Y5) + k(Tig1/2,y5))u(i, y5)
_k(xi+l/2ayj)u($i+layj)) ;
et, pour z; fixé
0 ou 1
_éTy <k‘ 8y> (a:,-,yj) ~ h%( - kj($iayj—1/2)u($ivyj*1)
+(k(i, Yj—1/2) + k@i, yj41/2))u(i, y5)
(i, gy 41/2)u(i, yy41) )

Ci-dessus on a noté x; /9 = x; + %hl, 0<i<mnietyjipp=y;+ %hg, 0 <j<mny On
introduit finalement

{ Kiv1/25 = k(Tip1/2,95), 0 <i<my, 1 <j <o,
kijr1/2 = k(@i yjp1/2), 1 <i<np,0 <5 <na.
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Comme précédemment, on approche le probléme (2.33) en deux temps. Tout d’abord aux
points (intérieurs) de D’ :

1
ﬁ( — ki—1y2,jui-1j + (ki—12,5 + kig1/2,5)wij — ki+1/2,jui+1,j)
1

1
+h§( — ki j_1yotig—1 + (Kij—1/2 + ki ji1/2)ui — ki,j+1/2ui,j+1>

+ijui; = fij, 1<i<m,1<j<ns. (2.35)
Puis aux points sur 9D’ :
uij = 9(xiy;),  (6,5) € {0,m+1}x{0,-- ,ng+1}3U{0, -+ ,n1+1} x{0,n2+1}. (2.36)

Du point de vue algorithmique, on retrouve la structure de la figure [2:4] ¢’est donc bien un
schéma a cing points. Les valeurs sur la frontiére étant connues ([2.36)), il reste a calculer
les N = ning valeurs (u; j)1<i<n,1<j<n,. On peut exprimer ([2.35)-(2.36|) sous la forme d'un
systéme linéaire équivalent dont les inconnues sont ces N valeurs. On choisit de regrouper
les inconnues (u; j)1<i<n,1<j<n, Par blocs de ny Valeursm en opérant l'identification u. j =
(uij)1<i<n,. Chaque bloc u.; appartient a R™ :
1,5
U. j = eR™, 1< 7 < na.
u’le,j
On a donc ng blocs. On procéde de méme pour les (fi7j)i7j, en introduisant f.; € R",
1 < j < ng. Ensuite, on pose
Uu. 1 f-,l
u= : eRN et f= : e RY.
u',TLQ f',TLQ
Il reste & définir le vecteur g € RY regroupant les valeurs sur la frontiére 9D’. On introduit
(9i,j)1<i<n;,1<j<n, avec
1 1 ~
gi,; = ,7%/91/2,3‘ 9(a1,95), Gnij = ,T%kn1+l/2,j g(bi,yj), 1<j < no,
1 1 ~
9i1 = pzkiay 9(xi,a2),  Giny, = 73 Kins 4172 g(xi,b2), 1<i<mny,

gi; =20 sinon.

On regroupe les inconnues (g; j)1<i<n;,1<j<n, par blocs de n; valeurs, comme pour (u; ;)
et (fi;), c’est-a-dire qu’on introduit g. ; € R™ pour 1 < j < ng, puis

g'7n2

10. On pourrait choisir de les regrouper par blocs de ng valeurs :
Usi,1
s, = : e R™, 1<i<n, etc

Ui,ng
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Le systéme ([2.35)-(2.36]) peut finalement étre écrit sous la forme vectorielle équivalente
hu=f+g, avec Ay =Ky + Qy € RV (2.37)

Il reste & préciser la structure des matrices Ko et Q2. La matrice Q2 est diagonale, et en
particulier on peut I’écrire par blocs (eux-mémes diagonaux par points) selon

Q11
Q2 = Q],] 5 QJ,J S Rnlxnl, 1 S ] S no. (238)
Qns,no
Pour 1 < j < ng, Qj; agit de u. j vers (f +g).;, et on a
ql?j
Q5 = Qi

qn17j
Si 'on s’intéresse a la structure interne de Ko, on vérifie facilement que ’on peut écrire

Kii Kipg

Ko = Kjj-1 Kjj  Kjjn , Ky €R™M, 1<, 5 <np. (2.39)

Kﬂz ;n2—1 an ,n2

En effet, si on examine , le bloc w. ; est lié uniquement aux blocs u. ;1 (sij > 2) et
w.j+1 (81 j < ng —1). En d’autres termes, Ky est bien tridiagonale par blocs.

Il reste a détailler la structure des blocs K; ;. Pour 1 < j < mg, un bloc diagonal K;; €
R™>*™ agit de u.; vers (f + g).j, et par inspection on trouve que c’est une matrice
tridiagonale et symétrique par points, avec :

(Kjpj)ii—1 = *h% ki—1/2,5 2 <1< nyq,
(Kyg)ii = h%(ki—l/w +kir1/24) + ;%g(ki,j—l/z +kijr12) 1<i<ni,
(Kjj)ii+1 = —h% k?z'+1/2,j 1<1<ny—1.

Pour les blocs non-diagonaux, on note que K; ;1 € R™*™ agit de w. j_1 vers (f + g). ;
pour 2 < j < ny, alors que K; ;1 € R™*™ agit de u. j4+1 vers (f+g).j pour 1 < j <no—1.
En outre, on vérifie facilementE que tous ces blocs sont des matrices diagonales, avec :
(Kjj—1)ii = —% kij—12 1<i<m,
(Kjj+1)ii = —m= kijrr2 1 <i<my.
2 /

11. (Kj,j—1)s,: correspond au terme d’indice j — 1 dans le schéma a cing points, resp. (K, j+1)i,; au terme
d’indice j + 1.
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En particulier, comme toutes ces matrices sont diagonales, on a les relations K; ;11 =
(Kj414)T pour 1 < j < ng — 1. Conclusion, la matrice Ky est symétrique. On aurait pu
retrouver ce résultat en raisonnant directement sur la structure pentadiagonale par points
de KQ !

Remarque 2.22 Si ['on revient sur les blocs diagonaux K; ; € R™*™  on remarque qu’ils
possédent la méme structure que les matrices Ky des différences finies 1D, ot kip(x) =
k(x,y;) pour x parcourant Jai,bi[, avec des contributions diagonales supplémentaires, du
type hi%(ki,j—l/z + kijr1/2) pour 1 <i<my.

Par construction, les matrices Ky et A} sont tridiagonales par blocs, pentadiagonales par
points, et symétriques. Pour obtenir plus de propriétés, et notamment que A}, est inversible,
nous supposons que les coefficients du modéle sont de méme signe constant :

dko >0, Y(z,y) € D, k(z,y) > ko; Y(x,y) € D, q(x,y) > 0. (2.40)

Proposition 2.23 Sous [’hypothése , les matrices Ko et Al sont monotones.

Démonstration : Laissée en exercice. Il suffit de reprendre la démonstration du théo-
réme avec le double indicage ; ;. o

Proposition 2.24 Sous l’hypothése , les matrices Ko et Al sont définies-positives.

Démonstration : Laissée en exercice. L’idée est de s’appuyer sur la structure tridiagonale
par blocs de Kg, et d’utiliser le fait que ses blocs diagonaux K;; pour 1 < j < no sont
(symétriques) définis-positifs d’aprés la remarque o

Par conséquent, on a le résultat suivant.

Corollaire 2.25 Sous l’hypothése , la matrice Ab est inversible.

Exercice 2.3 Etablir un principe de positivité pour lapprozimation de la diffusion
neutronique.

2.4 Probléme tridimensionnels, ou multi-dimensionnels

Dans cette section, on propose une méthode de calcul numérique du potentiel électrosta-
tique, toujours basée sur les différences finies, sous la forme d’un exercice. Précisons tout
d’abord le modéle. Dans R?, on considére une cavité cubique, C' =]0, 1[3, dans laquelle on
a fait le vide. On suppose qu’elle est entourée d’un conducteur parfait, et que le potentiel
électrostatique, sur sa frontiére OC', est nul. Enfin, on place des charges dans la cavité.
On rappelle que si p est la densité de charge et €y la permittivité électrique, le potentiel
électrostatique u généré par les charges dans la cavité est solution de I’équation dite de
Coulomb, qui s’écrit

— Asgu = P sur C, wu=0surdC. (2.41)
€0
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Exercice 2.4 Suggérer une généralisation de ’approche du probléeme 2D au cas 3D, pour
résoudre le probléme du potentiel électrostatique .
1. Quel sera a priori le nombre de points du schéma aux différences finies, dans ce cas ? Le
construire, en le justifiant.
2. Examiner en détail les propriétés de la matrice Ag ainsi obtenue. Etablir successivement
que :

- A3 est monotone;

- A3z est symétrique ;

- A3 est définie-positive.
3. En déduire un principe de positivité discret associé a Asj.

Nous proposons pour finir les exercices ci-dessous.

Exercice 2.5 Suggérer une généralisation au cas de la diffusion neutronique en 8D, c’est-
a-dire la résolution de

—div(kgradu) + qu = f sur C', u=g sur 0C’, (2.42)
posé dans C' =]ay, b1[x]az, ba[x]as, bs].

Exercice 2.6 Suggérer une généralisation au cas d-dimensionnel (d > 4), pour résoudre
le probleme ci-dessous, posé dans Qg =)0, 1[¢ :

2
—Agqu=f sur Qq, w=gsurdQy, oulAg= Z 0 . (2.43)

1. Quel sera a priori le nombre de points du schéma auz différences finies, dans ce cas ? Le
construire, en le justifiant.
2. Examiner en détail les propriétés de la matrice Ay ainsi obtenue. FEtablir successivement
que :

- Ay est monotone;

- Ay est symétrique ;

- Ay est définie-positive.
(On pourra raisonner par récurrence.)
3. En déduire un principe de positivité discret associé a Ag.

2.5 Problémes dépendant du temps

Dans cette section, nous considérons tout d’abord un probléme instationnaire 1D, a
savoir celui de la corde vibrante, fixée en ses deux extrémités. On souhaite calculer nu-
mériquement les déplacements verticaux, a partir d’une position initiale connue (a ¢ = 0),
jusqu’a un instant final 7' > 0. Si on suppose que la corde est de longueur L, on a vu que
u vérifie

2 2
gtg — 0225; =0 pour z €]0, L[ et t €]0,T7, (2.44)
u(0,t) = u(L,t) = 0 pour t €]0,T7, (2.45)
ou

t a(x, 0) = u!(z) pour z €0, L|. (2.46)

u(z,0) = u(x) e
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La solution dépend de deux variables, I'une spatiale x, et I’autre temporelle ¢, et ’équation
met en jeu deux dérivées partielles secondes, I'une par rapport a z, et 'autre par
rapport a t. Il est donc naturel de considérer une approximation par différences finies, pour
chacune des deux dérivées. Par ailleurs, la seconde condition initiale comprend une dérivée
premiére par rapport au temps, que nous allons également approcher par différences finies.
Enfin, pour avoir accés aux valeurs en (x,t) € {(0,0),(L,0),(0,7),(L,T)}, nous allons
supposer que d’une part est valable pour ¢t = T, et d’autre part que la premiére
partie de est valable en 2 = 0 et en z = L, avec u°(0) = u°(L) = 0.

Dans la suite, on introduit un pas de discrétisation spatial, & savoir h, = L/(n,+1), et un
pas de discrétisation temporel a priori différent, hy = T'/(n;+1). L’intervalle [0, L] est donc
découpé en ng+1 intervalles, et [0, T'] est découpé en n;+1 intervalles. Pour bien différencier
les discrétisations en espace et en temps, on note les valeurs approchées de la solution u
aux "points" d’abscisse x; = ih, et d’ordonnée t,, = mh; par (u]")o<i<n,+1,0<m<ni+1. On
arrive donc aux approximations :

o2 Ml gym g ml

et~ T i<, TS m S, (247)
t

0?2 w™, — 2u 4y

T;;(xi,tm) vl 1 <i<ng, L<m <, (2.48)
xX

ou ul — 2?0 )

E(a:i,O) R~ ’TZ, 1 <i<ng. (2.49)

A partir de 14, il est aisé de construire I’ensemble des équations vérifiées par les incon-
nues (u")o<i<n,+1,0<m<n;+1. Commencons par l’approximation de (2.44) aux "points"
intérieurs de discrétisation (z,tm)1<i<n,,1<m<n,, ¢est-a-dire dans ’ouvert ]0, L[x]0,T.

Ainsi, on trouve :

m+1 m m—1 m m m
wt 2wt U U 2w wh

hi h3

=0,1<i<ng 1<m<n. (2.50)

Les conditions aux limites (2.45)) permettent de déterminer les valeurs extrémales en espace,
c’est-a-dire pour 7 = 0 et i« = n, + 1, ce qui correspond aux extrémités du domaine de
calcul spatial g = 0 et z,,4+1 = L. Par identification, on en déduit

ug' = Uy 1 =0, 1 <m <ng + 1. (2.51)

Enfin, les deux conditions initiales permettent de calculer les valeurs approchées aux deux
premiers instant, a savoir en ¢y et ¢;, par I'intermédiaire de

ud = u’(x), 0<i<ng+1, (2.52)
L0
Ui — % _ N z), 1< < ng. (2.53)

hy
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Si on regroupe (2.5012.53)), on aboutit aprés réorganisation a

m=20 :
0_ ,0(,. 1< <
{ Zf) = Zo(wz),_pgur Stsne (2.54)
m=1 :
ul = u®(x;) + byt (), pour 1 <i <n, (2.55)
UG = Uy, 41 =0 | |
Pour m=1,--- ,n
m+1 C2h‘? m m m m m—1 '
i = T%(U,H_l - 2ul + ui—l) + 2u’b - ui ) pour 1 S v S N (256)
upg =ty =0

Que constate-t-on ?

Tout d’abord, on calcule les valeurs de la solution approchée en incrémentant en temps,
en commencant par I'instant ¢ty = 0, en poursuivant par ti, puis to, ---, jusqu’a l'instant
final t,,41 = T'. La valeur finale est bien une inconnue du probléme, comme suggéré par la
remarque [L.6| sur la solution exacte.

Par ailleurs, si on s’intéresse a la dépendance entre les données, on constate que ulmH deé-
pend de (uj])i-1<i <i+1 et de u;-"fl. Ces valeurs dépendent elles-mémes de (ugil)i72§i2§i+2,
de (u;71%2)i,1§i19+1 et de u;n*:g, et ainsi de suite... Le schéma ci-dessous résume la situa-
tion, ol 'on a représenté le coHne de dépendance discret de la solution calculée.

tn+1
tm
tn-1

X X-1 X X1
FIGURE 2.6 — Cone de dépendance discret

D’un point de vue algorithmique, il est intéressant d’introduire la suite de vecteurs
(v"™)o<m<n,+1 de R™ | contenant les approximations spatiales successives sur |0, L[, calcu-
lées a l'aide de c (™) = ult, pour 1 < i < ny, et 0 <m < ng+ 1. Comme dans
le cas statique, il n’est pas nécessaire de stocker explicitement les valeurs aux extrémités
x =0 et x = L, qui sont connues a tout instant. On peut alors réécrire sous la forme
vectorielle équivalente, pour 1 < m < ny :

v = (2L, + (che)* AT — 0™ AL = Lo | ERTO

(2.57)
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De cette fagon, on retrouve bien une forme vectorielle de type 1D, semblable a la formu-
lation vectorielle statique 1D ([2.5)). Par contre, on obtient un schéma explicite, au sens
ot il n’est pas nécessaire de résoudre un systéme linéaire pour déterminer la solution ap-
prochée. Enfin, les matrices A; et A} différent par un coefficient multiplicatif...

Dans la suite, nous n’étudions pas dans les détails la convergence de la solution discréte
(notée wugpp) vers la solution exacte u. Nous nous contentons, pour fixer les idées, d’une
définition, avec une mesure de Uerreur par 'intermédiaire d’une norme abstraite (|| - ||.)

Définition 2.26 Un schéma est dit convergent pour la norme || - || si, et seulement si,
pour toute donnée initiale (u®,u'), on a la propriété

| wapp — ul| = 0, lorsque hy, hy — 0,
le rapport hy/h, étant fizé.

NB. Dans la définition ci-dessus, on remarque que les pas de discrétisation h, et h; sont
liés entre eux.

Cette étude de la convergence repose usuellement (cf. [2]) sur deux ingrédients : la
consistance, et la stabilité du schéma. Nous allons uniquement évoquer la notion de
stabilité, & I'aide d’un calcul simple. Si on suppose que le domaine spatial est égal a R,
alors on peut vérifier que la solution exacte est de la forme

(@, ) = %(uo(x—i—ct)+u0(:r—ct))+%(v1(x+ct)—Ul(ac—ct)), vl(t):/o Wl (s)ds. (2.58)

Remarque 2.27 La vitesse de propagation de l’information, associée a , est égale
a +c. Les ondes se propagent donc a la vitesse ¢ (en module) sur la corde. Cette propriété
reste valable pour les problemes hyperboliques en dimension 2 ou 8 d’espace (cas 2D, 3D
instationnaires hyperboliques.)

En particulier, la valeur de u au "point" (z,t) dépend de

— la valeur de w° en z + ¢t ;

— la valeur de v! en z + ct, c’est-a-dire la valeur de u! sur [z — ct,x + ct].
On peut donc, a l'instar du cas discret, définir le cone de dépendance de la solution
exacte.

Si maintenant on revient & la question de la stabilité, il est clair qu'une condition
nécessaire de stabilité du schéma est que le cone de dépendance discret contienne suffisam-
ment d’informations : en d’autres termes, il doit contenir le cone de convergence associé a
la solution exacte !

Sil’on compare les pentes, & savoir hy/h, pour le schéma discret et 1/¢ pour la solution
exacte, la condition nécessaire de stabilité du schéma explicite se résume a

chy < hyg. (2.59)



u(x,t)

X X—ct X+ct

FIGURE 2.7 — Coéne de dépendance

0 ,tn) O ,tn)

/
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X X% ~Cly

FIGURE 2.8 — Stabilité ou instabilité

On parle habituellement de condition CFL, pour Courant, Lax et Friedrichs.

X +Cly

Il est possible (cf. [2]) de prouver que la condition CFL est en fait une condition
nécessaire et suffisante de stabilité du schéma explicite. Pour s’affranchir d’une condition de
stabilité, on peut introduire des schémas implicites, c’est-a-dire que I'on va déterminer
(uZm'H)i en résolvant un systeme linéaire dont la solution n’est plus explicite contrairement

a ([2.56). Pour cela, on réécrit 'équation (2.48)) sous la forme suivante :

1 1 1
82u( ) u?fl' — 2u§n+ + u:ri"l'
—(x ~

2 (3] m 2
Ox h2

Ainsi, a la place de I’équation(2.50)), on obtient :

,1§Z§7’LI, 1§m§nt,

m+1 m m—1 m+1 _ o, m+1 m+1
U, —2u" +u, 2 (e 2u; + u;

h2 h2

T

=0, 1<i<ng, 1<m<n,.

(2.60)

(2.61)
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Le calcul de (u["1); est alors effectué en résolvant le systéme linéaire suivant :

m=20 :
0 — 49z <i<
u6 = uo(:zz),_pour 1<i<ng ; (2.62)
Uy =Up 1 =0
m=1:
ul = u®(x;) + hput(x;), pour 1 <i<n, (2.63)
ug =y, 11 =0 7 .
Pour m=1,--- ,ns et pour 1 <i < n,
272 272
c“h c’h
1422t )yt - Lyl oty = o — gl
<m—: hngn—i_l % h% ( i+1 + i—1 ) 7 [ . (264)

De la méme facon que dans le cas du schéma explicite , en utilisant la suite de
vecteurs (v™)o<m<n,+1, O peut réécrire sous la forme wvectorielle équivalente, pour
1<m<ng:

(I, + (chy)?Ap)o™ Tt = 29™ — ™1, (2.65)

Ainsi, dans le cas implicite, pour évaluer la solution v™*!, il faut résoudre un systéme
linéaire, alors que dans le cas explicite, la calcul de v,,+1 est direct. Cependant, dans le
cas implicite, le pas en temps h; peut étre choisi indépendamment du pas en espace h.
Notons pour finir que la matrice I,,, + (chy)?A; est, comme la matrice A, tridiagonale,
mais elle est de plus & diagonale strictement dominante (voir la définition : on peut,
par exemple, utiliser la méthode de Jacobi ou de Gauss-Seidel par points (voir le et
le pour résoudre le systéme (voir la proposition .

Bien siir, ce type d’approximation & ’aide des différences finies, résultant en des sché-
mas explicites ou implicites, est utilisable a priori pour les problémes instationnaires 2D
et 3D, hyperboliques ou paraboliques, présentés au chapitre

Pour conclure cette section, nous abordons briévement la discrétisation des problémes
aux valeurs propres, puis celle des problémes stationnaires. Reprenons le cas de la mem-
brane élastique Q5 =0, 1[2.

Le probléme aux valeurs propres s’écrit : trouver les couples modes propreslﬂ - valeurs
propres (z,y) — ug(x,y) et A > 0 tels que

— A Aguy, = Mpuy sur Qo,  ug = 0 sur 9. (2.66)

(Ci-dessus, k est un entier naturel non nul par convention.)
Une fois le pas de discrétisation h fixé (h = 1/(n+1), N = n?), on en déduit ’approximation
par différences finies : trouver les couples modes propres discrets - valeurs propres discrétes
u € RV et )\ tels que

CzAgul = /\l'LLl. (2.67)

Comme Ay est définie-positive (proposition [2.20)), on en déduit immédiatement que toute
valeur propre discréte A; est strictement positive. En effet :

Nllwll3 = N(w,w) = A (Asuy,w) > 0.

12. On rappelle qu'un mode propre n’est pas identiquement nul.



52

Des méthodes de calcul des valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice sont présen-
tées au chapitre[8] Ceci répond a la question de la résolution du probléme discret. Comment
peut-on vérifier que celui-ci est une bonne approximation du probléme initial 7 La question
étant complexe, nous nous contentons de mettre en avant la problématique associée... Les
valeurs propres discrétes étant en nombre fini d’aprés un résultat classique (proposition
, il est clair qu’on ne peut espérer approcher tous les couples (ug, Ax)ken, pour h (et
donc N) fixés! Néanmoins, le nombre de modes propres discrets croit comme N, et tend
bien vers l'infini lorsque h — 0... Ensuite, concernant la convergence des modes discrets
vers les modes du probléme initial, nous sommes confrontés & deux difficultés : identifier
vers quel mode propre une suite de modes propres discrets (indexée par N) converge, et
s’assurer qu’a la limite N — +o00, on atteint tous les modes propres.

Nous finissons par les problémes stationnaires du type (pour v > 0 donné) : trouver
(,y) = u(z,y) tel que

— V2 — PAou =g sur Qy, u =0 sur ONy. (2.68)

Le pas h étant fixé (h = 1/(n+1), N = n?), l'approximation par différences finies consiste
en le systéme linéaire

Ao yu =u, avec Ay, = Ahy — VP, (2.69)

On retrouve la un systéme linéaire a résoudre, dont la matrice Ay, est symétrique. Mal-
heureusement, lorsque v est suffisamment grand, cette matrice n’est plus défnie-positive.
Il est donc nécessaire d’utiliser une méthode de type factorisation de Gauss (chapitre [5)),
pour laquelle des problémes de stabilité numérique peuvent se produirent. Quant a la ques-
tion de la convergence, elle est également complexe, étant étroitement reliée a celle de la
convergence du probléme aux valeurs propres.



Chapitre 3

La méthode des éléments finis

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une seconde méthode de discrétisation numérique,
plus flexible que la méthode des différences finies car elle permet de considérer des domaines
de calculs dont la géométrie est moins contrainte (non-tensorielle). En outre, on peut mener
a bien l'analyse numérique de la méthode, c’est-a-dire estimer l'erreur entre la solution
exacte et la solution calculée, en fonction de certains parameétres. On suppose que le lecteur
est familier avec les notions d’espaces de Hilbert et les formulations variationnelles (voir
I’Annexe , ainsi qu’avec celles des espaces de Lebesgue LP et la théorie des distributions.
Comme précédemment, le but est de calculer des approximations des solutions d’EDP
statiques. Nous considérons la diffusion neutronique (ou Laplacien généralisé), posé dans
un domaine © de R%, pour d = 1,2, 3. Le but est de calculer la solution de

—div(kgradu) + qu = f sur Q, w =0 sur 9. (3.1)

Ci-dessus, k et ¢ sont des coefficients qui peuvent dépendre de la variable spatiale. En
outre, on peut également considérer une condition aux limites de Dirichlet non-homogéne,
ou de Neumann ou Robin.

On renvoie a 1’Annexe@ pour la notion de domaine de R?, ainsi que sur les diverses pro-
priétées lides aux espaces fonctionnels définis sur Q, et notamment H1(Q), H}(Q), L?(Q)
et H(div, §2). Ici et dans la suite, on note en gras les espaces fonctionnels dont les éléments
sont a valeurs vectorielles.

Concernant les coefficients k et g, on les choisit a priori dans L*°(2), et on fait les hypo-
theéses suivantes :

{ Fkmin, kmaz > 0 tels que ki < k(x) < ks p-p- tout @ € Q, (3.2)
A¢min, Gmaz > 0 tels que gmin < ¢(x) < Gmaa p-p- tout € Q. ’
On considére une donnée :

fer*q). (3.3)

Enfin, on cherche une solution u d’énergie finie sur §2, & savoir

/(|u|2 + | grad u|?)dx < oco.
Q
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3.2 Formulations variationnelles, existence de solutions

Par hypothése, une solution u de d’énergie finie est telle que u € H} (). Dans la
suite, nous proposons deux approches pour résoudre et prouver 'existence d’une solu-
tion dans H& (€2), ces deux approches conduisant & des techniques de résolution numériques
différentes, mais complémentaires.

3.2.1 Probléme a une inconnue

On rappelle qu’on a la formule d’intégration par parties suivante

Yo € HY(Q), Vq € H(div,Q), /(gradv - q +vdivq)dx = 0. (3.4)
Q
Pour l'utiliser pour le probléme (3.1), on introduit la variable auxiliaire p := —k grad u.

Puisque & € L>®() et gradu € L?(Q), on a p € L?(Q). En outre, puisque la donnée
f e L), onaaussidivp = f —qu € L?(Q) et ainsi p € H(div,Q). A partir de 14, on
choisit v € H}(Q), et on remarque que si u € H}(Q) est solution du probléme , on
adivp+qu— f =0 dans L?(Q), et en prenant le produit scalaire par v dans L?(f2), on
obtient :

Yo e HY(Q), 0 = /Q(divp—f—qu—f)vdas
LD-P- /Q (—p-gradv+quv — fv)de
= /Q(/cgradu-gradv—l—quv—fv)dac
On en déduit donc que si u € Hg () est solution de , alors u est également solution
de la formulation variationnelle ci-dessous :

Trouver u € H () tel que

Vo € HY (), / (kgradu - gradv + quv) dx = / fvdex. (3.5)
Q Q

Exercice 3.1 FEn raisonnant au sens des distributions, montrer que si u est solution de

, alors u est solution de d’énergie finie.

A partir de 14, on se concentre sur la résolution de la formulation variationnelle (3.5 sous
les hypothéses (3.2]). On remarque qu’elle peut s’écrire sous la forme abstraite (C.3)), avec
V = H}(Q) muni de la normelﬂ |- |71, la forme bilinéaire a; définie sur V- x V' :

(v,w) — / (kgradv - grad w 4+ qow) d, (3.6)
Q

etfeV’:
v /va dx. (3.7)

13. On rappelle que [[v] 1) = ([0]22(q) + | grad vllZagq))/ = ([, (j0]* + | grad o] )de)"/>.
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Le fait que £ est une forme continue sur H}(f2) est une conséquence de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz dans L?(Q). En effet, soit v € HE(Q), on a :

[(£,0)] = ‘/vad:c = |(f,0) 2| < Iflz@lvllze) < Ifllz@llolla @),

<1 (£, )]
= p
vert@\foy 1011 @)

< || fllz2(0)-
Ainsi, on a bien £ € (HZ(Q))', et de plus ”f”(HS(Q))’ <N fllz2e)-
De la méme fagon, on prouve que la forme a; est continue sur H{(Q) x HE(Q). Soient

v,w € HE(Q), on a :

a1 (v, w)| =

/ (kgradv - grad w + qvw) dx
Q

< /k:gradv-gradwdw + /qvwdw
Q Q
< k:max/ |grad v - grad w| dx + qmax/ lvw| de
Q Q
< kmaz || grad ||z )l grad wllre () + @ma ||Vl 220 lwll L2(0)
< max(kmaz, Gmaz) (|| grad vllyz o)l grad w2y + vl 2@ llwl L2 @)
<

max(Kkmaz, gmaz) ||U||H1(Q)”w||H1(Q)~

Pour aboutir & la derniére inégalité, on a simplement utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans R? : pour tous (x1,v1), (z2,%2) € R?, on a z1z9 + y1ye < (27 + y)/2(23 + 43)V/2.
Ainsi,
a1 (v,w
sup | ( )| < max(kmaxv Qmax)-
vawert@\(o} 1V a @ llwllm o)

On veut maintenant utiliser le formalisme du

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses , la formulation variationnelle est bien po-
sée. En particulier

3C >0, Vf € L*(Q), I solution de tel que ||ull g1 < C || fllr2(0)-

Démonstration : Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram, il faut démontrer
la coercivité de la forme aq, ce que l'on fait grace a l'inégalité de Poincaré (théoréme [D.2)).
En effet, on a, pour v € H}() :

a(v,v) = /(k]gradv|2+q|v\2)dm
Q

> kmm/ ]gradv\zdw—i-qmm/ Mde
Q Q

14+ C3%
1+C%

AV

bmin | grad vl[Ea ) = kmin s || gradvle )

kmin

(lgrad vl[fz(q) + [vl72iq) = T+ (3 101121 -

kmin

1+ C%

v
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Ci-dessus, Cp > 0 est la constante apparaissant dans l'inégalité de Poincaré. Ainsi, la
forme a; est coercive (voir la définition avec une constante de coercivité égale a
a = kmin(l + 0123)71 > 0. On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram, et en
conclure que la formulation variationnelle est bien posée, et qu’en particulier pour
toute donnée f € L?(Q), il existe une solution et une seule u € HE(Q2) de ou de ,
qui dépend contintiment de £ € (H}(Q2))" (et £ est telle que £l 1)y < I fllL2())- Plus
directement, en prenant v = u dans la formulation variationnelle , on trouve que

1+ 02\ "?
ull g0y < < P) 1 fllz2(0)-

kmin
o
3.2.2 Probléme i deux inconnues
On choisit ici de conserver explicitement la variable auxiliaire p = —k grad u introduite

précédemment. En d’autres termes, on s’intéresse aussi au gradient de v (multiplié par k).
Comme on cherche des solutions v d’énergie finie, on a p € L2(f2) ; et, puisque la donnée f
appartient a L?(Q), on a p € H(div, Q). On réécrit donc le probléme de départ avec
une solution d’énergie finie sous la forme

{ Trouver u € H}(Q), p € H(div, Q) tels que

divp+qu=fet k'p+gradu =0 sur Q. (3.8)

Pour résoudre ce probléme & deux inconnues, nous supposons que la borne inférieure g,
dans (3.2)) est strictement positive :

{ Fkmin, kmaz > 0 tels que kpin < k() < kg p-p- tout & € Q, (3.9)

A¢min, Gmaz > 0 tels que gmin < ¢(x) < Gmaa p-p- tout x € Q.

Pour construire une formulation variationnelle équivalente, nous procédons en deux étapes
(il y a maintenant deux équations a prendre en compte). Tout d’abord, on choisit g €
H(div, Q), et on effectue le produit scalaire dans L?(£2) de la seconde équation de .
Puisque (u, q) appartient a HJ () x H(div,{2), on peut intégrer par parties, cf. . On
a donc :

Vg € H(div,Q2), 0= /(k_lp +gradu) - qdzx LRP- /(k_lp -q —udivq)de.
Q Q

A T'issue de cette intégration par parties, on remarque qu’il suffit maintenant que u appar-
tienne & L?(£2) pour donner un sens & la derniére intégrale. Le fait que u € H(2) et que la
trace de u s’annule sur 0f2 est contenu dans 1’égalité variationnelle ci-dessus, valable pour
toute fonction-test g dans H(div, ). par exemple, si on choisit ¢ € D(€2), on retrouve sans
peine que grad u = —k~!'p au sens des distributions dans Q, et donc que v € H'(Q2). Pour
retrouver la condition aux limites homogeéne, il faut utiliser la surjectivité de ’application
trace normale, voir le théoréme [D.3]

On cherche dorénavant une solution (u,p) € L*(2) x H(div, Q).

Pour prendre en compte la premiére équation de , on utilise simplement 1’égalité va-
riationnelle équivalente :

Vo € L*(Q), 0:/(divp+qu—f)vda:.
Q
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Par soustraction des égalités variationnelles, on en conclut que si (u,p) est solution de
(3.8), alors (u,p) est solution de la formulation variationnelle ci-dessous :

Trouver (u,p) € L?(2) x H(div, Q) tel que
Y(v,q) € L*() x H(div,Q),

(3.10)
(—k_lp-q—i—udivq—l—vdivp—i—quv)da::/fvda:.
Q

Q

Comme on I'a vu, si (u, p) est solution de (3.10)), alors (u,p) est solution de (3.8).

Sous la forme abstraite , on se place dans l'espace produit V = L%(Q) x H(div, Q)
muni de la norme produit ||(v, q)|ly = (||v\|%2(9) + Hq”%{(div,ﬂ))l/z’ avec la forme bilinéaire
définie sur V x V :

as : ((v,q),(w,r))&—)/ (—k_lq-r+vdivr+wdivq+qvw) dx, (3.11)
Q

et £ eV : (v,q) = [, fvde.

La continuité de la forme £ est immédiate, avec ||£[|y» < [|f[|12(q)- En outre, on peut vérifier
sans peine que la forme a9 est continue sur ¥V x V. Qu’en est-il de la coercivité de la forme
as? Omn a :

a2((0,9),(0,9)) = = Jo k7" |gl*dm <0 si g #0,
az((v,0), (v,0)) = [, glv|*dx >0 siv#0.

D’apres la Remarque [C.7, comme la forme as n’a pas de signe, elle n’est donc pas coer-
cive!? En conséquence, il faut appliquer le théorie de Banach-Necas-Babuska pour établir
le caractére bien posé de (3.10)).

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (3.9), la formulation variationnelle est bien
posée. En particulier

3C >0, Vf € L*(), 3\(u, p) solution de tel que ||ul|2(q)+IPllEC@v.2) < ClIfllz2@)-

Démonstration : On remarque tout d’abord que la forme as est symétrique, puisque

V(U, Q), (w7 ’I“) € V? a2((v7 q)v (w,r)) = a2((w7 T)? (1), Q))

On peut donc utiliser le Corollaire [C.12] pour conclure : il reste a établir une condition de
stabilité (C.7)) que nous rappelons ici :

|a2((v, q), (w, 7))]

Ja’ >0, V(v,q) €V,  sup >a'[|(v, q)|lv.
wmenoy  llw,r)v

Pour tout (v,q) € V non-nul (c’est évident pour (0,0)!), on doit donc trouver un repré-
sentant (w*, r*) permettant de vérifier cette condition.
On commence par le cas ot divg =0. On a :

az((v, q), (w*, r*)) = / (=k'q - r* +vdive* + guw*) de.
0
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On remarque que si on choisit 7* = —gq, le premier terme de l'intégrale est strictement
positif, et le second est nul :

a2((v7 Q), (w*7 _Q)) = /Q (k71|Q|2 + Q’U’LU*) dx.

Ensuite, choisir w* = v donne
aal(v.0), (0. ~a)) = [ (7 laf* + qlof) da.
Avec ce choix, on a || (", 7)lly = (0] + Il )2 = (0, @)lv, et de plus

a(va) @) = [ (7P + alof) da

> (kmax)l/ ‘Q|2 dx + Qmin/ ‘vyzda:
Q Q
> min((kmaw)il’(bnin) ”(MQ)H%}
= min((kmaz) " dmin) (v, @)y [[(w", 7%) [y,
a v,q),\w,r . —
= sup | 2(( ) ( ))| > mln((kmaz) 17Qmin) H(UuQ)HV-
wmengoy I,y
Poursuivons par le cas général (div q # 0 est possible), en choisissant a priori r* = —q :

oa((0,). (0 ~a)) = [ (K Mlgl + (" o) divg + guu) da.
Cette fois, on choisit w* = A\(v + ¢~ 1 div q), avec A & déterminerlﬂ :

az((v,q), A(v+q ' divg), —q)) = /Q (k7g|* + (2 = Dvdivg + A g | divg|* + A g |v]?) d.

Prendre \ = %, ie. w* = %(v + ¢ 1div q), permet d’éliminer le terme croisé :
cal(0) (o -+ diva),—a)) = [ (kg 4 G divaP + Galol) da
On en déduit que
aa((0,0): (0 1) = min((Fae) 5 ) ) [ (1 + [ dival? + (o) da
> min((kynae) ™2 (dar) ™ o) (0. @) -
Pour conclure la démonstration, il reste a majorer ||(w*,r*)||y par ||(v, q)|ly. On obtient :
I e = 5t o diva)Fa) + lale + | divalZe

1 1 _ .
< 5”””%2(9) +llalfagq) + 1+ §(Qmin) )l div 172,
1 _ .
< (1 5 (Gmin) %) (HUHi%m +[lgllf2(q) + | div QH%2(Q)) :

_— 1 -
= [l )y < 1+ 5(gmin) )2 (v, @) v

14. Le choix de la "correction" ¢~ ' div g provient de la premiére équation de (3.8, ou 'on voit que le
champ scalaire u est homogéne a ¢~ ' div p...



99

Et finalement, on a dans le cas général

) %Qmm)

sup |a2((v,q), (’LU,T’))| > min((kmllz)ia %(Qmax)
(w,r)eV\{0} H (wv ’l")”v N (1 + %(Qmin)72)1/2
qui est la condition de stabilité cherchée. La formulation variationnelle (3.10|) est bien posée,

et en particulier ||(u,p)|ly dépend continiment de ||f|y» (la donnée). Comme ||f[,» <
| £l z2(q), on a bien la conclusion cherchée, si on se souvient que :

1, @)y,

1/2
HU||L2(Q) + HPHH(div,Q) < V2 (HUH%?(Q) + HPH%-I(div,Q)) = \/§H(U,P)||v-

O

Plutot que de démontrer la condition de stabilité (ou condition inf-sup) de la forme as,
on peut passer par la théorie de la T-coercivité, voir le théoréme La démarche est
trés similaire a celle proposée précédemment. Pour tout (v,q) € V \ {(0,0)}, on cherche
(w*, r*) dépendant linéairement de (v, q) et tel que

az((v, @), (w*, ")) = al|(v. @)II3,

avec a > 0 indépendant de (v,q). A partir de la, on peut choisir T € £(V) défini par
T((v,q)) = (w*,r*). Dans notre cas, on choisit donc

T((v,4)) = (3(v + 4~ diva), ~) (312)

et o = min((kmaz) ™Y 3 (Gmaz) ™1 3@min)- Et on sait que |[|T]|| < (143 (gmin) ") /2. D’aprés
la définition la forme ag est T-coercive. Le théoréme s’applique, et on a établi
le théoréme [3.2] par ce biais.

3.3 Discrétisation par éléments finis

Apreés la méthode des différences finies, nous introduisons une seconde méthode de
discrétisation numeérique, basée sur l'approximation des formulations variationnelles, et
appelée méthode des éléments finis. On obtient ainsi une nouvelle catégorie de sché-
mas numériques de discrétisation. La premiére différence par rapport a la méthode des
différences finies est qu’on n’approche plus les EDP plus les conditions aux limites, mais
une forme variationnelle équivalente. En outre, on peut considérer des domaines de forme
plus générale lorsqu’on utilise la méthode des éléments finis.

Pour commencer, nous la présentons pour le probléme & une inconnue, posé dans des do-
maines ) polygonauz (d = 2) ou polyédriques (d = 3). Plus précisément, I’approximation
que nous choisissons est de type conforme, ou Galerkin, cf. §C.4.2] c’est-a-dire que les es-
paces discrets (V3)p que nous construisons sont des sous-espaces vectoriels de dimension
finie de ’espace V.

Nous poursuivons ensuite par une étude similaire pour le probléme & deux inconnues, tou-
jours posé des domaines € polygonauz (d = 2) ou polyédriques (d = 3), en choisissant
encore une approximation de type conforme : cette fois les espaces discrets (V) que nous
construisons sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie de ’espace V.

Dans les deux cas, le paramétre positif h est destiné a tendre vers 0, et limy,_,o dim(V}) =
+o00, respectivement limy,_,o dim(Vy,) = +00.
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3.3.1 Probléme a une inconnue

On suppose que 'on dispose d’une famille (V) de sous-espaces vectoriels de dimension
finie de V' = Hg(€2). On munit les sous-espaces Vj, de la norme || - ||y = || - || g1 (-

Soit h donné. Dans l'espace V), correspondant, la formulation variationnelle dis-

créte associée a (3.5)) est :

{ Trouver uy, € Vj, tel que

3.13
Yo € Vy, al(uh,vh) = <f,’uh>, ( )

ot la forme bilinéaire a; est donnée par (3.6, et la forme linéaire f est donnée par (3.7)).

Remarque 3.3 Comme on cherche la solution discréte uy, dans Vi, C HE(Q), celle-ci est
définie presque partout, ce qui constitue une autre différence par rapport a la méthode des
différences finies, ot la solution exacte n’est approchée qu’aux points de discrétisation.

Comme la solution discréte uy dépend linéairement de la donnée f, on peut réexprimer
(13.13)) sous la forme d’un systéme linéaire équivalentlﬂ.

Lemme 3.4 Soit (pj)i<j<n une base de l’espace vectoriel Vj,. Résoudre la formulation
variationnelle discrete est équivalent & résoudre le systéme linéaire posé dans RN :

Trouwver X € RV tel que
{ AX — F , (3.14)
avec
et l'on a la correspondance
N
Up = ZX]‘QD]‘. (316)
j=1

Remarque 3.5 Sauf exception, on omet la dépendance de N, A, X et F' par rapport a h.

Démonstration : Soit uj, résolvant (3.13) : on note (X;)i<j<n ses composantes dans la
base (¢j)i1<j<n. On choisit v, = ¢; dans la formulation variationnelle (3.13)), ce qui nous
donne avec la définition (3.16]) du vecteur X, et la définition (3.15) de A et F' :

N

N N
. (13.13))
Vi, Y AiX; = Xaips ) =Y X 0) = (£,01) = F,
j=1 j=1 j=1

c’est-a~dire le systéme linéaire (3.14]), écrit ligne par ligne.
Réciproquement, a partir de X une solution de (3.14]), on définit u; selon (3.16)), et on

15. En régle générale, on écrira les matrices issues de la discrétisation par éléments finis en caractéres
ombrés majuscules.
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choisit v = Zf\i 1 Yip; un élément quelconque de V. On trouve

N

N N N
ai(un,on) = a| D Xjps» Yipi | =Y Vi | D Xjai(e) i)
7j=1 i=1 i=1 7=1

N
DB S (S
N
Sy, F-ZY £,01) = ( ZYM—fvh>

=1

@
Il
—

o

Dans la suite, on suppose qu'une base (¢;)i<j<n de Vj, est donnée, et que A et F sont
définis par . Notons en passant qu’on a établi (voir la démonstration de la réciproque)
une égalité fondamentale reliant les fonctions discrétes aux vecteurs de R les représentant
dans cette base (¢j)i1<j<n :

N

N
Von =Y Yo, Y=Y Zip;,  ar(vp,wy) = (AY, Z). (3.17)
j=1 j=1

Proposition 3.6 La matrice A est symétrique par construction. Sous les hypothéses ,
elle est en outre définie-positive.

Démonstration : La matrice A est symétrique, puisque la forme aq 'est. Sous les hypo-
theses (3.2)), la forme a; est coercive, et on en déduit que,

vy e RV \ {0}, (AY)Y) ay(vp,vp) > 0.
<o

D’aprés la proposition la matrice A est inversible, et le systéme linéaire admet
une solution X et une seule. On en déduit finalement que la formulation variationnelle
discréte admet une solution uy et une seule.

Pour comparer cette solution discréte a la solution exacte w, on utilise le lemme de Céa
(cf. théoréeme [C.20). On trouve dans notre cas :

max(kmax , Qmaac)

[ = unl 1 () (1+Cp) inf lu—vallgq), (3.18)
v EVh

kmin
ou Cp est la constante qui apparait dans I'inégalité de Poincaré. En particulier, 'erreur
|lu—unll g1 (q) et infy,ev, [[u—vnll g1 (o) sont du méme ordre (cf. remarque |C.21)). En outre,
comme Vj, est un sous-espace vectoriel fermé de H'(Q), on a inf,, cy, ||u — vl Q) =
miny, ev;, [[u — vnll 1) = ||u — Puullg1(q), oit Py est la projection orthogonale de H'(Q2)
sur Vj,.
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On laisse maintenant h varier. On dispose donc des solutions approchées (up)p. D’aprés
le théoréme[C.23] pour que lerreur tende vers 0 quand h tend vers 0, il suffit d’avoir la pro-
priété d’approximabilité minimale . On réécrit ci-dessous le résultat de convergence
pour le probléme & une inconnue.

Théoréme 3.7 Sous les hypothéses et st la propriété d’approximabilité minimale
est vraie pour (Vi) dans HY(Q), alors Uerreur tend vers 0 quand h tend vers 0 :

%IL%HU—U}LHHl(Q) =0. (3.19)

Concernant la qualité des solutions approchées (uy,)p, on introduit habituellement la notion
de vitesse de convergence.

Définition 3.8 Les solutions approchées (uyp,)p convergent vers u a l'ordre aey, > 0 si, et
seulement si,
ICep > 0, Vf, Vh, |lu — upllg1(q) < Ceo K™ || f]|- (3.20)

Comment définir les espaces discrets (V4,), pour le probléme & une inconnue? Une idée
naturelle consiste & construire un espace d’approximation & partir de fonctions continues,
et affines par morceaux. En effet, les fonctions globalement continues, et réguliéres par
morceaux, appartiennent & H'(Q) [TI]. Il faut enfin imposer une condition de trace nulle
sur 9Q pour définir des fonctions de HE (). Afin de construire de tels espaces, on suppose
maintenant que 'on résout le probléme posé dans un domaine 2 polygonal (si d = 2),
ou polyédrique (si d = 3). On choisit un maillage de €2, ici une partition en simplexes
fermés, c’est-a-dire des triangles fermés pour d = 2 et des tétraédres fermés pour d = 3,
Q = Uy <4< Ty, qui vérifie les propriétés suivantes :

int(Ty) # 0 pour tout ¢ ;
int(Ty) Nint(Ty,) =0 si £ #m ;
toute facette d’un simplexe est :
soit facette d’un autre simplexe, soit incluse dans 0f).

(3.21)

Par définition, pour d = 2, une facette est une aréte du bord du triangle et, pour d = 3,
une facette est une face du bord du tétraédre. Il y a donc d + 1 facettes par simplexe.
On appelle (M;);—; ny+ I'ensemble de tous les sommets du maillage, numérotés de sorte
que (M;)j=1,n est 'ensemble des sommets intérieurs, et (M;),;—n41 n+ est ensemble des
sommets situés sur la frontiére. On appelle pas du maillage le nombre strictement positif
h = maxj<¢<r, hy o1, pour chaque ¢, hy est le diameétre du plus petit cercle contenant 7. On
note également, pour chaque ¢, py le diameétre du plus grand cercle inclus dans Ty. Enfin,
on appelle T, le maillage obtenu. Dans la suite, on s’appuie sur une famille de maillages
(Tr)n pour construire les espaces discrets (V).

Remarque 3.9 Pour que h tende vers 0, on doit construire des partitions telles que le dia-
metre mazimal des simplexes tende vers 0. Ceci implique en particulier que maxi<y<r, |Ty|
tende vers 0, et donc que le nombre de simplezes tende vers +oo.

On raisonne pour une partition, et donc pour un maillage, donnés : Q = Ui<e<r.Ty. On
peut maintenant définir V},, sous-espace vectoriel de H& (Q) de dimension finie, en deux
temps. On introduit, pour k € N,

Pu(T) :={q € P(T) : d°(q) < k).
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Lorsque k = 1, on peut également utiliser la définition équivalente
P(T):={qe P(T) : 3a€ Py(T),3be (Py(T))? Yz €T, qlx) =a+b-x}.
On définit, pour k € N\ {0}, l'espace discret
Vite i ={vn € C°(Q) = VI, vy, € Pr(Ty)}-

On parle['°| d’élement fini de Lagrange d’ordre k. Par construction, Vh+k c HY(Q).
Ensuite, on définit, pour k € N\ {0}, 'espace discret

Vik = {vn € Vil © wnjoq = 0} (3.22)

Par construction, Vj , C H&(Q) Dans la suite, on se concentre sur le cas k = 1, et on pose
Vi, = Vi 1. Les résultats obtenus ci-dessous se généralisent sans peine au cas k > 2 [I1].
Pour construire une base de V}, on choisit une famille de NV fonctions (w;)1<j<n :

Vi, wj € Vi, et wj(M;) = 6;; pour 1 <i <N,

ol 0;; est le symbole de Kronecker, c’est-a-dire que 6;; = 1 si i = j, et §;; = 0si ¢ # j.
On appelle (w;);=1,n les fonctions "chapeau".

Exercice 3.2 Montrer que si la deuxiéeme ou la troisieéme propriété est violée, alors
on peut toujours trouver un sommet M; pour lequel il n'existe pas de fonction "chapeau”
associée.

La propriété fondamentale de ces fonctions "chapeau" est que leur support est local, ce qui
a une grande importance lorsqu’on construit la matrice A représentant la forme a; dans
cette base.

Proposition 3.10 On suppose les propriétés vérifiées. Alors
supp(w;) = Uy 1.q. myer,Te  pour 1 <i < N.

Démonstration : Soit un indice ¢ donné. Considérons un simplexe Ty. Deux cas peuvent
se présenter :

— soit M; & Ty, et alors w; s’annule aux d + 1 sommets de Ty ; comme w;|T, est affine
dans le simplexe et que les d + 1 sommets ne sont pas alignés (c’est la premiére
propriété ), on en déduit que w;r, =0 ;

— soit M; € Ty, et alors w; vaut 1 en M;, et s’annule aux d autres sommets de T} ;
si on note a la facette contenant ces autres sommets, on en déduit que w;(x) # 0
pour x € Ty \ a puisque wj7, est affine dans le simplexe.

Le résultat suit. o

Remarque 3.11 Soit w; un fonction "chapeau”. Si on reprend la démonstration ci-dessus
(2¢me item), on note que, pour tout simplexe Ty tel que M; € Ty, la restriction wi|T,
coincide avec la coordonnée barycentrique associée au sommet M; dans Ty. En effet, par
définition, les d + 1 coordonnées barycentriques (A?Z)i:17d+1 dans Ty sont affines, valent 1
en un sommet, et 0 en tous les autres.

16. Lorsque k£ = 0, 'espace discret VthO est réduit a I’ensemble des fonctions constantes sur €.
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Ensuite, on prouve que ces fonctions engendrent 1'espace discret Vj,.

Proposition 3.12 On suppose les propriétés vérifiées. Alors la famille (wj)i1<j<n
constitue une base de V. De plus, on a l'identité :

Vop, € Vi, op(x) = Z vp(M;)w;(z) pour tout x € (L. (3.23)
j=1,N

Démonstration : Montrons que la famille (w;)i<j<n est libre. Soit (a;)j=1.n € RY telle
que > ;4 yajw; = 0. On a donc ),y yajw;(x) = 0 pour tout = € Q. On choisit
x = M,;, pour i =1, N, ce qui donne

0= Z Q; w](MZ) = Q4.

j=1,N

Montrons maintenant que la famille (w;)1<j<n est génératrice.

On remarque que si cette famille est génératrice, alors pour tout vy, € V}, il existe (o) j—1,n €
RN tels que vj, = > j—1,N @j wj. Sion choisit & = M;, pour i = 1, N, on trouve vy (M;) =
a;, et ainsi on a nécessairement v, = 3, y vp(M;) w; (c’est-a-dire @[))

Ainsi pour prouver que (wj)lgjg N est génératrice, pour tout v, € Vj, on doit prouver
que vp — >y y vh(Mj) wj = 0. Comme les fonctions sont continues sur {2, ceci revient a
prouver que pour tout simplexe Ty, on a vp(z) — >_,_1 vy vn(M;) wj(x) = 0 pour tout x
dans Tj. Par construction, (vn, — >_;_1 n vn(M;) w;)z, est affine, et de plus elle s’annule
aux d + 1 sommets du simplexe qui sont non-alignés d’aprés la premiére propriété :
elle est donc nulle sur 7;. Comme le résultat est valable pour tout simplexe, on a bien
Vp = D j—1.n Vn(Mj) wj = 0 sur Q. o

Les fonctions discrétes vy, € V), sont donc caractérisées par les valeurs (vj,(M;))j=1,n. On
appelle 'application vy, — (v (M;))j=1,n les degrés de liberté.

On retient dorénavant (w;),;—1,ny comme base de V},. Grace a la proposition on peut
estimer le nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ay, noté nnz(Ay). Nous proposons des
estimations "optimales" lorsque d = 2. Si d = 3, on peut obtenir des résultats similaires,
voir la remarque [3.16| ci-apres.

Proposition 3.13 On suppose les propriétés vérifices et que Q C R2. Alors le
nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ay, € RNv*Nn est asymptotiquement au plus de
Uordre de TNy, :

nnz(Ap)

VA, N,

< 1.
Remarque 3.14 En d’autres termes, la matrice Ay, associée posséde, en moyenne, moins
de 7 éléments non-nuls par ligne. Pour rappel, en 2D et pour tout h, les matrices type Al

issues de la discrétisation par différences finies, voir , possédent au plus 5 éléments
non-nuls par ligne.

Démonstration : On introduit AT le nombre d’arétes du maillage : on décompose AT en
A+ Ay, ot Ay est le nombre d’arétes situées sur la frontiére. Pour rappel,ilya Nt = N+N,
sommets, avec N sommets situés sur la frontiére. Si on compte les arétes frontiére et les
sommets frontiére, on trouve A, = Np. Ensuite, on note A;n; le nombre d’arétes dont



65

aucune extrémité n’est située sur la frontiére. Si on fait I'hypothése (raisonnable) que de
chaque sommet situé sur la frontiére, il part au moins une aréte vers l'intérieur, on a
Aint < A — Np. Et enfin, il y a L triangles.

Pour 1 <4, < N,on a:

A;; = / (kgrad w; - grad w; + q wjw;) de
Q

= Z / (k: grad wj|T, - grad wir, + qwj|TewZ-|TZ) dx
int(Ty)

o (3.24)

- 2 / (k grad w;|, - grad wig, + qwjr,wir,) d,
¢=1,L t.q. M;,M;eT, ” "t(Te)

ol on a utilisé la proposition [3.10] pour la derniére égalité. En effet, si M; ¢ Ty ou si
M; & Ty, I'intégrale sur int(Ty) est nulle. Ainsi, pour avoir A;; # 0, il est nécessaire que
M; = Mj, ou que [M;, M;] soit un coté d'un des triangles (Ty)1<¢<r. Il y a N occurences
du premier cas, et 2A4;,; occurences du second cas. On a donc :

nnz(A) < N+ 2A;.

Pour obtenir une borne qui ne dépende que de N, on doit maintenant borner A par N.
Pour simplifier, on fait I’hypothése que le domaine €2 est sans trous. Alors, si on décompte
les arétes, on trouve tout d’abord que :

3L =24+ A

Ensuite, si on compte les angles aux sommets, et si on se souvient que la somme des angles
aux sommets d’un polygone a n cotés est égale a (n — 2)m, on trouve :

L=2N+ N, —2.
Ainsi, 2A = 6N + 2N, — 6, et donc
2Aint = 24404 —2A + 6N + 2Ny — 6 = 6N + 2(Ajpe + Np — A) — 6 < 6N,

et on en conclut que

nnz(A) < 7TN.

On en déduit le résultat annoncé. o

Remarque 3.15 Plus généralement, on peut prouver que cette propriété est valable quel
que soit Uordre k > 0 de ’élément fini de Lagrange [11). Si on note Ny i la dimension de
Vg, et Ap i € RNwkXNuk o matrice associée & la forme a1 dans une base "bien choisie”,

alors : A
nnz(Ap k) <Cp

3C; > 0, Vh, <
Nh
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Exercice 3.3 On peut également résoudre numériquement le probléme , o0 on a rem-
placé la condition aux limites de Dirichlet par une condition aux limites de type Neumann
ou Robin. Dans ce cas, si on utilise un élément fini de Lagrange d’ordre 1, on se place dans
Vh+ = Vh—i,_l' La matrice A}, correspondante appartient alors a ]RN:XN:, ol N; = dim(V,j').
Pour d = 2, montrer que l'on a nnz(A}) < N,f + 245", ou A; est le nombre d’arétes du
maillage ; en utilisant les bornes établies dans la proposition[3.13, en conclure que :

nnz(A})

Vh,
Ny

<.

Remarque 3.16 Lorsque d = 3, on peut arriver & des estimations similaires, afin de
garantir un nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ay, croissant linéairement par rapport
a sa dimension. Pour cela, on a besoin d’une relation supplémentaire de dénombrement,
puisque la somme des angles solides au sommet d’un tétraedre n’est pas constante. Elle
s’obtient sous réserve que la famille de maillages soit réguliere (voir ci-apres)
cette condition fournit une borne uniforme (indépendante de h) sur le nombre maximal de
tétraedres auzrquels un sommet peut appartenir, cf. [11] pour les détails.

Pour établir la propriété d’approximabilité minimale 7 on choisit V. = D(2) comme
sous-espace dense de V = H&(Q) Pour cela, on utilise un opérateur d’interpolation
7 » Vi — Vj et le passage a 1'élément fini de référence (voir par exemple [I1], §2.3] pour
les calculs détaillés).

La démarche est la suivante. Pour v4 € V., on écrit tout d’abord :

1/2
vy — Thvsl| Q) = (Z (v )1, — (ﬂhv+)|TgH§{1(T4)> :
7

Puis on estime, pour chaque £, I'écart ||(v4 )7, — (7av+ )1, |51 (7,)- Pour cela, on passe de
Ty au simplexe de référence, voir (3.29)) ci-aprés ; on utilise les propriétés d’approximabilité
de l'opérateur d’interpolation sur ce simplexe, en utilisant une mesure dans un espace de
I’échelle de Sobolev (HHB)BZO (ces propriétés ne dépendent donc pas du simplexe Ty) ; et
enfin on revient au simplexe Ty.

Pour obtenir une estimation exploitable, on se place dans la situation ot

3o > 0, Vh, VL, he < opy. (3.25)

On dit que la famille de maillages (7), est réguliére.

Donnons quelques détails. On choisit I'opérateur d’interpolation de Scott-Zhang [18] §1.6.2],
utilisable pour tout élément de H'(€), et donc en particulier pour tout élément de HE ().
Si pour chaque T}, on note St, I'union des simplexes ayant une intersection non-vide avec
Ty, on obtient, tous calculs faits, une estimation du type

3C >0, VB € (0,1], Yh, VI; € Ty,

3.26
||(U+)‘T[ - (WhUJr)\TL;HHl(TZ) < Chf |(U+)|ST£ |H1+5(ST(Z)' ( )
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Remarque 3.17 Lorsque  €]1/2,1] et puisque d < 3, on sait d’aprés les injections de
Sobolev que H'FA(2) c C°(Q) (voir par exemple [3, Chapitre 2]) et on peut "simplifier"
lestimation en se servant de l'opérateur "classique” d’interpolation de Lagrange.
Dans ce cas, on peut remplacer a droite |(U+)|STZ |H1+[3(S’TZ) par [(v) 1, | a+s(n,) -

Pour conclure que ’hypothése d’approximabilité minimale est vérifiée, il reste a
sommer sur tous les simplexes. Mais, dans ’estimation 7 la contribution sur
un simplexe 7”7 donné apparait plusieurs fois a droite, puisque par définition ce simplexe
est inclus dans tous les St, tels que 7" N Ty # 0.

Lorsque d = 3, on peut vérifier que 'hypothése de régularité de la famille de maillages
implique que la valeur minimale (prise sur tous les simplexes de tous les maillages) des
angles solides aux sommets des simplexes est strictement positive, et de méme pour la
valeur minimale des angles diédriques aux arétes des simplexes. Et, lorsque d = 2, la
valeur minimale (prise sur tous les triangles de tous les maillages) des angles aux sommets
est strictement positive. Ceci implique & son tour que

3Cheq > 0, Vh, V¢, max card({T"t.q.T C S1,}) < Creg, (3.27)
=

c’est-a-dire que le nombre d’occurences de T” est uniformément borné.
Par sommation sur tous les simplexes de 7}, on trouve donc que

1/2
lvy — 7Th'U+”H1(Q) < (Z CQh%B |(U+)|ST£ |12L[1+B(STZ)>
¢

IN

{Pour tout £, hy < h}

1/2
Ch’ (Z | (v+)|STe ﬁ;uﬁ(sn))

14

1/2
{Au plus Cyq occurences} < CCpegh” (Z |(U+)|T£’?{1+B(T[)> .
¢

Si on a choisi § € {0,1}, on a (E£|(U+)|Te|12ql+ﬁ(n))l/2 = [vi|gr+s(q). Pour B €0,1],
d’apres la propriété de sous-additivité des semi-normes | - |1+ (cf. [3, Chapitre 2]), on
a (>, |(U+)|Te|iﬂ+ﬂ(n))l/2 < [vi|g1+8(q)- Dans tous les cas, on en conclut que

Yoy € Vi, oy — mhvgllme) < CCregh” [ug|ivs(q), (3.28)

et finalement (C.26]) est vérifiée. En conclusion, l'erreur |lu — uy, || H1(0) tend vers 0 quand
h tend vers 0, cf. (3.19

Remarque 3.18 La propriété se généralise sans difficulté auz éléments de C™ (),
avec des opérateurs a valeurs dans (Vhfk)h. D’apres la densité de C*°(Q) dans H'(Q) et
dans L?(Q), cf. Anneze@ on dispose d’une propriété d’approrimabilité permettant
d’approcher tout élement de H(SY) ; et on dispose également d’une propriété similaire pour
tout élement de L*(Q) (puisque ||Jvs — T+ r2(0) < v+ — mhv+l g1 ))-

Nous donnons quelques précisions ci-dessous, concernant le passage a 1’élément fini de
référence, on note habituellement T le simplexe de référence dont :
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— (cas d = 2) les sommets ont pour coordonnées (0,0), (0,1) et (1,0) dans le répére
de référence (0,2,9) ;
— (cas d = 3) les sommets ont pour coordonnées (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0) et (1,0,0)
dans le répére de référence (0, 2,9, 2).
On passe du simplexe T aun simplexe Ty donné & l'aide d’une transformation affine

F, - { g: 3}: Ay by avec Ay € R inversible, et by € RY. (3.29)

Bien siir, on a la transformation affine inverse F[l de T; dans T:%= Azlac —Aglbg. Dans
la suite, le passage a ’élément fini de référence est équivalent & ces correspondances entre
el et xy € Ty. Puisque les transformations sont affines, les formules de changement de
variables s’écrivent pour toute fonction w € L'(T}), w € L'(T) :

/ w(a:)dcc:/(woFg)(i)|det(Ag)]di;
y) T
/uA;(A)dc?:—/T(woF[l)(:cHdet(Ag)]1dw.

T

(3.30)

On transforme une fonction & valeurs scalaires ¥ définie sur 7' en v & valeurs scalaires
définie sur Ty, et réciproquement, selon :

v="90F; " = v =wvo Fp. (3.31)

On écrit v(z) = (&) pour tout & € Ty (ou tout & € 7). On peut facilement établir les
identités suivantes sur les gradients :

Ve eT, Vo(x)=(AD)"Vo(@); VeeT, Vi(z)=AIVo(z). (3.32)

Pour établir la propriété d’approximabilité uniforme (C.29) et estimer la vitesse de
convergence, on choisit

V ={v€ H}(Q) : div(k grad?) € L*(Q)},

et on utilise le résultat technique ci-dessous (voir [9]), sur la régularité a priori des solu-

tionslﬂ du probléme (3.1)).

Proposition 3.19 On suppose que les coefficients k et q appartiennent a PWH>(Q),
et qu’ils vérifient les hypothéses . Alors il existe Tmax €]0,1], appelé exposant de
régularité, tel que pour tout f € L?*(Q), la solution u € H}(Q) de appartient G
No<rerpn. PH(Q) (rmax < 1), ou PH*(Q) (rmax = 1), avec une dépendance continue.
— St Tmax <1 :
Vr € [0, Tmax[, 30, > 0, Vf € L3(9), HUHPH1+T(Q) <C, ”f”L2(Q) ;
— Sirmax =1
3C1 >0, Vf € LX), |lullprze) < C1 1 fllr2)-
17. Le préfixe P renvoie & une partition P := {Qp}p—1....p de Q : (Qp)p=1,...,p sont des domaines
disjoints, et Q = Up—1,pQ,. Dans ce cas, k € PW"*°(Q) signifie que ko, € Whe(Q,), pour 1 < p < P.
De méme, u € PHHT(Q) signifie que U, € HHT(QP), pour 1 <p < P.
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Définition 3.20 On dit qu’une famille de maillages (Tp)n de 2 est conforme & une parti-
tion (p)1<p<p de 2 si

Vh, V¢, Jp € {1,..., P} tel que T; C €.

Encore une fois par passage a I’élément fini de référence et toujours a I’aide d’un opérateur
d’interpolation appliqué cette fois aux éléments de V', on en déduit le résultat suivant sur
l'ordre de convergence (voir la définition [3.8)).

Théoréme 3.21 (probléme a une inconnue) Sous les hypotheéses de la pmposition
et si la famille de maillage est réguliere et conforme, alors l’ordre de convergence v, est
égal a :

— Qey = Tmax — € pour tout € €]0, max| St Tmax < 1, ou

— Oy =1 81 Tmax = 1.
Qui plus est, la constante C., ne dépend ni de la solution u, ni de la donnée f :

3Ceo >0, Vh, ¥f € LX), |u— unllg (o) < Ceo h™ ||fll12(0)

Démonstration :On choisit 7 €]0, 1] comme a la proposition [3.19] ou le cas = 1 corres-
pond & rmax = 1.
Alors, d’aprés (3.28)) ,|E| on a la premiére estimation

nf lu = vnll 1) < llu = mhullgre) < CR" ulprive(q),

avec C' > 0 indépendante de h et de u. Puis on applique 'estimation de la proposition [3.19

a savoir |ulpgi+rq) < |lullpaier@) < Cr [|fllr2(q)- L'utilisation du lemme de Céa, voir
(3.18), donne finalement le résultat avec ag, = 7. o

3.3.2 Probléme a deux inconnues

On suppose ici que l'on dispose d’une famille (V) de sous-espaces vectoriels de di-
mension finie de V = L?(Q) x H(div, ). Comme V est un espace produit, on choisit une
discrétisation produit, c’est-a-dire de la forme V;, = M}, x @Q;,. On munit les sous-espaces
M, de la norme || - [|2(q), les sous-espaces @), de la norme || - [|g(qiv,0), et enfin les espaces
V, de la norme prodult || Iy

Soit h donné. Dans M), x @, la formulation variationnelle discréte associée a

(B10) st -

Trouver (up,pp,) € My x Q), tel que
3.33
\V/(Uh,Qh) € Mh X Qh) GQ((Uh,ph) Uh,qh / fvh dm ( )

ot la forme bilinéaire ay est définie en ([3.11)). La solution discréte (uy,, py,) est définie presque
partout, comme pour la discrétisation du probléme a une inconnue (cf. remarque . Et
puisqu’elle dépend linéairement de la donnée f, on peut réexprimer sous la forme
d’un systéme linéaire.

18. A laide, lorsque r > 1/2, de la remarque qui permet de découpler les contributions sur les
différents €2,,.
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Lemme 3.22 Soient (¢;)1<j<n, une base de l'espace vectoriel My et (Km)i<m<n, une
base de l’espace vectoriel Q;,. Résoudre la formulation variationnelle discréte est
équivalent & résoudre le systéme linéaire posé dans RN«TNe

(3.34)

Trouver X € RNetNe tel que
AX =F ’

avec

B —M, P 0
Q Q

(Mp)l,m = / k_lk‘"m R dl’, 1 S l,m S Npa
Q

T
. A (Mu B ) € ROVutNp)x(NutNp) - x — <U)7 r_ <Fu> € RNutNp

BlJ :/g;gbjdiv’{’ldm’ 1 SZSNpa 1 S]SN’IIJ
(3.35)

et l'on a la correspondance
Ny Np
up = Z Uj(ﬁj Pn = Z PmK:m. (3.36)
j=1 m=1

Remarque 3.23 Encore une fois et sauf exception, on omet les dépendances en h.

Démonstration : Soit (u, py,) résolvant : on note (X;)1<j<n, les composantes de
uy, dans la base (¢;)1<j<n,, et (Pm)1<j<n, les composantes de p;, dans la base (K, )1<m<n,,
c’est-a-dire (3.36). On choisit (v, q;) = (¢i,0) dans la formulation variationnelle (3.33)),
ce qui nous donne avec la définition des vecteurs U et P, et la définition de
M,, B et F}, :

Nu Np Nu Np
Vi, (Mo)iUj + > (B )i P = > (Mu)i;jUj + > By i Py
j=1 m=1 j=1 m=1

Ny NP
= ZUj/ qb;pidae + Y Pm/ b div K, dz
j=1 Q m=1 Q

Nu NP
— [« Uopoidet [ 0idiv(Y P da
Q i Q m=1
13.33) (.
— / qund; dz + / ¢; div py, da B33 / fosdx = (F,);,
Q Q Q

soit les NV, premiéres lignes de (3.34), M,U + B? P = F,, écrit ligne par ligne.
On choisit ensuite (vp, q;) = (0, k;) dans la formulation variationnelle (3.33)), ce qui nous



donne avec la définition (3.36]) des vecteurs U et P, et la définition (3.35) de M, et B :

Nu NP
VI, > BiUi = > (Mp)im P

J=1 m=1

Ny, Np
:ZUj/¢jdivn,dw+ZPm/—klnm.mdm
= Q el Q
NP
/ ZUJ% d1vmdaz+/ 1 Pukim) - wyde
2 =1 m=1
3:33) (0.

/uhdlvnldm—i—/ -k~ ph nlda: <0 v 0,
Q

soit les N}, derniéres lignes de ((3.34), BU — MpP = 0, écrit ligne par ligne.
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Réciproquement a partir de X une solution de (3.34)), on définit u;, € My, et p;, € Q;, selon
, et on choisit (vp, q;) = (ZZ  Yidi, Zl | le) un élément quelconque de My, x Q.

On trouve successivement :

az((un, pp), (vh,0))

Ny Np Ny Ny,
- /Q (O ¥io) div(S Pran) + (3 Us) (3 Yish) )
i=1 m=1 j=1 i=1

Ny Np Ny
= Y /Q (¢i diV(Z Pukm) +a() chﬁj)@) dz
=1 m=1 j=1

Ny,
-ZY(Z BY)im P, m+z ~):ZYZ~(IBSTP+MUU)i

=1
Ny
B39 - ” _ ‘
ZY ZY/fqbzdm—/Qf(;m)dm | ronda:
az((un, pp), (0,44))
Np Np Ny Np
= /Q ( — k*l(z PmK/m) . (Z QlK/l) + (Z Uj¢j) div(z Ql’ﬂ))dm
m=1 =1 j=1 =1
Np Np Ny
=Y Q / (— Y Pk -k + (Y Usdy) div ml)dac
=1 Q m=1 j=1
Np Np Ny, Np
> Qz( > (M) m P + ZBMUJ-) =3 Qi(-M,P +BU), = 0.
j=1 =1

=1 m=1

On conclut par linéarité par rapport au second argument de as(-,-) :

as((un, Pp)s (h, @n)) = a2((un, pr), (vn, 0)) + az((un, pr), (0,94)) /fvhdm



72

c’est-a-dire la formulation variationnelle discréte (3.33]). o

Supposons & partir de maintenant quune base (¢;)1<j<n, de Mj, respectivement une base
(Km)1<m<n, de Qj, sont données. On définit M, B, M, et A, F, et F' a I'aide de (3.35)).

Comme dans le cas du probléme & une inconnue, on vérifie successivement que :

Ny, Ny,
Yoy, = Z Yipj, Yw, = Z Zjdj, / qupwy de = (MY, Z)N,, (3.37)
j=1 J=1 ¢
Np Np
va, = Z QmEm, Vry, = Z Rk, /leqh -rpde = (MpQ, R)n,, (3.38)
m=1 m=1

Nu NP
o =S Y gy = 3 Qutin, /ﬂ ondiva, de = (BY,Q)y,.  (3.39)

j=1 m=1
Bien str, (BY,Q)n, = (BTQ,Y)y,. Enfin, on a

;

m=1

Nu Nu Np Np
vvh = Zifj(ﬁj’ th = Z Zjd)j? \v/qh = Z Qm’@na V’l"h = Z Rm""'my
Jj=1 m=1

Jj=1 =
a2((vn, qp), (WhyT1)) (3.40)

(o) ().,
= (MyY, Z)n, + B'Q, Z)n, + (BY,R)n, — (MpQ, R) n,,.

Pour le probléme & deux inconnues, on sait que la matrice A n’est ni définie-positive, ni
définie-négative. En effet, en reprenant les notations ci-dessus :

(2(0): (g))m% ~ aal(0.0). (0.00) = — [ K fde <05 Q£ 0,

<A (’g) , <§>)Nuwp — as((vn, 0), (4, 0)) = /Qq\vhy%zm S 08 Y £0.

Proposition 3.24 La matrice A est symétrique par construction. Sous les hypothéses
(@, elle est en outre inversible.

Démonstration : Comme la forme as est symétrique, la matrice A ’est aussi.

Ensuite, on propose une méthode qui permet de résoudre directement le systéme pour
U
P

F,
Fp
est solution de (3.34)) si, et seulement si,

M,U +B'P = F, et BU — M,P = Fj,.

€ RNutNp

un second membre F' = € RM«+Np quelconque. Précisément, X =

Or, sous les hypothéses (3.9), M, est inversible car elle est (symétrique) définie-positive.
La résolution précédente est donc équivalente a :

MU +B"P =F, et P =M, (BU — Fp)
= MU +B" (M, (BU — F,)) = F, et P =M, (BU — Fp)
= (My+B"M,'B)U = F, + B"M,"'F, et P =M, (BU — Fp).
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En éliminant P, on construit le complément de Schur, égal ici 4 S, = M,, + BTM;, B,
ce qui permet de résoudre le probléme en U. En effet, sous les hypothéses , M, est
(symétrique) définie-positive, et le complément de Schur S, est lui aussi (symétrique)
définie-positif : il est en particulier inversible. On en conclut qu’on peut déterminer la
solution de en prenant successivement

U =S, "(F,+B"M,'Fp,), puis P =M, (BU — Fp).
La matrice A est donc inversible. o

Remarque 3.25 Pour résoudre le systéme , on peut également raisonner en élimi-
nant U, c’est-a-dire qu’on écrit U = M, 1(F, — BT P), puis on construit Sp, = —(M,, +
BM,, 'BT), et on a cette fois P = S, (Fp — BM,'F,), puis U = M, '(F, — B P).

Il s’ensuit que la formulation variationnelle discréte admet une solution (up,p;,) et
une seule. Pour comparer cette solution discréte a la solution exacte (u,p), on utilise le
premier lemme de Strang, voir le théoréme @ Il faut pour cela que la forme ao soit
uniformément V), x V}, stable au sens de la condition . La difficulté est qu’en général,
on ne peut pas déduire cette condition discréte de la condition de stabilité exacte . En
effet, dans le sup est pris dans Vy,, alors qu’il est pris dans V dans : or pour tout
h, Vy, est strictement inclus dans V. Néanmoins, dans le cas du probléme a deux inconnues,
on peut reproduire au niveau discret la construction de I’élément qui permet d’obtenir la
stabilité exacte, en s’inspirant de la démonstration du théoréme [3.2] "en ajoutant des ".

Théoréme 3.26 Sous les hypothéses (@), et si les espaces discrets (Mp,)y, et (Qp)n vé-
rifient la condition de compatibilité

Vh, Vg, € Q,,, ¢ ' divq, € My, (3.41)

alors la forme ag est uniformément Vi X Vy, stable :

Elg > 07 \V/h, v(vhth) e Vh7 sup |a2((vhaqh)a (Ulh,’l"h))|

> a|[(vn, qp)|lv- (3.42
(whv"'h)th\{O} H(wh’rh)HV ||( h)H ( )

Démonstration : Pour tout (vp,q,) € Vj, non-nul, on doit trouver un représentant
(wj,7r}) € Vi permettant de vérifier la condition (3.42). On choisit 7} = —q, et w} =
%(Uh + ¢~ !divgy,). D’aprés la condition de compatibilité |i on a w; € My. En outre

1 1 .. _ 1 4 . 1
a2((”h,Qh)a(§(Uh+q 1d1V(]h)7_qh)):/Q<k 1|Qh|2+§q 1|011th|2‘|'2CJ|Uh|2) dzx,

et on en déduit que

1
"2

1

as((vn, @), (wj,, 7)) = min((kmaz) ™ 5 (@maz) s 5min) [0, @)1

Comme dans le cas exact, on obtient la majoration

E 1 —
G, i)l = (1 + 5 (dmin) Y2 | (ons @) v,

19. La forme a2 n’étant pas coercive, on ne peut pas utiliser le lemme de Céa.
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et ainsi on a une condition uniforme, valable pour tout h et tout (vp,qy) € Vh,

i -1 1 -1 1 .
Sup ’a2((vh7qh)7 (wharh))’ 2 mln((kmax) - ’ Q(qmaig)l 27 quln)H(Uh,qh)HV-
(wn,rn)EV\{0} | (wn, ) Iy (1 + 5(gmin) %)V

C’est la condition d’uniforme V}, x V}, stabilité (3.42)) avec

mln(( ma:c) 9 %(Qmax)_l) %szn)

( %(%mn) 1/2

Q:

o

Plutét que de démontrer la condition d’uniforme Vj, x Vj, stabilité, on peut passer par la
théorie de la T-coercivité discréte uniforme, voir le théoréeme [C.37 La démarche consiste &
nouveau a transposer la démonstration du cas exact (voir la fin de §3.2.2)) au cadre discret.
Pour tout (vs,qyp,) € Vi \{(0,0)}, on cherche en effet (wj;,r}) € V), dépendant linéairement
de (v, qp,) et tel que

az((vn: qn)s (wh, 74)) = || (vn, @) |34
avec a* > 0 indépendant de h et (vp,qp). A partir de 14, on choisit Ty € £(V},) défini par
Th((vn,qy)) = (wy, r}). De plus, on veut que |||Ty||| < 5* avec f* > 0 indépendant de h (cf.
déﬁnition. L’idée sous-jacente & la T-coercivité discréte est que, si on peut transposer
le cas exact en ajoutant des p, alors la T-coercivité discréte uniforme suit immeédiatement
puisque la définition est indépendante de h! Dans notre cas, la transposition de
donne la définition :

Th (o, @n)) = (= (0n + g~ divgp), —qp).

2
La difficulté est qu’il faut que Tx((vn, qp)) € Vi, ce qui impose des contraintes sur le choix
des espaces (Mp)n et (Qp)n. Or, sous la condition de compatibilité (3.41]), la propriété
T1((vn,qp)) € Vb suit automatiquement : on a donc établi la T-coercivité discréte uniforme.

Pour le probléme & deux inconnues, et sous les hypothéses du théoréme [3.26] on laisse
finalement h wvarier : on sait qu’il existe des solutions approchées (up,py)n. D’aprés le
premier lemme de Strang énoncé au théoréme [C.39] pour que l'erreur tende vers 0 quand
h tend vers 0, il suffit d’avoir la propriété d’approximabilité minimale dans V =
L?(Q) x H(div, Q). On réécrit ci-dessous le résultat de convergence pour le probléme &
deux inconnues.

Théoréme 3.27 Sous les hypotheéses (@), st la condition de compatibilité est
vérifie, et si la propriété d’approximabilité minimale est vraie pour (Vp)p dans
L?(Q) x H(div,), alors lerreur tend vers 0 quand h tend vers 0 :

lim ||u — up |2y + |P — PpllE(div,0) = 0 (3.43)
h—0
En pratique, on va maintenant définir les espaces discrets (Vy,)p, sous la forme V, =
Mj, x Q,,, pour résoudre numériquement le probléme posé dans un domaine €2 polygonal
(d = 2) ou polyédrique (d = 3). Comme pour la résolution du probléme & une inconnue, on
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se base sur des maillages (73); formés de simplexes : Q = Uj<y<p Ty, voir . D’aprés
[4], pour construire un sous-espace My, de L?(€2), il n’y a pas de condition de continuité &
respecter entre deux simplexes partageant une facette, alors qu’il faut imposer la continuité
de la composante normale pour construire un sous—espacem Q;, de H(div, Q). On choisit
I’élément fini de Raviart-Thomas.

On définit tout d’abord, pour k € N,

RT,(T) = {q € (P(T))" : Ja € (P(T))", 3b € P(T),
Ve e T, q(x) = a+ bx}. (3.44)

On note que si ¢ € RT(T), alors on a (g - n),r € Py(al) pour 1 <e<d+1,oun
est la normale unitaire extérieure & T, (al)e—1.... 441 sont les facettes de T', et Py(al) est
I’ensemble des polynémes de degré au plus k définis sur a!.

A partir de 14, on définit Iespace discret :

Qnr = {q, € H(div,Q) : VY, qp, 1, € RTy(T7)}.

Pour construire 'espace discret M}, j, correspondant (c’est-a-dire de degré d’approximation
compatible), on choisit :

Mh,k = {Uh S LQ(Q) . VY, Uh|T, € Pk(Tg)}.

En effet, pour tout q;, € Q) , sa divergence appartient a L?(2) et, en outre, pour tout /,
div g1, € Pi(T0).

On se concentre maintenant sur le cas k = 0 : My, = My, Q) = Qp, ¢, et Vi = My ¥
Qp0- Un élément v, de My étant constant par simplexe, il est caractérisé par les valeurs
(fTZ vp dx)¢=1,1,. On appelle 'application vj, — (sz vp dx)i=1,1, les degrés de liberté de
M}, A partir de la, on peut définir simplement une base de M), de la forme (w;)1<j<r,

Vj, w; € M, et/wjda::(;ij pour 1 <i< L.
T;

Par construction, le support de chaque fonction w; est égal au simplexe T},

Pour les éléments de @Q;,, on remarque qu’il y a a priori d+1 degrés de liberté par simplexe,
puisque dans la définition de I’élément RTo(T') le couple (a, b) parcourt R, Comme en
outre il faut assurer la continuité de la composante normale & la traversée de chaque facette,

on choisit "naturellement" les degrés de liberté ([, r gy, - nlda)e—1 441, ot on a noté nl le

vecteur unitaire normal & la facette a’, et dirigé vers I'extérieur de 7.

Proposition 3.28 Soit T' un simplexe. Tout élément q de RTo(T') est déterminé de fagon
unique par les d + 1 valeurs ([ r qj, - nlda)e=1,441-

On réalise la démonstration lorsque d = 2. Le cas d = 3 est laissé en exercice.

Démonstration : On écrit g(x) = a + bx pour « € T et on veut montrer que (faeT qp
nZda)e:Lg étant données, on peut déterminer a;, a9, b. Sans perte de généralité, on se
place dans le triangle 7' de sommets S1(0,0), Sa(x21,0) et S3(z3,1,x32), avec xg1 # 0 et
x32 # 0. Les arétes sont respectivement :

20. Pour définir Q,,, on s’appuie sur des fonctions discrétes a valeurs vectorielles.
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— al = [S1, S9), de normale unitaire extérieure n? (0, —1) et incluse dans la droite
d’équation zo2 =0 ;
— ad’ =[S, 93], de normale unitaire extérieure nd (n21,n2,2) et incluse dans la droite
d’équation ng 1 (z1 — x2,1) + ng2xe =0, avec ng 1 # 0 ;
— al = [S3, S1], de normale unitaire extérieure nl (n31,n32) et incluse dans la droite
d’équation n3 121 + ng2xe = 0, avec n3 1 # 0.
A partir de 14, on trouve

T T.
qp, - (¢) = —a, Va € aT ;

T T.
qp - N5 (x) = aing + asng e + bra ng 1, Ve € a; ;

T T
qn - n3(x) = a1nz + aznz2, Va € az.

La premiére équation donne la valeur de as, & savoir

1
ag = — / q - anda.
|al| a{

Ensuite, la troisieme équation détermine la valeur de a;, puisque ng; # 0. Enfin, la
deuxiéme équation détermine la valeur de b, puisque ng 1 # 0. o

A partir de ce résultat local, on en déduit qu'un élément g; de Q;, est caractérisé par
les valeurs (fae qp - Meda)e—y o+, Ol (Ge)1<e<a+ est 'ensemble des facettes du maillage
et, pour chaqué e, on a noté n. un vecteur unitaire normallﬂ a la facette a.. On appelle
I’application q; — (fae qp, - Meda)o—q s+ les degrés de liberté de Q. Qui plus est, on
peut définir une base de @), de la forme (w,,)1<m<a+ :

vm, w,, € Qy, et / W, - Neda = &y, pour 1 <[ < AT
ay

D’apreés la proposition [3.28] pour chaque facette non-située sur la frontiére, le raccord de

la composante normale (constante pour I’élément fini RT() est assuré si, et seulement si,

les degrés de liberté coincident. En outre, le support de chaque fonction w,, est égal a la

réunion des simplexes auquel la facette a,, appartient : un seul simplexe si a,, est située

sur la frontiére, ou deux simplexes sinon.

Remarque 3.29 Comme les degrés de liberté pour My et Q; ne sont plus des valeurs
ponctuelles, on parle de degrés de liberté de type moment.

On se place explicitement dans le cas d = 2 pour obtenir une borne supérieure optimale
du nombre d’éléments non-nuls de Aj. Pour A donné, on a un maillage & N7 sommets, AT
arétes et L triangles. Pour rappel, on décompose AT en A+ Ay, ol Ay est le nombre d’arétes
situées sur la frontiére. En outre, on sait que Ay + 24 = 3L (voir la proposition .
D’apreés ce qui précéde, la matrice pour le probléme & deux inconnues (la matrice Ay de
(3.35)) est de dimension N = N, + N, = AT + L, puisque N, = dim(M) = L et
Np = dim(Q),) = A'. Comme dans le cas du probléme a une inconnue, on peut estimer

21. En particulier, les expressions ci-dessous montrent que les traces normales sont constantes par facette,
comme prescrit dans la définition de RTo(T).
22. Pour chaque facette, il y a exactement deux vecteurs normaux unitaires : on en choisit donc un...
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le nombre d’éléments non-nuls de Aj. Encore une fois, on pourra établir des résultats
similaires pour d = 3, sous réserve que la famille de maillages est réguliére. On utilisera
pour cela les ingrédients de la remarque [3.16

Proposition 3.30 On suppose les propriétés vérifiées et que Q C R2. Alors le
nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ay, € RNi >Ny

de Uordre de 5.8N,§Ot :

est asymptotiquement au plus

nnz(Ap)

W S 5.8.

Vh,
Démonstration : On rappelle que A peut étre écrite sous la forme d’une matrice par
blocs, voir ) En reprenant les notations utilisées, on va estimer le nombre d’éléments
non-nuls par bloc. Pour ce faire, on va procéder comme a la proposition [3.13]

— Bloc M, : on a (My);; = fQ qu,w; dz pour 1 < 4,5 < L. D’apreés la propriété sur le
support des fonctions de base (w;)1<j<r, on a (My);; # 0 si, et seulement si, i = j.
On en déduit que nnz(M,,) = L.

— BlocB:onaB;, = wij divw;dx pour 1 <[ < A" 1< j < L. Pour une ligne I,
d’apres les propriétés de support de w; d’une part, et de w; d’autre part, on vérifie
qu’on a (au plus) un seul élément non-nul si 'aréte a; correspondante est située sur
la frontiére, et deux sinon. On en déduit que nnz(B) < A, + 2A = 3L.

— Bloc M, : on a (Mp)1m = [q k~lw,, - w,;dx pour 1 < I,m < AT. Pour une ligne
[, d’apres les propriétés de support de w; de w,,, deux cas peuvent se présenter. Si
laréte a; est située sur la frontiére, le support de w; et réduit & un triangle Tp, et il
existe exactement trois fonctions w,,, dont le support contient 7 : ce sont les trois
fonctions de base associées a une des arétes de Tp. Sinon, le support de w; est égal
aux deux triangles dont I'intersection est a;, et il existe exactement cing fonctions
w,, dont le support contient au moins un de ces deux triangles. On en déduit que
nnz(Mp) < 34, + 5A = AT +2(4, +24) = AT +6L.

On en conclut que nnz(Ay) = nnz(M,) + 2nnz(B) + nnz(My) est majoré par

nnz(Ap) < 13L + A* = 5.8(L + A*) + 2.4(3L — 24%) < 5.8(L + A™),
puisque 3L — 24T = — A4, < 0. o

Exercice 3.4 Lorsque d = 2 et a l’aide des relations entre nombre d’arétes et de triangles,
prouver que cette propriété est valable quel que soit l'ordre k > 0. Si on note N}tfé la

N}tlo]i X Ntot

dimension de Vg = Mpj X Qpp, €t App € R hk g matrice associée a la forme ag

dans une base "bien choisie”, alors :

3¢, >0, Vh, W o

Pour établir la propriété d’approximabilité minimale pour le probléme a deux in-
connues, on choisit Vi = D(Q) x (C*°(2))? comme sous-espace dense de V = L?(2) x
H(div, ). On peut établir cette propriété pour le probléme & deux inconnues, par passage
a lélément fini de référence, a 'aide d’un opérateur d’interpolation IT;, : V, — V}, (voir
par exemple [4]).
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Nous précisons les similitudes et différences par rapport & au probléme & une inconnue
concernant le passage a I’élément de référence T. Celui-ci se fait toujours selon la trans-
formation affine Fj . Ensuite, on transforme les fonctions & valeurs scalaires u, v
comme en . Mais, pour les fonctions & valeurs vectorielles p, g, on utilise cette fois
la transformation de Piola :

1 A - ~ —
q= WAM oF, ! = q = |det(Ag)| A go Fy. (3.45)

On écrit q(x) = |det(Ag)| " Agg(&) pour tout & € T, (ou tout & € T). On peut ensuite
établir les identités suivantes sur les divergences :

~ 1 ~ ~
Ve eT, divg(x) = ——divg(e); Ve €Ty, divg(z) = |det(Ay)| divg(x). (3.46)
|det(Ay)]
Pour des fonctions suffisamment réguliéres v et © en correspondance selon (3.31)), respecti-

vement q et q en correspondance selon ([3.45)), on a les formules de changement de variables
(voir [4, §2.1.3]) :

/q-Vvdm: g Viodz, /vdiqux:/@divqczﬁ;,
Ty T

Pour établir la propriété d’approximabilité uniforme ((C.29)) et estimer la vitesse de
convergence, on choisit cette fois

V={(®,q) €V : 9 H(Q), divg € H™=(Q)},

ou l'exposant de régularité rmax €]0, 1] a été introduit a la proposition On arrive au
résultat suivant sur 'ordre de convergence de la définition (3.20) (voir [I0, §4.5] pour les
détails).

Théoréme 3.31 (probléme a deux inconnues) On suppose que les coefficients k et q
appartiennent @ PWH°(Q2), qu’ils vérifient les hypothéses , et enfin que la famille de
maillage est réquliere et conforme. Si la donnée f € H™x(QQ), l'ordre de convergence o,
pour le probléme & deux inconnues est égal a :

— Qey = Tmax — € pour tout € €]0, max| St Tmax < 1, ou

— Qepy = 1 81 rpax = 1.
Qui plus est, la constante C¢, ne dépend ni de la solution (u,p), ni de la donnée f :

AC.y > 0, Vh, Vf € H™x(Q),
|w = unllz2(0) + 1P — PrllE@v:0) < Cov B || || Hrmax () -



Deuxiéme partie

Algébre linéaire numérique
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Dans cette partie, on notera indifféremment K pour K = R ou C. On s’intéresse a la
résolution de systémes linéaires dans K™, pour n > 1. Pour tout n € N*, on notera I, la
matrice identité d’ordre n, 0y le vecteur nul d’ordre n et (ey)g=1r la base orthonormale
canonique de K", telle que pour tout i € {1,--- ,n}, le vecteur e; € K™ est le i vecteur
de cette base. Pour éviter toute confusion, les vecteurs sont représentés par des lettres
minuscules et les matrices par des majuscules. Pour A € K"™*" et b € K" donnés, on
étudie la résolution de systémes linéaires de la forme :

Trouver x € K" tel que Ax = b.

On commence par préciser la notion de cott calcul et on rappelle quelques notions algorith-
miques au chapitre . Des compléments informatiques (programmation, etc.) rédigés par
Modave sont disponibles sur la page web [27].

On appelle méthode directe de résolution du systéme linéaire une méthode qui donne
exactement x solution apreés un nombre fini d’opérations élémentaires (+,—,x*, /, \/) Ces
méthodes font l'objet du chapitre [

On appelle méthode itérative de résolution du systéme linéaire tout algorithme qui
construit a partir d’une estimation initiale x° une suite de vecteurs {x¥}ren destinée a
converger vers la solution x du systéme. Ces méthodes font l’objet du chapitre [0

Dans le chapitre [, on étudiera plus précisément deux méthodes itératives de ce type :
le gradient conjugué et le GMRES.

Enfin, dans le chapitre [§, on s’intéressera a cette méthode itérative, utilisée pour la Té-
solution des problémes aux valeurs propres.

On trouwvera des résultats d’analyse spectrale en dimension finie a ’Anneze[A] et quelques
définitions concernant les normes a I’Annexe [B,



Chapitre 4

Faire des calculs

On donne en préambule les éléments d’algorithmique numérique a connaitre absolument
avant de se lancer dans la programmation, ou l'utilisation de logiciels de calcul.

4.1 Précision et convergence

Tout d’abord, il faut étre conscient, lorsque ’on effectue un calcul numérique, que la
précision est finie, & la différence du calcul formel, par exemple. La premiére question est
donc, pourquoi utilise-t-on une méthode numeérique, a priori moins précise ? La réponse
est pragmatique : on ne sait pas résoudre formellement le systéme linéaire

Trouver z € K tel que Az = b. (4.1)

dés lors que l'ordre N > 1 de la matrice A est "trop grand"; ou de fagon encore plus
pragmatique, le temps de résolution est de toute facon beaucoup trop important !

Que signifie alors ’association de termes convergence numérique ? Avant de répondre
a cette question, nous allons détailler quelques problémes simples, inhérents au calcul
numérique, par opposition au calcul formel.

La finitude de la précision vient de la représentation en machine des nombres réels, sous
la forme générique

:]:CL(), [ ap 10d7 avec (a(), T 7ap) € {07 Tt ?9}p+17 ago 7é O, de {_dmaxa Tt 7dmax}a

ol p et dmar dépendent du processeur qui effectue les calculs. Plus précisément, la re-
présentation est du type indiqué ci-dessus, mais en base 2. On dit aussi que p + 1 est le
nombre maximal de chiffres significatifs de la représentation en machine, et que 10~ %maz
est la précision machine. Cette représentation génére deux difficultés :

— Tout nombre dont la valeur absolue est plus grande que 10%me=+1l est considéré
comme infini, et symétriquement, tout nombre dont la valeur absolue est strictement
plus petite que 10~%maz est considéré comme étant nul ;

— Les opérations sur ces nombres (addition, multiplication, etc. ; extraction de racine,
exponentation, etc.) sont effectuées en précision finie. Prenons ’exemple de la multi-
plication... Si les deux nombres ont respectivement g et ¢’ chiffres significatifs (¢, ¢ €
{1,--+ ,p+ 1}), leur produit posséde ¢ + ¢’ — 1 ou ¢ + ¢’ chiffres significatifs. Dés
lors que ¢ + ¢ — 1 > p+ 1, une troncature est effectuée lors de la mise en mémoire
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du résultat méme si le calcul était exact, puisque la représentation de tout nombre
comporte au plus p + 1 chiffres significatifs.
C’est la raison pour laquelle les calculs numériques produisent en général des erreurs d’ar-
rondi...
Par voie de conséquence, et pour revenir & notre probléme, il devient difficile d’obtenir un
résultat du type Az — b = 0. Et méme si 'ordinateur affirme que Az — b = 0, ceci signi-
fie uniquement que la différence est plus petite que la précision machine, d’aprés ’exposé
précédent. Par ailleurs, on se contente en général d’une valeur approchée, c’est-a-dire a ¢
prés, pour éviter un cott calcul trop élevé (compromis cotit calcul-précision). Nous venons
d’introduire la notion de calcul exact a £ prés, qui est trés courante chez 'ingénieur. Petit
a petit, nous glissons du monde des mathématiques, en passant par celui du calcul scien-
tifique, vers celui de I'art de I'ingénieur. Ces mondes, bien qu’ils ne répondent pas aux
mémes critéres, n’en restent pas moins complémentaires, et indissociables.
Revenons aux mathématiques, aprés cette bréve incursion. Quand on parle de calcul exact
a € prés, quel est le sens mathématique sous-jacent ? Typiquement, si on note || - || une
norme quelconque, pour € > 0, on cherche x. tel que

|Aze — b <e. (4.2)

I est clair que 'ensemble des z. qui satisfont & (4.2) n’est pas réduit & un singleton !
Quoiqu’il en soit, a € pres, 'obtention d’un tel x. est suffisante... On parle de convergence
numMeErique.

4.2 Comptage des opérations

Donnons deux exemples élémentaires de comptage des opérations dans K.
1. Le produit scalaire (complexe dans CN ) de deux vecteurs, qui s’écrit

N
(‘T’ y) = Z JUz'E,
i=1

est effectué en N multiplications et (N — 1) additions. Usuellement, on ne conserve que
le terme principal, ce qui signifie que 'on considére que le produit scalaire requiert N
additions et N multiplications.

2. La multiplication matrice vecteur, qui s’écrit composante par composante,

N

(Ay)i = Aijy;, 1<i<N,
j=1

requiert N2 additions et N2 multiplications, ce qui laisse & penser qu'un produit matrice-
vecteur est équivalent & N produits scalaires... Ceci étant, que se passe-t-il si I'on sait que
la matrice A est creuselﬂ c’est-a-dire avec en moyenne Z éléments non nuls par ligne,
pour Z constant ou trés petit devant N. On ne va stocker que les positions, i. e. les paires
d’indices (7,7), et les valeurs A; ; non nulles! Lorsque I’on multiplie A par z, on n’effectue

23. Lorsque la matrice A posséde N? éléments non-nuls, ou au moins ZN? éléments non-nuls avec
Z €]0, 1] indépendant de N, on dit que la matrice est pleine.
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que les multiplications pour lesquelles A; ; # 0 (et les additions de termes non nuls). En
moyenne, on aura donc effectué Z. N additions, et autant de multiplications...

Pourquoi un tel exemple ? Lorsque ’on résout un probléme par une méthode de différences
finies ou d’élément finis, la matrice obtenue comporte trés peu d’éléments non nuls par
ligne, de l'ordre d’une dizaine. Par exemple, pour la discrétisation d’'un Laplacien en 2D
par différences finies, on a vu que Zx < 5 & la section @ alors que pour un calcul par
¢éléments finis Py, on a Z < 7 (proposition . Si la dimension de KV est de I'ordre de
N = 10° (ce qui est trés courant !), on voit que les deux évaluations du cofit calcul donnent

2N? = 2N N, resp. 27N =~ 20 N,

c’est-a-dire I’équivalent de 2.000.000 produits scalaires, contre une vingtaine...

4.3 Temps calcul

Une autre facon d’estimer le coiit du calcul est de mesurer le temps de calcul, par
I'intermédiaire d’une horloge.
A priori, ces deux méthodes semblent tout a fait similaires. De fait, ceci dépend de la
machine sur laquelle on effectue le calcul numérique. La premiére objection concerne les
opérations. Une addition, une multiplication, une division ont-elles le méme cotit 7 Une ré-
ponse possible consiste & compter précisément le nombre de chaque type d’opérations@..
Un probléme beaucoup plus épineux est que la machine peut (pour simplifier, il existe
d’autres modes de fonctionnement), soit travailler séquentiellement, soit en paralléle. Dans
le premier cas, les opérations sont exécutées l'une aprés ’autre. Dans le second cas, la ma-
chine est constituée de plusieurs processeurs, qui peuvent alors exécuter simultanément des
opérations, et échanger des données entre euxlﬂ voir la section pour plus de précisions.
Dans ce cas, supposons que ’on teste plusieurs fois le méme probléme, sur une machine
disposant de plus en plus de processeurs : le temps horloge diminue, alors que le nombre
total d’opérations restera constant! Les deux estimateurs de cofit calcul ne sont donc pas
équivalents...
Enfin, il peut également étre utile de quantifier le stockage mémoire requis pour I'exécu-
tion de la méthode. Par exemple, lorsque 1’on utilise une méthode itérative, on constate
que le stockage est beaucoup plus faible que pour une méthode directe. Ceci ne préjuge
cependant pas de la supériorité d’'une méthode sur une autre...
Cette discussion est volontairement restée trés générale, et elle peut étre vue comme une
introduction & l'algorithmique numérique. Ce qu’il faut retenir, c’est qu’il convient d’étre
prudent lorsque l'on évalue la qualité d’'une méthode numérique, car celle-ci résulte habi-
tuellement de compromis entre les divers critéres et contraintes que nous avons évoqués
ci-dessus. Pour ce type de problémes, il est fort utile d’acquérir de I’expérience, notamment
en réalisant des comparaisons entre plusieurs méthodes.

Remarque 4.1 La notion de coit liée a ’énergie dépensée pour réaliser le calcul est ap-
parue plus récemment. Elle répond a deux problématiques, la premiére étant la prise de

24. Ceci étant, on raisonne usuellement en opérations flottantes par seconde, ou FLOPs = FLoating
OPerations per second, pour un processeur donné, sans distinguer les opérations entre elles.

25. Ici, on suppose implicitement que lalgorithme de calcul le permet. Le fait qu'un algorithme est
effectivement exécutable en paralléle, ou parallélisable, doit étre étudié avec précision. On donnera quelques
exemples dans la suite.
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conscience écologique, la seconde étant plus prosaiquement liée auz ressources énergétiques
disponibles pour réaliser le calcul en question !

4.4 Construction efficace des matrices différences finies et élé-
ments finis

Avant de résoudre les systémes linéaires, expliquons briévement comment les construire
en pratique.

En préambule, on note qu’il n’y pas de difficulté particuliére pour la construction des

matrices et des seconds membres issus de la discrétisation par la méthode des différences fi-
nies. Prenons ’exemple de la discrétisation du Laplacien. En dimension 1, les points voisins
sont numérotées de fagon continue. La matrice A; est tridiagonale . En dimension 2,
on a N = n?, et dans la numérotation globale (voir la figure , entre deux points voisins
il y a un décalage de 1 dans la direction x, et un décalage de n (le nombre d’inconnues
dans la direction x) dans la direction y. On a ainsi observé que la matrice Ay était penta-
diagonale par points, et tridiagonale par blocs . Enfin, le calcul de chaque élément
non-nul de A; ou Ay est trivial. Pour le Laplacien généralisé, on a la méme structure, avec
un calcul trés simple de chaque élément non-nul de la matrice en fonction des coefficients
k et q intervenant dans ’'EDP .
La généralisation en dimension d est immédiate. En particulier on vérifie aisément que,
pour le calcul de la matrice Ay, la complexité est linéaire par rapport au nombre de points
de discrétisation. Bien sir, le calcul du second membre f est élémentaire, et de complexité
linéaire (évaluations ponctuelles).

Pour la méthode des éléments finis, on doit construire la matrice A et le second membre
F de . La difficulté est que, méme si les matrices sont creuses (voir la proposition
, elles ne pas structurées en général. Prenons I'exemple de la diffusion (probléme a
une inconnue) posé dans 2 C R?, d = 2 ou 3. Dans le fichier contenant les informations du
maillage, on dispose des coordonnées des sommets (Ml)fil ainsi que pour chaque simplexe,
de la liste de ses d + 1 sommets. Pour évaluer les intégrales sur un simplexe, on utilise un
schéma d’intégration numérique approprié, qui dépend de I'ordre polynomial de la fonction
& intégrer et qui nécessite d’approcher les valeurs de cette fonction en certains points du
simplexe. Ainsi, pour un polynéme P de degré au plus k, si on appelle (xj¢)¢=1 n, les
points d’intégration et (wy¢)e=1,n, les poids associés, on a [16] :

P(x)dx = Wi P(xkr).
/i;lt(Tg) Z

¢=1,N},

En régle générale, dans un simplexe Ty, la position des points d’intégration est déterminée
& partir de celle des sommets. On utilise cette formule pour calculer les intégrales, ce qui
demande d’évaluer les fonctions de base w; et leur gradient grad w; aux points d’intégra-
tion.

Reprenons le calcul des éléments de la matrice A pour I’élément fini de Lagrange
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Pl.m Une premiére approche est d’écrire I'algorithme sous la forme suivante cf. (3.24)) :

initialisation
AeRN xRN, A=0.

itérations : pour ¢t =1,--- | N, faire
itérations : pour j=1,---, N, faire

itérations : pour ¢/ =1,--- ,Let t.q. M;, M; € T}, faire
Ajj=A; + / (/-c grad w7, - grad wj|r, + qwﬂTew”TZ) dx
int(T,g)

fin boucle sur /.
fin boucle sur j.
fin boucle sur .

Cette approche de double boucle sur la liste des sommets nécessite de connaitre pour tous
les couples d’indices (i, j) la liste des simplexes contenant M; et M;. Cette liste est vide
si M; et M; ne sont pas voisins, c’est-a-dire si M; et M, n’appartiennent pas au méme
simplexe. En général, cette information n’est pas fournie, il faut écrire un algorithme spéci-
fique pour I'obtenir. On note que la complexité est supérieure ou égale & O(N?), & cause de
la double boucle sur les indices de sommets : en effet, on effectue au moins une vérification
(liste des simplexes vide) par couple d’indices. On sait que cette construction est inefficace,
puisque le nombre d’éléments non-nuls de A est strictement inférieur a 7N si d = 2 (voir

la proposition [3.13)).

Pour remédier a toutes ses difficultés, une idée est de parcourir les simplexes, et d’agréger
au fur et & mesure les intégrales. Au cours du processus, il faut se souvenir que les contri-
butions sont prises en compte par sommet : sur la "¢ ligne de A, on regroupe toutes les
contributions faisant intervenir la fonction "chapeau" w;. Ainsi, 'algorithme optimal de
construction de la matrice A est le suivantf] :
initialisation
AeRN xRN A=0.
itérations : pour /=1,--- | L, faire
itérations : pour ¢ t.q. M; € T}, faire
itérations : pour j t.q. M; € T}, faire
Ajj=A;+ / (k grad wy7, - grad wir, + q wjp,wir,) da
int(Ty)
fin boucle sur j.
fin boucle sur :.
fin boucle sur /.

Cet algorithme est appelé assemblage de la matrice éléments finis. Notons que cet algo-
rithme est de complexité O(L(d + 1)?), qu’on utilise uniquement les informations & dispo-
sition, et qu’on n’effectue une seule fois le calcul de w; et grad w; aux points d’intégration.

Comme L dépend linéairement de N (cf. proposition si d = 2, et remarque si

26. Dans le cas d’une approximation par élément fini de Lagrange Py, k > 2, on effectue les mémes
calculs, avec N le nombre de degrés de libertés, et (M;);=1,n la localisation de ces ddl.

27. Sila matrice A est symétrique, on peut adapter cet algorithme en réduisant la boucle sur j aux j > ¢
et en posant A;; = A; ; a la fin de la boucle sur j.
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d = 3), on est passé d'une complexité quadratique & une complexité linéaire pour le calcul
de la matrice A. On peut bien stir assembler le second membre F' de de la méme
fagon ; et il n’est pas difficile de vérifier que I'agorithme d’assemblage du second membre
est de complexité O(L(d + 1)).

4.5 Utilisation du calcul paralléle

Afin de réduire le temps calcul, une solution est d’utiliser le calcul paralléle. En algébre
linéaire numérique, nous avons déja évoqué deux opérations élémentaires au §4.2]: le produit
scalaire, et la multiplication matrice-vecteur. Celles-ci constituent la base algorithmique des
méthodes itératives.lﬂ On va examiner comment on peut paralléliser ces opérations pour
les deux méthodes de discrétisation, & savoir les différences finies et les élements finis.

4.5.1 Un modéle pour I’architecture des machines paralléles

Notre modéle est celui d’'une machine disposant de P nceuds de calcul. Chaque noeud
est composé d'un ensemble de processeurs et d’'une mémoire "locale", partagée par les
processseurs qui le composent.

Les processeurs réalisent les calculs. Les nocuds de calcul sont reliés entre eux par un ré-
seau de communication permettant I’échange de données. Pour simplifier la présentation,
on suppose que les noeuds de calcul sont identiques, de méme que les liens de communica-
tion, et enfin que chaque paire de nceuds dispose d’un lien de communication. Pour plus
de détails, voir la page web [27].

Concernant les communications, on suppose que les noeuds ne peuvent envoyer ou recevoir
qu'un seul message (i.e. un ensemble de données) a la fois. On note p — q la communi-
cation formalisant ’envoi de données du noeud p au neeud g. Si les deux communications
P1 — 91 et p2 — g2 doivent se produire simultanément@ alors : si p1 # p2 et q1 # g2, les
communications sont paralléles; sinon, les communications sont séquentielles. L’utilisation
de schéma de communications paralléles peut avoir son importance lorsque la part des com-
munications (rapportée au coit total calculs + communications) devient non-négligeable.

4.5.2 Répartition des données

Pour le produit scalaire a = (z,y) avec z,y € KN la répartition des données est

triviale : pour chaque indice 1 < ¢ < N, les données x; et y; sont stockés sur un méme
neceud.
Pour le produit matrice vecteur z = Ay avec A € KV*N et y, 2 € KV, il faut stocker
le vecteur y, et construire et stocker la matrice A. Concernant le stockage, on retient le
modéle suivant. On suppose que les données (y;)i—1,n et (A; ;)i j—1,v sont réparties comme
suit : pour chaque indice 1 < ¢ < N, les données y; et (A;;);=1.n (la i°¢ ligne de A) et
le résultat z; sont stockés sur un méme noeud. Une contrainte est que les données soient
réparties "équitablement", ou "le plus équitablement possible", sur chaque nceud, pour
équilibrer les calculs.

28. Il y a également la résolution d’un systéme linéaire par méthode directe que nous étudierons unique-
ment d’un point de vue séquentiel. Pour 'adaptation au calcul paralléle, nous renvoyons & Meurant [26].
29. Sous réserve que les données nécessaires soient disponibles sur p; et qi.
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4.6 Parallélisation du produit scalaire

On suppose que les composantes des deux vecteurs z,y € KV sont réparties équitable-
ment sur les P nceuds, c’est-a-dire qu'’il y a N/P ou N/P + 1 (ou / est la division entiére)
composantes par nceud. Pour effectuer le produit scalaire (z,y), on effectue successivement
les opérations suivantes :

— calcul simultané du produit scalaire (partiel) sur chacun des noeuds ;

— envoi des valeurs des produits scalaires partiels sur un nceud donné (communication

de type réduction) ;

— calcul du produit scalaire (x,y) (la somme des produits scalaires partiels) sur ce

neeud ;

— envoi du résultat (z,y) a tous les noeuds (communication de type diffusion).

Par définition, les communications de type réduction ou diffusion sont séquentielles.
Comme les processeurs sont identiques et opérent sur le méme nombre de données, les
calculs sont équirépartis. S’ils débutent simultanément, ils s’achévent simultanément et le
temps calcul est réduit d’un facteur P.

Si on néglige le cotit des communications (réduction, diffusion) et de la somme, le temps
écoulé est divisé d'un facteur P par rapport au calcul séquentiel du produit scalaire (z,y)
sur un noeud unique. Le parallélisme est maximal sur I'architecture & P noeuds.

Si au contraire le colit des communications est non-négligeable, on peut choisir de dupli-
quer certains calculs afin de pouvoir paralléliser les communications. Citons notamment le
schéma "papillon" qui permet de passer, pour les réductions et diffusions, de P communi-
cations séquentielles a logy(P — 1) + 1 communications paralléles.

4.7 Parallélisation du produit matrice-vecteur pour les diffé-
rences finies

Commencons par les différences finies. Comme par essence ces schémas possédent une
structure (tensorielle), on choisit une répartition structurée des données : on découpe le
domaine de calcul  =]0, 1[¢ contenant N = n¢ points de discrétisation en sous-domaines
(2p)p=1,p de forme tensorielle. On fait en sorte que les sous-domaines contiennent le méme
nombre de points de discrétisation, égal a N /P. Typiquement, si P = Q%, on choisit
0=2"<a! <22 <. <291 <29 =1 tel que chaque intervalle |z9~!, 29[ (1 < ¢ < Q)
contient n/Q point de discrétisation. On pose

Q :]x‘“*l,x‘“[x]xqu,x‘m[x .. ,]xQd717$Qd[’
avec 1 < ¢q; < Qpour 1<1i<d.

Ainsi, pour tout p, 2, contient (n/Q)¢ points de discrétisation, c¢’est-a-dire N/P points
comme annoncé. On affecte les données correspondant aux points de discrétisation situés
dans €, au nceud de calcul p.

A Dlinstar de la numérotation des points de discrétisation (voir la figure , on a la
correspondance : p = g1 + (g2 — 1)@+ -+ - + (g2 — 1)Q*~*, voir un exemple pour d =2 4 la

30. Pour une approche ot on examine plus spécifiquement 1’obtention théorique d’un "parallélisme maxi-
mal", c’est-a-dire ot chaque sous-domaine contienne quelques points de discrétisation, on renvoie au §6.13]
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FIGURE 4.1 — Exemple avec n = 9 points de discrétisation par direction, et Q = 3.

figure [£.2]
OB
E Qp~1 ' Qp ' QPH '
I88H2NNENE

FIGURE 4.2 — Numérotation des sous-domaines pour d = 2.

Afin de pouvoir réaliser le produit matrice-vecteur localement (et en paralléle), il faut
récupérer les données (y;);c Jets ol jpext est I'ensemble des indices des points n’appartenant
pas a €2, mais qui interviennent dans au moins un schéma a (2d 4 1) points d’un point de
(2,. Pour I'exemple de la figure @, ceci concerne des points de €2, q, 051, Qpy1 et g,
sauf lorsque le sous-domaine {2, posseéde une frontiere commune avec €). L’intérét est que
le schéma de communications résultant est lui aussi structuré. En effet, on doit récupérer
les données provenant du :

— sous-domaine voisin bas [{2p_g] ;

— sous-domaine voisin gauche [2,_1] ;

— sous-domaine voisin droite [Qp11] ;

— sous-domaine voisin haut [Qp4q].

(Si ces sous-domaines existent).

Si on prend en compte la possibilité de réaliser des communications paralléles, on note
que celles-ci sont trés simples & mettre en ceuvre! Par exemple, la récupération de toutes
les données venant des sous-domaines de gauche se fait en deux étapes de communications
paralléles, quelle que soit la valeur de Q. Dans la configuration de la figure [4.3] on procede
comme suit :

[étape 1] tous les sous-domaines de numéro p pair regoivent simultanément les données

de leur voisin de gauche ;

[étape 2| tous les sous-domaines de numéro p impair tel que p # 1 mod [4] regoivent
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FIGURE 4.3 — Sous-domaines pour d = 2 et Q = 4.

simultanément les données de leur voisin de gauche.
Ces deux étapes sont bien paralléles au sens de la définition du Si on procede de
méme pour la réception des données des voisins bas, droite et haut, il y a en tout huit
étapes de communications paralléles. On vérifie sans peine que ce résultat est indépendant
de Q. Qui plus est, ces communications paralléles sont structurées. Enfin, en dimension d,
on peut vérifier que ce nombre de communications paralléles est égal a 2d.

A partir de 13, les calculs sont réalisés en paralléle sur chaque noeud selon le schéma, initial &
2d+ 1 points. Comme les sous-domaines contiennent le méme nombre de points, les calculs
sont bien équirépartis sont les P noeuds, puisqu’ils disposent de processeurs identiques. S’ils
débutent simultanément, ils s’achévent simultanément et le temps calcul est réduit d’un
facteur P.

La conclusion générale est que la structure initiale peut-étre utilisée & toutes les phases de
la parallélisation :

— la répartition des données est structurée ;

— les communications sont structurées ;

— les calculs procédent localement selon le schéma initial & 2d 4+ 1 points.

4.8 Parallélisation du produit matrice-vecteur pour les élé-
ments finis

Pour les éléments finis, la problématique est différente : il n’y a pas de structure "intrin-
séque" telle que le schéma & trois ou cing points pour les différences finies. Par conséquent,
on adopte un point de vue un peu différent : 'idée est maintenant de préserver les al-
gorithmes de construction des matrice A et second membre F' de découlant de la
discrétisation des formulations variationnelles.

Pour cela, on va choisir de partitionner les maillages, ce qui revient & découper le domaine
Q C R?, d = 2,3. Pour rappel, voir le on doit construire un maillage de £, composé
de simplexes fermés. L’idée est de partir d'une partition {€p}p—1,... p de ©Q, voir la note
de bas de pagd™ page avec des interfaces entre sous-domaines polygonales si d = 2,
respectivement polyédriques si d = 3. On maille chacun des sous-domaines ), de sorte
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que les maillages (7;?)1,:17p soient compatibles aux interfaces entre sous-domaines :

pour tout p € {1,---,P}, toute facette d’un simplexe de ’7;lp située sur 9€2, est
soit facette d’un simplexe de 7;? pour un q # p,
soit incluse dans 0f).
(4.3)

On appelle ¥4 l'interface entre Q, et Qg pour p # g, telle que Ypq = int(STp N KTq) si la
dimension d’Hausdorff de (TPQSTq est égale & d—1 : dans ce cas, on dit que les sous-domaines
sont voisins; et Ypq = () sinon. Par construction, on a automatiquement Ypq = Ygp. La
réunion des interfaces est notée Xg = Up,qZT,q.

Remarque 4.2 En pratique, si on dispose d’un logiciel de génération de maillage, celui-ci
génére un maillage de Q, partitionné pour définir des sous-domaines {Qp}p=1,. p en respec-
tant certains critéres (nombre identique de simplexes par sous-domaine), et minimisation
de la taille de Xg, ou la taille est égale au nombre total de facettes se trouvant sur une
interface Ypq = Xgp. On verra une justification de ces critéres en fin de chapitre.

A partir de maintenant et pour fixer les idées, on considére pour le probléme la
discrétisation obtenue pour I’élément fini de Lagrange Pi, et on appelle (M;)i<i<n les
sommets (internes) du maillage. Pour paralléliser les calculs, I'idée est d’assembler la ma-
trice A et le second membre F' par sous-domaine. Aprés assemblage paralléle pour chaque
p sur les simplexes appartenant a STP, on a construit des matrices (A; )p:Lp € RVXN , et
des seconds membres (F57)p—1p € RY. On se concentre sur les matrices dans la suite, la

P
procédure étant similaire pour les seconds membres. Si on note N;r le nombre de sommets

situés dans O, \ 99, on a a priori N;r lignes non-nulles dans A;r . On note également Ny le
nombre de sommets situés dans int(£)p).
L’assemblage sur le nceud p consiste en :

initialisation
A} =0eRY xRV,
itérations : pour /= 1,--- , L;, faire
itérations : pour ¢ t.q. M; € T, faire
itérations : pour j t.q. M; € T} faire
(Ag)ij = (Ag)ij + / . (k grad w;yr, - grad wiz, + qwjir,wir,) de
int(Ty
fin boucle sur j.
fin boucle sur 1.
fin boucle sur /.

Si on compare les matrices (A;; )p=1,p & la matrice A, on a deux situations.

— Soit le sommet M; ¢ Xg, c’est-a-dire qu'il existe p; tel que M; € int(€p,). On dit
que M; est un sommet interne (a €2;,). Dans ce cas, la i ligne de A se retrouve
intégralement dans la i¢"*¢ ligne de la matrice A;,:_. Enfin, dans toutes les matrices
(Af )psp;» la 7M€ ligne est nulle.

— Soit le sommet M; € ¥g. On dit alors que M; est un sommet d’interface. Dans
ce cas, la 1€ ligne de A se trouve répartie entre les ¢¢”*¢® lignes des matrices
(A; )ptq M;c00,- Pour un sommet d’interface M; donné : soit il appartient & exacte-

ment deux frontiéres distinctes de sous-domaine, soit il appartient & au moins trois
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frontiéres distinctes. Dans la seconde configuration, on dit que M; est un point de
croisement. Cette configuration ne peut se produire que si P > 3.

FIGURE 4.4 — Sommets d’interface e localisés sur exactement deux, ou sur au moins trois,
frontiéres distinctes de sous-domaine. A droite e est un point de croisement.

Voir des exemples a la figure [£.4] lorsque d = 2. Lorsque d = 3 la situation est similaire,
mais un peu plus compliquée car les points de croisement peuvent étre situés sur des arétes
(ouvertes, a 'exclusion des extrémités), ou des sommets, de l'interface.

On conclut de la discussion qui précéde que, pour les indices correspondant aux sommets
d’interface, il faut encore assembler des contributions. Il y a deux techniques "naturelles" :
la premiére consiste & assigner I’ensemble des données associées aux sommets d’interface a
un neeud dédié ; la seconde consiste & réaliser le produit matrice-vecteur avec les matrices
(A; )p—1,p ainsi construites, et dans ce cas les résultats sont partiels pour les indices cor-
respondant aux sommets d’interface, puis & échanger les données associées aux sommets
d’interface entre nceuds afin de finaliser le calcul.

Dans la suite on retient la premiére technique : on dispose de P 4+ 1 noeuds, et on stocke
les données correspondant aux sommets d’interface sur le nceud P + 1.
Ainsi, aprés assemblage sur les nceuds p = 1,P, on va transférer (via une phase de com-
munication séquentielle) les lignes ¢ des matrices (A;{ )p=1,p concernées au noeud P + 1, afin
de construire la matrice Apyq; € RY*N par assemblage sur ce nceud. En outre, on choisit
de remettre & 0 les lignes i des matrices (A} )p=1p, et le résultat est noté (Ap)p=1p. Pour
résumer, a 'issue d’un assemblage en deux temps, on dispose :

— dans (Ap)p=1,p, des inform