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Résumé :

Afin d’assurer l'intégrité des machines tournantes, il est nécessaire de prédire les vitesses critiques et
les amplitudes vibratoires associées. Le dimensionnement de telles structures nécessite de prendre en
compte la variabilité d'un grand nombre de paramétres de différentes natures. Ce travail propose de
prédire le comportement dynamique d’un rotor modélisé par un modéle éléments finis soumis a de
nombreux parameétres incertains. Le but est de réaliser de fagon efficace une étude paramétrique du
systéme stochastique. Pour ce faire, une méthode de méta-modélisation hybride couplant krigeage et
chaos polynomial est utilisée. L efficacité de la méthode est augmentée par l'introduction des propriétés
de symétrie du probleme mécanique dans la partie krigeage. Les résultats permettent de prédire avec
précision le comportement dynamique du rotor et de réaliser une étude de sensibilité montrant les
phénomeénes complexes étant mis en jeu.

Abstract :

In order to ensure the integrity of rotating machines, it is necessary to predict the critical speeds and
associated vibration amplitudes. The design of such structures requires considering the variability of a
large number of parameters of different natures. This work proposes to predict the dynamic behaviour
of a rotor modelled by a finite element model subjected to numerous uncertain parameters. The aim is
to carry out an efficient parametric study of the stochastic system. For this purpose, a hybrid meta-
modelling method coupling kriging and polynomial chaos is used. The efficiency of the method is
increased by introducing the symmetry properties of the mechanical problem in the kriging part. The
results allow an accurate prediction of the dynamic behaviour of the rotor and a sensitivity study
showing the complex phenomena involved.

Mots clefs :
Dynamique des rotors, incertitudes, krigeage, chaos polynomial, indices de Sobol

1 Introduction

Les rotors sont des composants majeurs du monde de I’ingénierie mécanique présents sur de nombreuses
structures stratégiques liées au transport ou a la production d’énergie par exemple. Ils doivent étre
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capable de supporter de nombreux chargements et leur conception doit étre réalisée avec précaution.
Plus particuliérement, les vibrations sont a 1’origine de sollicitations pouvant causer un usage prémature,
du bruit, des fissures ou des accidents. Il est alors primordial d’étre capable de prédire avec précision
les vitesses de rotation critiques du rotor ainsi que les niveaux vibratoires associés afin d’assurer son
intégrité mécanique. La prédiction de ces caractéristiques est rendue complexe par la présence de
nombreux paramétres décrivant un modele de rotor: géométrie, matériaux, les roulements,
I’environnement etc. Ceci rend difficile la possibilité d’avoir une vision globale de la dynamique du
rotor et de I’impact associé a la variation d’un ou plusieurs parametres sur le comportement dynamique
global. Ainsi, un probléme majeur a ce jour est de proposer des méthodes numériques qui permettent
d’intégrer ces incertitudes et qui sont numériquement applicable a des modeles mécaniques réalistes et
de grandes tailles.

Lors de la conception d’un rotor, et plus généralement d’une structure mécanique, les ingénieurs font
faces a différentes natures de parameétres, qui peuvent souvent étre classées en deux catégories : les
parametres de dimensionnement et les parametres incertains. Le premier groupe référe aux parameétres
que I’ingénieur peut contréler et doit le plus souvent optimiser dans le cadre de la conception. Ces
parametres sont souvent définis sur un intervalle et le plus souvent des études paramétriques sont
conduites pour les fixer. Le second groupe réfere aux paramétres non contr6lés mais variables qui
peuvent venir de variations environnementales, aux tolérances de fabrications, etc. Ils sont souvent
modélisés a I’aide de variables aléatoires. Lorsque des paramétres incertains sont présents, une stratégie
classique aujourd’hui consiste a créer un méta-modele qui simule le modéle complet et couteux.
Souvent, un unique méta-modeéle est créé et exploité par la suite. Des méthodes telles que le chaos
polynomial généralisé [1,2,3], les réseaux de neurones ou le krigeage [4,5,6] permettent de faire cela.
Cependant, cette stratégie implique une modélisation unique des parameétres incertains. Une approche
récente qui associe chaos polynomial et krigeage développée par les auteurs permet de tenir compte des
deux natures d’incertitudes simultanément [7].

Ainsi, ce travail propose de prédire le comportement dynamique d’un rotor soumis a de nombreuses
sources d’incertitudes de différentes natures, a savoir paramétriques et aléatoires. L’efficacité de la
méthode hybride est augmentée en intégrant des caractéristiques physiques de symétrie du rotor a la
formulation et son efficacité est démontrée. Les évolutions des moyennes et variances des vitesses
critiques et des amplitudes vibratoires associées sont obtenues efficacement sans avoir besoin de réaliser
un tirage de Monte Carlo sur un méta-modeéle. Par ailleurs, une analyse de sensibilité est ensuite conduite
et les comportements dynamiques complexes sont observés et analysés.

2  Description du modéle mécanique du rotor

Cette section décrit brievement le modele du rotor mécanique. Ce dernier est représenté Figure 1. Il est
composé d’un arbre supporté par deux supports et de quatre disques. Sur le premier disque, un
déséquilibre en masse est présent. Pour la description détaillée du modéle et de sa construction, le lecteur
peut se réferer a [5,9,10].

L’arbre est modélisé avec un modele éléments finis (MEF) de 10 poutres d’Euler. Chaque nceud a 4
degrés de libertés. Les matrices structurelles de I’arbre sont les matrices Mg, Cq, K €t G, & savoir les
matrices de masse amortissement et raideur structurelle et la matrice gyroscopique.
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Figure 1: Modele mécanique du rotor

Les disques sont modelisés comme des disques rigides et sont caractérisés par leurs matrices de masses
M et les matrices gyroscopiques Gy pour le disque i. Le déséquilibre en masse du premier disque est
modélisé par une masse m,, d’excentricité d,, donnant lieu a un effort F.

Chague support est modélisé par deux raideurs linéaires, une dans chaque direction du repere fixe. Elles
sont notées k>, kP kP et kP2 | es matrices globales sont K@D et K2,
Finalement, 1’équation générale de la dynamique est :

M{ + (C + wG)q + Kq =F

Avec q le vecteur des déplacements aux degreés de libertés du systeme. M est la matrice de masse globale,
C la matrice d’amortissement globale, G la matrice gyroscopique globale et K la matrice de raideur
globale comprenant les contributions des différents éléments. Pour une description détaillée de la
construction des matrices et pour les valeurs numériques exactes, le lecteur peut se référer a [5,10].

Pour rappel, I’objectif global est donc de prédire les vitesses critiques et les amplitudes vibratoires
associées de ce rotor.

3  Propagation d’incertitudes
3.1 Parameétres incertains

Deux types d’incertitudes sont considérées dans cette étude. Le premier set de parametres incertains
correspond aux parameétres aléatoires et sont décrits par une fonction de densité de probabilité. Sept
parameétres sont considérés ici, résumés dans la Table 1. Ils peuvent traduire des variabilités liées aux
tolérances de fabrication ou a des variations environnementales par exemple. lls sont notés § =

[65,631,532693,634,Ekl(zb,l),fkgb,l)]. Le second groupe correspond aux parameétres de conception, et

correspondent aux raideurs du second support qui peuvent prendre valeur dans I’intervalle [0.1 ; 2] 10°
N/m. 1ls sont notés x = [k>?, k2.

Dans la suite, la vitesse critique et I’amplitude vibratoire associée pour un mode i sont notées f* et a*
avec i entre 1 et 8. Comme elles dépendent de x et &, elles sont notées f'(x, &) and a*(x, §).

Tableau 1: Parametres aléatoires

Notation Parameter name % variation Law
E Young modulus shaft +5% Uniform
e; Thickness — Disc 1 +10% Uniform
e, Thickness — Disc 2 +10% Uniform
e Thickness — Disc 3 +10% Uniform
ey Thickness — Disc 4 +10% Uniform
kg'l Horizontal stiffness — Bearing 1 +5% Uniform

ko Vertical stiffness — Bearing 2 +5% Uniform
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3.2 Formulation hybride

Les quantités d’intérét Y (x, &) (amplitude ou vitesse critique) sont des variables aléatoires dépendants
de & et donc peuvent étre approximées par une série de type chaos polynomial (PCE) convergence :

P-1

YEX = ) (0P (®)

k=0
Ou les a;, sont les coefficients de régression du PCE a déterminer et @, la base polynomiale multivariée
(voir [7,10,11,12] pour une description détaillée et rigoureuse). Les coefficient «a; dépendent des
variables paramétriques du probléme et peuvent donc étre chacun approximés par un krigeage, i.e.
a,(x) = g )M + 2K (x). By est le vecteur des coefficients de pondération, les g définissent
la partie régressive du krigeage et Z,, est un processus Gaussien de moyenne nulle et de variance o2. Le
lecteur peut se référer a [7,10,13] pour plus de détails. Finalement, la quantité d’intérét Y (x,&) peut
s’écrire :

P-1 P-1
YEN = ) a00® = ) (8P +2P(0)) 0y (®)

k=0 k=0

Un tel méta-modele est construit de facon non-intrusive a partir de la tensorisation de deux plans
d’expérience : un de Q valeurs de x et un second de N valeurs de . Une fois la tensorisation faite, le
modele complet est évalué pour chaque point. Pour une description détaillée sur la construction pratique
d’un tel méta-modele, le lecteur peut se référer a [7,10].

Les coefficients du PCE pouvant étre évalués quasi-instantanément via le krigeage, il est possible
d’obtenir sans colit supplémentaires les informations de types moyenne, variance et indices de Sobol
directement depuis les méta-modéles de krigeage [12].

3.3 Intégration de la symétrie du probleme dans le krigeage

kD = P2 Afin de prendre en compte cette

Le probléme est étudié est symétrique par rapport a
spécificité, trois stratégies sont considérées ici :
- Une stratégie classique : un krigeage classique est construit en choisissant une fonction de
régression et une fonction de corrélation. Aucune propriété de symétrie n’est considérée.

- Une stratégie de réduction de moitié de 1’espace de construction : comme le probléme est

symétrique, seuls les points vérifiant kf,b’Z) < k,(lb’z) sont utilisés pour la construction du méta-
mode¢le. Pour la prédiction, la moitié de 1’espace est directement reconstruite en exploitant les
propriétés de symétrie.

- Une stratégie de régression symétrique : la fonction de régression du krigeage est choisie de
fagon a étre symétrique. Par exemple, en dimension 2, si g est la fonction de régression de type
polynomiale d’ordre 2, alors la version symétrique g s’écrit :

Bo + Bix1 + Baxp + BaxiXp + Baxf + Bsxi ifx; < xp

gs(x1,x3) = {gs(lexﬂ otherwise
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4 Resultats
4.1 Comparaison des stratégies de krigeage

Les différentes stratégies sont comparées dans un premier temps. Quatre tailles de plan d’expérience
associé au krigeage sont considérées : Q = [20,40,60,80] et N=250 points générés par LHS sont pris
pour la partie PCE. Le plan d’expérience total fait N X Q points. Pour différentes valeurs de x, 500
points sont générés de facon a valider et calibrer les PCE. Pour valider le méta-modeéle global, les valeurs
des moyennes et variances sur une grille de 100x100 prédites par le méta-modele sont comparées aux
valeurs de références. L’erreur est calculée via :
L) (X) — Tref (X)

|rref (X)l
Avec 7, la valeur predite de la moyenne (variance resp.) et 7.5 la référence. Cette erreur est calculée
pour les 8 vitesses critiques et amplitudes associées et pour tous les différents cas. Les moyennes et
variances de ces erreurs sont calculées, elles sont représentées Figure 2 pour le cas de I’erreur moyenne
sur I’amplitude moyenne. Les résultats sont similaires pour les autres cas.

Error(x) =

On en déduit les résultats suivants :
- Les erreurs varient fortement d’un mode a un autre. Elles sont plus élevées pour les modes
rétrogrades (nombres impairs).
- L’erreur tend & diminuer quand le nombre de points dans le plan d’expérience augmente.
- Globalement, la stratégie de krigeage classique est la plus mauvaise. La solution exploitant
uniquement la moitié du plan d’expérience s’avere plus pertinente puisqu’elle requiert deux
fois moins de points d’apprentissage.

La différence principale entre les différentes stratégies d’observe sur la ligne kl(,b’z) = k,(lb’z) . Des
évolutions brutales se passent et sont difficilement captées par le cas classique, surtout pour les modes

I 20 - classic [N 20 - sym (B 20 - half [ 40 - classic [00]40 - sym [ 140 - half
I 60 - classic [0 - sym [ 60 - half [ G0 - classic [ 80 - sym [ 80 - half

10° T T T T T T T T

N o L w‘c 20
o o o o o

Mean of the relative error on the average amplitude

A >

™
2 - & - &
« ? « ? «

Figure 2: Erreur moyenne sur I'amplitude vibratoire moyenne pour les différentes
stratégies de krigeage
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rétrogrades ou 1’amplitude saute presque a zéro. A I’opposé, les deux autres stratégies sont capables de
capter cette brusque variation. En conclusion, les trois stratégies fonctionnent bien globalement mais les
stratégies prenant en compte l’aspect symétrique du probléme ont de meilleures performances.
Finalement, les résultats de prédiction pour les vitesses critiques et les amplitudes des quatre premiers
modes sont donnés Figure 3. La surface de couleur correspond a la valeur moyenne, les surfaces bleues
et rouges sont la moyenne + la déviation standard. Les résultats sont donnés ici pour 30 points

d’apprentissage (moitié de I’espace exploité uniquement). On voit ici clairement la bonne capacité du

méta-modele hybride a prédire la dynamique du rotor.

4.2 Analyse de sensibilité

Finalement, une analyse de sensibilité est réalisée. Les indices de Sobol varient avec les deux raideurs
paramétriques et peuvent étre déterminés directement via les méta-modéles de krigeage. Pour rappel,
les indices de Sobol sont des indicateurs pour évaluer la sensibilité de la sortie d’un modéle a une entrée.
Si I’indice associé a la variable i est proche de 1, alors la variable est trés influence. S’il est proche de
0, alors la variable a peu d’influence. Les indices de Sobol de premier ordre sont donnés Figure 4.

On voit clairement que les indices de Sobol dépendent du mode considéré et de la variable considérée
(épaisseur du premier disque sans influence sur I’amplitude vibratoire du premier mode mais a une forte
influence pour le mode 4). Pour un mode, ils varient aussi selon que 1’on considére la vitesse critique ou
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I’amplitude vibratoire. Surtout, ils dépendent fortement de la valeur des deux raideurs paramétriques
k(b,Z) (b,2)
v etk

Plus précisément, on peut tirer les conclusions suivantes :
- Mode 1: pour des faibles valeurs des raideurs, les épaisseurs des disques 3 et 4 pilotent
principalement la vitesse critique. Pour des plus grandes valeurs, le module d’Young et les
¢épaisseurs des deux premiers disques sont les parameétres clés. Pour ’amplitude, a proximité de

la diagonale k2 = k2 les raideurs k> et k(") sont les paramétres influences et loin de

cette diagonale ce sont les épaisseurs des disques 3 et 4 qui ont une influence majeure.

- Mode 2 : 1a vitesse critique est principalement impactée par le module d”Young, 1’épaisseur des
disques 1 et 2 ainsi que par kl(,b’l). L’amplitude est principalement pilotée par 1I’épaisseur du 3¢
disque et les deux raideurs k> et k(P

- Mode 3 : ’amplitude est principalement contr6lée par 1’épaisseur du 1¢" disque et par les deux

raideurs k,gb‘l) et k,(lb'l). La vitesse critique est pilotée par 1’épaisseur des disques 3 et 4 et par la

raideur kY.

- Mode 4 : ’amplitude est surtout sensible a 1’épaisseur du 1°" disque. La vitesse critique est

sensible a I’épaisseur des disque 3 et 4 ainsi qu’au module d’Young et la raideur k,(lb’l).

Plus généralement, les évolutions sont complexes et montrent que les influences des paramétres varient
en fonction du choix des valeurs des variables paramétriques. Ceci justifie ce type d’analyse pour réaliser
des choix de conception judicieux et de limiter I’influence de certains paramétres environnementaux.

5 Conclusion

Dans cette étude, le comportement dynamique d’un MEF d’un rotor soumis a de nombreuses
incertitudes a ét¢ étudié¢ en détail. Cette étude est rendue possible grace a I’exploitation d’un méta-
modele hybride permettant de modéliser des parametres incertains tout en réalisant une étude
paramétrique. L’introduction des propriétés de symétrie du probléme physique permet une construction
plus efficace du méta-modéle. L’exploitation du méta-modele hybride permet de réaliser ensuite des
¢tudes paramétriques du systéme stochastique ainsi qu’une analyse de sensibilité approfondies.
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Figure 4: Indices de Sobol de premier ordre pour les amplitudes vibratoires (a) et pour les vitesses critiques (b)
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