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RESUME. Le modéle logistique s’exprime le plus souvent sous forme d'une équation différentielle
ordinaire (EDO). Ce modele est en fait une représentation macroscopique et déterministe d’une dyna-
mique microscopique et stochastique. Nous rappelons la formulation stochastique de ce phénomene
sous forme de processus de naissance et mort. Nous proposons également une formulation stochas-
tiqgue a une échelle intermédiaire sous forme d’une équation différentielle stochastique (EDS). Nous
proposons enfin une méthode de fermeture des moments du modeéle de saut. Nous étudions les re-
lations existantes entre ces différentes formulations et leurs caractéristiques respectives, notamment
au travers de simulations.

ABSTRACT. The logistic model is usually expressed as an ordinary differential equation (ODE). This
model is in fact a macroscopic and deterministic representation of a microscopic and stochastic model.
We recall the stochastic formulation of this phenomenon in the the form of a birth and death process.
We propose also a formulation at an intermediate scale as a stochastic differential equation (EDS).
Finally, we propose a moment closure method of the jump model. We study, in particular by using
simulations, the relationship existing between these different formulations and their respective char-
acteristics.

MOTS-CLES : modéle logistique, équations différentielles ordinaires, équations différentielles sto-
chastiques, processus de saut pur, approximation-diffusion, fermeture des moments.

KEYWORDS : logistic model, ordinary differential equations, stochastic differential equations, pure
jump process, diffusion-approximation, moment closure method.

Volume 1 — 2010, pages 1 a 7 — Revue



2 Revue - Volume 1-2010

1. Modele déterministe

Le modele logistique classique s’exprime sous la forme de I’EDO

. Tt

mtzrxt(l—?) (1)
ou z; est la densité de population a I’instant £, » > 0 le taux de croissance per capita,
K > 0 la capacité du milieu; zo > 0 désignera la condition initiale. Les deux points
d’équilibre de (1) sont 0 et = K, le premier est instable et le second stable. La taille n;
de la population s’écrit

déf
ny = N x Tt

ot le coefficient de normalisation /N désigne la taille initiale de la population, la surface
ou le volume du domaine de 1’écosysteme. L’EDO associée a la taille de la population est

T.Lt =Tng (1 — ntIéN)

2. Modeles stochastiques

2.1. Modéle microscopique de saut pur

Ce modele [2,1] décrit la dynamique de population sous la forme d’un processus
(N¢)i>0 de Markov de naissance et mort, i.e. un processus de Markov en temps continu a
valeurs dans N et ne sautant que de +1 (naissance) ou —1 (mort). Il s’agit naturellement
d’une idéalisation ou la population est homogene (tous les individus ont les mémes taux
de naissance et de mort). Le processus [V, est défini par

. i h si j = ¢+ 1 (naissance),

0

P(Nepn = jINe =) "= { i Sij =i~ 1(mor), (22)
L=(Ai+p)h sij=i

avec \; > 0, u; > 0. Le plus souvent on suppose que Ao = 0 (i.e. O est un état absorbant).

La loi initiale de ce processus est d,,. On suppose que les taux de naissance et mort per
capita sont linéaires en la densité de population :

)\i:i(b1+b2%)7 Mi:i(d1+d2%)7 (2b)

avec b; > 0 et d; > 0. L’hypothese “logistique” revient a supposer que

N — i =i (1— 4 (2¢)
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b1—dy

avecr = by —d; > 0et K = — 5—a; > U. Le générateur infinitésimal du processus

(Ni)i>0 est défini par
QF (i) = lim BNz @) _ -y [ [£( (D)l pli,dy), i€N  (3)

t—0

pour toute fonction f : N — R mesurable et bornée, ol I’intensité 7(z) d’événements (de
naissance ou de mort) est défini par

7(i) 5 X + g @)
et le noyau p(i,dy) du processus de saut est défini par
Ai Hi
pli,dy) = oy +1(dy) N+ 1(dy) 3

Lorsque A; > 0 et p; > 0 pour tout 7 > 0, alors 0 est un état absorbant et tous les états
communiquent. Dans ce cas on peut en fait montrer [1, Ch. 6] [6, p. 149] que la seule me-
sure de probabilité invariante est définie par 7y = 1 et m; = 0 pour tout ¢ > 0. La proba-
bilité d’extinction se comporte de fagon asymptotique comme suit : Si >~ st =00

alors P(N; = 0) — 1 lorsque t — o0 ; sinon
Z’L =0 1;11;1

P(Ntzo) t—s00 1_'_21 1/;1 /)fl.

On introduit le processus de saut pour la densité de population

X

On déduit facilement de Q, le générateur Qv du processus X}V :

Qn () = () / @) - F@) o (@.dy), zeN/N

R

avec p (CL’ dy) = = (Nz) 6w+N (dy) + L(LNI) 5$77<dy>

2.2. Représentation semimartingale

Dans le but de comparer les modeles déterministes et stochastiques, il est utile d’établir
une EDS satisfaite par le processus de saut. Pour f a support compact, on a déja la
représentation de f(X}¥) comme

FOXN) = F(x) / QnF(XN)ds + M ©)

ol Mtf est une martingale. Sous des conditions de régularité (non explosion), cette dé-
composition reste valable pour f =
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Proposition 2.1 Si le processus X} est régulier et admet un moment d’ordre 2 & tout
instant t > 0, on a la décomposition

t XN
XtN:XéVJr/rX;V@— I;)ds—l—Mt 7
0

o M, est une martingale nulle en 0, de carré intégrable et de variation quadratique
prévisible

(M) =% [L XN (1+ %) ds @®)

’_ r
avecr' =by +dy et K = bords

La preuve s’appuie sur une représentation du processus Ny
Ni = No + fot ZigN; ngl (i) + fot Zig]v; ng]v_; dHZQ/N(ivj)
- fot ZigN,: ngl (l) - fot ZigN; ngN_: ng‘iQ/N(ivj)
o I1%(4), HgQ/N(i,j), 1% (4) et HgQ/N(i,j) sont 4 familles de processus de Poisson

indépendantes d’intensités respectives b, %7 dj et dﬁz.

L’équation (7) est I’analogue stochastique naturel du modele logistique déterministe (1).
C’est une EDS dirigée par une martingale a sauts. On observe que son terme de dérive
(moyenne instantanée) a la méme forme que dans le modele déterministe. Cependant, a
cause de la non—linéarité, I’espérance de X tN n’est pas la solution x; de (1). En revanche,
d’apres (8), le modele déterministe (1) peut étre vu comme une limite fluide du modele
stochastique (7) [7,8].

2.3. Approximation diffusion

Lorsque la taille de la population est grande, les sauts du processus X} sont fréquents
et petits. Il est alors 1égitime de décrire 1’évolution de la densité de population par un
processus continu. L’approximation—diffusion [4] de X}V se base sur un développement
de Taylor de f dans I’expression du générateur (), en négligeant les termes d’ordre
supérieur a 2. En effet

~ 5 Az = pva) f'(2) + 557 (Ana + pva) £ (@)
=ra(l-£) (@) + gy e+ &) [/ (@) = AN f(z)

avec AV le générateur du processus de diffusion solution de

AXN = r XV (1= 35)dt+ o/ XY (14 35 awy ©)
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ol W, est un processus de Wiener standard. Cette approximation—diffusion consiste en
fait, pour N grand & approcher X}V par un processus de diffusion de méme moyenne et
variance instantanées. Il existe une justification heuristique de cette approximation [5] :
pour & > 0 et conditionnellement & X;}¥ = z

XNs=x+ + (Bs — Ds)

ol B;s et Dj sont respectivement le nombre de naissances et de morts survenues dans
lintervalle [t,t + d]. On fait I’hypothése (i) : J est suffisamment petit pour que les taux
d’occurrence de naissance et de mort ne varient pas significativement dans [¢, ¢ + J]. B et
D;s sont donc les accroissements de processus de Poisson d’intensités respectives Ay, et
1N+ et sont de loi de Poisson de parameétres respectifs Ay d et iy, 6. Or, pour un nombre
suffisamment grand d’événements, ces lois de Poisson seront correctement approchées
par des lois normales de mémes moyennes et variances. On rajoute I’hypothése (ii) : § est
suffisamment grand pour que 1’approximation normale s’applique. On obtient alors

1
X,fih ~x+ N (P(ANm 0) — Plunz 5)) (approx. poissonienne)
1
~z+ N (N(ANz 6, ANz 6) — N (1N 6, v 6)) (approx. normale)
= 1) — 1
z+ N6+ e N(0,1) N6+ e N(0,1)

x+m(1;)5+;N,/r/x(1+;)/\/(o,1).

Cette derniere équation est 1’écriture du schéma d’Euler pour I’intégration numérique de
I’EDS (7). On en déduit que s’il existe § tel que les hypotheses (i) et (if) soient satisfaites,
alors les réalisations de X ™ seront proches (en loi) des trajectoires discrétisées de son
approximation—diffusion f(tN . Remarquons que les hypotheses (7) et (ii) semblent contra-
dictoires et exigent des tailles de populations treés grandes, comme pour les populations
de microorganismes. En particulier, il est déraisonnable d’utiliser une approximation—
diffusion pour estimer ou calculer des instants d’extinction.

3. Fermeture des moments

La loi du processus est entierement caractérisée par son générateur (), en particulier,
posons :

my(t) £ E[NY] u,(t) £ E[XP) = mjffig)
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en résolvant 1’équation de Kolmogorov progressive on peut montrer [1] que :

d (be — da)

™ (t) = (by — dy) my(t) + N ma(t) (10
Sma(t) = O+ dyma(8) + 20— )+ E By g L)y
(11)

Ces équations ne sont pas fermées, mais on peut utiliser une technique de fermeture des
moments. Si on suppose N; déterministe alors mo (t) = m?(t), ce qui permet de retrouver
a ’aide de (10) I’équation logistique classique (1). Supposons maintenant que N, est
gaussienne alors E(N?) = 3my(t) ma(t) — 2m3(t) qui plongé dans (11) conduit & un
modele proposant une approximation des deux premiers moments :

%al(t) =ra(t) — % as(t), (12a)
d_ r v T _ _
auz(t) =N uy(t) + [2r + W} tp(t) — 2 T (Bai(t) aa(t) — 2ai(t)).  (12b)

Pour identifier les parametres de ce modele, il est nécessaire de disposer de plusieurs
trajectoires de X, afin d’estimer le moment d’ordre 2. Pour faire mieux (i.e. travailler
avec une seule trajectoire) : il faut utiliser un modele d’EDS et identifier la variation
quadratique (c’est possible sur une seule trajectoire).

A T’aide d’un théoréme de comparaison on peut en fait montrer que : m; (t) < z,
Vvt > 0, i.e. le modele logistique stochastique (2) est en moyenne inférieur au modele
logistique déterministe (1).

4. Simulations et commentaires

L’algorithme de Gillespie, ou SSA (stochastic simulation algorithm) permet de simu-
ler des trajectoires d’un processus de Markov de saut pur de générateur connu. La Figure 1
montre 3 réalisations du processus XV pour de faibles valeurs de N, ainsi que la trajec-
toire du modele déterministe correspondant. Le modele stochastique n’est pas monotone
et la probabilité d’extinction n’est pas nulle.

Lorsque N est grand, les trajectoires de XN (Figure 2) et de son approximation—
diffusion XV (Figure 3) présentent les mémes caractéristiques statistiques.

La Figure 4 appelle plusieurs commentaires. Comme on le sait déja le modele détermi-
niste (1) surévalue la moyenne du modele stochastique. Par ailleurs le transitoire est tres
différent : le modele par fermeture des moments (12) converge nettement plus rapide-
ment vers son équilibre, le modele déterministe (1) correspond mieux au modele stochas-
tique. Le comportement asymptotique est aussi tres différent : la capacité du milieu est
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surévaluée par le modele déterministe (1), le modele par fermeture des moments corres-
pond au modele stochastique.

Il existe un autre type de modele stochastique consistant a perturber directement le
taux 7 par un bruit blanc, c’est I’optique adoptée dans [3] et qui conduit a une EDS
différente de (9). Il serait donc nécessaire dans une version étendue de ce travail de com-
parer les différentes lois asymptotiques des modeles stochastiques.

Il est intéressant de noter que le modele stochastique de saut se met sous la forme
différentielle (7) qui se décompose en deux termes : la dynamique déterministe (1) plus
un terme stochastique dont on connait les caractéristiques.

En conclusion, I’équation logistique classique (1) ne peut vraiment étre utilisée que
dans un cadre “grande population”, dans tous les autres cas il est nécessaire d’adopter une
technique de moment (corrigeant certains biais), soit de faire appel a des modele de type
EDS, soit — pour les populations en taille trés faible et notamment dans des conditions
proches de I’extinction — de faire appel a des modeles microscopique de saut pur.
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Figure 2. Modéle déterministe (1) et 3 réalisations du processus de sauts (7) pour N =
300.
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Figure 3. Modéle déterministe (1) et 3 réalisations du processus de diffusion (9) pour
N = 300.

e

1.0

densité

0.5

0.0

T T T T T T
0 2 4 6 8 10

Figure 4. Modele déterministe (1) [noir], modéle déterministe par fermeture des moments
(12) [rouge] et moyenne de 5000 réalisations du modeéle stochastique (7) pour N = 300
[bleu]. Ces deux derniers ont la méme moyenne asymptotique qui est inférieure a celle
du modéle déterministe. Le modéle par fermeture des moments présente un transitoire
ggeggoup plus court que les deux autres.



