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1-GRAPHES REGULTERS MINIMAUX DE GIRTH DONNE

J.C. BERMOND

Abstract : A dirvected graph G is v-regular if at (x) =d (x) =»
for every vertex of G. The girth g of a directed graph G containing
(divected) circuits is the length of the smallest circuit in G. Let

f (v, g) be the minimum rumber of vevrtices that a v-regular graph, ha-
ving girth g, may possess. In [1] <t was conjectured that

f (r,g) =r (g=1) + 1. We prove here essentially that the conjecture

is true for r = 2 and » = 3 and arbitrary g (the case r = 2 has been

solved in [2]1, but the proof given here is shorter).,

1, Introduction et définitions.

Les définitions et notations sont celles de [4]. Rappelons que pour un
1-graphe ( graphe orienté, sans boucles, ni arcs multiples ) G = (X, U)
on a :

v X)) ={yeX: x,y) €U} ; a =] =]P+ ®)].

Im X ={Y€EX: (y,x) €U}; d X = @]

(|A] désigne le cardinal de 1'ensemble A).

+ - £
Pour Ac X onnote I (A) = ggﬁ r(x) et v (A)-= _Qgg ' x.

Un 1-graphe G est dit r-régulier si a’ (x) = d (x) = r pour tout som-
met x de G. Le "girth" ou "maille" g, d'un 1-graphe G, ayant au moins
un circuit (orienté) est la longueur du plus petit circuit de G. On a

g > 2, G &tant sans boucles. Le nombre minimm de scmmets que peut avoir



un graphe r-régulier, de girth g, sera noté £ (r,g). Dans [1] il est

prouvé que :

Proposition 1.1, [1] : f (r,g9) > v (g-1)+ 1.

Démonstration : 11 suffit de considérer le 1-graphe G, ayant

T (g-1)+ 1 sommets labellds i, i =1, 2,..., T (g=1)+ 1 et o0 (i,]j) est
un arc de G si et seulement si j-i & 1, 2,..., ¥ (mod v (g-1)+ 1). G
est bien r-régulier et de girth g.

Dans [1] il est conjecturé que :

Conjecture 1.2. [11 f (vr,g) = r (g-1)+ 1

La conjecture est prouvée dans [1] pour les couples (r,g) suivants :
{(r,g) : g=2,3} U {(r,g) : v =1} U {(2,4),(3,4) (4,4) (2,5} et
dans [2] la conjecture est prouvée pour r = 2, g quelconque. Le proble-

me a été reposé dans [3].

Nous nous proposons ici de donner une preuve plus simple ducasr = 2,

quelconque et de prouver la validité de la conjecture pour r = 5y B

quelconque et pour d'autres couples de valeurs.

2. Proposition principale.

Proposition 2.1 : Soit G .un d-graphe r-régulier de girth g.

Supposons qu'tl existe un sommet x de G et des ensembles

X, et Yi avec © = 1, 2,..., Lg/8) (o Lx] désigne le plus grand entier

inférieur ou égal & wx) tels que :




(L) X, = r'(xo) ; Y, =T (x,)

(i) X =7 Y] = 1<1i<I[g/2]
(iii) X; e 1 (J<1 XJ) - j‘<Ji Xj 2<1ix<lg/2]
GETOEN) - MY

Alors G contient au moins r(g-1)+ 1 sommets.

Démonstration : a) X; N Xj = g. pour tous i,j < [g/2] car

d'aprés iii) X; N (J\<J1 XJ) .

b) six € Xi’ il existe un chemin de x 3 X, de lon-
gueur infé€rieure ou égale 3 i. En effet c'est vrai pour XT’ Supposons
le vrai pour tout j<i - 1 et soit x € X Comme X =58 ( X ¥y 31
existe y dans 'j% Xj tel que x € T (y). Le chemin de x 3 xo, forme
de 1'arc (x,y) et du chemin de longueur < i - 1 reliant y & x, est
de longueur < i.

c) X, ¢ Xi : sinon on aurait un circuit de longueur
inférieure ou égale 3 i < [g/2] < g, ce qui contredit la définition
de g.

On a de méme : Yian =@, i< Ilg/2] , j < Il[g/2] ;siy’EY:.L il
existe un chemin de X, @y de longueur < i et x £ Y..

d) X; n Y:=gpour ig [8/2], j < [(g-1)/2]. Suppo-
sons qu'il existe un sommet z appartenant a X n YJ la réunion
du chemin de longueur < i de z 3 X, et de celui de longueur

<j de X, 8 z forme un circuit de longueur inférieure ou égale a

i+j < [g/2] + [(g-1)/2] = g-1, ce qui contredit 1a définition de g



On a donc exhibé dans G, [g/2] + [(g-1)/2} = g-1 ensembles de car-
dinalité r, 2 3 2 disjoints et ne contenant pas X soit en tout

r(g-1) + 1 sommets.

3. Cas »rflgf2l -1) < g.

Nous utiliserons le lemme suivant trés classique.

Lemme 3.1 ¢ Si G est un I-graphe sans circuits, 1l existe au

moins un sommet x tel que T (x) = # et au moins un sommet y tel que

riey) = 4.

Théoréme 3.2 : Si »(lg/2l -1) < g, alors f(r,g) = r(g-1) + 1.

Démonstration ¢ Nous allons montrer que, si r([g/2] - 1) < g tout

1-graphe, r-régulier de girth g vérifie les hypothé&ses de la propo-
sition 2.1. On aura donc f(r,g) > r(g-1) + 1 et d'aprés la prop.

1.1 £(r,g) = r(g-1) + 1. Soit donc G un 1-graphe, r-régulier de
girth g, avec r([g/2] - 1) < g, soit x un samet quelconque de G et
et soient X] =T (xo) et Y] = I'+(x0). Supposons que 1l'on ait construit

pour tout j < i < [g/2] des ensembles Xj vérifiant les hypoth&ses

ii)et iii) de 2.1. On a alors | 2 lle = (i -1) ,les X.

J<1 j| - j<i J
&tant 2 & 2 disjoints (d'aprés iii) et de cardinalité r (d'aprés ii).

Comme i < [g/2], I X.| < r(lg/2] - 1) < g. Le sous graphe engendré

J<i 7]
par J% XJ est donc sans circuits et d'aprés le lemme 3.1.il existe
- v =
un somet X de j\é Xj tel que T (x) n( ] XJ) $. L'ensemble

Xi = T (x) vérifie bien ii) et iii). On peut ainsi construire de pro-

che en proche, pour i < [g/2] des ensembles Xi’ et de la méme maniére



des ensembles Yi’ vérifiant les hypothéses de la proposition 2.1.

Corollaire 3.3, [1,2) ¢ £(r,2) = r+1 ; £(r,3) = 2r+l et £(2,8) = 2g*1.

Démonstration : L'hypothdse du théoréme 3.2 est bien vérifide car

sig=2ou3: [g/2]l =1etsir=2, 2([g/2]-1)<g.La conjecture 1.2
est aussi vérifiée pour les couples (r,g) :

{3,4F & 1355} § 13,7} et {4,5).

4,  Fonction m (n,r,g) et cas r = 3.

~

Pour étudier d'autre cas nous sommes amenés a considérer la famille

G (n,r,9), formé des l-graphes, ayant n_sommets,de girth g et tel

que d'(x) <t et d (x) <r pour tout somet x. Soit m(n,r,g) le

maximum d'ares que peut avoir un I-graphe de G(n,r,g).

Lerme 4.1 : 8in >r, m(ntl,r,g) > mln,r,g) + v,

Démonstration : Soit G un 1-graphe de G(n,r,g) ayant m(n,r,g) arétes.

Le 1-graphe obtenu en ajoutant & G un sommet X et r arcs d'extrémi-
té initiale x (ce qui est possible car n > r) appartient & G(n+1,r,g)
d'ol le lemme.

Lerme 4.2 : mn+l,r,g9) _<_m(n,r,g) t 2T,

Démonstration : Soit G un 1-graphe de G(n+1,r,g) : en enlevant x un

sommet quelconque de G et les arcs d'extrémité x en nombre inférieur
ou égal a d" (x) + d (x) < 2 r on obtient un graphe de G(n,r,g) qui
a au plus m(n,r,g) arcs, d'ol le lemme.

Lemme 4.3 : m(g,rs9) = g.

Démonstration : Le lemme résulte du fait que le seul graphe de

G(g,r,g) est le circuit a g sommets.



Lemme 4.4 : 50t G un I-graphe de G(n,r,g) on n > g ; soit C un

ctreutt de longueur g de G et soit x un sommet n'appartenant pas

d Co Alors |{I (z) yT” (x)} ncl< max {3, min (r,g)}.

Démonstration : S¢ T (X)n C = ¢ alors le lemme résulte du fait

que |I'+(x) NC| < min (r,g). On traite de méme le cas 1‘+(x)n C = ¢.
Supposons donc I‘+(x)n.C FdetT XINC # P, Soit C = (x1,..., xg)
le circuit de G ; si (Xi’ x) est un arc de G , alors (x, Xi+k)

ol 3 < k < getol les indices sont & considérer modulo g n'est pas
un arc de G, sinon on aurait un circuit de longueur < g. De méme
si (x, xj) est un arc de G, (Xj—k’ x) ou 3 <k < gn'est pas un arc
de G. Dans le cas T (x)NC # ¢ et T (x)NC # ¢ on a donc

lIrm @ urt@incl < 3.

Lemme 4.6 : St g>r>3o0na:

m_(g+o, », g)§g+(3)+1°oc pour 0< a <

m (g+o, r, g) < g + (;) + 1%+ o (a-r) pour o > ».
(g) désigne le nombre de combinaisons de n &léments pris p i p.

Démonstration : Soit G = (X,U) un 1-graphe de G (g+o, T, g) avec

0 <a <r. Soit C un circuit de longueur g et soit Y =X - C.

|U| = |uniCxCH + JunfYx Y} +|Un{CxY) v (¥ xC)}.
[U nfCxCH =g |UnYx Y} < (%‘) le sous graphe engendré

par les o sommets de Y &tant sans circuits car o <T < g ;
enfin Jin{Cx Y u(YxCl} <t o, d'aprés le lemme 4.4

appliqué aux o points de Y et le fait que g>r > 3 entraine



max {3, min (r,g)} =r.Donc |U| < g + (;) + T o, Dans le cas

o > 1 le lemme 4.2 appliqué o - r fois donne :

m (gto, T, 8) <M (@ T, T, @) + 2r (a1) < g () + 17

+ 2r (o-T).
Remarque : Les bornes données dans le lemme 4.5 ne sont pas les
meilleures possibles (voir lemmes 4.7 et 4.8), néanmoins elles

vont nous permettre de montrer la conjecture 1.2 pour r = 3,

Théoréme 4.6 : f(3,g9) = 3 g-2.

Démonstration : Nous allons montrer que tout i-graphe, r-régu-

lier, avec r = 3, vérifie les hypoth&ses de la proposition 2.1.
On aura donc £(3,g) > 3 g - 2 et d'aprés 1.1 égalité. Soit G un
1-graphe, r-régulier, r = 3,de girth g ; soit x, un sommet quel-
conque et soient X

=T (x 0) et Y, = 1 (xo) .Supposons que 1'on

1 1
ait construit pour tout j<i < [g/2] des ensembles Xj vérifiant
les hypothéses ii) et iii) de 2.1.

Posons % = JL</1 Xj' On a |z]| = r(i-1).

Cas 1 : Le sous graphe engendré par Z contient un sommet x tel
que T'(x)NZ = ¢ ; on prend alors Xi =T (X).

Cas 2 : Un tel sommet n'existe pas ; le sous graphe engendré
par Z contient au moins un circuit (sinon on aurait une contra-
diction avec le lemme 3,1) et soit h son girth : h > g. Nous al-
lons montrer que |I”(z) - Z| > v ; on prendra alors pour X; un
ensemble de r points inclus dans T (Z) - Z.

Dans les deux cas 1l'ensemble Xy vérifie les hypotheses ii) et

iii). On construit donc ainsi pour i < [g/2] des ensembles X; et



de la méme maniére des ensembles Yi vérifiant les hypothéses de la

proposition 2.1.

Démonstration de|T (2) - 7| >r (pour i <[g/2]): Supposons que

|r™(2) - Z| < r - 1,nous allons aboutir 3 une contradiction en cal-

culant de deux manidres xzéz d” (x).

2 4@ =1 2] = rP@-1)

2 470 = | unizxz| +[un{X-2) x 23]

Le sous graphe engendré par Z appartient a G(|Z|, r, h), donc
|uniZx 2z} }<m (|Z|, v, h). D'autre part les seuls points de X - Z
reliés a Z, par un arc d'extrémité terminale dans Z, sont ceux de
I (Z) - Z et un tel point est extrémité initiale d'au plus r arcs
d'ol : !
lUn{X - 2} x Z}|< v [T (2) - Zl/sr(r - 1). On a donc :

(-1 <m (@@ -1, r, b +r@-1.

Prenons r = 3 et posons h + o = 3(i - 1) <3 ([g/2] -1).

L'inégalité s'écrit : 3th + o) <m (h + o, r,'h) + 6. On peut sup-
poser h> g> 3, les cas g = 2 et g = 3 &tant résolus en 3.2. On a
donc h > r et on peut appliquer le lemme 4.5. Si o < 2 il vient
3th+a) <h+ (g) + 30, + 6 soit 2h <7 ou h <3 (come h est sup-
posé > 3, ce cas ne peut se produire) ;si o > 3 il vient:

3(h+a) <h+3+9+6(ex-3) *+6=h+ 60, soit
2h<3aoubh<3th+a)=91-1) <9 ([g/2] - 1) soit comme

g<h:5g<9 ([g/2] - 1) ce qui est impossible. C.Q.F.D.



Dans le cas r > 3 on peut appliquer le méme type de démonstration
mais les bornes obtenues en 4.5 ne suffisent pas a conclure. Nous
allons donner des lemmes précisant un peu les bornes de 4.5 et qui
nous permettront de vérifier la conjecture 1.2 pour de nouveaux cou-

ples de valeurs.

Lenme 4.7 : m(g + 2, 3, g) =g +7 stg>3=r,

mlg + 2, v, g) =g+ 2 sig>r>4

Démonstration : Sir =3,m(g + 2, 3, g < g+ 7 pour g > 3 d'aprés

4.5. D'autre part le 1-graphe G formé d'un circuit

(x1,..., xg) et des arcs (x, y), (X1, 2y (= XZ)’ (x» XS) (y» ,xz),

(v, xS), (v, %,) appartient 4 G(g + 2, 3, g).
Sig>r>4onad'aprés 4.1 m(g + 2, r, g) > g+ 2r et d'aprés 4.5
m(g + 2, r, g <g+ 2r + 1. Supposons que G soit un 1-graphe de

G(g + 2, T, g) avec g + 2r + 1 arcs et soit C un circuit de longueur

g de G et x et y les deux autres sonmets. D'aprés 4.4

|{I‘+(x) U T (X)FnC| <rets'il y a égalité, 1'un au moins des deux
ensembles 1“+(x) NCour (x)nC est vide. Pour que G ait g + 2r + 1

arcs il faut donc que |{1‘+(x) ur x)ncl =1,

1" o) | I"()}INnC| = r et qu'il y ait entre X et y un arc par exeim-

ple (x,y). Si I (x) NC = ¢ on aurait |F+(x) ncl =r et d+(x) =1+ 1,
ce qui est impossible.Donc F+(x) Nc =¢, | x)NC| =r et de la mé&-

me maniére I (y) NC = ¢ et |1‘+(y) nC| = r. D'autre part T (%) nl‘+(y) = ¢
sinon on aurait un circuit de longueur 3, donc [{I (X)u Iy} nc| = 2r.

Mais si T (X)nC#det ' nCApona [{T ®UT yInC| <4,



sinon on créerait avec l'arc (x,y) un circuit de longueur < g

d'ol une contraction car 2r > 8 > 4,

Lemme 4.8 : m{g + 8, 8, g) =g + 11 pour g > 3 = »,

I

m(g + 3, r, g) g+ 8r pour g > r > 4,

m(g + 4, r, gl <g+4r +1pour g>r> 4,

La démonstration de ces inégalités utilise les mémes idées que

4.7, mais il y a de nombreux cas a considérer.

Théoréme 4.9 : La conjecture 1.2 est vérifide pour les couples

(4,9) avec 6 < g <19 ou g = 21, 23, 25 et les couples (5,g) ,

Démonstration : Comme dans le théoréme 4.6 la conjecture sera

prouvée si on montre que 1'inégalité suivante est impossible :

r?(i - 1) <m@@ - 1), 1, h) + 1 - 1). Posons h + o =(i - 1)r
il vient r(h + o) <mth + o, v, h) + r(r - 1). D'aprés 4.4 ; 4.7 3
48 pour g>r>4eta<4onamnt+a,r, h) <h+ ar + 1,
L'inégalité s'écrit (r - 1) h <r(r-1) +1soit h>r ce qui
est réalisé dés que g>r. Pour g>r on a donc o > 4 et d'aprés
4.8 et 4.2mth + o, v, h) <h+dr+ 1+ 2r(a - 4).
L'inégalité s'écrit alors (2r - 1) h srth+oa) +r(r=-1) - 47 + 1.
Compte tenu de g <h et h + o < r([g/2] - 1) il vient
(2r - 1) g< rz [g/2] - 5r + 1, Pour r = 4 cette indgalité est
impossible si g < 19 ou g = 21, 23, 25 et pour v = 5 si g =6,7 ou
9.



~

Remarque : On peut par une méthode analogue 3 celle utilisée
dans [1],pour démontrer la conjecture pour r = 4 = g,démontrer

la conjecture pour r = 5 g = 4,5,
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