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NOMBRE CHROMATIQUE TOTAL DU GRAPHE
r-PARTI COMPLET

JEAN-CLAUDE BERMOND

ABSTRACT

In the article [3], R. Laskar and W. Hare pose a conjecture concerning the total chromatic number
of the complete r-partite balanced graph K, «,. In this paper we determine the exact value of-this
number, thus showing that their conjecture applies only in certain cases.

1. Définitions et notations

Dans toute la suite, on considérera des graphes finis, non orientés sans boucles
ni arétes multiples. L’ensemble des sommets sera noté par X, celui des arétes par E
et le graphe G = (X, E).

Un ensemble indépendant de sonimets d’un graphe G = (X, E) est un sous-ensemble
S de X, deux sommets quelcongues de S n’étant pas adjacents. Le nombre minimum
d’ensembles indépendants dans lequel X peut &tre partitionné est appelé nombre
chromatique de G et noté y(G).

Un ensemble indépendant d’arétes d’un graphe G = (X, E) est un sous-ensemble
A de E, deux arétes quelconques de 4 n’étant pas adjacentes (c’est-a-dire n’ayant
aucune extrémité en commun). Le nombre minimum d’ensembles indépendants
(Q’arétes) dans lequel E peut étre partitionné est appelé Vindice chromatique de G
et noté g(G).

Un ensemble indépendant de sommieis et d’arétes d’un graphe G = (X, E) est un
sous-ensemble C =SuAd de X UE avec S © X et 4 < E vérifiant:

(i) deux sommets quelconques de S ne sont pas adjacents,
(ii) deux arétes quelconques de A ne sont pas adjacentes,

(iii) un sommet quelconque de S n’est extrémité d’aucune aréte de A {on dira
qu'un sommet de S et une aréte de 4 ne sont pas adjacents).

Le nombre minimum d’ensembles indépendants de sommets et d’arétes dans lequel
X U E peut étre partitionné est appelé le nombre chromatique total du graphe G et
sera noté #(G). (Ce nombre est aussi le nombre chromatique du graphe total T(G)
associé a G de la maniére suivante: les sommets de T(G) sont les éléments de X U E,
deux sommets de T(G) étant reliés s’ils correspondent a deux sommets adjacents
de G, ou deux arétes adjacentes de G ou une aréte et un sommet adjacents.)

Dans la suite, la partition de X U E en ensembles indépendants de sommets ¢t
d’arétes sera appelée une coloration totale et les ensembles indépendants des couleurs.

Un graphe r-parti complet est défini par la donnée de r ensembles 2 a 2 disjoints

-
X, (i=1,2,...7); I'enserable des sommeis est U X;, et deux sommets sont
i=1

adjacents si et seulement si ils appartiennent a deux ensembles différents X; et X
(avec j # ). Dans la suite nous nous intéresserons aux seuls graphes r-parti complets



pour lesquels |X;| = n pour tout i (appelés balanced dans [3]). On notera un tel
graphe K,.x,. Un sommet de K, sera noté X; jouivariede 1 aretjvariede ] an
(ceci signifie que c’est le j idme sommet de I’ensemble X o

Le nombre de sommets de K, ., est égal & nr.
Le nombre d’arétes de K., est égal & In®r(r—1).

Remarquons que K, désigne le graphe complet a r sommets et que K,,, désigne
le graphe biparti complet.

2. Résultats
Dans [3] les valeurs de y(X,,) et de (K, x,) sont déterminées:

XKy xp) =1,
q(K,xw) = n(r—1)+1 si nrest impair,
q(K, xp) = n{r—1) si nr est pair.
Dans [1] sont déterminées les valeurs de K, xy) et 1K,y )
HEK, x1)=r si r est impair,
HK,x1) =r+1 si rest pair,
HK; ) = n+2.
Dans [4] il est prouvé que #(K,,) < a(r—1)+2.
Dans [3] R. Laskar et W. Hare conjecturaient que
HK,x) =nr—1)+1 si nrest impair,
K, up) = n(r—1)+2 si nrest pair.

Leur conjecture n’est pas exacte; les valeurs de H(K, ) sont données par le théoréme
suivant.

THEOREME. Le nombre chromatique total du graphe r-parti complet K, est donné
par:

H(Kyxp) = n(r—1)+2 si r =2 ou si r est pair avec n impair;

1(Kyxn) = n(r—1)+1 si r est impair ou si r est pair, r # 2, avec n pair.

3. Lemmes
LEMME 1. Pour r =2, t(K;,) = n+2.

Ce résultat est établi dans [1]. Si C, est un ensemble indépendant de sommets
et d’arétes de K, on a |C;] < n. Comme |X U E| = n?+2n, {(K,,) = n+2. On
a une coloration totale en 7+ 2 couleurs en attribuant 2 couleurs aux deux ensembles
indépendants C; = X et C, = X, et en répartissant les arétes en n ensembles
indépendants d’aprés le résultat de Konig (K, ,,) = n.

LeMME 2. #(K,x,) = n(r—1)+1.

En effet pour tout graphe G on a £(G) > §+ 1 o0 § désigne le maximum des degrés,



Ici K, x, est régulier et § = n(r—1).
Les lemmes suivants sont dus & Lucas (voir [2; p.237]) et donnent Iindice
chromatique de K, ;.

LEMME 3. Si p est impair on peut répartir les paires de nombres appartenant &
1,2,...,penpclasses P; (i=1,2, ..., p) formées de (p—1) paires sans élément en
commun et telles que I'élément i W’ apparaisse dans aucune paire de P,

Il suffit de considérer par exemple les classes P; ainsi définies P; = {i+s, i—s}
ol s=1,2,...,3(p—1) (les nombres considérés étant pris modulo p). On notera
une paire de la classe P; (o, B;) avec la convention 1 < o; < f5; < p.

LEMME 4. Si p est pair on peut répartir les paires de nombres appartenant &
1,2,..,penp—1 classes P'; (i=1,2, ..., p—1) formées de p|2 paires sans élément
en commun.

1T suffit de considérer les p— 1 classes P, définies par le lemme 3, P’; = P; L {i, p}.
On notera encore une paire de la classe P’; (¢;, f;) avec 1 < o; < B; < p.

LeMME 5. Tout ensemble indépendant de sommets S de K, est inclus dans un des
ensembles X; (d’aprés la définition de K, ).

LEMME 6. Pour toute coloration de K,y en n(r—1)+1 couleurs C; = S; U A, on
a |S)|+2|4,| = nr pour tout .

En effet soit C = S U A un ensemble indépendant de sommets et d’arétes de
K., comme un sommet de X apparait au plus une fois soit dans S, soit comme
extrémité d’une aréte de 4, on a:

|S|+2|4] < |X]| = nr.

Supposons que 'on ait une coloration totale de K,, en ¢ couleurs C; = S; U 4,
(i=1,2,..,1), on a alors >,;|S;| = |X| =nr et ¥;|4, = |E| =3n*r(r—1) d’on
2 ISd 2|4 = nrn(r—1)+1]. Or |S)| +2|4;] < nr, d’ou on retrouve le lemme 2,
t(Kyxn) Zn@r—=1)+1, et aussi que si #(K,x,) =n(r—1)+1 alors |S;|+2|4,| = nr
pour tout i. '

Le lemme 6 revient a dire que si #(K, «,) = n(r—1)+ 1, chaque sommet apparait
exactement une fois dans chaque couleur soit comme sommet, soit comme extrémité
d’aréte. Ce lemme nous sera trés utile dans la démonstration du théoréme, car il
détermine la maniére de choisir les couleurs.

4. Démonstration du théoréme

Nous décomposerons la démonstration en quatre cas suivant les parités respectives
de F et o

Notations et conventions. Dans la suite les classes obtenues par le lemme 3 ou le
lemme 4 seront notées par des R (resp. N) suivant qu’elles sont associées 3 p = r
(resp. n). Rappelons gu’une telle classe est formée (d’aprés les conventions des
lemmes 3 et 4) de couples (v, ) (représentant la paire {«, f} avec 1 < a < f < p).

Nous noterons une aréte de K, , x; ; Xy,  si elle contient les points x; ; et x; ;.
Dans les exemples donnés un point sera noté x;;. Enfin, dans Décriture x; ;, d’un



point de K., le premicr indice est & considérer modulo r (c’est un entier de [1, r]) et
le deuxiéme indice est a considérer module n (c’est un entier de [1, n]).

Cas 1: r impair, n impair

On va montrer que #(K,,,) = n(r— 1)+1. D’apres le lemme 6, nr étant impair,
les S; intervenant dans les couleurs C; devront étre de cardinalité impaire un des
choix possibles est de prendre IS;] =1 pour les n(r—1) premiéres couleurs et
1Sue-1y+1] = n.

Soient R; (i=1,2, ..., ¥) les r classes obtenues d’aprés le lemme 3 appliqué a
p=retN; (j=1,2,...,n) les n classes obtenues d’aprés le lemme 3 appliqué a

p=n
On définit alors les n(r—1) premiéres couleurs Ci; avec i=12,...,r—1,

= 1, 2, R ¢ par Ci,j = Si,j U Ai,j Ofi bi,j = {xi’j} et Otl

ij = Xa, j X, j OU (a7, BYER} U (X2, 9, %141,5,004=1,2, ..., reton (j,6)eN,}.

On définit la n(r—1)+1 couleur par C = SU 4 ol S = X, et ou

;,;K.

A ={x,, X, ;0U (&, fyeRetotij=1,2,..., n}.

Les ensembles C considérés sont d’apres le lemme 3 des ensembles indépendants de
sommets et d’arétes (en particulier parce que i n’apparait dans aucune paire de R,
et j n’apparait dans aucune paire de N 1), qui partitionnent X U E.

Cas 2: r impair n pair

On va montrer que #(K,,) = n(r—1)+1. D’aprés le lemme 6, nr étant pair, les
S; intervenant dans les couleurs C; doivent étre de cardinalité paire; un des choix
possibles est de prendre S; = X; pour i = 1,2, o Iet S; =@ pour les autres
couleurs.

Soient R; (i=1,2,...,r) les r classes obtenues d’aprés le lemme 3 appliqué a
p=retN;(j=1,2,...,n—1)les n—1 classes obtenues d’apres le lemme 4 appliqué
ap=i

Les r premiéres couleurs sont définies par C;=S;UA; avec i=1,2,...,r o
S; = X; et ou

Ay ={x,, jXg, ;00 (o, feR;et ol j = 1,2, ..., n}.

Les (n—1)(r—1) autres couleurs sont définies par C;;=S;;UA,;; ave
i=1,2.,r-1,j=12,..,8—1 ol S; ;= etou

A N " hY !
fji,j = {xl’ ijl_l.i";j ou A = 1, 2, veeg F et ou (yjb 5J)ENJ}.

D’aprés les lemmes 3 et 4 ces r+ (n—1)(r—1) = n(r— 1)+ 1 ensembles forment bien
une coloration totale.

Cas 3: r pair (#£2), n pair

On va montrer que #(K,,,) = n(r—1)+1. Comme dans le cas 2, d’aprés le
lemme 6, nr étant pair, les S, intervenant dans les couleurs C, devront étre de
cardinalité paire; un des choix possibles est de prendre S;=X;pouri=1,2,..,r
et S; = J pour les autres couleurs.

Pour construire les premiéres couleurs nous allons défnir des classes de paires
d’éléments pris parmi 1,2, ..., D; et D; pour r 5 2. Les nombres intervenant
dans les classes D; et D; seront & considérer modulo r.



Cas 3.1: r=4s. D; est formée des 4r—1 paires suivantes: {i+4, i+2s—A} ol
A=12,..,s—1et {i+2s—1+,i+ds—p} ot p=1,2,...,s. D; est formée des
1r—1 paires suivantes (obtenues en ajoutant 2i au complément modulo r des
¢léments des paires de D)):

{i+pi+2s+1—puj ot u=1,2,..,s et {i+2s+A,i+d4s—A} o A=1,2,...,5—1.

Exemple. ¥ =8 (s=2). D, ={2,4},{5,8},{6, 7} et D, = {2, 5},{3, 4}, {6, 8}.
Cas 3.2:r =45+2 (s > 0). D, est formé des Lr—1 paires suivantes:
{i+Ai+2s+2—A et {i+2s+ 1+, i+4ds+2-A o0 A=1,2,..,5.
D; est formée des 4r—1 paires suivantes:
{i+A,i+2s+1- et {i+2s+ A, i+4s+2~our=1,2,...,5.
Exemple. r =10 (s = 2).

D, ={2,6},{3, 5},{7, 10}, {8, 9},
D—] = {2> 5}9 {3: 4}3 {69 10}5 {73 9}

Propriétés des classes D; et D,. Dans les deux cas (1 = 4s et r = 4s-+2) on vérifie
aisément que: une classe D; est formée de paires 2 & 2 disjointes; les entiers de [1, 7],
sauf /2, apparaissent une fois et une seule comme différence de deux éléments d’une
paire D; (i fixé). Ceci montre qu’une paire de D; ne peut pas apparaitre dans la
classe D; (j # i) et que si on rajoute la classe D, formée des r/2 paires {i,i-+ir}
oui=1,2,..,%4r, on obtient alors une partition des paires d’éléments pris parmi
1,2,...,renr+1 classes Dy, ..., D;, ..., D,, D, ;. On obtient de méme une autre
partition des paires d’éléments pris parmi 1, 2, ..., renr+1 classes: Dy, ..., D,, ..., D
gt Dog 5= By g,

Enfin la classe D; ne contient pas les éléments i et d; ol

»

d;=i+[E(r+2)] (soitd; =i+ssir=4s; d;=i+s+1sir=4s+2),
et la classe D; ne contient pas les éléments i et d; ol
d; = i—[}(r+2)] (soitd; = i+3ssir=4s; d; =i+35+1sir = 4s+2).
Suivant la convention du début de la démonstration, nous considérerons dans la
suite D; et D; comme des classes de couples («;, f5;) (le couple («;, B;) est associé &
la paire {o;, f;} avec I < a; < fB; < r. Nous allons donner une coloration totale de
K, ., en utilisant ces classes D; et D; pour i = 1,2, ..., r41 et les classes N'; pour
j=1,2,..,n—1 obtenues d’aprés le lemme 4 appliqué & p = n. Les r premiéres
couleurs seront C; = S; U A4;aveci=1,2,...,r ol S, = X, et ot
s g " ! f ] { - 1 AT /
Ai - 1{’\'0%', 71 8B 5 Y ey, 60 KB, 808 Y Ky, Xa, 605 OU (yl’ 51) eN'y,
ol (;, B)e Dy, (@, Be Dy, dy =i+ [F(r+2)]etd; = i—[H(r+2)]}.
La r+1 couleur sera C,.; = S, 1 VA, 00 S, =@ et ol

o ffs . N ~ o B 3
Aviy =X, i %8000, i OU (15 Bri1) €D etollj=1,2, ..., 1}



D’apres les propriétés des classes D, les ensembles Cy, ..., C.., sont des ensembles
indépendants de sommets et d’arétes qui partitionnent X ot les arétes de la forme
i, j X, j et celles de la forme x, ,, x,.4, 5, (provenant de X4,y Xa, 5,)- On partitionne
les arétes restantes de la forme Xi, y, ¥i, 5, dans les r—2 couleurs: C; ; = S;, v 4;
avecie[l,r—1]etis#r200 S, =F et 4, , = X, Xaei, 5,004 =1,2, .., ret
ol (5, 6)eN'}.

Enfin les arétes restantes sont réparties dans les (n—2)(r—1) classes
Ci;= S;,jVA;; avee i=1,2,.., r—1, j=2,3,..,n—1 oi §;;=¢J et ol
Ay ={xy 5, X1445,00 1 =1,2, .., ret ob ;6 eN";}.

On a une coloration totale en Ft14+r—=24m—2)(r—1) = n(r—1)+1 couleurs.

Remarque. 1’hypotheése r # 2 est nécessaire dans la construction des classes D;;
dans ce cas on a vu (lemme 1) que H(Kyxp) =n+2.

Exemple: r =4, n =2, {(K,x,) = 7.

Ona D;=(3,4) D, =(l,4) D,

Il

(1,2) Dy=(2,3) D; = (2,3) D, =(3,4)
Dy =(1,4) Dy= (1,2); Ds= D, ={(l, 3); (2,4} etN'; ={1,2}
dy=2d,=3, dy=4, dy=1; dy=4 d,=1 d;=2 de=3

Cy §81 =Xy ={xi5 %) Ai=301%] PapXass XagFs

Cy 1S, =X, =1{x, X2} Az = {X11 X415 X33 Xa3; X34 Xi2}

B — — . b} o i 5 . o A - Al
Cs 185 = X3 ={x;; X3p) Az ={x11 X305 X1, X425 X41 X329
. —_ —f . n— . 5 . b
Cp 18, =X, = a5 X420} Ay = {xa4 X315 X12 X325 X11 X325
. . f % 14 PR, T .
Cs 185 = As = \X11 X313 X1 Xgq1;5 X13 X305 Xog X4a)

Ci1:Suu=T Ay ={xy x5 Xa1 X325 X31 X425 X41 %12}

. - — 4 % & X = . " § 5 3
Cs1: S5, = A3 = {¥11 X425 Xo Xi2s X31 X225 Xgg X325,

Cas 4: r pair, n impair

On va montrer que #(K,x,) >n(r—1)+1. Supposons que dans ce cas
(K, x,) = n(r—1)+1, alors d’apres le lemme 6, nr étant pair, |S;| doit étre pair pour
tout i. D’apres le lemme 5, S; est inclus dans un X,; considérons I’ensemble des S;
inclus dans un X, donné, ils forment d’aprés la définition d’une coloration totale une
partition de X, mais ceci est impossible car | X, est impair et |S;| est pair pour tout i.
Donc

H(Kypxw) > n(r—1)+1.

D’apres le résultat de Rosenfeld [4] on a #(K,,) < n(r—1)+2 donc
1K, xp) = n(r—1)+2.

On peut aussi en utilisant des classes déduites des R’; et les classes N’; exhiber
directement une coloration en n(r—1)+2 couleurs.



References

1. M. Behzad, G. Chartrand et J. K. Cooper, * The colour numbers of complete graphs **, J. London
Math. Soc., 42 (1967), 226-228.

2. C. Berge, Graphes et hypergraphes (Dunod, Paris, 1970).

3, R. Laskar et W. Hare, “ Chromatic numbers for certain graphs »’, J. London Math. Soc., 4 (1972),
489-492.

4. M. Rosenfeld, “ On the total coloring of certain graphs ”, Isra¢l J. Math., 9 (1971), 396-402.

CMS-EPHE, 54 bd. Raspail,
75 270 Paris-Cedex 06,
France.



