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GRAPHES REPRESENTATIFS D'HYPERGRAPHES
J.C. BERMOND, A. GERMA et M.C. HEYDEMANN

Université de Paris Sud, Informatique, bat, 490
91405 Orsay

ABSTRACT.

Let H be a h-uniform hypergraph. We define the k-line graph of H,
L (H) (0 <k <h) as the graph whose vertices are in one to one correspon—
dence with the edges of H, two vertices being joined if and only if the cor-
responding edges intersect in at least k elements. We show that, in contrary
to the case of graphs (h= 2), if h3>3, there do not exist characterizations
of the k-line graph of h-uniform hypergraphs, neither by excluding a finite
family of forbidden subgraphs, nor in terms of cliques (for k=32).

I. Introduction.

1.1 Soit H = (X,4) un hypergraphe. Dans toute la suite nous considérons des

hypergraphes h-uniformes (toutes les arétes ont méme cardinal h). Par contre 5

suivant les cas, ces hypergraphes seront simples (arétes deux a deux distinctes)
ou multiples (multi-hypergraphes). Pour les définitions et notations non précisées

dans cet article voir [1].

1.2 Définition : Soit H un hypergraphe, On définit le graphe k-reprdsentatif

de H et on note Lk(H)’ le graphe simple (sans boucle et sans arétes multiples)
dont 1'ensemble des sommets (ei) correspond bijectivement a 1'ensemble des
arétes (Ei) de H ; (ei,ej) est une aréte de Lk(H) si et seulement si les arétes
correspondantes Ei et Ej ont une intersection de cardinal supérieur ou égal a
k. Ainsi L1(H) est appelé généralement graphe représentatif des arétes de H.

Dans le cas ou H est un graphe (h=2), L1(H) est le graphe représentatif
des arétes du graphe.

L'ensemble des graphes G tels qu'il existe un multi-hypergraphe H h-uni-

forme avec G = Lk(H) est noté =££ .



1.3 Rappel : Pour tout graphe simple G et tout entier positif k il existe un

entier positif h tel que G appartienne a aﬂE (voir [3]).

1.4 Probleme : h et k étant fixés nous cherchons a caractériser 3)1: Dans le

cas h =2 les caractérisations suivantes sont bien connues :

1.5 Théoréme (voir [1, chap. 17]) : Il y a équivalence entre
(i) G est le graphe représentatif des arétes d'un graphe simple.
(ii) 1l existe une famille de neuf graphes que G ne contient pas comme sous-
graphe,
(iii) Il existe une partition ® des arétes de G en cliques de sorte que cha-

que sommet de G appartienne a au plus deux cliques de P,

1.6  Des caractérisations analogues ont été trouvées pour le graphe représenta-

tif des arétes d'un multigraphe (voir [2]).

1.7 Nous allons montrer par des exemples que les caractérisations par sous-
graphes exclus, ou au moyen des propriétés d'une famille de cliques, ne s'éten-
dent pas au cas ol h et k sont quelconques, et ceci, que H soit un hypergra-

phe simple ou un multi=hypergraphe.

It Absence de caractérisation par sous-graphes exclus.

2.1 Probleme : existe-t-il une famille finie de graphes telle que tout graphe ne
contenant aucun de ces graphes comme sous-graphe soit le graphe k-représentatif
des arétes d'un hypergraphe h-uniforme H ?

M. Gardner [4], généralisant un résultat de L., Nickel [7 ] a prouvé que ce
probléme n'a pas de solution quand k=1, h =23, en exhibant une famille infinie de

graphes qui n'appartiennent pas a ;Zh et qui sont minimaux avec cette propriété

1
(ctest-a-dire que pour tout sommet x de G, G-x appartient a £?). On peut gé-

néraliser ce résultat et énoncer :



3.
2.2 Théoreme : Il existe une famille infinie de graphes qui ne sont pas des gra-
phes k-représentatifs des arétes d'un multi-hypergraphe (et donc d'un hypergra-

phe simple), h-uniforme, et qui sont minimaux avec cette propriété.

Preuve : Une famille possible de graphes, généralisant 1'exemple de

M. Gardner [4] est représentée sur les figures 1, 2, n.,

2.3 Remarque 1: Dans [3] et [5] il est montré que 1%on ne peut pas caractéri-
ser' par' sous-graphes exclus les graphes de 13_1 . Ces articles contiennent des
contre-exemples et des conjectures,

2.4 Remarque 2 : On aurait pu envisager de considérer les graphes k-représen-
tatifs d'hypergraphes dont les arétes sont de cardinal au plus h, mais, si G est
le graphe k-représentatif d'un tel hypergraphe, il est k-représentatif de 1'hyper-
graphe h-uniforme obtenu par adjonction de sommets distincts aux arétes du précé-
dent,

2.5 Par ailleurs une caractérisation d'une certaine classe de graphes 1-repré-

sentatifs par sous-graphes exclus a été obtenue par R.N. Naik, S.B. Rao,

S.S. Shrikhande, N,M, Singhi [6].

2.6 Théoréeme [6] : h étant donné, il existe une famille finie Eh de graphes

et un polyndme P(h) tels que tout graphe G ne contenant pas de graphes de Eh

comme sous-graphe et vérifiant la propriété suivante : toute aréte de G appartient

a au moins P(h) triangles, estun L._(H) avec H hypergraphe h-uniforme simple,

1

III.  Caractérisation par cliques ?

3.7, Cas k=1,

Soit G un graphe et C une famille de cliques. On considere les propriétés
suivantes :
(P1) Toute aréte de G appartient & au moins une clique de C,

(P2) Tout sommet de G appartient & au plus h cliques de C.
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(P,) Toute aréte de G appartient & au plus h-1 cliques de C,

3

(Pé) Pour tout couple de sommets distincts de G il existe une clique contenant

1'un et ne contenant pas 1'autre,

Proposition : Soit G un graphe et C une famille de cliques de G
(i) si € vérifie (P1) et (Pz), G est un L1(H), ol H est un multi-
hypergraphe h-uniforme,

(ii) si C vérifie (P1), (P2), (P,) ou (P1) (P2) (P%) alors G est un L1(H)

3
avec H hypergraphe simple h-uniforme,

Preuve : la démonstration est analogue a celle de [1, chap, 17] ; il suffit
de considérer le dual de 1'hypergraphe des cliques en le rendant h-uniforme par

adjonction de sommets,

En conclusion, dans le cas k=1, nous avons une caractérisation analogue

a celle du cas des graphes., Nous allons voir qu'il n'en est pas de méme pour k=2,

32 Cas k=2,
Si G= Lk(H) il existe une famille de cliques € vérifiant les propriétés
suivantes :
(Q1) Toute aréte de G appartient & au moins une clique de C.
(QZ) Tout sommet de G appartient a au plus (E) cliques de C,
Side plus H est un hypergraphe simple on a aussi,

(Q,) Toute aréte de G appartient 2 au plus (h}?) cliques de C,

3
Ces conditions nécessaires ne sont pas suffisantes ; en effet soient h et k
deux entiers avec 1<k < h : il n'existe pas de multi-hypergraphe H (et donc

d'hypergraphe simple H), h-uniforme tel que le graphe biparti complet K i soit
2,
égal a Lk(H)" Cependant, ce graphe étant sans triangle n'admet pour cliques que

les sommets ou les arétes, Pour que (Q1) soit vérifiée on est amené a choisir

pour C I1'ensemble des arétes ; les propriétés (QZ) et (QS) sont alors vérifides,
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