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Résumé :

Les intégrales de Sugeno permettent de décrire des fa-
milles d’opérateurs d’agrégation qualitativement. On sait
que les intégrales de Sugeno peuvent étre représentées
par des ensembles de regles. Chaque regle utilise le
méme seuil dans les conditions et la conclusion. Cepen-
dant, en pratique on aimerait représenter des régles met-
tant en ceuvre plusieurs seuils. Certaines regles a plu-
sieurs seuils peuvent se représenter par des “fonction-
nelles d’utilité de Sugeno” ou la valeur des criteres peut
étre modifiée a 1’aide de fonctions d’utilité. Leur pou-
voir de représentation reste assez restreint. Par contre, on
suggere que I'usage de disjonctions ou de conjonctions
de fonctionnelles d’utilité de Sugeno augmente de facon
déterminante le pouvoir expressif et qu’on peut capturer
ainsi toute fonction d’agrégation unaire par morceaux sur
une échelle finie.

Mots-clés :

Sugeno integrals; piecewise unary functions; rule-
based representation.

Abstract :

Sugeno integrals are useful for describing families of
multiple criteria aggregation functions qualitatively. It is
known that Sugeno integrals, as aggregation functions,
can be represented by a set of rules. Each rule refers to
the same threshold in the conditions about the values of
the criteria and in the conclusion pertaining to the va-
lue of the integral. However, in the general case, we ex-
pect rules where several thresholds appear. Some of these
rules involving different thresholds can be represented by
Sugeno utility functionals where criteria values are resca-
led by means of utility functions associated with each cri-
terion. But as shown in this paper, their representation po-
wer is quite restrictive. In contrast, we provide evidence
to conjecture that the use of disjunctions or conjunctions
of Sugeno integrals with utility functions drastically im-
proves the expressive power. In fact, they can capture any
aggregation function on a finite scale, understood as pie-
cewise unary aggregation functions.

Keywords :

Sugeno integrals; piecewise unary functions; rule-
based representation.

1 Introduction

Les intégrales de Sugeno sont des fonctions
d’agrégation qui renvoient une évaluation glo-

bale pour des objets ou alternatives évaluées
par rapport a des criteres. Elles prennent en
compte I’'importance de chaque sous-ensemble
de criteres en utilisant une fonction d’ensemble
monotone appelée capacité. Elles sont utilisées
dans le domaine de la décision multicriteres et
de la décision dans I’incertain [6, 8, 10, 16].
Ceux sont des fonctions d’agrégation qualita-
tives car étant des polynomes latticiels (utilisant
les opérations min et max) elles peuvent étre
définies sur toute échelle ordonnée complete.
Le maximum et le minimum pondérés sont des
cas particuliers d’intégrales de Sugeno.
Représenter une fonction de plusieurs variables
par une intégrale de Sugeno est un probleme
discuté dans [16]. Plus précisément dans ce
travail, on détermine I’ensemble des intégrales
de Sugeno représentant une donnée constituée
d’un tuple d’évaluations partielles et d’une
évaluation globale. Une condition nécessaire et
suffisante pour avoir une solution est aussi four-
nie. Ce probleme a été abordé de maniere pra-
tique et théorique [15]. L'idée est de définir
une paire de capacités qui sont les bornes
inférieure et supérieure de I’ensemble des so-
lutions. Chaque donnée qui arrive contraint les
bornes de ’ensemble des solutions. Cette ap-
proche a été étendue aux treillis distributifs [3].
Dans [14], une approche générale est proposée
pour définir plusieurs familles d’intégrales de
Sugeno dans le cas ou les données ne sont pas
toutes compatibles avec une seule famille.
Dans [7, 11] il est montré comment une
intégrale de Sugeno S représente un ensemble
de regles “si-alors” mono-seuil, de la forme



T, > aetzy > aet...x, > a=5>aq
ouencore, vr;1 < aetxr; < aetxry < et
.y < a= 5 < a. Ces deux types de regles
sont utilisées pour sélectionner (resp. éliminer)
des alternatives de valeur suffisante (resp. in-
suffisante). Récemment 1’intégrale de Sugeno
a été généralisée par des fonctionnelles d’uti-
lit¢ de Sugeno [2] qui utilisent une fonction
d’utilité sur chaque critere. En décision multi-
critere, cette fonction d’agrégation peut €tre vue
comme la combinaison d’une intégrale de Su-
geno et de fonctions d’une variable préservant
I’ordre sur chaque critere. En utilisant des fonc-
tions plus générales, la fonctionnelle d’utilité
de Sugeno a été étendue aux treillis distribu-
tifs [4]. Dans ce papier nous allons plus loin,
en considérant des disjonctions ou des conjonc-
tions de fonctionnelles d’utilit¢ de Sugeno.
Nous montrons que cette classe couvre toutes
les fonctions unaires par morceaux monotones
sur des échelles finies et qu’elle peut représenter
des regles a plusieurs seuils de la forme x1 > ay
etry > aget...x, > a, = S > 6 (regles de
sélection) ; ou encore o9 < 7 et o5 < g et
ooy < = 5 <0 (regles d’élimination).
Le papier est organis€ comme suit : La sec-
tion suivante est consacrée aux rappels sur
les intégrales de Sugeno, et aux regles “si-
alors” qu’elles peuvent représenter. La Section
3 présente les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu’un ensemble de regles soit
représentable par une fonctionnelle d’utilité de
Sugeno, c.-a-d., une intégrale de Sugeno com-
binée avec des fonctions d’utilité qui modifient
les valeurs des échelles pour chaque critere.
Le but principal de la Section 4 est ’exten-
sion des fonctionnelles d’utilit¢ de Sugeno a
des conjonctions ou disjonctions de celles-ci.
Cette classe de fonctions est tres expressive et
peut représenter les fonctions unaires par mor-
ceaux croissantes et toute fonction d’agrégation
définie sur une échelle finie.

2 Intégrales de Sugeno et données
qualitatives

Nous utilisons les notations de la décision mul-
ticritere ou des objets sont évalués par rapport

a des criteres : C' = {1,---,n} est ’ensemble
des criteres. 2¢ est I’ensemble des ensembles de
critéres, L est une échelle totalement ordonnée
avec un plus grand élément 1, un plus petit 0, et
une opération qui renverse 1’ordre, notée v (in-
volutive, et v(1) = 0 et ©(0) = 1). Un objet
est représenté par un tuple x = (z1,...,%,), T;
étant 1’évaluation de x par rapport au critere :.

Intégrale de Sugeno. Dans la définition de
I’intégrale de Sugeno, les poids relatifs des en-
sembles de criteres sont représentés par une ca-
pacité (ou mesure floue) qui est une fonction
d’ensemble 4 : 2¢ — L telle que u(f) = 0,
u(C) =1let A C Bimplique u(A) < p(B).La
capacité conjuguée de 1 est définie par p°(A) =
v(u(A°)) ot A€ est le complémentaire de A.

Définition 1 /17, 18] L’intégrale de Sugeno
d’une fonction x : i € C' — x; € L par rapport
a une capacité 1 : 2 — L est définie par

Su(x) = max min(a, pu(z > a)),

oup(r > o) = u({i € Clz; > a}).
Des écritures équivalentes [17, 13, 12] sont :

max mln(u(ALrggl x;) et min, max(u(A ),I{é&}i(aci)
(1

Trouver les intégrales de Sugeno compatibles avec un
ensemble de données.

Un ensemble de données est une collection de
couples (2%, ),k = 1,..., N ot chaque z*
est un tuple (2%, ..., 2*) d’évaluations locales
de I’objet k par rapport au critere i € C' et oy
est I’évaluation globale de I’objet k.

Dans [16] il a été prouvé que pour une donnée
(x,a) I'ensemble des capacités p telles que
S.(x) = « est caractérisé par les inégalités
VA C O, fioa(A) < p(A) < fiua(A), 00 fiy
et i, o sont les capacités définies par

asi{ilz; >a} CA

fiz.a(A) = 0 sinon;
R asi A CHilz; >«
et fiza(A) = { 1 sinon. v }

Notons que fi, o est une mesure de nécessité
par rapport a la distribution de possibilité :
Tra(l) = 1siz; > aetv(a) sinon. De méme,



fiz.o(A) est une mesure de possibilité de distri-
bution : T, (i) = 1 si z; < « et « sinon.

Une capacité i est compatible avec la donnée
(xz,a) si et seulement si u(z > «a) < « et
pu(x > «) > «a. Pour qu’un ensemble de capa-
cités compatibles p soit non vide, nous devons
aussi avoir min_; r; < o < max; ; ;, a cause
de I’idempotence.

L’ensemble des capacités compatibles avec les
données (z*, o), est ’ensemble des capacités
p satisfaisant maxy, fiyr o, < f < MING [k g, -
Cet ensemble de solutions peut étre vide, méme
si I’ensemble des capacités ;» compatibles pour
chaque donnée n’est pas vide. Afin de com-
parer maxy flyk o, €t ming fik,, 1l n’est pas
nécessaire de calculer leurs valeurs et de les
comparer terme a terme. Il a été prouvé [16] que
I’ensemble des capacités compatibles n’est pas
vide si et seulement si pour tout oy, < g nous
avons {i|z! > oy} € {i|zF > ap}.

L’intégrale de Sugeno : un ensemble de regles.
Dans [14] on décrit comment exprimer les
regles “si-alors” de sélection et les regles
d’élimination associées a des intégrales de Su-
geno. Leur construction est basée sur la trans-
formée de Mobius qualitative d’une capacité
qui est la fonction juy : 2¢ — L définie par [9] :

pp(E) = p(E) si p(E) > %a%cy(B) et 0 sinon.
C

Un ensemble E tel que p4(E) > 0 est appelé
un ensemble focal. L ensemble des ensembles
focaux de p est noté F(u).

L’intégrale de Sugeno peut s’exprimer avec les
{4, en modifiant I’équation (1), comme suit :

Suz) =

nax min(fiy (E), min ;)

= b max (v (ug(T)), max ;).
Une intégrale de Sugeno correspond aux regles
suivantes :

Reégles de sélection associée a S,,.

Chaque ensemble focal £ de p correspond a la
regle de sélection R, : si x; > uy(E) pour tout
i € E,alors S, () > pu(E).

Reégle d’élimination associée a S,,.

Chaque ensemble focal 7' de la conjuguée u°

correspond a la régle d’élimination R7 : si x; <
v(ug(T)) Vi€ T, alors S, () < v(ug(T)).
L’intégrale de Sugeno est équivalente a un en-
semble de regles mono-seuil. Dans la suite de
I’article, les regles de sélection mono-seuil se-
ront notées (Aiep, Ti > 0;) = S(x) > 4 etles
regles d’élimination mono-seuil seront notées
(Nier, ©i < 65) = S(z) < ¢;. Comme les
intégrales de Sugeno sont idempotentes, 1’en-
semble des regles de sélection de la forme
(Niec i > 0;) = S(x) > 6; ou I’ensemble
des regles d’élimination de la forme (A;cc x; <
d;) = S(x) < J;, sont toujours valides.

Soit R un ensemble de regles mono-seuil 7;,
A" T’ensemble des criteéres impliqués dans la
regle r; et 0; le seuil associé. Dans certains cas,
nous pouvons définir une capacité y avec les en-
sembles focaux A" tels que py(A™) = 0; et tels
que I’intégrale de Sugeno correspondante induit
R.

Proposition 1 Tout ensemble de regles mono-
seuil R est représentable par une intégrale de

Sugeno.
Preuve Une régle mono-seuil est équivalente a un en-

semble {(A"™,0;) : ¢ = 1,...,N}. Considérons 1’en-
semble R(A) = {r; : A" C A}. Définissons la fonc-
tion pu : 2¢ — L par u(A) = max{é; : r; € R(A)}
et u(C) = 1. Cette fonction induite par R est une
capacité. Considérons une régle r; dont le terme as-
socié est min(u(A"™), min;e o4~ x;) > 9;. Donc Vr; €
R,S,(x) > 0; dés que x > 0;,% € A™. De plus j est la
plus petite capacité vérifiant ces inégalités.

Ce résultat est aussi montré par Greco et
al. [11]. L’ensemble des regles associées
aux ensembles focaux de p donneront une
représentation minimale de 1’ensemble des
regles de sélection R, en supprimant les regles
redondantes. Par exemple, supposons que R
contienne les regles x; > 0; A xo > 61 =
S > 5letx1 > (52/\?[72 > (52 = S > (52,
ou {1,2} C C (il y a plus que deux criteres),
et que d; > 0. Si elles sont représentables par
une intégrale de Sugeno par rapport a p telle
que p({1,2}) = 0, (et 0 sinon), alors la seconde
regle est redondante car si 1 > dy A T3 > O
alors S, (x) = min(dy, d2). De méme pour les
regles d’élimination.



Dans le cas général, si les regles ont plusieurs
seuils, nous avons besoin d’aller au dela des
intégrales de Sugeno pour les représenter.

3 Intégrales de Sugeno avec des
fonctions d’utilité

Une fonctionnelle d’utilité de Sugeno (FUS)
par rapport a une capacité p est S, ,(v) =
Su(i(@)) avee (@) = (p1(21), -+, PulT2))
ou chaque fonction ¢; L — L est
croissante, et satisfait les conditions ;(0) =
0 et ¢;(1) = 1. Notons que S,.,(r) =

1 E inp;(z;)), et
s win (i (), mip (), et que S,

n’est pas toujours une fonction d’agrégation
idempotente.

Lorsque I’échelle L est finie, I’effet de la fonc-
tion ; est essentiellement celui de réduire
I’échelle car lorsque ¢; n’est pas 1’identité,
©;(L) C L. Malgré cette remarque, les
FUS sont strictement plus expressives que les
intégrales de Sugeno comme indiqué dans [1].
I1 est facile de comprendre que .S, ,, représente
les regles de la forme :

(/\z’eEj pi(xi) 2 0;) = Sup(x) = 6 et
(/\z‘eTj pi(r;) < 05) = Spup(x) <9

Soit «; tel que p;(a;) = 6;. Alors les regles
mono seuil ci dessus expriment des regles a plu-
sieurs seuils de la forme

(A @i = i) = Syplr) 20

i€E;

Montrons que toute regle de sélection a plu-
sieurs seuils peut €tre représentée par une FUS.

Exemple 1 Considérons la regle de séléction x1 > aq
etxog > o =8 >davecl > a1 > as > 6 >0, on
|C| > 3. Définissons les fonctions d’utilité o1, po telles
que p1(x1) > 0 si x1 > ay et w1(x1) < 0 sinon, et
wa(xa) > 0 si xa > o et pa(xa) < 0 sinon. Alors la
regle mono-seuil p1(x1) > d et po(x2) >0 = S > 0 est
équivalente a la précédente régle a plusieurs seuils : par
construction x1 > « est équivalent & p1(x1) > 0, et de
méme pour xo. On peut alors utiliser une capacité avec le
poids § sur I’ensemble focal {1, 2} et le poids 1 sur C; la
FUS max(min(y1 (1), p2(x2),9), min;ec @i(z;)) im-
plique la regle de sélection a plusieurs seuils initiale,
a condition que, pour i > 2 nous ayons p;(1) = 1 et
vi(xz;) = 0 sinon.

Plus généralement considérons la regle de
sélection 1 > oy etxg > aget...xp > oy =

S > §;, avec I’échelle finie L = {0,0; < ... <
dr = 1}. Nous pouvons la représenter a 1’aide
de la fonction ¢; telle que ¢;(x;) € [d;,1] si
z; > oy et p;(x;) € [0,0,_1] sinon. Le poids J;
est attribué a I’ensemble focal {1,2,...,¢} et
le poids 1 a C'; 1a FUS représentant la regle est
max(min(mint_; ¢;(z;),d;), minec ¢i(2;)), &
condition que, pour 7 > ¢ nous ayons ¢;(1) = 1
et ;(z;) = 0 sinon.

De méme pour la regle d’élimination z; < oy
etxy < aget...zy < ap = S < 6;, on peut
utiliser la fonction ¢; telle ge ;(x;) € [0, 6]
si v, < o et Yi(x;)) € [0j41,1] sinon.
Le poids J; est donné a I’ensemble fo-
cal {1,2,...,0} et le poids 1 a C; la
FUS représentant la regle est S, ,(z) =
min(max(max’_, ¥;(z;), d;), max;ec ¥;(z:)),
a condition que, pour ¢ > { nous ayons
1;(0) = 0 et ¢;(z;) = 1 sinon.

Néanmoins il est parfois impossible de
représenter le comportement de plusieurs
regles par une seule FUS car les contraintes
sur les fonctions d’utilité induites par les regles
peuvent étre en conflit.

Proposition 2 Considérons deux regles de
sélection r* et r? partageant le critere x, et de
la forme “si ...etx > «;et...alors S > 0;
avec oy > g mais 07 < 9. Alors, il n’existe
pas de FUS qui la représente.

Preuve : La fonction d’utilité ¢ calculée en x est soumise
aux contraintes suivantes : pour larégle 1 : p(z) > 41 si
T > a, et p(x) < §; sinon. Pour laregle 2 : p(z) > do
siz > ag, et (x) < Jy sinon. Mais comme a; > o,

supposons oy > x > . Alors les conditions imposent
p(x) < 41 et p(x) > d2, ce qui est impossible.

Exemple 2 Considérons les regles :

Six1 > 09 et xo > A3 alors S > A3
SiTo > Ao et xz > Ao alors S > A3

avec Ao < MA3. La variable xo est commune aux deux
régles. La premiére régle impose que pa(A3) > Ag et
pa(x2) < A3 si xy < A3 (par exemple pa(x2) = x3).
En particulier, p2(Xa) < A3. Mais lautre regle impose
p2(A2) > A3, ce qui est contradictoire.

Remarquons que dans la  proposition
précédente, si les deux regles mettent en
jeu les mémes criteres (A" = A") avec des
seuils dans 7! pour les critéres autres que x
pas plus petits que les niveaux requis dans 72



pour ces criteres, alors la régle ' n’est qu’une
conséquence de 72 et peut étre supprimée. Nous
avons une proposition similaire a la Proposition

2 pour les regles d’élimination.

Si la condition de la proposition précédente
n’est pas vérifiée dans I’ensemble des regles
de sélection R, c’est-a-dire, Vr{,r9 € R,Vi €
AT A™, st ot > o implique §; > 69, alors
I’ensemble des regles peut étre pris en compte
par une intégrale de Sugeno par rapport a la ca-

pacité u telle que u(A™) = d6;,77 € R, a condi-
tion d’enlever les regles redondantes de R.

A4

A3

avec Ay < A3 < Ay < As. Les deux regles mettent en
Jjeu les mémes criteres. La condition d’impossibilité de
la proposition 2 n’est pas satisfaite. D’apres la premiere
regle, on doit ajouter la fonction d’utilité 1 telle que
©1(A3) > M et 1(z1) < Ay siz1 < As. D’apres la
seconde régle, @1 doit aussi satisfaire p1(Xg) > A3 et
©1 xl; < A3 si 1 < Ao. Par exemple, on peut choisir
¥1 )\1 = /\2;@1(>\2) = )\3;@1()\3) = )\4. De méme
pour Uattribut 2, o doit aussi satisfaire pa(X5) > \g et
(pg([ﬁg) < Mg Sizo < g, et @2()\3) > A3et @2(172) < A3
si x1 < As, par exemple p2(A2) = Ao, p2(A3) = As,
p2(Ag) = A3, w2(A5) = A4 En utilisant les fonctions
d’utilité nous obtenons les régles

Exemple 3 Considérons les regles :

VIV

sixy > )\3 et xg > )\5 alors S
Six1 > Ao et xg > A3 alors S

sip1(x1) > Mg et pa(xa) > Mg alors S > Ay
si p1(x1) > Ag et pa(x2) > Agalors S > A3

qui peuvent étre représentées par la seule expression
S(z) = min(p1(x1), w2(x2), Aa).

Une question se pose : quelle sorte d’ensemble
de regles peut étre représenté avec une FUS
S, 7 Les résultats précédents suggerent que
I’ensemble des regles doit avoir un comporte-
ment local strictement monotone comme suit :
Soit R(j) I’ensemble de regles dans lequel I’at-
tribut x; apparait. Soit ©; I’ensemble des seuils
«; apparaissant dans les regles 7 de R(j) de
la forme x; > «, et soit I'(av) I’ensemble des
seuils de conclusion §; pour les régles r* telles
que a; = o € ©;. Alors la multifunction I" doit
étre strictement monotone : Vo, o € ©;,a >
o implique minI'(a) > maxI'(a’). En effet,
si il y a plusieurs niveaux de conclusion § €
['(«), correspondant a différentes régles ayant
la méme condition x; > «, la fonction d’utilité
pour x; devra satisfaire p;(o) > maxI'(«) et
@;i(z;) <minT'(a)siz; < .

4 Combinaison de fonctionnelles
d’utilité de Sugeno

Afin de trouver un opérateur d’agrégation qui
puisse représenter tout ensemble de regles de
sélection a plusieurs seuils, nous considérons
une fonction croissante f : L™ — L de la forme

flxy,...zp) = rrz;éalxmin(grelg} ©ij(x),0;)

ou L est une chaine finie et chaque fonction
@ij + L — L est croissante avec les condi-
tions ;;(0) = 0 et ;;(1) = 1, I un ensemble
d’indices. Nous appelons ces fonctions [ la
forme disjonctive de fonctions unaires par mor-
ceaux (df-PUF), dans le sens ol le domaine L"
peut étre partionné en sous-ensembles tels que
f(x1,...,,) vaut ;;(x;), ou une constante J;
pour ¢ € I. Notons que toute fonction crois-
sante f : L™ — L qui vérifie les conditions aux
bornes :

f(,1,...,1)=1 et f(0,0,...
est une df-PUF.

Le but principal de cette partie est d’étudier s’il
existe une famille de K fonctionnelles d’uti-
lit¢ de Sugeno Sy telles que f = VE S, et
de montrer que toute fonction d’agrégation g
vérifiant (BC) peut s’exprimer ainsi. Il suffira
alors d’une disjonction de fonctionnelles d’uti-
lité de Sugeno pour modéliser tout ensemble de
regles de sélection. Plus généralement on peut
espérer apprendre une telle agrégation a partir
de données qualitatives.

,0) = 0 (BC)

Proposition 3 Toute df-PUF définie sur un do-
maine fini et vérifiant (BC) est une disjonction
de fonctionnelles d’utilité de Sugeno.

Preuve : Comme f(1,1,...,1) = 1, il existe i € [
tel que §; = 1, et Vj € A;,;;(1) = 1; de plus
Vi € A;,¢;5(0) = 0. Ainsi, f peut se réécrire comme
suit :

max max(min(min ¢i;(2;)), 6:), min ir (2))

a condition que pour tout k € A;, nous ayons
vir(1) =1 et @p(xg) =0 pour xj < 1.
L’expression

max(min(mip g (z;)). 6). min o ()



est une FUS par rapport a la capacité pu; telle que A; est
un ensemble focal avec y;(4;) = 6; et u;(C) = 1 dans
lecas A; # C.
La décomposition de f comme V;c; Sy, 4. ()
dans la Proposition 3 n’est pas parcimonieuse.
Certains termes peuvent étre regroupés en une
seule FUS par rapport a une capacité plus com-
plexe en regroupant les fonctions d’utilité sur
chaque attribut en une seule. Pour le faire I’idée
est d’extraire un nombre maximal de sous-
ensembles A; C C, tels que
- lorsque A;NA; # (0, les fonctions d’utilité ¢;;
et ;; pour tout j € A; N A; sont égales ;
- lorsque A; C Ay, onad; < dy.
Soit I; un sous-ensemble maximal d’indices
de termes pouvant former une FUS en utili-
sant la méthode précédente. L’idée est alors de
réappliquer la méthode sur les indices restants
{A;:1 €I\ I}, jusqu’ace que [ soit vide.
De méme nous pouvons considérer la forme
conjonctive des fonctions unaires par morceaux
(cf-PUF), soit les expressions de la forme :
Flor, ) = mip max(magc v (), 7).
Proposition 4 Toute cf-PUF définie sur un do-
maine fini et vérifiant (BC) est une conjonction
de fonctionnelles d’utilité de Sugeno.
Preuve : Comme f(0,0,...,0) = 0, il existe i € [

tel que v; = 0, et Vj € A;,4;;(0) = 0; de plus
Vi € A;,;5(1) = 1. Ainsi, f peut se réecrire comme

min min(max(max i; (x), i), max ik (z1))

a condition que pour tout k & A;, on a que ;5 (0) = 0 et
ik (x) = 1 pour x, > 0. Lexpression

mm(max(gréf% Yij(25), %), max VYir (1))

est une FUS (forme conjonctive) par rapport a la capacité
1 telle que A¢ est un ensemble focal avec

pi(A§) =i et pi(0) =0.

A partir de ces résultats, nous pouvons essayer
de modéliser toute fonction d’agrégation g
définie completement par un tableau de dimen-
sion n, avec une disjonction ou une conjonction
de fonctionnelles d’utilit¢ de Sugeno. En effet
toute table ainsi donnée peut étre représentée
par des regles de sélection ou d’élimination a
plusieurs seuils.

Figure 1 — Respectivement, rt, 72, 73, r

Exemple 4 Considérons I’échelle 0 < A < 1 et
[A]L]

l 332\.231 H 0 A 1

. 1 11111

f(x1,22) donnée par la table X oI
0 010 A

Nous pouvons décrire les valeurs positives dans la table
al'aide de regles de sélection de la forme “si 1 > o et
To > agalors S > 37,

Pour notre exemple les régles sont (voir Figure 1) :
Pour la valeur 1 :

rlizg=1=5=1;

rPrxy=letxa>A=S=1

Pour la valeur ) :

x> detzg >A=> 9> A;

ez =1=8>M\

Cet ensemble de régles peut s’exprimer a I’aide d’une df-
PUF formée par le maximum des termes suivants :
r:p1a(xe), avec p1a(1) = 1 et p1a(N) < 1(6; = 1);
r? : min(po; (1), paa(x2)) avec @21(1) = 1 et
(,021()\) <1y (,022()\) =1let @22(0) = 0(52 = ].),

% ¢ min(pgr (1), @32(22),A) avec w31 (N) = A;
©32(A) > A(03 = A);

rt mingcpu(xl),)\), avec p41(1) = 1 et py(N) =
0(0s=A

Par construction, la df-PUF qui correspond a la super-
position des tableaux de la figure 1, soit le maximum des
expressions correspondantes dans chaque tableau, est la
borne inférieure de la fonction f. Elle est égale a [ si
(,912()\) =0.

Représentons f par le nombre minimal de FUS’s. Les
deux regles r' et r* correspondent & la FUS Sye() on
1e(1) = A p(2) = 1 et 1(A) = 0 = ps(N), soit
Spp(x) = max((min(X, @1 (1)), pa(x2)). La regle r?
correspond a la FUS S,y o (x) avec py({1,2}) = 1, et
©5(X) = 1, c’est-a-dire, S, ,(x) = min(zq, p5(x2)).
La FUS’s de la régle 13 peut étre choisie identique a celle

de la régle r?, car le terme min (31 (1), p32(22), \), est
subsumé par S, o (). L’expression de f est alors :

flz1,22) = maX(S,,,W(:c), SIL/7¢/(x))'

Les valeurs différentes de 1 dans le tableau peuvent étre
représentées par des regles d’élimination de la forme “si
r1 < oy et o < ag alors S < §”. Pour notre exemple,
les regles sont :

Pour la valeur )

gy =0= 8 < A, (valeur \ ligne 1)

2z < Netxg < A= S < X (valeur ligne 2).

Pour la valeur 0

3 :xy=0etzo < \= S =0 (valeur 0 colonne 1);
iz < Netxg =0= S =0 (valeur 0 ligne 1).

Cet ensemble de regles s’exprime par une fonction unaire
par morceaux formée par le minimum des termes :

-7t s max (o (x), N) 5
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Figure 2 — Respectivement, r't, 72, 73, 1"

- 2 max(Pa1(21), P22(22), A) avee P (N) < A et
Pa2(A) < A;

- ’I“/3 N maX(lﬁ:ﬂ(JCl), wgg(xg)) avec ¢32(A) =0,

-7 max(vu1 (1), Yaz(22)) avec a1 (X) = 0.

La fonction unaire par morceaux qui correspond a la
superposition des tableaux de la Figure 2, soit le mini-
mum des expressions correspondantes a chaque tableau
est une borne supérieure de f. Elle est égale a f, si
p12(N) = 1, ce qui garantit la valeur 1 pour (1, \).

Nous pouvons trouver des fonctions d’utilité de telle sorte
que la borne supérieure coincide avec la fonction f et
qu’elle puisse s’ exprimer comme un minimum de FUS'’s.
En effet les regles v'* et r'* peuvent étre rassemblées et
définir une capacité -y telle que v(2) = X et v({1,2}) =
1. Nous pouvons unifier les fonctions d’utilité apparais-
sant dans les termes pour ces régles : ¥1(\) = 0,

Pa(N) = 1. La régle r'3 définit une capacité ~' telle que
~v'({1,2}) = 1. Nous avons besoin de la fonction d’ utilité
W5 (X) = 0, alors que ), peut étre I'identité. La regle r'2
est vraie avec les fonctions d’utilité de la régle r'>. Nous
obtenons f(x1,2) = min(Sy (), Sy g (x)).

Pour généraliser 1’approche de [I’exemple
précédent, considérons les étapes suivantes :
1- Transformer la fonction en ensemble de
regles de sélection (resp. d’élimination).
2- Exprimer chaque régle comme un min
pondéré (resp. max pondéré) impliquant des
fonctions unaires et construire la df-PUF cor-
respondant (resp. cf-PUF).
3- Regrouper les min (resp. max) en FUS’s en
uniformisant les fonctions d’utilité pour chaque
variable présente.
Afin de trouver l’ensemble de regles de
sélection minimum pouvant représenter une -
borne inférieure d’une - fonction d’agrégation
f, nous pouvons faire comme suit. Considérer
d = f(\, ..., \,) etle produit cartésien

As =117, [\, 1],0 > 0.
Nous pouvons nous restreindre aux ensembles
maximaux au sens de 1’inclusion, soit :

]C(;:InCaX{Ag 0= f(/\b e )\n)}

Pour chaque hypercube maximal A5 € K, nous
pouvons €crire la regle de s€lection A, <o T; >

Ai = f > 0 et construire le terme max
en suivant la procédure décrite précédemment.
Pour les regles d’élimination la procédure est
duale, mais nous considérons les ensembles
maximaux de la forme My = II7 [0, \;],0 <
1 et pour chacun nous définissons la regle
d’élimination A;.,,.; 7; < A\ = f < 6, et nous
construisons le term min correspondant.

La deuxiecme étape de la procédure ci-
dessus est évidente pour obtenir un df-PUF
(resp. Cf-PUF) mais la représentation obte-
nue est non parcimonieuse. De plus, pour
avoir une représentation exacte de la fonc-
tion d’agrégation f en utilisant uniquement les
regles de sélection (ou uniquement les regles
de suppression), il faudra peut-€tre imposer des
contraintes supplémentaires sur les fonctions
d’utilit¢ comme dans I’Exemple 4. La troisieme
étape devrait €tre plus formellement définie,
comme le choix des groupements de termes
max (resp. min) de la df-PUF (resp. cf-PUF)
et "unification des fonctions d’utilité pour for-
mer plusieurs fonctionnelles d’utilité de Su-
geno. Ces groupements ne semblent pas Etre
uniques.

La question de trouver une représentation mi-
nimale de toute fonction d’agrégation sur une
échelle finie au moyen d’une conjonction ou
d’une disjonction de FUS’s est une question
pour des recherches futures. Il sera intéressant
de mesurer I’amélioration du pouvoir expressif
en passant des intégrales de Sugeno aux fonc-
tions d’agrégation monotones sur L.

Exemple 5 Si |L| = 3 comme dans I’Exemple 4, il
est facile de vérifier a partir de la Figure 3 qu’il y a
49 = 7 X 7 fonctions d’agrégation idempotentes dont
seules 9 sont des intégrales de Sugeno, toutes de la forme
max(min(zq, (1)), min(xe, u(2)), min(zq, x2)), avec
n(1), u(2) € L.

xIo \ 1 0 A 1
1 d > c | > max(},c) 1
X [c=<A ) > max(}, b)
0 0 a <\ b>a
Figure 3 — Fonctions d’agrégation sur une

échelle a trois valeurs.



5 Conclusion

Le résultat principal de cet article est de
montrer que tout ensemble de regles dont les
conditions utilisent des seuils comme bornes
inférieures (resp. bornes supérieures) sur des
valeurs d’attributs ou des évaluations globales
peut étre représenté par des fonctions unaires
par morceaux, qui a leur tour peuvent étre
exprimées sous la forme de conjonctions ou de
disjonctions floues d’intégrales de Sugeno sur
des transformations appropriées de 1’échelle
commune des attributs. Nous avons montré
que cette famille de fonctions correspond a
des fonctions d’agrégation monotones sur une
échelle finie. Nous avons aussi montré com-
ment exprimer une telle fonction d’agrégation
au moyen d’un ensemble de regles a seuils
multiples, lui-méme représentable comme une
combinaison de FUS’s.

Ces résultats pourraient s’appliquer a I’ap-
prentissage d’opérations d’agrégation (donc de
regles avec seuils) a partir de données quali-
tatives, voyant ces dernieres comme une table
d’agrégation partiellement définie. Il existe une
autre approche a ce probleme, basée sur les
intégrales de Sugeno et les regles a seuil unique
[5, 14]. Dans ces articles, I’'idée est d’approcher
un ensemble de données par au-dessus et par
en-dessous above au moyen de deux intégrales
de Sugeno standard basées sur des capacités
supérieure et inférieure, ce qui n’est pas tou-
jours possible. Ces travaux n’utilisent pas de
fonction d’utilité. Au contraire, 1’approche
présentée semble conduire a la conjonction
ou a la disjonction de plusieurs intégrales de
Sugeno faisant intervenir plusieurs fonctions
unaires jouant le role de fonctions d’utilité, ce
qui pourrait requérir le réglage de beaucoup
de parametres. Cependant, ce dernier défaut
pourrait peut-étre étre surmonté en recherchant
une représentation minimale, ce qui est une
question ouverte a creuser.
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