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❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✱
✉s❡❞ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
st❛t✐❝ ❣r♦✉♣ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐ts
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ✈❛❧✐❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤✐s st❛t✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ❡①t❡♥s✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s s❤❛r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ r❡❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❜✐❝②❝❧❡ r❛❝❡✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ♠♦❜✐❧❡ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s❀ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥s❡♥s✉s❀ t♦♣♦❧♦❣② ❡st✐♠❛t✐♦♥
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❈♦♥s❡♥s✉s ❉✐str✐❜✉és ♣♦✉r ❧❛ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡

●r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧❡s ❘és❡❛✉① ❞❡ ❈❛♣t❡✉rs ▼♦❜✐❧❡s

❘és✉♠é ✿ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✐str✐❜✉és ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ♠♦❜✐❧❡s✱ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r s✉✐✈r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❞✐str✐❜✉é
❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ rés❡❛✉ st❛t✐q✉❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞✉ rés❡❛✉ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s ❜♦r♥❡s t❤é♦r✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❢♦✉r♥✐r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❀ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ rés❡❛✉① ♠♦❜✐❧❡s✱ ❡t ♠❡t
❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ réé✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛r ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❡♥
❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦✉rs❡ ❝②❝❧✐st❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs s❛♥s ✜❧ ♠♦❜✐❧❡s❀ ❝♦♥s❡♥s✉s ❞✐str✐❜✉é❀ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉✐str✐❜✉t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ✐s ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✷✷✱ ✻✱ ✺❪✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇✐r❡✲
❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ t❛s❦ ✐s ♠❛❞❡ ❤❛r❞❡r ❞✉❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s②♠♠❡tr②✱
❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ♥♦❞❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❬✶✷✱ ✶✻❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❛ss❡ss ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡
❛❣❡♥ts ♠♦✈✐♥❣ r♦✉❣❤❧② ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ♣❡✲
r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇❤♦ ❛r❡ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ✈✐❝✐♥✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤♦s❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❤♦♣
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❛ ❜✐❦❡ r❛❝❡✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣s ❛r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ s♣❧✐t
♦r ♠❡r❣❡✳ ●❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤♦ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❣r♦✉♣ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
s✉♣♣♦rt ✐♥ ❝r♦✇❞❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢❡❡t ♦❢ r♦❜♦ts✳ ✳ ✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❢✉❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❣❡♥ts
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs s❡t t♦ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t
❢♦r ❤✐♠s❡❧❢✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t r❛♥❞♦♠❧② ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ts ✐ts ❝✉rr❡♥t ❧✐st t♦
✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❲❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✉♣❞❛t❡s ✐ts ✈❛❧✉❡s ❜② ❛
❖❘ ♦r ▼❆❳ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❡s t♦ ❜r♦❛❞❝❛st t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❧✐st ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡
❬✶✵✱ ✽❪✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
t♦♣♦❧♦❣② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ■t ✐s r♦❜✉st t♦ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛✐❣❤t s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
t✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡✈❡❛❧s t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥② ❢❛❧s❡ ✐❞❡♥t✐t②
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛
str♦♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ t♦ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞✴♦r ❞❡t❡❝t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡rr♦rs ♦♥ ✐❞❡♥t✐t② ❜✐ts✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✉♣ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♦r s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❛①✲❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆ ✜rst ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❛②
r❡❧② ♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❢♦r❣❡tt✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡♠♦✈❡ ♦❧❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
♣r❡❢❡r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡♣♦❝❤s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡s❡t ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞
❞♦❡s♥✬t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ❛❣❛✐♥ ♦♥ ❛ ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s✱ ❛ ♥❡✇ r♦✉♥❞ ✐s
st❛rt❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❡♣♦❝❤ ✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ❆❧❧ ♥♦❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ♥❡✇
❡♣♦❝❤ ❛t t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s r❛t❡✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❝②❝❧✐♥❣ r❛❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ s❡♥s♦r ❧♦❝❛t❡❞
♦♥ ❡❛❝❤ ❜✐❝②❝❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✱ ✐✳❡✳ ❧✐✈❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ❜✐❝②❝❧❡ ❜❡✐♥❣ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❛t❛ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❛❝❦❡t r❡❝❡♣t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✳ ❲❡ t②♣✐❝❛❧❧②
✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❣r♦✉♣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝②❝❧✐sts ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✵ ♠❡t❡rs✳
❯s✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ s❡♥s♦rs✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❣r♦✉♣
❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ s✐♥❦ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠♦t♦r❜✐❦❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ r❛❝❡ t❤❛t ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳ ❲❡ ✇❡r❡ ✜♥❛❧❧② ❛❜❧❡ t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
❢♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✷✵ ❝②❝❧✐sts✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ✶✵ ❛❣❡♥ts✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜r✐❡❢ st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ♦✉r ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t

❘❘ ♥➦ ✽✺✶✽



✹ ▲❛✉③✐❡r ✫ ❋r❛❜♦✉❧❡t ✫ ●♦r❝❡ ✫ ❘✐ss❡t

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♥♦❞❡s
✭✐✳❡✳ ♥♦♥✲♠♦❜✐❧❡✮✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✳

✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s✱ ✐♥ ❡❛❝❤
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✱ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❡①❤✐❜✐ts s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❛✐♠s ❛t ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ t♦ ❢♦r♠ ♥❛t✉r❛❧❧② s♦♠❡ s✉❜❣r♦✉♣s t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①♣❧♦✐t ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s✳

❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ r❛t❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❞❡❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❣♦ss✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❬✽✱ ✷✷✱ ✻✱ ✺❪✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ s❝❛❧✐♥❣ ✐ss✉❡s t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♣r♦♣❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣r♦✇s ❬✶✸❪✱ ♦t❤❡r
✇♦r❦s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ❬✷✷✱ ✻❪✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇✐r❡✲
❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ t❛s❦ ✐s ♠❛❞❡ ❤❛r❞❡r ❞✉❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s②♠♠❡tr②✱
❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ♥♦❞❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❬✶✷✱ ✶✻❪✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ ❧❡ss st✉❞✐❡❞ t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s✳ ■♥ ❬✽❪✱ t❤❡ ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♣❛♣❡r ❞♦❡s♥✬t ♣r♦✈✐❞❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■✉t③❡❧❡r ❡t ❛❧✳
✐♥ ❬✶✵❪✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs✱ t❤❡ ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠
♣r❡s❡♥ts str♦♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ r✉♠♦✉r s♣r❡❛❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s
❢♦❝✉s❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐s❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ❛s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❋❧♦♦❞✲▼❛① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✺❪ ♦r ♦♥ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ r❡❢s ✶✸✲✷✵ ✐♥ ❬✶✵❪✮✳

■✉t③❡❧❡r ❡t ❛❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❘❛♥❞♦♠✲❇r♦❛❞❝❛st✲▼❛① ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ✸ st❡♣s✿ ✐✮ ❛ ♥♦❞❡
r❛♥❞♦♠❧② ✇❛❦❡s ✉♣ ❛♥❞ ✐✐✮ tr❛♥s♠✐ts ✐ts ♠❛① ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡♥ ✐✐✐✮ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ♥♦❞❡s r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡
✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ♠❛① ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✐s ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ ◆✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛
✈❡❝t♦r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛① ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ✭v =
max(v1, v2) ⇔ v(i) = max(v1(i), v2(i))✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛ r❡s❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛♥❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ✇❤❡♥ ❛ ❣r♦✉♣ s♣❧✐t ✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
s✉❜❣r♦✉♣s✳

✸ ▼❛① ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✸✳✶ ●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❛s✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♥♦❞❡s
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳

❚❤❡ st❛t✐❝ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ✭❲❙◆✮ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✳ V
✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s❡♥s♦rs ❛♥❞ E t❤❡ s❡t ♦❢ s❡♥s♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ∆G t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❣r❛♣❤

■♥r✐❛



●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✺

G✳ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❦ ✐s s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ❡rr♦r✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦❧❧✐s✐♦♥✿ ❡✐t❤❡r t✇♦ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✭❛♥❞
✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✱ ♦r t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛t ❛❧❧✳
❲❡ ✇✐❧❧ r❡❧❡❛s❡ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♥♦ ❝♦♠♠♦♥ ❝❧♦❝❦ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦❝❛❧ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❝❧♦❝❦s✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❡♠✐ts ❛ ♣❛❝❦❡t ❛❢t❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✮ ❞✉r❛t✐♦♥ t ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇ ♦❢ ♠❡❛♥ λ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❬✷✷❪
t❤❛t✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ♥✉♠❜❡r s❡♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛❝❦❡t ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ❧❡✈❡❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛r❦❡❞ ♣♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡♥s✐t② Nλ ✇❤♦s❡ ♠❛r❦s ❛r❡ ✐✳✐✳❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❛✇ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s {1, 2, . . . , N} ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶✶✱ ✻✱ ✺❪✳

❚❤❡ ❙t❛t✐❝ ●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ✭❙●❈✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛✐♠s ❛t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❤✐♠
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ♣❛t❤✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ v ♣♦ss❡ss❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❇♦♦❧❡❛♥ N ✲✈❡❝t♦r Bv ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐t ❝❛♥ r❡❛❝❤✳ ❆❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❙●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ Bv

i ✇✐❧❧ ❜❡ ✶ ✐❢
♥♦❞❡ i ❛♥❞ v ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧❛❝❦ ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞❡① ✐♥ V ❛♥❞ B ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳

❚❤❡ ❙●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ Max ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✇✐s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❜♦♦❧❡❛♥ ✬♦r✬ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❜♦♦❧❡❛♥✮ ✱ t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮
❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❙t❛t✐❝ ●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠

✭❊①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ v✮
■♥✐t✐❛❧✐③❡ Bv ✇✐t❤ ❛ 1 ❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥t v ❛♥❞ ✵ ❡❧s❡✇❤❡r❡
r❡♣❡❛t

Tmax = random(0− T )
❲❤✐❧❡ ♥♦t ❡①♣✐r❡❞ ❜❛❝❦♦✛ Tmax

r❡❝❡✐✈❡✭Bj✮ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ j
Bv❂Max(Bv, Bj)

❡♥❞ ❲❤✐❧❡

❜r♦❛❞❝❛st ✭Bv✮
✉♥t✐❧ ✜♥✐s❤❡❞

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛①✲❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✶❪ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤
♥♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❤❡❧❞ ❜② ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ▼❛①✲❈♦♥s❡♥s✉s
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡s ✐ts ♦✇♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs r❡♣❡❛t❡❞❧②✱ ✐♥
❙●❈ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❚❤✐s
❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦❛❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❙●❈✱ ❛❧❧
♥♦❞❡s ♠✉st s❡♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡ ✈❡❝t♦rs✮ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡
❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✐♥ ❬✶✶❪ ♠❛② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❙●❈✳

✸✳✶✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

❆s t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s st❛t✐❝✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s✐③❡
N ✳ ■❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞
✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ Bv ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s τ ♥❡❡❞❡❞ t♦

❘❘ ♥➦ ✽✺✶✽



✻ ▲❛✉③✐❡r ✫ ❋r❛❜♦✉❧❡t ✫ ●♦r❝❡ ✫ ❘✐ss❡t

r❡❛❝❤ t❤❡ st❛t❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ Bv ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✿

τ = Minn{n ∈ N|∀v ∈ V,Bv = 1}

●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝ts ❛s ✢♦♦❞✐♥❣ ✭t❤❡ Max ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❧② ❦❡❡♣s t❤❡ ✶ ✐♥ t❤❡
B ✈❡❝t♦rs✮✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t τ < ∞✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[τ ]✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ❋♦r t❤❡ ❙t❛t✐❝ ●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ τ ✐s s✉❝❤ t❤❛t
E[τ ] < N∆G(1 + log(N))

Pr♦♦❢✳ s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✳✶

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✶❪ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ r❛♥❞♦♠❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r❛♣❤s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✶✶❪✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ τ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❤✐❣❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳ ❋♦r t❤❡ ❙t❛t✐❝ ●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ τ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞
✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ǫ ❜②✿

τ < N∆G

(

log(N) + log

(

∆G

ǫ

))

Pr♦♦❢✳ s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✳✷✳

✸✳✶✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡♦r❡♠s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷ ✐s ♥♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛♥❞ ❙●❈ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❘❛♥❞♦♠
❇r♦❛❞❝❛st ▼❛① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘❇▼✮✱ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s ✐♥ ❬✶✶❪✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
r❛♥❞♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❣r❛♣❤s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ N ✈❡rt✐❝❡s r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t
sq✉❛r❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ❛t ♠♦st ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❛❞✐✉s

r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ r =
√

8 log(N)
N

✱ ❛s t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❬✷✵❪✳

❋✐❣✳✶❛ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❘❇▼ ❛♥❞ ❙●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
❙●❈ s❤♦✇s s❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❤❛r❡
❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦❢ ❘❇▼✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ t❤❡
t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r♦✉♣ ❝♦♥s❡♥s✉s✳ ❋✐❣✳✶❜
s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❢t❡r ✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❙●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ❢♦r ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ǫ = 0.1✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤✐s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❡♥tr❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
♦✉t❧✐❡r ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♥♦❞❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t✉♥✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✸ P❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡rr♦rs

❲✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣r❡s❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ♠♦♠❡♥t❛♥❡♦✉s
❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦r ❡rr♦♥❡♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳ ❱❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱
❞❡♥s✐t②✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ P❛rt ♦❢ t❤❡

■♥r✐❛
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Upper bound (th 3.2)

Mean value

Outlier

✭❜✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❙●❈✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r
❘❛♥❞♦♠ ❇r♦❛❞❝❛st ▼❛① ✭❘❇▼✱ ❬✶✶❪✮ ❛♥❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙●❈✮✳ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✿ ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ❙●❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭❢♦r ✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ N = 50 ♥♦❞❡s ❣r❛♣❤✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ǫ✱ ǫ = 0.1✳

❘❘ ♥➦ ✽✺✶✽



✽ ▲❛✉③✐❡r ✫ ❋r❛❜♦✉❧❡t ✫ ●♦r❝❡ ✫ ❘✐ss❡t

✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✶✷❪ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡ts ✐♥ ♦r❞❡r
♥♦t t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇r♦♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✭❝♦❧❧✐s✐♦♥
♦r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡rr♦rs✮✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t♦ t❤❛t t❤♦s❡ ✇♦♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s r❡s✉❧t✱ ❜✉t t❤❡②
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡✳ ❖✉r ❜r♦❛❞❝❛st ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛s
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❞✐✈❡rs✐t② ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤✐s ❡✛❡❝t✱
❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛❝t✐♥❣ ❛s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡❧❛②s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t
r♦❜✉st t♦ ❢❛✉❧t② ♣❛❝❦❡ts✱ s✐♥❝❡ ❛ s♣✉r✐♦✉s ✐❞❡♥t✐✜❡r ♠❛② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r♦♣♣❛❣❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s ✐❢ ✐t ✇❛s ❛ r❡❛❧ ♠❡♠❜❡r✳ ✱❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛
str♦♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦❞✐♥❣ r❡❞♦♥❞❛♥❝② ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r✐♦r✐t② ❢♦r ❡rr♦r
❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤❛♥ ♥♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❡rr♦rs✳

✸✳✷ ▼❛t❡ ●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s

❚❤❡ ❙●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✿ ♥♦❞❡s
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐t ❜✐♥❛r② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❧✐st✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r❡❞ ❜②
♥♦❞❡s t♦ ♥♦♥ ❜✐♥❛r② ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳ ❤❡❛t✱ ♠♦✐st✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✱ ❧♦❝❛t✐♦♥✳✳✳✮✳ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡❝t ❣r♦✉♣s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② str❡♥❣t❤ ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥
❛ ❣✐✈❡♥ ❣r♦✉♣✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ tr❛♥s♠✐t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♠❛t❡ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥♦✇✳

❋✐rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ♠❛② ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ ❛
♥❡✐❣❤❜♦✉r ✐❢ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ✭❡✳❣✳ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ s♣♦r❛❞✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳✳✳✮ ❛s ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ✇❡r❡ ♥♦t
❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❲❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ❜❡✐♥❣ ♦❢ ♠❛t❡s ✐❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ♦r
✐❢ t✇♦ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❡s✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ ♥♦❞❡s ❛❜❧❡
t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦❣❡t❤❡r ✭♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♠❛t❡s✮✳

❙✐♥❝❡ ❛ ♥♦❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐ts ♠❛t❡s✱ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s ♠✉❧t✐✲❤♦♣
❡①t❡♥❞❡❞✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ♠❛t❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ♠❛t❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❜❛❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t
t❤❡s❡ ❜❛❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡❛❢t❡r ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ t❤❡ ●r♦✉♣ ▼❛t❡ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❣♠❝✮✱ ✜rst
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♠❛t❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ✉s✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
str❡♥❣t❤ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✭rss✐✮✳ ❚❤❡ Bv ✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ♥♦✇ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜♦♦❧❡❛♥✮✿ Bv

i ∈
[0;M ],M ∈ N✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❤❡♥
t❤❡ v ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ j✱ ✐t ✉♣❞❛t❡s ✐ts Bv ✈❡❝t♦r ✐❢ v ❛♥❞ j ❛r❡ ♠❛t❡s✳ ❚❤❡
s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s EC ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠❛tr✐① C ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ∆C

t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① C✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ●r♦✉♣ ▼❛t❡ ❈♦♥s❡♥s✉s

✭❊①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ v✮
■♥✐t✐❛❧✐③❡ Bv ✇✐t❤ M ❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥t v ❛♥❞ ✵ ❡❧s❡✇❤❡r❡
r❡♣❡❛t

Tmax = random(0− T )
❲❤✐❧❡ ♥♦t ❡①♣✐r❡❞ ❜❛❝❦♦✛ Tmax

■♥r✐❛



●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✾

r❡❝❡✐✈❡✭Bj✮ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ j
♣r♦①✐♠❂f✭rss✐✮ ✴✴♣r♦①✐♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ▼
✐❢ ✭♣r♦①✐♠>❚❤r❡s❤♦❧❞✮ ✴✴✐✳❡✳ j ❛♥❞ v ❛r❡ ♠❛t❡s

Bv❂Max(Bv, Bj)
❡❧s❡

Bv
j = Max(Bv

j , ♣r♦①✐♠)
❡♥❞ ■❢

❡♥❞ ❲❤✐❧❡

❜r♦❛❞❝❛st ✭Bv✮
✉♥t✐❧ ✜♥✐s❤❡❞

✸✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ◆♦❞❡ ▼♦❜✐❧✐t②

❲❤❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜r❡❛❦s
❞♦✇♥ ✐♥ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♦r ✐♥✈❡rs❡❧②✱ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❡r❣❡✳ ❇♦t❤ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ♠❡r❣❡✲❛♥❞✲s♣❧✐t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❣r❛♣❤
G(t) = (V,EC(t))✳ ❚❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐s ❛ss✉♠❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♥❛t✉r❛❧ ✇✐t❤ ❙●❈ s✐♥❝❡ ❛ ♥❡✇
♥♦❞❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♣ ✐s ❡❧✐❣✐❜❧❡ t♦ s❡♥❞ ✐ts ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❛❧❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♣✳
❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤✐s ❡❞❣❡
s❡r✈❡ ❛s r❡❧❛②s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s✳ ❇✉t✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡
❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ Ci✱ t❤❡ ▼❛① ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤✐s ✇✐t❤❞r❛✇❛❧✳❉②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❢♦r❣❡t✲
t✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ s❤❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ✉♣❞❛t✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❲❡ r❛t❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ r❡s❡t ♦❢ ❛❧❧
✈❡❝t♦rs Bv✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② r❡❜✉✐❧❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ ✭♦r
❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✮ ❣❡ts ♦✉t ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ✇✐t❤❞r❛✇❛❧ ❛♣♣❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ♥❡①t r❡s❡t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ r❡s❡ts✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❧♦❝❦ K✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡♣♦❝❤ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤
♥♦❞❡ v ❛ ❧♦❝❛❧ ❡♣♦❝❤ ✐♥❞✐❝❛t♦r kv ∈ N✱ t❤❡s❡ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧♦❝❦s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❡♣♦❝❤
st❛♠♣s ❛♥❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ♠✐st❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝❧♦❝❦s✳ ❆❧❧ ❧♦❝❛❧ ❡♣♦❝❤s kv ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ t♦ ✵ ❛♥❞
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♣♦❝❤✳ ❚❤❡s❡ ❡♣♦❝❤s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ Bv ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❜r♦❛❝❛st✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❡♣♦❝❤ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✲❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦r ♠❛②
❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦r tr✐❣❣❡rs ❛ ♥❡✇ ❡♣♦❝❤ ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❝❧♦❝❦ K ❛♥❞ ❜r♦❛❞❝❛sts ✐t ✐♥ ❛
❜❡❛❝♦♥✳ ❆❧❧ ♥♦❞❡s r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛❝♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ kv < K✱ r❡s❡t t❤❡✐r ✈❡❝t♦r Bv ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡
t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❝❧♦❝❦s ✭kv = K✮✳ ❆t t❤❡② t✉r♥✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜r♦❛❞❝❛st ❛ ♥❡✇ ❡♣♦❝❤ ✇✐t❤ ❛ r❡✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞
Bv✳ ◆♦❞❡s ♦✉t ♦❢ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦r ♠❛② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❡♣♦❝❤ ❛♥❞ r❡s❡t t❤❡✐r ✈❡❝t♦r
✇❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❡♣♦❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❉✉r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱
s♦♠❡ ♥♦❞❡s ♠❛② s✉r✈✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♣♦❝❤ K − 1 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛❧r❡❛❞② s✇❛♣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❡♣♦❝❤✳
❍♦✇❡✈❡r ❛s t❤❡ ❡♣♦❝❤ ✐s ❜r♦❛❞❝❛st❡❞✱ ❞❛t❛ ♦❢ ❡♣♦❝❤ K − 1 ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣
❛❧r❡❛❞② s✇✐t❝❤❡❞ t♦ ❡♣♦❝❤ K✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐❢ t✇♦ ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❛♥ ❢♦r ❛ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧♦❝❦s ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♣♦❝❤s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ♠❡r❣❡❞✱ t❤❡② ✇✐❧❧ q✉✐❝❦❧②
s②♥❝❤r♦♥✐s❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♣♦❝❤✳

❚❤❡ ▼♦❜✐❧❡ ●r♦✉♣ ▼❛t❡ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭♠❣♠❝✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ✇✐t❤
❡①t❡r♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ▼♦❜✐❧❡ ●r♦✉♣ ▼❛t❡ ❈♦♥s❡♥s✉s

✭❊①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ v✮
■♥✐t✐❛❧✐③❡ Bv ✇✐t❤ M ❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥t v ❛♥❞ ✵ ❡❧s❡✇❤❡r❡

❘❘ ♥➦ ✽✺✶✽



✶✵ ▲❛✉③✐❡r ✫ ❋r❛❜♦✉❧❡t ✫ ●♦r❝❡ ✫ ❘✐ss❡t

■♥✐t✐❛❧✐③❡ kv t♦ ✵
r❡♣❡❛t ✐♥✜♥✐t❡❧②

Tmax = random(0− T )
❲❤✐❧❡ ♥♦t ❡①♣✐r❡❞ ❜❛❝❦♦✛ Tmax

r❡❝❡✐✈❡ ♣❛❝❦❡t P
■❢ P = {kj , B

j} ❢r♦♠ ♥♦❞❡ j
♣r♦①✐♠❂f✭rss✐✮ ✴✴ ♣r♦①✐♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ▼
■❢ kj > kv ✴✴❝❤❛♥❣❡ ❡♣♦❝❤

kv = kj
s❡t Bv t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

❡♥❞ ■❢

■❢ ✭♣r♦①✐♠>❚❤r❡s❤♦❧❞✮ ✴✴✐✳❡✳ j ❛♥❞ v ❛r❡ ♠❛t❡s
Bv❂Max(Bv, Bj))

❡❧s❡

Bv
j = Max(Bv

j , ♣r♦①✐♠)
❡♥❞ ■❢

■❢ P ✐s ❜❡❛❝♦♥ ✇✐t❤ ❡♣♦❝❤ K
■❢ K > kv ✴✴❝❤❛♥❣❡ ❡♣♦❝❤

kv = K
s❡t Bv t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

❡♥❞ ■❢

❡♥❞ ■❢

❡♥❞ ❲❤✐❧❡

❜r♦❛❞❝❛st ✭{kv, B
v}✮

✉♥t✐❧

✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❣♠❝ ✉♥❞❡r r❡❛❧ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ❝②❝❧✐♥❣ r❛❝❡ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✱ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r✐❞❡rs ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❣r♦✉♣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❛❝❡✳ ❆ ❣r♦✉♣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
s♣❧✐t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝②❝❧✐sts ❜❡❝♦♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✵ ♠❡t❡rs✳

❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✈❡r② ❢❡✇ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❜✐❝②❝❧❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t❤❡ ❇✐❦❡◆❡t s②st❡♠ ❬✾❪ ❛✐♠s ❛t ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝♦❧❧❡❝ts ✈❛r✐♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝②❝❧✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲❜✐❝②❝❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞②
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❬✼❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ❤❛s ❛ str♦♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛t
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞ ✷✳✹ ●❍③✳ ❆❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❇♦❞② ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ❬✶✹❪
❛t t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛s ♦✉r s❡♥s♦rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐sts t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡r② str♦♥❣ ❛♥❞ ❢❛st ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦s✬ q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❛❧s♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡s ❛t t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠♦t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❞❡t❡❝t ❣r♦✉♣ s♣❧✐tt✐♥❣
♦r ♠❡r❣✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡✈❡r❛❧ ♠♦❜✐❧❡ s✐♥❦s
✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛♣♣❡❛r ♦r ❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❛♥♥❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ r❡❢r❡s❤ r❛t❡ ✐♥❢❡r✐♦r t♦
✶ ❍③✳

■♥r✐❛



●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶✶

Bicycle Network

Global Collection
Network

Local Collection
Network

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ●❧♦❜❛❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✸ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✹✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✷ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❇✐❝②❝❧❡
◆❡t✇♦r❦ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡s❀ t❤❡
▲♦❝❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ♠♦t♦r❜✐❦❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ r❛❝❡ ❛✐♠s ❛t ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛
s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ ❇✐❝②❝❧❡ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛❝ts ❛s ❛ ❣❛t❡✇❛②✱ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ●❧♦❜❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ t♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧ s✐♥❦ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ tr✉❝❦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❞❛t❛ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❜♦t❤ t❤❡ ❇✐❝②❝❧❡ ◆❡t✇♦r❦
❛♥❞ t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❘❋ t✉♥♥❡❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t✳

✹✳✶✳✶ ❇✐❝②❝❧❡ ◆❡t✇♦r❦

❊❛❝❤ ❜✐❝②❝❧❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❍✐❑♦❇ ❢♦① s❡♥s♦r ❬✷❪✱ ✜①❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛❞❞❧❡ ❛s ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝②❝❧✐sts✬ ❝♦♠❢♦rt✳ ❚❤❡s❡ s❡♥s♦rs ❡♠❜❡❞ ❛♥ ❆t♠❡❧ ❆❚✽✻❘❋✷✸✶ r❛❞✐♦ ❝❤✐♣s❡t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ ■❊❊❊
✽✵✷✳✶✺✳✹ ❝♦♠♣❧✐❛♥t P❍❨ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✷✳✹●❍③ ■❙▼ ❜❛♥❞ ❬✶❪❀ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✐s ❛ ✸✷❜✐ts ❆❘▼
❈♦rt❡① ▼✸ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❆s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♠♦❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❋❖❳ s❡♥s♦rs r✉♥ ♦♥ ❜❛tt❡r✐❡s ❛♥❞ ❡♠❜❡❞ ❛
♠✐❝r♦✲❙❉ st♦r❛❣❡ ❢❛❝✐❧✐t②✱ ♦✛❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠② ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳

❚❤❡ r❛❞✐♦ ❝❤✐♣s❡t ❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ❊♥❡r❣② ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✭❡❞✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛✈❡r✲
❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙✐❣♥❛❧ ❙tr❡♥❣t❤ ■♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✭rss✐✮ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✽ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
s②♠❜♦❧s r❡❝❡✐✈❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ✶❞❇r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ✲✾✶❞❇♠ t♦ ✲✽❞❇♠✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭✸ ❞❇♠✮✱ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✇✐❞❡r ❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❛♥❣❡✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐s❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❛❞✐♦ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❋❖❳ s❡♥s♦rs✳

❘❘ ♥➦ ✽✺✶✽



✶✷ ▲❛✉③✐❡r ✫ ❋r❛❜♦✉❧❡t ✫ ●♦r❝❡ ✫ ❘✐ss❡t

❇✐tr❛t❡ ✷✺✵❦❜♣s
▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖✛s❡t✲◗P❙❑ ✇✐t❤ s♣r❡❛❞✐♥❣

❋r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✷✹✵✽✲✷✹✽✵ ▼❍③
■♥t❡r✲❝❤❛♥♥❡❧ s♣❛❝❡ ✺ ▼❍③

▼❛①✳ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✸ ❞❇♠ ✭✷ ♠❲✮ ± ✸ ❞❇♠

❙❡♥s✐t✐✈✐t② ✲✶✵✶ ❞❇♠ ❛t ✷✺✵ ❦❜♣s
❊♥❡r❣② ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✭❊❉✮ r❛♥❣❡ ❬✲✾✶❀✲✽❪ ❞❇♠ ± ✶ ❞❇♠

❆♥t❡♥♥❛ ❈❤✐♣ ✭✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ P❈❇✮

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼❛✐♥ r❛❞✐♦ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❋❖❳ s❡♥s♦rs✳

✹✳✶✳✷ ▲♦❝❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦

❚❤❡ s②st❡♠ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠♦t♦r❜✐❦❡ ✐s ❛ ❍✐❑♦❇ ❧✐♦♥ r♦✉t❡r ❬✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠❜❡❞s ❛ ♣r♦❝❡ss♦r
❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛s t❤❡ ❋❖❳ s❡♥s♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❆❚✽✻❘❋✷✸✶ r❛❞✐♦ ❝❤✐♣s❡t✳ ■t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧✱ ❤✐❣❤ ❣❛✐♥ ❛♥t❡♥♥❛✱ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ♣♦✇❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦t♦r❜✐❦❡✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞❛t❛
✐s t❤❡♥ ❢♦r♠❛tt❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❯❙❆❘❚ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❙✷✸✷ s❡r✐❛❧
❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛ ✾✻✵✵ ❜♣s ❜✐tr❛t❡ ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❘❋ t✉♥♥❡❧✳

✹✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❛❧ r❛❝❡✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r♦✉❣❤ ❞✐st❛♥❝❡
❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t♦ ❛❞❛♣t ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✐t♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

✹✳✷✳✶ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ r♦✉❣❤ ❞✐st❛♥❝❡
✇✐t❤ ✐ts ✶✲❤♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❱❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✱ ❜♦t❤ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡✲❜❛s❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❣♣s✱❞✲❣♣s✱
❆♥❣❧❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧✱ ❚✐♠❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧✱ rss✐✱ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛t✐♦♥ ❬✹✱ ✶✽✱ ✷✶✱ ✶✾❪✱
✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
❢♦r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦st❧② ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❡♥❡r❣② ♦r ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❡♥✈❡t✉❛❧❧② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙✐❣♥❛❧
❙tr❡♥❣t❤ ■♥❞✐❝❛t♦r ✭rss✐✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✽✵✷✳✶✺✳✹ ❝♦♠♣❧✐❛♥t r❛❞✐♦ ❝❤✐♣s❡t✳ ■♥
♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❦♥♦✇♥
t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❜♦t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ❬✶✹✱ ✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
❜✉✐❧❞ ❛ r♦✉❣❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ s♠♦♦t❤❡❞ ❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❝②❝❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t✐♠❡✲s❧♦tt❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸❛ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡s ❛s
❢♦❧❧♦✇s ✿ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r✐♦❞✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ tr❛♥s♠✐ts ❛ ♣❛❝❦❡t ✐♥ ❛ r❡s❡r✈❡❞ t✐♠❡s❧♦t
✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❡r✮✱ ❛❢t❡r ✇❤❛t ✐t s✇✐t❝❤❡s t♦ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛❧❧
t❤❡ ♣❛❝❦❡ts s❡♥t ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✷ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ s❧♦ts ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♠❛r❦❡rs✱ ❛♥❞ ❢♦r tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ st♦r❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠ s❡❧❢✲❛❞❛♣ts t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡ ♦♥
t❤❡ ❧❛st ♣❛❝❦❡t r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐s s❡t t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✸ ❞❇♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣❡t t❤❡ ✇✐❞❡st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❛♥❣❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛❧❧ ❧✐♥❦s
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐♥ ❛ q✉❛s✐✲s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠❛♥♥❡r✱ ❛s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✷✹ ♠s✳

■♥r✐❛



●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶✸

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♦♥❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡
♣❧❛t❢♦r♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✷✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❋✐❣✳✸❜✿ ✸ ❜✐❦❡s A✱ B ❛♥❞ C✱ ❡❛❝❤ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❢♦① ♥♦❞❡ ❢♦r♠ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳ A ✐s ✜①❡❞
❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d = 0✱ ✇❤✐❧❡ B ❛♥❞ C ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ A✱ ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡❛❝❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
d = 40m✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② 10m ❛ ♠❛r❦❡r
✐s ❧♦❣❣❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✶✵ t✐♠❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧✐sts
♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❜♦✉t ✶✵✵✵ s❛♠♣❧❡s ♣❡r ❧✐♥❦ ❛t ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r✉♥✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✹✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤❡ r❛✇ ❡❞ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
s❤♦✇s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛st ❛♥❞ s❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t r❡❛❞✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ ❜✉t ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❧♦✇♥❡ss ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♠♦t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ s❡❝✲
♦♥❞s✳ ❆s ❛ r♦✉❣❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣
t❡r♠ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛st ❡❞ s❛♠♣❧❡s r❡❝❡✐✈❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧s♦ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❧✐♥❦ lAB ❢r♦♠ A t♦ B ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s✐❣♥❛❧ s(tn) r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t✐♠❡ tn✳ ▲❡t ✉s ✜rst s✇✐t❝❤ s(tn) t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ s❛② p(tn) = s(tn) − EDmin✱ ❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ EDmin = −91dBm✳ ❚❤❡ s❤♦rt t❡r♠
♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ W1✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ r❡♠♦✈❡r✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
❧❡t V1 ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ♠♦st t❤❡ W1 ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡❝❡✐✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ∆t1✿

V1 :

{

v1i = p(tn−i), ✐❢ (tn − tn−i) ≤ ∆t1

v1i = 0, ❡❧s❡
, 0 ≤ i ≤ W1 − 1

❚❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ❛✈❡r❛❣❡ s1(tn) ✐s✿

s1(tn) =
1

W1

W1−1
∑

i=0

v1i

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s1(tn) ✐s t❤❡♥ s❛♠♣❧❡❞ ❡✈❡r② ∆t2 ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ✈❡❝t♦r V2✱ ♦❢ s✐③❡ W2✱ s✉❝❤
t❤❛t

V2 = [s1(k∆t2), s
1((k − 1)∆t2), ..., s

1((k −W2 + 1)∆t2)]

k∆t2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❛st s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥st❛♥t ♦❢ s1✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❛✈❡r❛❣❡ s2(tn) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❛✈❡r❛❣✐♥❣ V2 ✿

s2(tn) =
1

W2

W2−1
∑

i=0

v2,i

❚❤✐s ❧♦♥❣ t❡r♠ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥❞s t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ s❧♦✇❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭s❤❛❞♦✇✐♥❣✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚♦ ❧✐♠✐t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐t ✐s
✜♥❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ♦♥ ✷ ❜✐ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤r❡s❤♦❧❞s th20 ❛♥❞ th30 ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s2

❛t d = 20m ❛♥❞ d = 30m✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✶✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣
❛♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳ ■ts ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❤❛r❞ t♦
❛ss❡ss✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❞✐st❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ■t ❛❧s♦ r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧ ♠❡♠♦r② ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ ❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❧② W1 + W2 s❛♠♣❧❡s ♣❡r ❧✐♥❦
❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❜✉✛❡rs✳

❘❘ ♥➦ ✽✺✶✽



✶✹ ▲❛✉③✐❡r ✫ ❋r❛❜♦✉❧❡t ✫ ●♦r❝❡ ✫ ❘✐ss❡t

❚✐♠❡

· · · ✶ ✷ ✸ ▼❛r❦ ❈tr❧ · · ·

❈♦♥tr♦❧ s❧♦t▼❛r❦❡r s❧♦t▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❧♦ts

✭❛✮ Pr♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥
A B C
A B C

d(m)
0 10 20 30 40

✭❜✮ ▲✐♥❦s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉②♥❛♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✿ ◆♦❞❡s ❇ ❛♥❞ ❈ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠
❆✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❆ ♠❛r❦❡r ♣❛❝❦❡t
tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦❞❡ ✐s ❧♦❣❣❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♥♦❞❡ ❇ ❣❡ts ♣❛st ✶✵ ♠❡t❡rs✳

✹✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ Pr♦t♦❝♦❧ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♠❣♠❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✱
✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜❡❛❝♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s❡♥t ❜② t❤❡ ❧✐♦♥ r♦✉t❡rs ❢♦r ♥❡✇ ❡♣♦❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ▲❡t
d(v, j) ❜❡ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ♣r♦①✐♠✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♥♦❞❡ v ✇❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠
♥♦❞❡ j✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r v ❛❝❝❡♣t✐♥❣ j ❛s ❛ ♠❛t❡ ✐s ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ v ❛♥❞ j ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✷✵♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ M = 3✱ ❛♥❞
Cvj = 1 ✐❢ d(v, j) ≥ 3✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❣r♦✉♣s✱
✐❢ d(v, j) ≥ 3✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ Max ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉♣♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈❡❝t♦r Bv✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
Bv

j ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐✳❡✳ Bv
j = Max(Bv

j , d(v, j)✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❣r♦✉♣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
❜✉t ❛❞❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛t ✇❤✐❝❤
t❤❡s❡ ✇❡❛❦❡r ❧✐♥❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡ts t❤❡ ✈❡❝t♦r Bv(kv−1)✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❛st ❧♦❝❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♥♦❞❡ v ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♣♦❝❤✱ t❤❛t s✉♣♣♦s❡❞❧②
❝♦♥✈❡r❣❡❞✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❦✿ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤❡
♠♦❜✐❧❡ r♦✉t❡r ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❡♣♦❝❤ KN − 1 ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❜✐❝②❝❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦t♦❝♦❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛❝❦❡ts
✭❘❚❙✱ ❈❚❙✱ ❆❈❑✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜✐❦❡ ♥♦❞❡s✳ ❆s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❛s
♠❛❞❡ ❢♦r N = 20 s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✷ ❜✐ts q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r Bv ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ N × 2 = 40
❜✐ts✱ ✐✳❡✳ 5 ❇②t❡s✳

■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✶✵
♣❛❝❦❡ts ♣❡r ♥♦❞❡ ♣❡r s❡❝♦♥❞ ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t
❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜②
t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s②♥❝❤r♦♥✐s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱
❛♥❞ ♥♦t ❡❛s② t♦ ❛❞❛♣t t♦ t♦♣♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✜①❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
Tmax = 70ms ❛s t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❡♥s✉r❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ❢❛✐r r❡❝❡♣t✐♦♥ r❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✺ ♣❛❝❦❡ts ♣❡r s❡❝♦♥❞
♣❡r ♥♦❞❡ ❢♦r ❛ st❛t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦♥ ❛ t❛❜❧❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡
♦❢ ✷✵✵ ♠s✳ ❚♦ ❧✐♠✐t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝s♠❛✴❝❛
✇✐t❤♦✉t ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t✱ Tmax ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❜❛❝❦♦✛✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❢r❡❡③✐♥❣ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ Tmax ✇❤❡♥ s❡♥s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜✉s②✳

❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ TP ✇❛s s❡t t♦ ✹✵✵ ♠s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢❛✉❧t② ❧✐♥❦s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱
t❤❡ ❆❚✽✻❘❋✷✸✶ r❛❞✐♦ ❝❤✐♣s❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❈❘❈✲✶✻ ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦
❞r♦♣ t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡ts✳ ❇✐❦❡ ♥♦❞❡s ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✶ ❜②t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

■♥r✐❛
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❧✐♥❦ lAB ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✿ W1 = 10✱ W2 = 5✱ ∆t1 = 1s✱ ∆t2 = 1s✱ th20 = 8✱ th30 = 5✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡
r❛✇ ❧✐♥❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❛✈❡r❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ r❡❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✻✺✻µs✳
❆❧❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡ts ✇❡r❡ ❧♦❝❛❧❧② st♦r❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦✲❙❉ ❝❛r❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡❞ ✈❛❧✉❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❝❡♣t✐♦♥ t✐♠❡st❛♠♣✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛❝❦❡ts s❡♥t ❡✈❡r② s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡rr♦♥❡♦✉s ✭✇r♦♥❣✲❈❘❈✮ ♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞✳

✹✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r❡❛❧✐s❡❞✱ ❜❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣
s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛ st❛❜❧❡ ❣r♦✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t ❣r♦✉♣ s♣❧✐tt✐♥❣s ❛♥❞ ❢✉s✐♦♥s✱ ❛s r❡q✉❡st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❡♥ r❛❝❡rs✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✷✱ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ P❛r✐s✱ ❢♦r ❛❜♦✉t ✶ ❤♦✉r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ t❡st t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✇❛s ❛ ✷ ❦♠ ❧♦♦♣✱
✐♥ ❛ s❡♠✐✲✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛♥❞ r❛t❤❡r ❝❧❡❛r ❛r❡❛s✳ ❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ✹✳✷✳✷✱ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❝❡ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ st♦r❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ✐t r❡❝❡✐✈❡❞✱ ♣❧✉s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ♦♥ ✐ts ♠✐❝r♦✲❙❉ ❝❛r❞✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣✐✈❡♥ ✷ ♠❛❥♦r r❛❝✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s ✿
st❛❜❧❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❛❝❡ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧
t❤❡ r❛❝❡rs ✇❡r❡ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛❝❦✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱ ♦♥❡ r❛❝❡r s❤♦rt❧② ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❜❡❢♦r❡
❥♦✐♥✐♥❣ ✐♥ ❛❣❛✐♥✳ ❆❢t❡r t❤❛t ♠♦✈❡✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ s✉❜✲❣r♦✉♣s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✱

❘❘ ♥➦ ✽✺✶✽
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t(s)
0 1603 1834 2454

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ●❧♦❜❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❤❡r❡
t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❡✈❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥ts ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐s♦❧❛t❡❞ r❛❝❡r ♠♦✈✐♥❣
❛✇❛② ❛♥❞ ❥♦✐♥✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳

♦♥❡ ♠♦t♦r❜✐❦❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❡ss ♦❢ t❤❡ r❛❝❡ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st♦r❡❞
❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✐❞❛t❡s ♦✉r ♣❧❛t❢♦r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

✹✳✸✳✷ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❢♦r t ∈ [0; 1603s]✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡
❝②❝❧✐sts ❛r❡ r✐❞✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❡✐r ♠♦t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
❞✐st❛♥❝❡s ♠❛② ✈❛r②✳ ❚❤✐s ✜rst st❡♣ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r❛♣❤
❜❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❣r♦✉♣ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ✜rst ❤❛✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛❝❦❡ts
❧♦st ❞✉r✐♥❣ t❤❛t ♣❡r✐♦❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ❡♠✐tt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡ts st♦r❡❞ ❜②
❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss ♦✈❡r ❛❧❧ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✷✷✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❜✉t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t tr❛✣❝ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♠♦t✐♦♥✱ ❜✐❦❡rs
❛❝t✐♥❣ ❛s ♦❜st❛❝❧❡s✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ✳ ✳ ✮✳ ■t ✐s ♥♦✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❜♦✉♥❞s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤
❞✐❛♠❡t❡r ✭✐✳❡✳ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✮ ✐s ❧♦✇✱ 1 ≤ ∆C ≤ 2✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❞✐r❡❝t ♠❛t❡s✳ ❋✐❣✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♠❛✐♥s
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✸✳✷✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳✶❜✮✳

✹✳✸✳✸ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♣❧✐tt✐♥❣

❆❢t❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♦❜s❡r✈❡ ✇✐t❤
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇✐t❤ ❡✈♦❧✈✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛❝❦ ❝♦♠❡s t♦ s♣❧✐t ✐♥ ❝❛s❡ ❛ ❜r❡❛❦❛✇❛② ♦❝❝✉rs✳
❋♦r t❤✐s ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✱ ✇❤❡♥ ♥♦❞❡ ✸ ♠♦✈❡s ❛✇❛② r❛♣✐❞❧② ❢r♦♠
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ r❛❝❡rs✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs t❤❛t ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✶✳ ❋✐❣✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡ ✸ ❛♥❞ ✐ts ✺ ❝❧♦s❡r
♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❛t s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦✉r ❞✐st❛♥❝❡
✐♥❞❡① r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮❀ ✐♥ t❤✐s

■♥r✐❛
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡❢♦r❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ N = 10✱ ∆C ≤ 2✳

❝❛s❡✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡✱ ❡✈❡r② r❛❝❡r ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❜st❛❝❧❡✱
✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❤♦♣s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❝❝✉rs✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤
❜♦t❤ ❣r♦✉♣s s❤❛r❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡✐r ♠❛t❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❜✉t ✇❡❛❦❡r ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s✳ ❆❢t❡r t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❢✉❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❣r♦✉♣ ❝♦♥s❡♥s✉s✱ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞
t♦ ♠♦❜✐❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❢❛st t♦♣♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s
♦♥ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❖♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❝②❝❧✐♥❣ r❛❝❡✱ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❘❙❙■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♥ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱
✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ ❯❲❇ ❝❤✐♣s❡ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t✐♠❡✲❜❛s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♥❡t✇♦r❦ ❧♦❛❞ ♠✉st ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝❤❛♥♥❡❧
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❣r♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♥♦❞❡s✬
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ ❡✳❣✳ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❆s t❤❡ ♣❛❝❦❡t
s✐③❡ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t

❲❡ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❊✉r♦♠❡❞✐❛ ❋r❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥
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❼ S0 ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ st❛❣❡ ✭t0 = 0✮✳
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❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✶ ✇✐t❤ ❤✐♠✱ t1 ✐s t❤❡ ✜rst ❞❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳

✳ ✳ ✳

❼ Si st❛❣❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ✭❛t ❧❡❛st✮ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ i ✇✐t❤ ❤✐♠✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t S∆G
✐s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r

♥♦❞❡s✳
❙t❛❣❡ S1 ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡s ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ Bv ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs v✱ ❤❡♥❝❡

✐t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ s❡♥t t❤❡✐r ♣❛❝❦❡t ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ ❛s ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧♦st✳
❚❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦✉♣♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✶✼❪ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s ✐♥ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ti✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣♦♥
❝♦❧❧❡❝t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ N ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ N ✈❛❧✉❡s✳
❚❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ NhN ✇✐t❤ hn = (1 + 1

2 + 1
3 + . . . + + 1

N
)✳ ❆s t❤❡ ❡✈❡♥t S1

♦❝❝✉rs ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s s❡♥t ❤✐s ♣❛❝❦❡t ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡
t❤❛t s❡♥❞s ❤✐s ♣❛❝❦❡t ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣♦♥
❝♦❧❧❡❝t♦r ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t1 ✐s✿

E(t1) = NhN = N(1 +
1

2
+

1

3
+ . . .++

1

N
)

❆❣❛✐♥✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥ st❛❣❡ S1✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ S2 ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛❣❛✐♥ s❡♥t ✐ts B
✈❡❝t♦r✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡ t2 − t1
✇❤✐❝❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s

E(t2 − t1|S1) = NhN

✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡✿

τ = t∆G
= t∆G

− t∆G−1 + t∆G−1 − t∆G−2 + . . . t1 − t0

❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

E(τ) ≤

∆G−1
∑

i=0

E(ti+1 − ti|Si) =

∆G−1
∑

i=0

NhN = N∆GhN

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② hN ≤ 1 + log(n)✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✿

E[τ ] < N∆G(1 + log(N))

✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✷

▲❡t Av
k(t) ❜❡ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ st❛❣❡ Sk✱ t❤❡ ♥♦❞❡ v ❤❛s ♥♦t s❡♥❞ ✐ts ♣❛❝❦❡t ❛❢t❡r t ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❡✈❡♥t ✐s P(Av
k(t)) =

(

N−1
N

)t
✿ ♥♦❞❡ v ❞✐❞ ♥♦t s❡♥❞ ❤✐s ♣❛❝❦❡t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t

t✐♠❡ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ Sk✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ tk+1 − tk ≥ t✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡✈❡♥t Av
k(t)

❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ v✱ ❤❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞✿

P(tk+1 − tk ≥ t) ≤ P

(

⋃

v∈G

Av
k(t)

)

≤
∑

v∈G

P(Av
k(t)) =

∑

v∈G

(1− 1/N)t

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t 1− y ≤ exp(−y) ❢♦r 0 ≤ y ≤ 1✱ ✇❡ ❣❡t✿

P(tk+1 − tk ≥ t) ≤ N exp(−t/N)

■♥r✐❛



●r♦✉♣ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷✶

❋♦r ❛♥② ǫ ≥ 0✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ tǫ = NLog(N) +NLog
(

∆G

ǫ

)

✇❡ ❣❡t✿

P

(

tk+1 − tk ≥ NLog(N) +NLog

(

∆G

ǫ

))

≤

N ∗ exp

(

−

(

NLog(N) +NLog

(

∆G

ǫ

))

/N

)

=

N ∗ exp(−log(N)− Log(
∆G

ǫ
)) =

ǫ

∆G

❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ st❛❣❡ ❧❛st ♠♦r❡ t❤❛♥ tǫ ✐s s✉❝❤
t❤❛t✿

P

(

∆G−1
⋃

k=0

(tk+1 − tk ≤ tǫ)

)

≤

∆G−1
∑

k=0

P(tk+1 − tk ≤ tǫ) ≤ ∆G.
ǫ

∆G

= ǫ

■❢ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ❧❛st ❧❡ss t❤❛♥ tǫ✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ∆G.tǫ✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✿

P(t∆G
< ∆G.tǫ) ≥ P

(

∆G−1
⋂

k=0

(tk+1 − tk < tǫ)

)

=

1− P

(

∆G−1
⋃

k=0

(tk+1 − tk ≥ tǫ)

)

≥ 1− ǫ

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✿

P

(

τ < N.∆G.

(

Log(N) + Log

(

∆G

ǫ

)))

≥ 1− ǫ
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